Ueber die Transcendenz der Zahlen ¢ und =%
Von
Davmo Hoeeet in Kdmigsberg i Pr.

Man nehme an, die Zahl e geniige der Gleichung nte® Grades

a-t aed-a,et+ .- Faer=0
deren Coefficienten a, a,, ..., a, ganze rationale Zahlen sind. Wird
die linke Seite dieser Gleichung mit dem Integral

f———:-sze[(z——l) (g—2)y ... (z—m)jett e=dz

multiplicirt, wo o eine ganze positive Zahl bedeutet, so entsteht der

Ausdruck N . .
“J +"/1‘;j\ + a,¢® —{—--‘--{—a,,e"/
]

13
und dieser Ausdruck zerlegt sich in die Summe der beiden folgenden
Ausdriicke:

P1=“Jw+“x‘?J‘ + a,¢ +"‘+au€"fw;
2 E]

1 ) n

P, = aﬁ;f + aer +~-+ane~bf.

Die Formel R
J 2e~*dz = ¢!

zeigt, dass das Integra]z/‘ eine ganze rationale durch ¢! theilbare

Zahl ist und ebenso leicht folgt, wenn man beziiglich die Substitutionen
2=z -1, 2=2"42,..., 2=2 -+ n anwendet, dass

a &L a
Joif S
1 @

ganze rationale durch (o 1)! theilbare Zahlen sind. Daher ist auch
*} Abdruck aus Nr. 2 der Gottinger Nachrichten v. J. 1893.
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P, eine durch o! theilbare ganze Zahl und zwar gilt, wie man sieht,
nach dem Modul ¢ .1 die Congruenz

) G=t @l (e+1)
Andererseits ist, wenn mit K beziiglich % die absolut grOssten

Werthe bezeichnet werden, welche die Functionen
22— (2—2)...(z—n)

(=1 (8—2)...(z—n)e*
in dem Intervalle 2=0 bis 2 == annehmen.

10f1[<kzce, tof2f<2kxe,...u“f<nkm

und hieraus folgt, wenn zur Abkiirzung
= {{aie] + 2|aye®| + - - - + nlanen|}k
gesetzt wird, die Ungleichung
@ P, < x Ke.
Nun bestimme man eine ganze positive Zahl ¢, welche erstens
durch die ganze Zabl @ .n! theilbar ist und fiir welche zweifens

¢ . . . .
x% < 1 wird. Es 1st dann 95; infolge der Congruenz (1) eine nicht

beziiglich

durch ¢} 1 theilbare und daher nothwendig von O verschiedene ganze

Zahl und da iiberdies 5—2! infolge der Ungleichung (2) absolut genommen

kleiner als 1 wird, so ist die Gleichung

Pl P2
, e
unmdglich.

Man nehme an, es sei # eine algebraische Zahl und zwar geniige
die Zahl @, — im einer Gleichung n'® Grades mit ganzzahligen Coef-
ficienten. Bezeichnen wir dann mit e, . .., «s die iibrigen Wurzeln
dieser Gleichung, so muss, da 1 4 ¢# den Werth O hat, auch der
Ausdruck

A e (4. () =14 Pt
den Werth O haben und hierin sind, wie man leicht sieht, die N Ex-
ponenten B,, ..., By die Wurzeln einer Gleichung Nt Grades mit
ganzzahligen Coefficienten. Sind iiberdies etwa die M Exponenten
By, ..., By von O verschieden, wihrend die tibrigen verschwinden, so
sind diese M Exponenten 8, ..., fx die Wurzeln einer Gleichung
Mo Grades von der Gestalt

f(@) =0bs" 4 be¥t + - - + by =0,
deren Coefficienten ebenfalls ganze rationale Zahlen sind und in welcher
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inshesondere der letzte Coefficient b, von Null verschieden ist. |
obige Ausdruck erhilt dann die Gestalt

T
wo @ eine ganze positive Zahl ist.
Man multiplicire diesen Aunsdruck mit dem Integral

= [ atoenererae,

wo ¢ wiederam eine ganze positive Zah! bedeutet und wo zur Ab
kiirzung g(2) = b¥f(s) gesetzt ist; dann ergiebt sich

il of v

und dieser Ausdruck zerlegt sich in die Summe der beiden folgenden
Ausdriicke:

P..a +eﬁ/+eﬁf+ +eﬂﬂf

(7.&[

P, — e’f;)/w‘*u +---+eﬂ”°j ,

wo allgemein das Integral f in der complexen z-Ebene vom Punkte
2 == 8, lings einer zur Axe der reellen Zahlen parallelen Geraden bis
zu 2 = -} oo hin und das Integral f vom Punkte z = O lingst der

geraden Verbindungslinie bis zom Punkte z = f; hin zu erstrecken ist.
Das IntegralA[ ist wieder gleich einer ganzen rationalen durch

[
! theilbaren Zahl und zwar gilt, wie man sieht, nach dem Modul
@ -+ 1 die Congruenz

L [ =gy e+

Mittelst der Substitution z = 2" 4+ §; und wegen g(8;) = 0 ergiebt sich
ferner

ef*;[ - f "+ BRIE BN A8 = (o 1)! G (B,

wo G(f:) eine ganze ganzzahlige Function von §; bedeutet, deren Grad
in f; unterhalb der Zahl oM - M bleibt und deren Coefficienten
sammtlich durch B¥+¥ theilbar sind. Da 8, ..., Sy die Wurzeln
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der ganzzabligen Gleichung f(#) = O sind und mithin durch Multipli-
cation mit dem ersten Coefficienten b zn ganzen algebraischen Zahlen
werden, so ist

GB)+GB)+ -+ GBu)
nothwendig eine ganze rationale Zahl. Hieraus folgt, dass der Aus-
druck P, gleich einer ganzen rationalen durch o! theilbaren Zahl wird
und zwar gilt nach dem Modul ¢ 4 1 die Congruenz

(3) é"—; =g b0 g, (e41)

Andererseits ist, wenn mit K beziiglich % die grossten absoluten
Betrige bezeichnet werden, welche die Functionen zg(g) beaiiglich
g(s)e~* auf den geradlinigen Integrationsstrecken zwisehen z = 0 bis
z == §; annehmen:

i
U | < ||k Ee ((=1,2.., M)
0 i

und hieraus folgt, wenn zur Abkfirzung

= {[6,¢" |+ [Boe®| + - -+ [Bu™|} k
gesetzt wird, die Ungleichung
4 [P, < % K¢.
Nun bestimme man eine ganze positive Zahl ¢, welche erstens

durch abb, theilbar ist und fiir welche zweitens % %;'e < 1 wird. Es

ist dann Qg‘ in Folge der Congruenz (3) eine nicht durch ¢ 4 1 theil-

!
bare und daher nothwendig von O verschiedene ganze Zahl und da

tiberdies 95? in Folge der Ungleichung (4) absolut genommen kleiner

als 1 wird, so ist die Gleichung
P, P
BB
unmoglich.
Es ist leicht zu erkennen, wie auf dem eingeschlagenen Wege

ebenso einfach auch der allgemeinste Lindemann’sche Satz iiber die
Exponentialfunction sich beweisen lisst.

Kénigsberg i. Pr., den 5. Januar 1893,



