
Ueber die DarstGellung definiter Formen als Summe yon 
Formenquadra~en. 

Yon 

Dxvm Hn~BERT in KSnigsberg. 

Eine algebraische Form gerader Ordnung n mit reellen Coei'ficien- 
ten und m homogenen Variablen mSge definit heissen, wenn dieselbe 
ffir jedes reeUe Werthsystem der m Variablen einen positiven Wer~h 
annimm~ und iiberdies eine yon Null verschiedene Discriminante be- 
sitzt. Eine Form mit reellen Coefficienten wird kurz eine reelle Form 
genannt. 

Bekanntlieh ist jede definite quadratisehe Form yon m Variablen 
als Summe yon m Quadra~en reeller Linearformen dars~ellbar. Des- 
gleichen l~s* sich jede definite bintire JForm als Summe yon zwei 
Quadraten reeller Formen darstellen, wie man durch geeignete Fac~ren- 
zerlegung der Form erkennt. Da die in Rede s~ehende Darstellung 
den definRen Charakter der Form in der denkbar einfaehsten Weise 
zu Tage treten li~ss~, so erscheint eine allgemeine Untersuchung be- 
treffs der MSglichkeR einer solchen Darstellung yon J_nteresse. Was 
zuniichst den weiteren Fall n = 4, m ~ 3 angeht, so gilt der Satz: 

Jede definite biquadratische tern~ire Torm liisst sieh als Summe vo~ 
drei Quadraten reeller quadratiseher Formen dars~llen. 

Zum Beweise betraehten wir eine biquadratische tern~re Form 2', 
welehe der-Summe der Quadrate dreier quadratischer Formen 9,  #, 
gleich is~. Soll gleichzeitig dieselbe Form ~' als Snmme der Quadrate 
der drei quadratisehen Formen r + ,~ ' ,  ~b + e~,', Z + eZ' darstellbar 
sein, w o e  eine unendlichkleine Constante bedeute~, so fiihr~ die Ver- 
gleiehung beider Dars~llungen nothwendig zu der Relation: 

(1.) ~ '  + ~,~,' + zz'~- o. 
Die drei Gleichungen: 

(2) ~----'0, ~p~0 ,  Z ~ 0  
mSgen kein gemeinsames LSsungssys~em besi~zen. Es miissen dann 
auf Grand der I d e n t i ~  (1) die vier gemeinsamea LSsungen der beiden 
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]etzteren Gleiehungen die quadrafisehe Form 9" zum Verschwinden 
bringen; hieraus folg~: 

~" --  ~ + r~, 
und desgteiehen: 

~" -~ ~ + ~z, 

Dur~  Einse~zung dieser Wer~he in die Idenf i~  (1) gew~unen wir 
ffir die eingef~hr~en Cons~an~en die Rela~onen: 

. + ~ o ,  r + ~ = o ,  ~ + ~ = o .  

Sobald daher die Resul~anto der drei Gleichungen (2) yon Null ver- 
schieden ist;, kann :~ene Identit~t (1) aussehliesslieh dutch eine lineare 
Combina~on der" drei LSsungen: 

~ ' ~  0, ~'-------Z, ~ ' =  r 
~,'= ~, r  O, r  
Z ' - - - - - - ~ ,  Z ' =  ~, Z ' ~  0 

befriedig~ werden d. h. es giebt keine mehr als dreifachunendliehe 
Mannigfaltigkei~ yon Formen q~, r Z, welche dieselbe Form ~ in 
der fraglichen Weise zur Dars~ellung bringen. Da das System der 
drei quadratisehen Formen t8 Coefficien~en, die biqu~d~:a~ische Form 2' 
dagegen nur 15 Coefficienten besitz~, so folg~ aus obigen Be~rachtungen, 
dass eine jede biquadratisehe ~ern~re Form sich ats Summe yon drei 
Formenquadra~en darstellen 1.:izs~*). 

Die Coefficienten der darstellenden Formen ~, r  Z e~th~te,u 
noeh drei willkiirliehe Paramef~r und nehraen daher ers~ de-nn best~nmte 
Werthe an, wenn wit i_hnen irgend drei yon einander unabh'Lngige 
Bedingungen auferlegen. Is~ let~eres geschehen, so gieb~ es nut eine 
endliehe Anzahl yon Formensys~emen ep, ~, ~, dutch deren. Ver- 
mittelung die vorgeleg~e biquadratisehe Form 5~' als Quadra~summe 
dargestell~ werden kann. Sollen yon diesen Formensys~men bei be- 
liebiger Wahl jener Bedingungen zwei Formensysteme zusammenriicken, 
so ist es den obigen Ueberlegungen zufolge erforderlich, dass die 
Resultante der betreffenden Formen q~, ~P, ~ und in Folge dessen auch 
die Discriminant~ der darzustellenden Form 2' verschwindef~ Der bier- 
dutch gekennzeielme~e singul~re Fall is~ flit die weitere Sehlussfolgexung 
yon Bedeutung. 

Es seien n~mlieh.~, F',-, ~'" drei defini~ biquadra~ische ~ernKre Formen 
und 2v, ~ 10" drei ver-anderliche positive GrSssen, deren u 
dureh die Punk~e im lnneren eines Coordina~endreieckes dargest~ll~ 

*) Das aBgemeine Merbei zu Grunde liegencte Pz~cip r~hr~ yon L. Kronecker 
her~ vergL Mathema~che Aun~len Bd. 13, pag. 549. 



sein m5gen. Wit construiren dann alle diejenigen Punkte p,  p'~ p"~ 
ffir welche die Gteiehung: 
(3) pF + p 'F"  4- ~ " ~ "  = 0 
eine Curve vierter Ordnung mi~ zwei oder mehr Doppelpunk~en definirt. 
Wie auch die beiden deffuiten Formen ~ und ~ '  gegeben seien, es 
ist offenbar stets mSglich, 2"" so zu w~hlen, (lass jene Punkte ~, p'~ p" 
nur in endlicher Zahl vorhanden sind und wir kSnnen demnach (lie 
beiden Eekpunkte ~ ~- 1, ~' ~-- 0, p" -~- 0 und 1o -~- 0, p' ~ 1, 1o" -~ 0 
dutch eine krumme Linie verbinden, welche ganz im Innern des Coor'di- ~ 
na~endreieckes verl~uft und keinen der vorhin construirten Punkte trifft. 
Betrachten wir jetzt einen Punk~ p,  p', p" dieser Verbindungslinie, so 
besitz~ die entsprechende biquadratische Curve (3) keinen Doppelpunk~. 
Denn da dieselbe iiberhaupt keinen reellen Punkt Mat, so miisste jeder 
etwa existirende Doppelpunkt der Curve nothwendig ein Punkt mit 
complexen Coordinaten sein; der zu diesem eonjugirt imagin~re Punkt 
wiirde dann ein zweiter Doppelpunkt der Curve sein, woraus sich ein 
offenbarer Widersprueh mit den geSroffenen Festsetzungen ergieb~. 
Indem wit mi~ den GrSssen Io, p', p" dem Laufe tier Verbindungslinie 
folgen, gelangen wir yon der definiten Form 2' dutch continuirliehe 
Ver~inderung ihrer reellen Coeffieien~en zu der definiten Form 2", ohne 
dabei eine Form ]nit versehwindender Diseriminante zu passiren. Wit 
setzen nun die Form ~ gleich der Summe der Quadrate dreier reeller 
quadratischer Formen 9~ ~,  Z. Es bleiben dann bei continuirlieher 
Ver~nderung der reellen Coeffieienten yon 2'  offenbar auch die Coef- 
fidenten der darsteltenden Formen r ~,  :~ stets reell, solange der 
vorhin be~rachtete singul~re Fall ausgesehlossen wird. Fiihren wit 
daher die continuirliehe Yer'~nderung yon 2" in 2" auf dem angegebenen 
Wege aus, so fblgt nothwendig, dass auch die le~ztere Form 2' '  die 
fragliehe DarsteUung als Summe yon drei Qaadra~en reeller Formen 
zut~sst. Dami~ ist uflser Satz bewlesen. 

Die zu An fang dieser Arbeit angereg~ Frage gelang~ jedoeh erst 
dutch die s~renge Begrandung des folgenden Theorems zum befriedigen: 
den Abschluss. 

Unter den definiten 2"orme~ der geraden Ordnung ~ yon m Variable~ 
giebt es stets solche, welche sich n ich  t als endliche Summe yon Quadrate~ 
reeller 2"ormen darstellen lassen*). Atleinige Ausnahme bilden die d~ei 
oben erledigten l~Tilte: 

L n ~- 2, m beliebig, 
II. n beliebig , m ~ 2, 

IIL ~ 4 ,  m --~- 3. 

*) Die Exis~enz solohex Formen hat bereih~ H. ~inkowski fiir ~vahrs~einlieh 
gehal~en; vergh die ers~e These in seiner Inauguraldissertation: ,,Untersuehungea 
fiber quadratische Formen," 
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Der Beweis wird zuniichs~ fiir den Fall der ~ern~en Form 6 ~ 
Ordnung erbrach~. 

Wir nehmen in der Ebene 8 ge~rennte Punkte (1), ( 2 ) , . . . ,  (8) 
an, yon denen weder irgend drei auf einer geraden Linie noch irgend 6, 
auf einem Kegelschnitte liegen. Dutch diese 8 Punk~ lege man zwei 
reelle Curven drlt~r Ordnung~ deren Gleichungen 9-----0 und ~ ~-= 0 
seien. Die beiden Curven schneiden sich noch in einem 9 te~ Punkte 
(9), welcher ebenfalls reell is~ and yon jenen 8 Punkten getrennt 
]iegen mSge. Es sei ferner f-~- 0 die GleSehung des durch die PunlrM 
(1), (2), (3), (4), (5) hindurehgeheMen Kegelschnittes und g ~ 0 die 
Gleichung einer Curve vierter Ordnung, welche dutch die PunlrM 
(l),  (2), (3), (4), (5) ebenfatls einfaeh hindurchgeht mad fiberdies die 
Punkte (6), (7), (8) zu Doppelpunkten besitzt. Demen~sprechend sind 
cp, ~, f ,  g tern~re Formen mit reellen Coefficien~en. Die reellen 
homogenen Coordinaten der 9 Punk~ (i) bezeichnen wit der Kfirze 
halber g]eiehfalls mi~ (i) und erl~ennen dann, dass clie Werthe f(9) 
und g(9) yon Null verschleden sind. W~re n~imlich f(9) gleich Null, 
so kSnnte man dutch lineare Combination der Gleichungen ~ ~ -0  
und ~ ~--0 die Gleichung einer Curve drifter Ordnung aufst~llen, 
welehe ausser den 6 Punkten (1), (2), (3), (4), (5), (9) noch einen 
7 t~n P~nkf mit dem Kegelschnitte f ~ 0 gemein h'~te. Diese Carve 
drifter Ordnung mfisste nothv~endig in den Kegelschni~ and eine durch 
(6), (7), (8) gehende Gerade zerfallen, deren Vorhandensein dutch 
unsere Annahme fiber die Lage der 8 Punk~e ausgeschlossen ist. 
W~ire ferner g (9) gleich Null, so kSnnte man auf demselben Wege 
eine nicht zerfallende Curve drifter Ordnung construiren ~, welche durch 
die drei Doppelpunk~e (6), (7), (8), sowie dutch die 6 einfachen Punk~e 
(1), (2), (3), (4), (5), (9) und iiberdies noch dutch einen beliebigen 
weiteren einfaehen Punk~ der Curve g-~-0 hlndurchliefe. In Folge 
dessen miisste die Curve g ~--0 in jene Curve driver Ordnung und in 
eine durch die Punkte (6), (7), (8) gehende Gerade zerfallen; diese 
Folgerung tritt wiederum mit unserer Annahme in Widersprueh. 
Nachdem wit das Vorzeichen der Form f so gew~hI~ haben, dass alas 
Product f(9) g(9) positiv ausf'~llt, betrachben wir die tern~ire Form 
der 6 t~ Ordnung: 

r + 0 ~ + P fg ,  
worin to eine positive Constanim bedeute$. Es sei ferner aUgemein p~ 
die kleinste posiidve Gr'Ssse, ffir weIche die Curve: 

in dem Punkte (~) e~nen RfickkelnTunkt oder einen dreifachen Pnol~ 
erha-3L Giebt es eine GrSsse soIcher Ar~ iiberhaupt nicht b so setze 
man /o~ ~ oo. Die GrSssen 10~ sind s~mmflich grSsser als NulI~ r 
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dem Werthe/~ = 0 die Curve r _}_ ! b ~  0 en~spricht~ ~elche often- 
bar die s'~mmflichen in Retie s4ehenden 9 Punk~e zu isolirten Doppel- 
punkah besitzt Vers~ehen wit nun uns [p] irgend eine yon NuI1 
verschiedene positive Gr'Ssse, welche kleiner isis als die kleinste der 
GrSssen 2~, so besiiszis die Curve: 

nur noch die 8 Punkte (!),  ( 2 ) ~ . . . ,  (8) zu isolirten Doppelpunkten, 
w~hrend sie den Punkt (9) iiberhaupt nieht mehr trifft Es is~ in 
Folge dessen mSglieh, um jene 9 Punkte kleine Kreise yon der Be- 
schaffenhei~ zu beschreiben, dass die tern~re Form: 

~2 + r + [1o] f g  

iiberall im Inneren jener 9 Kreise positiv bleibt und allein in den 
Mi~,telpunk~en der ers~en 8 Kreise gleich Null wird. Da ferner ausser- 
halb jener 9 Kreise der Ausdruck ~o ~ -]- ~b ~ stets yon Null verschieden 
is~, so besitz~ der absolute Werth des Quotienten: 

~o~ + V 2 
f9 

in dem Gebiete ausserhalb der 9 Kreise ein yon Null verschiedenes 
Minimum ~ r  Verstehen wir nun unter [[p]] eine yon Null ver- 
schiedene positive, weder [1o] noeh .~/erreichende GrSsse, so stells der 
Ausdruck : 

(4) 2' = ~ ~- ~p~ @ [[/o]] f g  

eine tern~re F, orm der 6 ~ Ordnung da% welche in den 8 t)un~ten 
(1), ( 2 ) , . . . ,  (8) s ist, dagegen fiir alle anderen redlen Werth- 
systeme.der Variablen yon s verschiede~ und loositiv au~f~llt. 

Es bedeu~e :P irgend eine definite tern~re Form der 6 re" Ordnung 
und p wiederum eine yon Null verschiedene positive Gr5sse; die Form 
F-]-to:P iss dann ebenfalls definit und mSge sich als Summe yon 28 
oder w.eniger Formenquadra~en darstellen lassen, wie folg~: 

(5) F + ~o/~ =- ~ + ~2 + . . .  + ~2, 

wo O, 6 , . . . ,  v gewisse reelle ternii.re cubisehe Formen bezeichnen,- 
deren Anzahl die Zahl 28 nich~ iibersehreiter Subsisi~uiren wir in 
dieser Identit~iis (5) die Coordina~ea des Punktes (9), so isis noth- 
wendigerweise fiir e i n e  jener cubischen Formen etwa fiir die Form 
die Ungleichung: 

erftiUt, hnderersei~s folgen aus derselben Identit~it (5) die 8 'Un- 
gleichungen: 
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Iq(1) t < I V p - - ~ I ,  
(7) l q (~) t < l f ~ - ~  I, 

I q (8) 1 _-< 1 / ~ - ~ 3  t'. 
Da fe~aer die in Rede sf~henden 9 Punk4e das vollst~ndige Schni~f~ 
punktsystem zweier Curven dritter Ordnung bilden, so herrscht eine 
Beziehung yon der Gestalt: 

(8) clq(1)-]-c20(2) + . . . + C s 0 ( 8 ) + c o 0 ( 9 ) ~ 0  i 
dabei sind die Gr5ssen ci, c:, . . . ,  c s, % yon den Coefficienfen der 
cubischen Form ~) unabhSngig und besitzen tiberdies ausnahmslos yon 
Ntall verschiedene Wer~he. Aus der Gleiehung,, (8) folg~: 

I clo(1)l q- Ic2q(2) ] q - . . .  q- lCs0(8)I => I%q(9)1 
und mit Benutzung der Ungleiehungen (6) und (7): 

Wiihlen wir daher fiir/9 eine GrSsse {p}, welche yon Null verschieden, 
positiv und kleiner ist Ms der Wergh des Quofdenf~n: 

c9~F(9) 
28 { t ~ t  + I~ ~r-~)l + . - . +  tcsrr-~3 I} ~ 

_so erkennen wir, dass unsere Annahme (5) sehliesslieh auf einen 
Widerspruch fiihrt; d. h.: 1)ie definite tern~re 2,orm 2, q-- {p} P yon 
der 6 ~ Ordnung Yisst sich night als Summe yon 28 oder weniger 
Quadraten reeIler" 2,ormen clarstdlen. 

Angenammen, die For~a 2' + {p} P wiire als Summe yon 29 
Quadmten reeller Formen dars~llbar, so best~ht jedenfaUs zwisc-hen 
le~teren eine lineare Relation mit consfan*en positiven und negativen 
Coeffieienten. Von diesen mSge der grSsste posi~ve Coefficient den 
Wer~h ~ besitzen. Dividiren wit dann die in Redo s~ehende Relation 
dutch's, und subtrahiren sie yon dot Summe jener 29 Formenquadra~e, 
so gelangen wit zu einer Darstellung der Form 2,-~- {2} LP dutch 28 
positive Formenquadra~e. In ghnlicher Weise fiihrt die Annahme einer 
Dars~ellung dutch mehr als 29 Formenquadrate schtiesslich ~ieder auf 
die Darstellung dutch 28 Formenquadra~e zum]ck d. h. d/e tera//re 
Form 2, + {p}P yon //er 6 ~' Ordnu~ lSsst sich i~erha~t nieht als 
endlieh~ Summe yon Quadraten red2ex 2,orme~z darste21en.. 

Um die Riehtigkei~ unseres Theorems fiir terniixe Formen yon 
beliebiger gerader Ordnmag n za erkelmen~ sei f - ~  0 die Gleiehtmg 

irgend einer reellen Curve yon deir Ordnung ~ - -  3, welehe dutch 

keinen der 9 Punk~ (1),'(2), . ~.., (8), (9) hindurthlgufr Man aehm a 
dann auf dieser Curve soviel reeUe Pauk~ (t0)~ (11), . . .  a~a, da~ 
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9r jede dureh diese Punkte hindurehgelegte Curve yon der Ordnung ~- 

in die Curve f =  0. und in eine eubisehe Curve zers163 wKhrend das 
Gleiehe nieht mehr der Fall ist~ sobald wir in der Reihe jener Punkte 
(10)~ ( 1 1 ) , . . .  einen Punkt unterdrfieken. In Folge dieser Annahme 
and wegen der Lage der 9 Punkte (1), (2), " ' v  (8), (9) gilt eine 
Relation yon der Gestalt: 

clO(1)--}-c ~ 0(2)--}-...-}-Cse(8)-.l-cg#(9)q-C,o#(lO)q-cj, 9(11) + . . . .  0, 
n wo # eine beliebige ternttre Form yon der Ordnung ~- bedeute& Die 

Constanten el, c2, . . . ,  Cs, c~, Clo , eli , . . .  sind yon den Coeffieienten 
der Form # unabhiingig und die Constanten ci, c .~ , . . . ,  cs, c9 besitzen 
iiberdies yon Null versehiedeae Werthe. Bedeutet nun _P eine definite 
terniire Form yon der Ordnung n, so ergiebt sieh dureh dieselbe 
Sehlussweise, wie vorhin, dass die terntire Form ]Ff ~ q - p P  far ein 

1 
geni~gend ]deines positives zv nicht als S~mme yon ~ - ( n + l ) ( ~ + 2 )  

Quadraten redler Pormen und folglich i~berhaupt nicht als endliche 
Summe yon Quadrate~ reeller teormen dargestellt werden kann. 

Was endlich die Formen mit mehr als drei Variablen betrifft, so 
bedarf es vor allem einer Untersuehung der quaterniiren biquadratisehen 
F o r m ,  

Wit nehmen zu dem Zwecke in dem dreidimensionalen Raume 
7 getxennte Punkte (1)~ (2 ) , . . .~  (7) an, yon denen nieht vier'in einer 
Ebene liegen. Ferner soll es nieht mSglieh sein, dureh irgend 6 jener 
Punkte einen Kegel zweiter Ordnung zu construiren, dessert Spitze in 
den 7 ~en Punk~ F~llt. Man lege nun dureh jene 7 Punk~e drei reelle 
quadratisehe Fliichen r = 0, ~ ~ 0 und Z ~ 0, welche sieh noeh in 
einem bestimmten 8 re" Punkte (8) schneiden. Dieser Punkt (8) ist 
ebenfalls reell und liege yon jenen 7 Pun l~n  getrennt. Es s e i f ~ 0  
die Gleiehung der durch die Punkte' (1), (2), (3) hindurehgelegten 
Ebene und g ~ - 0  die Gleiehung einer Fl~iehe drifter Ordnung, 
welche durch die Punlr~e (1), (2), (3) einfaeh hindurehgeht und fiber- 
dies die Punkte (4), (5), (6), (7) zu Knotenpunkten besitzt. Die reellen 
homogenen Coordinaten der 8 Punkte (i) bezeichnen wir der Kfirze 
halber ebenfalls mit (i). Wie maa leieht einsieht, ist f(8) yon Null 
versehieden. Das Gleiche gilt yon g(8). Denn ginge die F l~h~g  ~--- 0 
aueh dutch den Punl~ (8), so miiss~e sieh g in der Gestalt 

rep -1- s~p q- tZ 
ausdriieken lasseja, wo r ,  s, t Linearformen bedeuten. Die Definition 
der Fl~che g = 0 erfordert, dass ffir jeden der Punkte (d), (5), (6), (7) 
die ersten Differentialquotienten der Form'.g ~aeh jeder der vier 
h0mogenen Variablen also die Ausdrfieke: 
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r ~ ~ ~z 

r ~  + s ~ - ; +  t ~ ,  

349 

minanten der Matrix: 

~x~ ' 

~x~ ' 

~ ; ,  

BY ~z 

9~, t~Z 

gleich Null werden. In letzterem Falle kSnnte man yon einem jener 
vier Punkte einen Kegel zwei~r Ordnung constrairen, welcher durch 
alle fibrigen 7 Pu~/kte hindurchgeht. Diese Folgerung befindet sich mit 
den getroffenen Fes~se~zungen in Widerspruch. Nachdem wir das Vor- 
zeichen yon f so gew~hlt haben, dass f(8) g(8) posifiv ausfiiltt, kSnnen 
wir eine ~hnliche Schlussweise wie oben bei Behandlung der tern~ren 
Form 6 ter Ordnung anwenden. Dan~ ergiebt sizh, dass der Ausdruck : 

F ~ 9~ 2 + ~p2 + Z~ + p fg  

fiir ein geniigend kleines positives p eine _Form darstellt, welche in den 
Punkten (1), (2) . . . .  , (7) ~ull ist, dagegen f'd/r alle anderen reellen. 
Werthsysteme der Variablen van Null verschieden und po~itiv ausf~illt. 

Da die in Rede stehenden 8 Punkte das vollst~ndige Sehnitt- 
punktsystem dreier Fl~chen zweiter Ordnung bilden, so gilt eine 
lineare Iden t i~  yon der Gestalt: 

c, 0(1) + c~ ~,(~) + - - "  + c~ q(7) + c~ ~,(8) = O, 

wo ~ eine beliebige quatern~re quadratische Form bedeuteg und die 
Constanten el, c 2 , . . . ,  c 7, cs nur yon den Coordinaten jener 8 Pnn~e 
abh~ingen. Es bedeute ferner -P eine definite qua~ern~re biquadratische 
Form und {p} eine GrSsse, welche yon Null verschieden~ positiv und 
kleiner ist als der Werth des Quotienten: 

r ~ + s - ~ .  + t ~ ,  

~P s ~v t 

verschwinden und da keine der Linearformen r, s, t in s~mmtlichen 
vier Punkten (4), (5)~ (6)~ (7) verschwinden daft, so wiirde folgen, dass 
mindestens fiir einen yon jenen vier Punkten die tlreireihigen" Deter- 
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Setzen wit dann voraus, dass sieh die Form E-~- {p}.P als Summe 
yon 35 oder weniger Quadraten reeller Formen darstellen liesse, so 
werden wir in gleicher Weise auf einen Widersprueh gefiihrt, wie oben~ 
als es sich um die tern~re Form der 6 ~en Ordnung handel~e. ~0/~ 
definite ~uater~re bi~uadratische lXo~m ~ + {p} P ~iisst sich somit 
nicht a~s Summe yon 35 oder weniger Quadraten reeller ~ormen ~a~ 
foZglich i~berhau~ot nicht a~s endliche S~mme yon Quadra~n redler Formen 
darstdlen. 

Nunmehr bedeute (P eine defimte ~erniire Form der 6 re" Ordnung 
und ~ eine definite quatern~re biquadratisehe Form. ~Weder �9 noch 

sei als Summe yon Quadraten reeller Formen darstellbar. Siffd 
dann n u n d m  gleieh oder grSsser a|s vier~ so is~ es off~nbar ohne 
Schwierigkeit m5glich~ eine deflni~e Form der n ~ Ordnung yon m 
Yariablen zu consCruiren, welche dureh Nullse~en einer'oder mehrerer 
VariabIer in eine der Formen ~ oder ~ iibergeht. ~ n e  so~che ~orm 
ist ebensowenig als Summe yon Quadra~ reell~r z~'ormen darste~lbar 
wie die l~r �9 und �9 sdbst. 

Dami~ ist der vollst~i~dige Beweis ~fir die Rich~igkei~ unseres 
Theorems erbrach~. 

K S n i g s b e r g  i. Pr. ,  den 20. Februar 1888. 


