
S u r  la  thdor ie  des qua~ern ions*) .  

Pat 

M. CYPAR~ssos ST~Pn~OS ~ Pans. 
(Exh-ait d'une lettre adress~e ~, Mr. F. Klein). 

J'~rrive ~ vos demandes relatives ~ rues recherches sur les qua- 
ternions. 

C'est expr~s que, darts le Mgmoire que je vous ai ddj~ adressd, 
je n 'a i  point envisagg des formes bilin~aires dont tous le s  coefficients 
seraient donnds en valeur absolue, et que je n'ai point touch6 ~ la 
reprdsentation ggom6trique de ces formes, puisque je me reservais 
d'arriver ~ ees eonsiddrations lorsque j'aurais ~ traiter de la thdorie des 
quaternions. 

Quant ~ rues recherehes sur cette th~orie elles ont portg succes- 
sivement darts diverses directions. 

D'abord je me suis propos~ d'dtudier la~ reprgsentation des formes 
bilingaires binaires, ou bien des quaternions correspondants, par des 
points pgsants. Partant de ce que l'emploi des vecteurs d'apr~s H a m i l -  
t o n  dtait aussi bien admissible sous mort point de rue (et eels d'apres 
l'exemple de G r a s s m a n n qui avait introduit les vecteurs, d'en profiter 
dans le calcu[ baryeentrique de M~bius ) ,  :~'avais pens~ Strecke~, 
pour dgduire des opgrations entre points pdsants etc. une explication 
du cbf~ gdomdtrique de la thgorie des quaternions, autan~ que cela 
~tait possible. 

Je ne me suis jamais fair illusion sur le manque de route signi- 
fication intrins~que darts 1'ensemble d'opgrations (addition, multipli- 
cation etc.) entre points pdsants et vecteurs. Toutefois devant l'irrd- 
gularitg m~me de ees opdrations il y avait lieu de se demander si elles 
n'dtaient point l'image d'autres opdrations, bien rgguli~res, entre des 
~tres gdomg~riques correspondant d'une mani~re individuelle aux divers 
qua~rnions. 

H a m i l t o n  avait d6j~ fair un premier pas ~ers la soluf~n de cette 
question. Pour cela il se fondait sur la considdration de deu.x vecteurs 
a e t  B dont le quotient BA -1 est ~gal ~ un quaternion donng Q. 
Ainsi en supposanL que zt et B aient lear origine en O (origine des 

*) Par'des explications relatives ~ diverses notions conaiddrges, dana co qui 
suit on pourra consulter le M6moire de M. St6phanos inag~6 dans ce volume des 
Annaleu (Volt surtout les w167 I, II, VI de la seconde Paxtie). 
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eoordonnges) on voit que la correspondanee entre les extrdmit6s de ces 
vecteurs constitue une transformation de similitude du plan du qua- 
ternion Q en lui m~m% transformation laissant O immobile. 

I1 faut bien convenir que eette transformation de similitude du 
plan de Q constitue un repr6sentant gEomgtrique assez convenable du 
quaternion correspondant. Et  en effet non seulement etle d6termine 
Q d'une mani~re unique Iorsqu'elle ast donnde, mais aussi elle permet 
de donner des constructions g~om6triques for~ simples pour les diverses 
op6rations entre quaternions. 

En rgfleehissant sur ces fairs je me suis demandg si la reprdsen- 
ration de al~ 1 -t-a2~2-t-aztz par l'extr6mitg d'un vecteur ayant son 
origine en O, repr6sentation dont l'influen'ce sur les rdsultats prge~dents 
n'est aueunement ddfavorabl% ne doit ~tre 6rigde plutSt en rbgle, et 
si, ell accord avee cela, on ne dolt point s'a~taeher ~ une nouvelle 
representation ggom6trique d'un quaternion complet, laquelle consisterait 

representer a 0 q -a  1 ~j q - a  2 L~ q -a  3 6 3 par un gldment d'une varigt6 s quatre 
dimensions dans laquelle serait eontenu notre espace de points (a o ~ O). 

Apr~s examen attentif des circonstances xlui accompagnent le calcul 
des quaternions j 'ai 6rE ~ rdconnaitre qu'en effet c'est ~ une pareille 
reprgsentation des quaternions qu'on devait s'arr~ter. 

La vari6id ~ quatre dimensions dont les dlements doivent representer 
|es divers quaternions est celle formge par les diverses spheres or ien t~  
de notre espace, (une sphere orientde, semi-s~h~re de M. L a g u e r r e ,  
pouvant, ~tre eonsiderge comme une sphbre dont le rayon est pris avec 
un signe dEtermind). Un quaternion Q ~ a0 -~- al h q- az ~ q- az ~z 
serait ainsi reprdsentg par la sphere orientge ayant pour centre l'extrd- 
mit~ du vecteur VQ = a~ ~ q- a~ t~ -q- a:~ ~:~ et dont le rayon serait 

dgal ~ S Q ' ] / :  l = a  0 / / -  1. 
I1 est ~ remarquer que le ebne orient~ ayant son sommet en 0 et 

circonscrit ~ la sphere orient6e qui reprdsente Q, es~ caraet~risd par 
eette propriEt~ que ehaeun de ses plans tangents coupe le cerele 
l'infini en deux points x,  y qui se correspondent dans l'homographie 

gtablie sur le eercle ~ l'intini par la rotation 2,/~, v =a-~at ao-o ~a~ -ao'as 
I1 est aussi ~ remarquer que la norme N Q ~ a,~ ~ q- a~ ~- q- a~ ~ q- az ~- 
d'un quaternion Q est 6gale ~ la puissance du point 0 par rappor~ 
la sphbre co rrespondante Q. 

Mais ce qu'il y a de plus remarquable c'est que le carrd de la 
distance tangentielle de deux spheres orientdes Q~ et Q~, c'est-~-dire de 
la distance entre les points of~ un plan orientg touche ces deux spheres 
orient~es, est dgal ~ N ( Q ~ -  Q~)*). C'est 1~ un fair de la plus grande 

*) Ainsi la condition pour que les deux spheres orientges QI et ~ se touchent 
est ~(Q~ - QI) ~ o. 
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importance pour remploi qu'on pent faire des quaternions darts l'4tude 
des correspondances de contact entre sphbres orientdes. 

En partant de cette repr4sentation des quaternions isol4s, on a 
chercher l'interprdtation du rble que rev6tent les spheres correspon- 

dantes darts les di~erses opdrations entre quaternions~ 
Et d'abord pour ce qui concerne l'~dition des quaternions OR doit 

supposer qu'une sphere orientge Q repr4sente une translation 4gale 
VQ suivie d'une dilatation dgale ~, S Q . / - -  1 (cette derni~re op4ration 
ayant pour effet d'ajou~r au rayon de route sphere orientge la longueur 

S Q . / ~ - - 1 ) .  L'addition des qua~ernions n'est ainsi autre chose que 
l'image de la composition de ees transformations (Y = Q -t- X). 

Maintenant, pour ce qui coneerne la multiplication, on doit con- 
sid4rer une sphere orient6e Q eomme d4finissant une correspondanee 
(I) Y ---- XQ. 

Au produit de deux spheres QI, Q2 correspondrait ainsi le produit 
des deux transformations 

Y =  xQ,, Y= Xq . 
La transformation (1) fair en g4n4ral correspondre s des points 

des spheres orient~es. Les seuis points X = A auxquels correspondent 
ainsi des point~ Y - = B  spat situgs darts le plan de Q; il en est de m6me 
pour les points B. C'est cette m6me eorrespondance A, /~ que nous 
avons d4js eu s considdrer. 

II est s remarquer qu's des p/arts orient,s*) parallhles correspon- 
dent par cette transformation aussi des plans orientals parall~les. Deux 
plans correspondants se coupent toujours suivant une droiLe qul ren- 
contre le cerele s l'infini C| Les deux autres points d'interseetion de 
ces plans avec le cercle C~ sprit correspondants dans I'homographie 

at ab aa 4tablie sur ee cerele par la rotation ~ , # , v  = a , '  no' a0 

Dans cette transformation les divers c6nes de rdvolution orientals 
ayant leur centre en 0 se transforment les uns darts les au~res. Deux 
pareils c6nes correspondants son~ circonscrlts ,~ une infmif~ de spheres 
orientdes correspondantes. Les puissances par rapport s 0 de deux 
spheres X, Y correspondantes sprit da reste tides entre dies par la 
relation N Y  = N X  .. NQ.  Enfin il est a remarquer que les eercles 
suivant lesquels deux pareilles sphbres coupent le plan de Q son~ corre- 
spondants dans la transfbrmation de similitude ~ ----- A Q du plan de Q. 

Dans les op4rations de l'addition et de la multiplication le point 
O joue le r61e de zdro, tandisque la sphere orientge ayant te point 0 

pour centre et//-~---i pour rayon jour le r61e d'unite" (Q ~ 1). Enfin ce sprit 
les plans orient, s qui se pr6sentent comme des inl~nis. I1 est ~ rioter 

*) Semi-i~ans de M. Laguerre. 
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qu'~tant donnds le point  O" et la sphbre orientge 1 la somme et le 
.produit de deux sphbres orientges sont parfaitement dd~erminds. 

Les proprigtds prgcgdentes montrent ddj~ combien la reprgsen- 
Cation des quaternions par des sphbres orient6es est naturelle. Quant 
au calcut ggomgtrique de H a m i l t o n ,  envisagg sous son vdritable 
aspect, on peut dire qu'il rgpose sur la reprdsentation des formes bili- 
n6aircs symgtriques (vecteurs) par des points de l'espace. Aussi je 
~rouve que les applications de ce ealeul doivent ~tre cherchges dans 
l'gtude des propridtgs 61gmentaires des syst~mes de points dans l'espaee*). 
Cela tiendrait ~ ce que les  opdrations S e t  V, appliquges aux produits 
de plusieurs vecteurs pris deux it deux ou trois ~ trois, conduisent 
t o u s l e s  invariants et covariants des formes quadratiques correspon- 
dantes, relatifs it des substitutions lingaires de ddterminant dgal ~ 1, 

"e t  par consgquent ~ t o u s l e s  invariants et covariants des points de 
l'espace correspondants, relatifs h des rotations effectuges autour du 
point O. 

Par contre avee l'extension de la reprgsentation des quater-nions, 
par l'emploi de sphbres orientges, le champ des applications de ce caIcul 
parait s'gtendre de lui-m~me dans les limites de la Gdomdtrie des 
spheres de M. Lie. 

Ainsi par exemple A, .B, C, 1) ddsignant des quaternions arbi- 
traires et X,  Y deux quaternions variables la relation 

X A Y +  X B + C Y + I ) ~ - O  
reprdsente la transformation de contact la plus ggn6rale entre spheres 
orientges. 

Pour A = 0 on a des ~ransformations entre p|ans orientgs; etc. e~c. 
En se servant de la correspondance entre spheres (orlentdes) et 

droites de M. L i e  on pourrait aussi repr6senter les quaternions par 
des droites de l'espace. On aurait ainsi une nouvelle application du 
calcul des quaternions qui ne serait peut-~tre moins intgressante. 

Ce n'est que dernibrement que je  suis parvenu ~ eette interprd- 
tation des quaternions au moyen de spheres orientges. Ainsi je  n'ai 
pas encore eu le temps d'achever l'exposg dont je parlais en commen- 
~ant. Malhcureusement le temps va, parait- i l ,  encore me manquer, 
de sorte que je ne sais pas si je  pourrai vous envoyer ee travail de 
sitSt~ d'autant plus que d'autres recherches me pressent dgalement. 
C'est pourquoi je  me suis permis de vous en prgsenter iei les traits 
prineipaux. 

P a r i s ,  le 3. Mai 1883. 

*) Ou tout au plus '~ des dtudes relatives au groape des transformations 
par rayons vecteurs r~ciproques. 


