Die Zusammensetzung der stetigen endlichen Transformations-
gruppen.
Von

WeerM Kivvine in Braunsberg Ostpr.

Erster Theil.

Im Gegensatz zu meinen bisherigen Arbeiten iiber Transformations-
gruppen®) schliesse ich mich in der vorliegenden Arbeit ganz den
Bezeichnungen des Herrn Lie an und ich verweise fiir diejenigen Leser,
welche mit dessen Arbeiten weniger bekannt sind, auf die Zusammen-
stellung , welche Herr Engel in seiner Arbeit im 27. Bande der Math.
Annalen (S. 1ff) gegeben hat. Auch die von mir neu eingefiihrten
Bezeichnungen sind im Einverstindniss mit den Herren Lie und Engel,
theilweise nach miindlicher Besprechung mit denselben gebildet. Dem-
ngch bezeichne ich diejenigen infinitesimalen Transformationen, durch
weleche eine 7r-gliedrige Gruppe bestimmt wird, symbolisch durch
X,f...X,.f (wo kein Missverstéindniss entstehen kann, durch X,...X).
Eine beliebige infinitesimale Transformation X%, X.f ist durch » Coef-
ficienten 7, . . . 7, bestimmt und kann bloss durch (7, ... %) oder (%)
bezeichnet werden. Jede infinitesimale Transformation fithrt auf eine
einfach unendliche Schaar von endlichen Transformationen, und um-
gekehrt kann jede beliebige endliche Transformation dadurch erhalten
werden, dass man eine infinitesimale unendlich oft wiederholt. Die
endlichen Transformationen werden aber in den nachfolgenden Unter-
suchungen nur betreffs der Frage untersucht, ob sie vertauschbar sind
oder nicht. Infinitesimale Transformationen sind, solange nicht das
Unendlichkleine einer hdhern Ordnung mit beriicksichtigt wird, stets
vertauschbar. Sobald aber zwischen zwei solchen eine gewisse Relation

*) Erweiterung des Raumbegriffes. Braunsberg 1884. Zur Theorie der
Jie'schen Transformationsgruppen. Braunsberg 1886.

Da die erste Arbeit zunichst dem Verzeichniss der Vorlesungen fiir den
Winter 1884/85, die andere dem fiir den Sommer 1886 vorgesetzt wurde, soll
erstere mit Pr. 1884, letztere mit Pr, 1886 citirt werden,
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besteht, ist jede aus der einen hergeleitete endliche Transformation
mit jeder aus der andern erhaltenen endlichen Transformation ver-
tauschbar (Programm 1884, S. 12). Wir haben daher kein Missver-
stindniss zu befiirchten, wenn wir alle Transformationen, welche aus
derselben unendlich kleinen durch Wiederholung hervorgehen, als
identisch betrachten und diese Schaar endlicher Transformation durch
die zugehtrige infinitesimale bezeichnen. Wir sprechen daher (vielleicht
im Gegensatz zu Herrn Lie) von einer Transformation X7, X.f.

Damit die » Systeme von Differentialgleichungen X f... X,f zu
rir—1)
2

einer Gruppe fithren, hat man nach bekannter Vorschrift die
Ausdriicke (X, X,) zu bilden, und dann muss sein:

(XL Xx) = % Cxo Xo‘f-

Zwischen den Coefficienten ¢,,; miissen gewisse Beziehungen be-
stehen, welche man entweder aus den Integrationsbedingungen oder aus
einer fiir endliche Gruppen nahezu selbstverstindlichen Gleichung¥*) her-
leiten kann, und welche sich aus den Jacobi’schen Relationen ergeben:

[X.(Xu X)) + [Xu(Xa X)) + [Xa(X.X)] =0,

oder aus
Dt {ex2o(Xe X)) + creo(XoXo) + o (X X2)} = 0.

Viele Eigenschaften der Gruppe sind nicht von den Transfor-
mationen X,f... X,f selbst abhingig, sondern ergeben sich bereits
aus den Coefficienten ¢,,;. Wenn daher zwei Gruppen dieselben Coef-
ficienten c,.1 besitzen, so werden sie als gleich zusammengesetzt be-
zeichnet. Da man aber die ¢,,; dadurch verindern kann, dass man
die X,f ... X,f durch » von einander unabhingige homogene lineare
Functionen derselben ersetzt, so hat man zwei r-gliedrige Gruppen
als gleich zusammengesetzt zu bezeichnen, wenn sie entweder dieselben
Coefficienten ¢,,; haben, oder wenn man die Gleichheit durch passende
Wahl der bestimmenden infinitesimalen Transformationen herbeifiihren
kann.

Wofern fiir gegebene Werthe von ¢ und x die » Coefficienten

Cix 1+« « Coxr Dicht simmtlich verschwinden, stelltzje cxo Xof wieder
eine Transformation dar. Es ist selbstverstindlich, dass unter den
r(r—1
( : )
einander unabhiéngig sind; in vielen Fillen werden sie darch eine
kleinere Zahl dargestellt werden konnen. Ich habe (Programm 1886
S. 7 und 8) die Zahl der hierin enthaltenen von einander unabhingigen

auf diese Weise erhaltenen Transformationen hdchstens » von

*) Engel, Beifriige zur Gruppentheorie. Leipziger Berichte 1887. S. 89ff.
Mathematische Annalen, XXXI, Y



254 WiteeLu KInring.

Transformationen mit p bezeicknet, und bewiesen, dass diese p Trans-
formationen eine invariante Untergruppe bestimmen, welcher ganz
hervorra.gende Eigenschaften zukommen. Fiir diese Untergruppe wird
man einen eigenen Namen nicht entbehren kdnnen und ich bezeichne
sie als die Houptuntergruppe. Hiernach ist eine Gruppe, fiir welche
p = r ist, thre eigne Hauptuntergruppe; dagegen besitzt eine Gruppe
mit lauter vertauschbaren Transformationen keine Hauptuntergruppe.
Jede zweigliedrige Gruppe, deren Transformationen nicht vertauschbar
sind, hat bekanntlich immer eine eingliedrige Hauptuntergruppe; diese
mag zuweilen als ihr Haunptelement bezeichnet werden.

Zu einer zweiten fiir die Gruppe charakteristischen Zahl gelangt
man durch folgende Betrachtung. Das Problem, diejenigen zwei-
gliedrigen Untergruppen zu bestimmen, in denen eine gegebene Trans-
formation (%, . ..n,) vorkommt, fiihrt auf eine Gleichung rt Grades:

@ — w19, (1) + 0"y (1) — - - £ @ () =0,

wo die ¢:(n) homogene Functionen 2t Grades in 7, ... %, sind und
wo das absolute Glied verschwindet. Nun entsteht die Frage, wie
viele der Functionen %, ...%,_; von einander unabhingig sind, so
dass sich alle andern durch diese ausdriicken lassen. Die Zahl der
von einander unabhingigen, welche fiir » > 2 stets kleiner als » —1
ist, soll mit I bezeichnet werden und der Rang der Gruppe heissen.
Ist 7 > 1, so verschwinden nicht nur die Coefficienten %, ;...¢, 141
identisch, sondern auch alle Unterdeterminanten » — I 1t Grades
einer gewissen Determinante, welche mit der obigen Gleichung in
engem Zusammenhange steht. Ferner gehort jede Transformation einer
(I — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit an, deren Transformationen
saimmtlich mit einander vertauschbar sind. Fiir I > 1 ist also eine
beliebige endliche Transformation nicht nur mit denen vertauschbar,
welche aus derselben unendlich kleinen Transformation abgeleitet
werden, sondern mit weiteren Schaaren, und die zugehdrigen unend-
lich kleinen Transformationen bestimmen eine (I—1)-gliedrige Unter-
gruppe.

Der Beweis fiir diese Sitze und fiir manche andere Beziehung, in
welcher die Zahl ! zu Eigenschaften der Gruppe steht, griindet sich
einmal auf ein Formelsystem, welches aus den Jacobi’schen Relationen
durch einfache Operationen hergeleitet wird. Zu einem zweiten Beweis
fithrt eine gewisse canonische Form, in welcher die meisten Gruppen
dargestellt werden konnen. Zu dieser Form gelangt man auf folgendem
Wege. Man geht von einer ganz beliebigen inf. Transformation (17)
aus, stellt fiir dieselbe die obige Glelehung

o — o 1P, + 02, — - F @Y1 =0
auf und bestimmt deren Wurzeln. Enthilt dieselbe im allgemeinen m
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verschwindende Wurzeln, verschwinden also ¥,_; . .. ¥,—ny1 identisch,
so kann man noch m — 1 von einander und von der Transformation
() unabhingige Transformationen bestimmen, welche mit der gegebenen
und mit einander vertauschbar sind. Man wahle etwa die gegebene
Transformation als X,f und die gefundenen als X, ,f ... X, pnuf.
Nun mogen zunichst die r — m nicht verschwindenden Wurzeln
@, ..., alle von einander verschieden sein. Alsdann kann man
r — m Transformationen X, ... X, , so wihlen, dass ist:

(X, X)) = o, X,f, (X, X,) =0, X,f ... (X; Xo—n) = 0rn Xr_nf.
Zugleich gelten aber jetzt auch die folgenden Gleichungen:

(X X)=0, X|f, (Xiu X,)=0, X,f..(X;1 Xop) =070 X, _nf,
(X2 X))=0," X\f, (Xr-2Xs)=0," Xof ...(Xs2 X)) = 00,1 Xy -mif.

Um die Zusammensetzung der Gruppe zu charakterisiren, muss
noch der Ausdruck (X, X,) fiir ¢, x=1...m angegeben werden.

Dieser ergiebt sich aber unmittelbar aus den Wurzeln @} es ist nim-
lich (X, X,) = ¢..2 Xaf, wenn @, 4 @ = @; ist und

(X, Xx) = (Coxr X, ~+ Cixra1 X,14--- ~ Cox,r—m1 Xr—m—-!-l)f

fiir

o, + 0, =0.
Selbstverstindlich gilt dasselbe fiir die Wurzeln oy, @y ... Dadurch
werden wir darauf gefiihrt, gewisse Beziehungen zwischen den Wurzeln
aufzusuchen,

Eine Zhnliche Darstellung erhdlt man bei gleichen Wurzeln @,
so dass hier ein wesentlicher Unterschied nicht eintritt. Eine eigene
Betrachtung erfordert der bei der vorstehenden Skizzirung ausge-
schlossene Fall, dass eine Transformation der Gruppe mit allen andern
Transformationen vertauschbar ist. Indessen lisst sich auch hier die
erforderliche Aenderung leicht angeben. Dagegen wird die vorstehende
Darstellung der Gruppe ganz unmoéglich, wenn alle Functionen
¥, . .. Y~ 1dentisch verschwinden. Auch hier stelle ich eine gewisse
einfache Form auf, aus welcher sich manche Eigenschaften der Grappe
leicht ersehen lassen und welche deshalb als eine kanonische wohl
betrachtet werden kann. Aber diese Form hat nicht die hervorragen-
den Eigenschaften, welche der vorhin mitgetheilten Form eigen sind
und welche darauf hinauskommen, dass die meisten Jacobi’schen
Relationen von selbst erfiilllt sind und unter den nicht identisch be-
friedigten die unabhingigen von den abhingigen sich unmittelbar
abtrennen. Diese Gruppen gehtren zu einer Classe, welche Herr
Engel ganz vor kurzem hetrachtet hat (Leipziger Berichte 1887, 8. 951f),
nimlich zu denen, in welchen keine dreigliedrige Untergruppe von der

17*
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Zusammensetzung der allgemeinen projectiven Gruppe der einfach
ausgedehnten Mannigfaltigkeit (Kegelschnittsgruppen) enthédlt. Von
Jeder solchen Gruppe beweist er, dass sie eine (r —1)-gliedrige invariante
Untergruppe enthilt, dass hierin wieder eine (»—2)-gliedrige invariante
Untergruppe enthalten ist u. s. w. Ausser den Gruppen vom Range
Null gehoren dieser von Herrn Engel betrachteten Classe diejenigen
Gruppen an, fiir welche alle Functionen %, . . . ¥, sich durch lineare
Functionen von 7, ... %, darstellen lassen. Fiir letztere folgt der
Engel'sche Satz aus § 4 unserer Arbeit, und hierfiir war mir Satz und
Beweis schon frither bekannt. Die Darstellung in § 9 fir I = O habe
ich erst gefunden, nachdem mir Herr Engel seinen Satz mitgetheilt
und den Beweis skizzirt hatte; indessen theilte er mir damals die
Lie’'sche Darstellung dieser Gruppen noch nicht mit; ich wiirde sonst
einerseits leichter zu meiner Darstellung gekommen sein und dieselbe
andererseits in grossere Uebereinstimmung mit der Lie’schen gebracht
haben.

Um die unendlich kleine Transformation X7, X,f zu bezeichnen,
kommt es nur auf die Verhidltnisse %, :%,:---:%, an, so dass es
gestattet ist, alle 7, mit derselben von Null verschiedenen Zahl zu
multipliciren. Wir ordnen daher mit den Herren Lie und Engel*) den
sammtlichen infinitesimalen Transformationen der Gruppe eindeutig und
stetig die Punkte eines (r —1)-dimensionalen projectiven Raumes zu
und betrachten 7, ... g, als die homogenen Coordinaten des zugeord-
neten Punktes, des Bildpunktes der Transformation Iy, X,f. Wenn
die Transformationen X7, X.,f und Z#/ X,f nicht vertauschbar sind,
so fihrt die Operation (X4, X;, Xy’ X,) wieder auf eine Transforma-
tion, und deren Bildpunkt wird als das Product der Punkte () und
(%) bezeichnet.

Vorldufig lege ich nur einen Theil meiner Untersuchungen vor;
die Fortsetzung gedenke ich bald folgen zu lassen.

§ 1.
Ein merkwiirdiges Gleichungssystem zZwischen den Coefficienten c., ;.

Wie schon in der Einleitung erwihnt, gehen wir von den Glei-
chungen aus:

@M (X.X) = D tns Xof,

(4

@ DN {eae(XeX) + 1 (Xp X,) + uxe (X X)) = 0.

e

¥) Engel, zur Theorie der Zusammensetzung der endlichen continuirlichen
Transformations-Gruppen. Leipziger Berichte 1886, S. 83—94.
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Unsere Aufgabe wird es sein, aus dem System von Gleichungen
zwischen den ¢,,,, welches durch diese beiden Gleichungen dargestellt
wird, Schliisse tiber die Zusammensetzung von Gruppen zu ziehen.
Eine Reihe von Folgerungen ergiebt sich aus einem gewissen Glei-
chungssystem, welches aus dem urspriinglich gegebenen leicht durch
blosse Summation erhalten werden kann. Dieses Gleichungssystem ist:

(3) anﬁx Craz =0,
x4

(4) 2 (caﬁxcyyz + CayxC#‘gz) Cxapy == O,

®du

(5) E ; (Ca(?x Cuyy Cyo + Cayx Cudo Cyga + Cas2Cugy val) Cray = 0,
zduv

(6) 2:; (0“1911 Cpy w2, Oy, * Oy %, ”1+c“(32‘ Cpsas OBurs ™ " OBy 25wy + -
ut,x,..,xs

¢ + oaﬁsl cﬂﬂ"z": C{S’,'x;x,, e 6195_13‘3%;) clm%z = O'

In der Gleichung (6) erstreckt sich die Summation nach den s 41
Marken ¢, %, %, ... %, iber die Zahlen 1...7; &, 8;,8,...ps sind
s -+~ 1 feste Marken; in der Klammer stehen s Producte, von denen
jedes folgende aus dem vorangehenden erhalten wird, wenn man

B B,B;5 ... 8B durch B,B,8, ... B, eyklisch ersetzt.
Die erste dieser Gleichungen ist bereits frither von Herrn Engel¥)

aufgestellt und bewiesen; die iibrigen diirften bisher nicht verdffent-

licht sein.
Damit der Beweis fiir die Formel (6) recht deutlich hervortritt;

filhren wir den Beweis fiir die Formeln (4) und (5) aus und wieder-
holen den Beweis, den Herr Engel fiir die Formel (3) gegeben hat,
Nach der Gleichung (2) ist:

_S_; (Caﬁx Cxid + Cpax Cxal + Crax Cxﬁl) =0,
%

Summiren wir nach 4, so heben sich die beiden letzten Producte weg

und wir erhalten die Formel (3).
Um die Relation (4) zu bilden, gehen wir von den beiden Glei-

chungen aus:

2 ; (Caﬁx Ceap + Cpax Cren + Crax Cxﬁy) Cyur =0,

%A

2 (CM"‘ Cxau + Cyix Crap = Clax ny,u) Cpui == 0

xdu

*) Leipziger Berichte 1386, p. 89.



258 Wirrery Kinvive,

und addiren dieselben. Nun ist

E’ CBax Cxau Cyua -+ E: Ciax Cxypu CBud == 0,

wie man sofort sieht, wenn man in der zweiten Summe die Summations-
buchstaben % 4 u durch ¢ x 1 ersetzt; ebenso ist

-S-: Craz CxBuCyui -+ E CyixCrauCpur == 0,

wo % Ay der zweiten Summe durch 2 gx zu ersetzen ist. Somit erhilt
man die Gleichung (4).

Zu der Gleichung (5) gelangt man auf folgendem Wege. Man
bilde die Gleichung:

2 (caﬂt Coxr -+ CriCipa 4 Cxae Ccﬂz) Cyap Coun == O;

tXiu
und bilde noch diejenigen beiden Gleichungen, welche man hieraus
erhilt, wenn man $y 0 durch y 8 8 und durch  §y ersetzt. Die linke
Seite einer jeden dieser drei Gleichungen enthilt drei Summen (nach
ty, %, &, ). Die dritte Summe der ersten Reihe ist entgegengesetzt
gleich der zweiten Summe der zweiten Gleichung; ebenso die dritte
Summe der zweiten entgegengesetzt gleich der zweiten Summe der
dritten Gleichung, und die dritte Summe der dritten Gleichung ent-
gegengesetzt gleich der zweiten Summe der ersten. Addirt man also
die drei Gleichungen, so bleiben nur die ersten Summen, und diese
liefern die Gleichung (5).

Zum Beweise von (6) bilde man die Gleichung:

E , (Ca&z Cox, 2, + Caix¢ Coax, + Cy,ae Czﬁlx,) Co a7y Cpryy * ° * Chymyxy, == 0.

2y Xy %o ~..X8

Dieselbe Gleichung bilde man, indem man f§,8,...8, durch eine

cyklische Vertauschung B,8:8,... 8,5 838,85 ---Bs;---;8:B1B2--Bs—1
ersetzt. Nun ist

: ; cﬂ,xAl. ctax, cﬂ,x,x, Cﬂ,#;x‘ L C/?,x_, %,
entgegengesetzt gleich

: ; C”xal c‘ﬂe”e cﬂs"a"s cﬁc"x"a e 619123 L%

wie man unmittelbar sieht, wenn man die Summationsbuchstaben
LR Ky Ky %y - o . % der zweiten Summe durch x%,0%,%, . . . %, ersetzt.
Somit ist die zweite Summe in jeder Gleichung entgegengesetzt gleich
der dritten Summe der folgenden Gleichung, und die zweite Summe
der st Gleichung entgegengesetzt gleich der dritten Summe in der
ersten. Werden also~die s so gebildeten Gleichungen addirt, so bleibt
jedesmal nur das erste Glied, so dass die Richtigkeit von (6) bewiesen ist,
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§ 2.
Die Invarianten einer gewissen linearen Gruppe, welche zu der
gegebenen Gruppe adjungirt ist.

Mit jeder Transformationsgruppe stehen zwei Gruppen von linearen
Transformationen in enger Beziebung. Die einzelnen infinitesimalen
Transformationen der einen werden fiir ¥ = 1. ..r dargestellt durch

das Gleichungssystem:
dx; == dt2 693; xe,
e

oder bei der symholischen Bezeichnung des Herrn Lie durch die 7

Gleichungen:
of_
2 Cox e Zo oz,
te
Diese Gruppe bezeichnen die Herren Lie und Engel*) als die adjungirte
lineare Gruppe.
Eine zweite ist

dy, = dtZ NoCexo oOder 2779 Cexp —‘%ﬂ.
e [Q . 3

Diese wird als die zweite adjungirte lincare Gruppe bezeichnet, Beide
sind in derselben Weise zusammengesetzt wie die gegebene.

Mit den Invarianten der zweiten adjungirten Gruppe habe ich
mich frither beschiftigt (Programm 1886), die Invarianten der andern
will ich jetzt herleiten.

Zu dem Ende stelle ich die Gleichung auf:

27790911 — @ 2’79%21 ‘e ’2’7969”
(7 2’790912 2’7909"2 — e Zneceﬂ = 0.

2%091:- 2’79002r ancgrr -

Der Kiirze wegen setzen wir:

8) 2’79%21:%1(’7) = Yxds
e
und kdnnen dann die vorstehende Gleichung auch in der Form schreiben:
i — @ Vn R €3 r

V12 Vog — @ Yre = 0.

Vir Yer e Yrr— @,
#) Briefliche Mittheilung, Man vergl. Engel, Leipziger Berichte 1886. S. 88
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Da ¢.x2 4 ¢.2=0 ist, so ist auch

Q) R
2,‘ NgVor = E, NeloCoor == 0
o T;

und daher verschwindet die Determinante der .. identisch; es ist:

) |7ex] = 0.

Entwickeln wir also die Gleichung (7) nach Potenzen von @, so
erhalten wir:

(10) @ —3 (n) -0+, (n) 0™ — Py () ™2+ +- & @91 () =0,

Fiir vy=1-..7 —1 ist hier jedes 3,, wenn es nicht identisch
verschwindet, eine homogene Function »'*» Grades der Grossen %,...%.

Jetzt gilt der Satz:

Die Coefficienten ¥,(n), ¥,(n) ... ¥r—1(n) n der Gleichung (10)
sind invariante Functionen der adjungirten linearen Gruppe,

oder mit andern Worten:
Die Determinante

2 Mo Ce1r — @ 2 Te Cout T 2 e Cer1
2 MeCo12 2 e Co22 — @ 2, NoCore

2 NoCorr 2 NoCo2r 2 NoCorr—

dndert sich ber beliebigem Werthe von o mnicht, wenn man sie irgend
einer Transformation derjenigen Gruppe unterwirft, welche durch die
r unendlich kleinen T'ransformationen

Z’ 0
Hef = NeCoat 3ﬂf
o ¢

bestimmt werd.
Wir beweisen diesen Satz zunichst fiir die niedrigsten Functionen

Yy, ¥o, Y3 Es ist ¢1=2 M. Cigs- Unter Anwendung der inf.

Transformation H,f hat man d7, zu ersetzen durch dt2 7o Coae; also ist

= — dtz NeCoacCivo,
wo der Coefficient von jedem 7, infolge von (3) verschwindet. Da
also durch jede inf. Transformation der Gruppe die Function ¥, un-
geandert bleibt, so @ndert sie sich auch nicht bei einer beliebigen der
Gruppe angehdrenden Transformation.
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Der Coefficient %, von &2 ist
S (P22 Vur — Vau Yu2)s
(1)

wo nur die verschiedenen Combinationen (Ag) aus der Reihe 1...r
zu nehmen sind. Statt dessen kénnen wir setzen:

1
Py = 0} Z ; (VarVuu — VauPui)
u

1
=3 2; Ny N (Cyaa Cepp — Ceap Cyua)-
yxip

Somit ist unter Anwendung der inf. Transformation H,f:

1
dpy=— 5 dt.z NNy Cupe(Cyanlopu — CxdpCypd):
Byxdpu

Hier ist der Coefficient von — —;— at - npmy:
Z {(caﬁxcyllcx,u,u + cayxerllcxyp) —_ cx).,u(caﬁxcyyl '+‘ cayxcﬁpl)}-
xp
Jede der beiden ersten Summen verschwindet wegen der Relation
'(3), der iibrig bleibende Theil wegen (4). Somit ist in der That:
dy, () = 0.
Ganz entsprechend ist:
Cx22 Cxap Cxdv
, 1
Yy = ‘52 NyNoNx | CrualypupnCyuv |»
y&xl,uv Cova cd‘wl, Covy
also unter Anwendung derselben inf. Transformation:

Cx22 Cxau Cxiv

1
Apy = — 3 dtZ N Ny Y3 Capx

é
flyyv | C5va Covu Covy

Cyurlyuplypv |°

Bis auf denjenigen Theil, welcher infolge der Relation (3) und
(4) verschwindet, ist der Coefficient von

1 .
— & At ngnyms  gleich:

; ; cxl,u(caﬁ’x Cyuv Cova -+ - ')s

xduv

wo in der Klammer alle diejenigen Glieder hinzuzufiigen sind, welche
aus dem hingeschriebenen durch Permutation von $y 0 erhalten werden.
Diese Permutationen lassen sich in zwei Reihen von Cyklen zerlegen;
die Summe eines jeden Cyklus verschwindet wegen (5); also ist
dy, = 0.
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In derselben Weise konnen wir fortfahren, Es ist:

Cayz, Cemyy * ° ° Conyug

cﬁaxaﬁc[gz”z": te cﬂ;xgxs

. - . - . . - -

V() = — 2, Mg Mg  * g,

Cyngn, CBgngy * * ° CByxgg

Wenden wir also wieder die inf. Transformation an:

an, = — dtZ N, Ca s
A

so ist bis auf solche Glieder, deren Verschwinden aus Gl. (3), (4), (5)
und den entsprechenden fiir 4,5 - .. s — 1 folgt, der Coefficient von
dat .

— —7 Mg - Mg, gleich:
c;xlx,(caﬁlc Chostans Chyoyy, * * ° cﬂszsx; + .. ‘),
wo in der Klammer diejenigen Glieder hinzuzufiigen sind, welche sich
aus dem niedergeschriebenen Producte durch Permutation von B,8,...8;
ergeben. Da alle Permutationen sich in eine Reihe von Cyklen zer-

legen, so folgt der Satz aus (6). *)

¥) Herr Engel, dem ich Ende Juli 1886 den vorstehenden Satz nebst dem
hier gegebenen Beweise mittheilte, hat fiir den Satz einen andern Beweis ge-
liefert, welchen ich hier wortlich folgen lasse.

»ich setze

r
B.f= E %rsY; 3y Ei GriYy ™ @ = Upy,
(] -
1

WO g;=0 fiir z:}:k, und g; = 1. Dann sei
. = ; ; + ull rr,
es soll bewiesen werden, dass B, A =0.
Ich finde
Ry
oA
B, A= ou.. B,u; s
T xe

Lo
Bsukji'_": E; Cixi Cysj Ypr
vj

E’ ( s ,ﬂcz+ kjcjvi""ckvjcjsi):o’

Bukc"‘” EJ sk) §F v;zyv+ 51 jsz E’ cvlciyor

"’2 skj (wjz + % m) +2’ 78 (ukj + s m);

also wird
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Von den hier betrachteten Functionen 9, ... ,_; ist die Funetion
¢, bereits vor lingerer Zeit von Herrn Lie betrachtet. Derselbe hat
nimlich den Satz aufgestellt*), dass wenn nicht alle Aasdriicke

2 €z22 Verschwinden, (wenn also die Function 9, (5) nicht identisch
verschwindet), die Gruppe eine (r — 1)-gliedrige invariante Unter-
gruppe besitzt, und dass diese durch 3, ()=0 dargestellt wird. Daraus
folgt dann (Pr. 1836, S. 11), dass die von mir eingefiihrte Zahl p
kleiner als 7 ist. Herr Engel hat fiir die beiden genannten Sitze
einen sehr einfachen Beweis geliefert**). Seinem Beweise kann man
leicht eine Form geben, die mit der in den folgenden Untersuchungen
angewandten Methode eng zusammenh@ngt. Dennoch halte ich es
nicht fiir iberfliissig, aus der Formel (3), auf die sich auch Hr. Engel
stiitzt, einen weiteren Beweis herzuleiten. Nur beweise ich die Sitze
in der entgegengesetzten Reihenfolge und zeige zunichst:

Wenn 3, (n) nicht identisch verschwindet, so geniigen die Coordi-
naten &, . . . & derjenigen Transformationen, zu denen man durch die

Operation
(2 7. X, 2’7: X)) =Z X, f

bei ganz belicbigen Werthen von q und v gelangly der Gleichung
P (§) = 0.
In der That seien Zn,X [ und 2 . X, f zwei beliebige inf.

Transformationen, und es set

(2 7. X, Z’YZX‘) = 2§9Xef,
Ce =2 7]47)::'0:::9,

da (¢;;+ ¢y, ) @ verschwindet, 1st

so 1st

B ukz_Z( skJ Jz+cjszukj)

B A'—'Z sk]Z 33 +2 ;szzzuk; aulcz
=A20skj & + AZ’ Ciss &i
%7 Y
r r
=A{2‘cckk+2‘!cisi}":—0°“
1 1

*) Archiv for Math. og Naturw. X, 88.
*¥) Leipziger Berichte 18§6, S. 89,
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also ist
(%) "—2 geceao -—2 "]:"Zx CixoCoaag == 0

t%00

infolge der Relation (3).
Der Bildpunkt einer jeden inf. Transformation, zu der man durch

die Operation (Z 7. X, Zn[ XL), oder durch Multiplication der

Punkte % und % gelangt, gehort also immer der Ebene (%) =0
an. Somit wird auch der Bildpunkt dieser Ebene angehtren, wenn
der eine der gegebenen Punkte auf ihr angenommen wird; d. h. diese
Ebene stellt eine invariante Untergruppe dar. Das ist aber der von
Herrn Lie zuerst bewiesene Satz.

§ 3.
Herleitung einer fiir die Gruppe charakteristischen Gleichung.

Die beiden vorangehenden Paragraphen wurden vorausgeschickt,
um die folgenden Entwicklungen recht im Zusammenhang darlegen
zu konnen. Deshalb habe ich auch die Gleichung (7) aufgestellt, ohne
das Problem zu erwihnen, welches naturgem#ss auf diese Gleichung
fiilhrt. Das soll jetzt geschehen, und dann wird es uns moglich sein,
aus dem im vorigen Pa.ragraphen bewiesenen Satze weitere Folgerungen
zu ziehen.

Jede zweigliedrige Gruppe, deren Transformationen nicht mit
einander vertauschbar sind, enthilt eine eingliedrige Hauptuntergruppe,
und wenn X,f dieselbe fiir die durch X,f und X,f bestimmte Gruppe
darstellt, so ist:

(X, X,) =0 X\f,
wo @ von null verschieden ist.

Wir suchen jetzt diejenigen zweigliedrigen Untergruppen der vor-
gelegten Gruppe (X, X, ... X}), in denen eine gegebene inf. Transfor-
mation (%, ...%,) enthalteil ist. Zuonichst sollen die Transformationen
der gesuchten zweigliedrigen Gruppen nicht vertauschbar sein, und
@ -..&) soll die eingliedrige Hauptuntergruppe darstellen. Dann
kommt die Aufgabe, alle zweigliedrige Untergruppen zu suchen, denen
die gegebene Transformation #, ... 7, angehort, darauf hinaus, r -4 1
Grossen §, ..., ® so zu bestlmmen dass die Gleichung besteht:

(11) Slnx, DeX)=0D tX.f.

Diese Gleichung liefert auch die zweigliedrigen Untergruppen mit
vertauschbaren Transformationen, da alsdann ® = 0 wird. Nur wenn
die gegebene Transformation (7, ... 5,) die Hauptuntergruppe fiir eine
zweigliedrige Untergruppe darstellt, muss man von einer andern Glei-
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chung ausgehen. Wir werden aber zeigen, dass dies nur fiir aus-
gezeichnete Lagen des Punktes (7, ...7,) moglich ist, so dass wir
von diesem FKalle absehen konnen.

Indem wir in die Gleichung (11) aus (1) die Werthe einsetzen,
erhalten wir eine Gleichung, welche in die folgenden r Gleichungen
zerfallt:

(12) 2D el = 0.

Um dieses Gleichungssystem zu lésen, hat man bekanntlich zu-
nichst @ vermittelst der Gleichung

2 Nelon1 — @ Z Mo Co21 T 2 HoCor1
(7 2’79"912 2’79“922—“’ T 2’79%’2 =0

2; NeCo1r 2’ NoCo2r s 2; Nolorr — @

zu berechnen. Es ist dies dieselbe Gleichung, welche wir bereits vor-
hin aufgestellt und auch in der Form

(10)  o"— o™l (n) + 0P (y) — - -k 0 Yra(n) =0

geschrieben haben.

Zu jeder von null verschiedenen Wurzel @ lisst sich ein System
von Grossen § bestimmen, welches "der Gl. (12) und damit auch der
Gl (11) geniigt. Wenn aber ® eine «-fache von null versehiedene
Wurzel ist, und es verschwinden fiir diesen Werth von @ alle Unter-
determinanten r — & 4 Iter Grades auf der linken Seite von (7), so
lassen sich « Systeme ¢, ¢, £” ... &2V derartig bestimmen, dass fiir
ganz beliebige Coefficienten 2, 2,,4,... 24,1 die Gleichung besteht:

(SnXe D (b4 48 4+ 4"+ -+ dosbien) X))
=0 D A+ L8+ BL - A bE0) K.

In diesem Falle geht durch den Bildpunkt der gegebenen Trans-
formation (7, ...%,) eine «-dimensionale Ebene, in welcher jede durch
diesen Punkt gezogene Gerade eine zweigliedrige Untergruppe darstellt.

Wenn ferner o eine von null verschiedene mebrfache Wurzel ist,
fiir welche nicht wenigstens alle Unterdeterminanten » — 1'» Grades
verschwinden, so liefert dieselbe nur eine einzige zweigliedrige Unter-
gruppe. Aber man kann in diesem Falle « Systeme §, & ...£@ so
bestimmen, dass sich bei beliebigen Werthen von 4,4,,2,...2,,
die Gleichung erfiillen ldsst: .
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(Snx, (6448 + LE + - - -+ lage)X.)
= Dt ml + mt” + - -+ panateV) X5,

wofern die @, g, &, . . . @a—1 In passender Weise als lineare Functionen
von 4,4, ... 24,1 bestimmt werden.

Dass von den » Wurzeln der Gl (7) immer eine verschwindet,
wurde bereits oben angegeben. Kine einfache verschwindende Wurzel
filhrt aber zu keiner zweigliedrigen Untergruppe, sondern zu der selbst-
verstindlichen Relation

Onx., Dnx)=o.

Wenn aber @ == 0 eine «-fache Wurzel der Gl. (7) ist und zu-
gleich fiir ® = 0 alle Unterdeterminanten r — « <4 1'*» Grades ver-
schwinden, so gelangen wir zu einer «-gliedrigen Untergruppe, deren
Transformationen simmtlich mit der gegebenen vertauscht werden
kénnen. Was endlich den Fall anbetnﬁ’t dass @ = O eine «-fache
Wurzel ist, ohne dass die simmtlichen Unterdetermmanten ¥ — o - 1ten
Grades verschwinden, so wollen wir zunichst davon absehen, da wir
uns in § 10 um so ausfiihrlicher mit diesem Fall beschﬁftigen miissen.
Hier geniige die Bemerkung, dass dann entweder alle Functionen
P,(q) .. . ¥,_1(n) fiir einen solchen Werth verschwinden oder alle
Unterdeterminanten # — 1te» Grades von |p,.| gleich null sind.

§ 4.
Eintheilung der Gruppen nach ihrem Range.
Schreibt man wieder die Gleichung (7) in der Form (10):
o — @™ P (n) + @ 2Py () + - - + 0% (n) =0,

so soll die kleinste Zahl derjenigen Functionen, durch welche sich
alle Functionen @, ¢, ... %,-; ausdriicken lassen, mit ! bezeichnet,
und die Gruppen sollen nach dem zugehdrigen Werthe von I eingetheilt
werden. Fiir 1 =0 verschwinden alle Functionen w,, ¥, ... ¥
identisch; fir I = 1 lassen sich alle Functionen #%,, soweit sie nicht
identisch verschwinden, rational durch eine einzige Function von 7
darstellen. Auch fiir ein beliebiges I lassen sich ! Functionen P, ... P,

so wahlen, dass alle Functionen #,, ¥, ... ¥, sich rational durch
P, ... P, ausdriicken lassen. Diese Zahl ! bezeichne ich als den Rang
der Gruppe.

Setzt man wieder zur Abkiirzung

Ve = 2 NoCox ¢;
¢
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so gilt fiir jede Function #,(y), wenn v=1...r —1 genommen
wird, nach den Entwicklungen des zweiten Paragraphen, die Gleichung

oY,
(13) o,

Ve, = 0.

Da sich die Functionen v,(n) durch die ! Functionen P,... P,
ausdriicken lassen, so muss fiir jeden Werth von % die Gleichung
bestehen:

oP,

2 oP,
Vx1 ‘an—i— + V=2

Pa
o Tt e =0,

wo e¢=1...1 gesetzt werden muss. Hier sind aber die P,... P,
von einander unabhingig, und daher gilt der Satz:

Wenn die simmtlichen Fumctionen ¥, ..., Sich durch 1 von
eimander unabhingige Functionen darstellen lassen, so verschwinden alle
Unterdeterminanten r — 1 - 1%* Grades von |y..| tdentisch. Zugleich
sind natiirlich auch ¥,y . .. Pr—131 identisch gleich null.

Wenn wir mit diesem Satze eine im vorigen Paragraphen iiber
das Verschwinden von o gemachte Bemerkung verbinden, so kommen
wir zn folgendem Ergebniss:

Wenn fir eine Gruppe der Ranmg grosser ist als eins, so gehort
Jede Transformation einer (I -— 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit an,
deren Transformationen simmitlich mit der gegebenen vertauschbar sind.

Ich erinnere hier daran, in welchem Sinne das Wort ,,vertauschbar
nach der in der Einleitung getroffenen Festsetzung zu nehmen ist.
Gehen wir also bei 7 > 1 von einer beliebigen endlichen Transformation
aus, so ist dieselbe nicht nur mit allen denjenigen Transformationen
vertauschbar, welche mit der gegebenen Transformation aus derselben
infinitesimalen Transformation hergeleitet werden, sondern auch mit
allen denjenigen Transformationen, fiir welche die zugehorigen un-
endlich kleinen Transformationen eine bestimmte (! — 1)-fach aus-
gedehnte Mannigfaltigkeit bilden.

Umgekehrt schliessen wir:

Geht durch jeden Punkt des Bildraumes eine (k — 1)- dimensionale
Ebene, welche lauter mit der gegebemen vertauschbare Transformationen
abbildet, aber Feime k-dimensionale derartige Ebene, so wverschwinden
natiirlich ¥,_y . . . Yr_1p1 tdentisch; zugleich lassen sich alle Functionen
Wyy Py - - « Yoz rational durch hichstens k Functionen darstellen, oder
es wst 1< k.

Speciell ergiebt sich der Satz:

Wenn es in einer Gruppe eine endliche Transformation giebt, welche
nur vertauschbar ist mit dem aus derselben infinitesimalen Tyransfor-
mation (wie swe selbst) hervorgehenden Transformationen, so lassen sich
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alle r — 1 Functionen ¥, ¥, ... P—1 rational durch eime einzige
Function darstellen. ‘

Jetzt kann der Lie’sche Satz, dass die Gruppe eine (r —1)-gliedrige
invariante Untergruppe hat, wenn die Function 3, (1) nicht identisch
verschwindet, in folgender Weise verallgemeinert werden:

Wihilt man die 1 Functionen P, ... P, durch welche sich die
siimmilichen ¥, . . ., rational ausdriicken lassen, in der einfachsten
Weise und ist dann eine derselben, etwa P,(n) eine lineare Function,
so stellt P,(n) = 0 eine invariante” Untergruppe dar.

Der Beweis ist genau derselbe wie der fiir den Lie’schen Satz
am Schluss von § 2 gegebene. Wenn wir setzen:

P(n) =, o1,

so ist nach (13) fir jede Combination «, f8:

2 Capy Py = 0.

(ZntXu 2’)),'X,) == 2 €o Xef;
§g=§ /0 nu,cueg’

P, () = 2 Do & =2 e e Cug Pos

txg

Bilden wir also

so 1st

also

so dass der Coefficient eines jeden Productes 7, 1." verschwindet, und
der Bildpunkt einer jeden durch die Operation

(S x, Snx)

erhaltenen inf. Transformation auf der Ebene P,(n) =0 liegt.
Als speciellen Fall des vorstehenden Satzes erwihne ich:

Wenn eine der Functionen ¥,(n) ... ¥—1(y) die Potenz einer
linearen Function ist, so stellt deren Verschwinden eine invariante
Untergruppe’ dar.

Man kann aber den Satz noch erweitern:

Wenn ¢ unter dem 1 Functionen P, ... P;, durch welche sich die
Funmctionen P, ... ¥,y darstellen lassen, etwa P, ... P; linear sind,
so ist die Hauptuniergruppe hichstens (r — 1)- gliedrig und in derjenigen
Gruppe, welche durch die Gleichungen

Pi(p)=Py(n) =++-=Pi(n) =0
dargestellt wird, enthalten oder mit ihr identisch. Fiir diese Haupt-
untergruppe lassen sich die Functionen v durch die Functionen Piy, ... P,
darstellen.
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Der Satz bedarf keines Beweises. Ich mache nur darauf auf-
merksam, dass wenn alle Functionen P, ... P; linear sind, die Haupt-
Untergruppe hochstens » — 1-gliedrig und ihr Rang gleich null ist,
so dass alle zweigliedrigen Untergruppen der letzteren vertauschbare
Transformationen enthalten.

Mit den vorstehenden Sitzen hingen auch die folgenden auf’s
Engste zusammen:

Wenn eine Gruppe nicht ihre eigene Hauptuntergruppe ist, so ist
der Rang der letsteren kleiner als der der gegebenen Gruppe.

Besitzt eine Gruppe eine (r — 1)- gliedrige invariante Untergruppe,
so ist der Rang der letzteren um eins kleiner als der der gegebenen
Gruppe.

Hierbei ist nur vorausgesetzt, dass fiir die gegebene Gruppe selbst
nicht bereits [ = 0 ist. Speciell folgt:

Wenn in einer r-gliedrigen Gruppe wnicht mit jeder Transformation
eine andere vertauschbar ist und zugleich entweder ¥, () wicht identisch
verschwindet oder doch eine der Functionen ¥,(n) . . . ¥,—1(n) die Potenz
einer linearen Function ist, so hat sie eine (r — 1)-gliedrige Unter-
gruppe, fiir welche 1 =0 ust.

§ 5.
Die Haupttransformationen der in der Gruppe enthaltenen zweigliedrigen
Untergruppen.

Wenn die inf, Transformation 2 7. X, [ die eingliedrige Haupt-

untergruppe und Z 7. X, f eine beliebige Transformation einer zwei-

gliedrigen Untergruppe ist, so miissen bei nicht-verschwindendem o
die Gleichungen (12) bestehen, denen wir jetzt die Form geben:

(12a) D) U e = — 2 NYip == @1g,

wenn fiir .,(y") kurz p,, geschrieben wird.
Wird wieder eine beliebige der Functionen %, ... #,—; mit 9,
bezeichnet und 9, kurz statt 9,(n") geschrieben, so ist nach (13):
aflp’y’ ’
Tl Ve =0
e .

k4

. 0
Multipliciren wir also beide Seiten der Gl (12a) mit a:, und
e

summiren nach @, so verschwindet die linke Seite und es ist bei nicht-
verschwindendem Werthe von o:

(14) P(0) =0, ¥,(9) =0 -+« Pa(q) = 0.

Mathematische Annalen, XXXI. 18
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Daraus folgt der Satz:
Die Coefficienten 1, . . . 4, einer jeden Transformation 217,’ X.f,

welche die Haupttransformation fiir irgend eine der Gruppe angehirige
zweigliedrige Untergruppe ist, gewiigen den Gleichungen (14), und die
Gleichung (1) hat fiir dieselben nur verschwindende Wurzeln.

Dieser Satz lisst auch folgenden Ausspruch zu:

Jeder Punkt, welcher die Haupttransformation einer in der Gruppe
enthaltenen zweigliedrigen Untergruppe abbildet, liegt auf demjenigen
Gebilde, welches durch das Verschwinden der Functionen 1, ... ¥,
dargestellt wird. Die Gesammiheit dieser Punkte bildet also hichstens
eine (r — U — 1)-fach ausgedehnie Mannigfaltigheit.

Es folgt aus den vorangehenden Entwicklungen keineswegs, dass
jede Transformation, fiir welche die Gl.

vi(m) =bo(y) =+ - =%ra(n) =0
erfiillt werden, die Haupttransformationen einer zweigliedrigen Unter-
gruppe sind; in der That geniigen in vielen Gruppen die Coordinaten
der bezeichneten Transformationen noch weiteren Gleichungen, und
ihre Gesammtheit bildet also eine Mannigfaltigkeit von weniger als
r — | — 1 Dimensionen.

Als Corollar zu dem vorangehenden Satze mdge der folgende er-
wahnt werden:

Gehirt eine Transformation, welche das Hauplelement eimer zwes-
gliedrigen Untergruppe ist, noch weiteren zweigliedrigen Untergruppen
an, so sind deren Transformationen entweder mit einander vertauschbar,
oder die gegebene Transformation ist auch fiir die weiteren Untergruppen
das Hauptelement.

Dieger Satz kann uns dazu fithren, die am Schlusse von § 3 auf-
gestellte Behauptung zu beweisen; wir werden aber dem Satze moch
bei einer andern Betrachtung begegnen und dann wird sich die weitere
Folgerung unmittelbar anschliessen.

Dieselbe Entwicklung, welche von der Formel (12a) zu (14) ge-
fiihrt hat, liefert bei leichter Aenderung der Buchstaben den folgenden
Satz:

Die simmitlichen zweigliedrigen Untergruppen, deren Tramsforma-
tionen wicht mit emnander vertauschbar sind, bilden sich ab als Tangenten
an em (r — 1 — 1)-dimensionales Gebilde und dieses wird dwrch das
Verschwinden simmilicher Functionen ,, ¥, ... %,_o bestimmt.

Ich hebe hierbei aber hervor, dass, selbst in dem Falle, wo alle
Punkte des genannten Gebildes Haupttransformationen von zweiglied-
rigen Untergruppen abbilden, nicht immer die simmtlichen Tangenten
zweigliedrigen Untergruppen entsprechen. Mit Ausnahme der Kegel-
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schnittsgruppe (s. u. § 8 am Ende) diirfte keine weitere Gruppe
existiren, in welcher simmtliche Tangenten an das Gebilde

12 == =0
zweigliedrige Untergruppen abbilden.

§ 6.
Beispiele zu den vorstehenden Entwicklungen.

Als Beispiele zu den Resultaten, welche uns durch die voran-
gehenden Paragraphen geliefert sind, und zur Vorbereitung auf die
im zweiten Theile durchzufithrenden Untersuchungen wollen wir zwei
allbekannte Classen von einfachen Gruppen etwas niher betrachten.
Hierbei bezeichnen wir mit Herrn Lie eine Gruppe als einfach, wenn
sie keine invariante Untergruppe besitzt.

Wir untersuchen zunichst diejenige Gruppe, welche die allge-
meinste projective Umgestaltung eines I-dimensionalen Raumes liefert.
Bei passender Wahl der Coordinaten z,...2; gelangt bei der all-
gemeinsten unendlich kleinen Umgestaltung der Punkt (z,) nach
(x, + 0x,), wofern bei ganz beliebig gewihlten unendlich kleinen
Grossen gy, @eo, 2 (#, A =1.--1) die Gleichung besteht:

$x+ 4 “xlx.l"l‘“xo

xx—!"axx: —_—

14 Diay,z;
Demnach ist:

0, = tyo "'["‘ -S_;l Cy2 Xy — E;z Coa Xy 2.

Indem man diejenigen Transformationen zu Grunde legt, fiir
welche alle @y, bis auf eines verschwindet, und indem man das nicht-
verschwindende gleich 8¢ setzt, erhdlt man [(l + 2) infinitesimale
Transformationen X4, Xox, X,.», welche sich in folgender Weise dar-
stellen lassen:

(3) XxO = of Xo:t = — Y Ly %, X, ﬂ—xzv

~ ° 2 -
ox, ox,

Wenn weder ¢ = g, noch x = 1 ist, so ist (X.x» X3,) =0. Da-
gegen ist im iibrigen:

(sz Xxl) = - th + &2 sz,
(b) (Xio Xoz2) = — X2 — 8,:22 Xou,
(X0z Xxl) = on, (Xlx Xxo) = Xco,

wo &2 =1 oder O ist, jenachdem x und 1 gleich oder ungleich sind.
18*
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Um zu zeigen, dass diese Gruppe einfach ist, gehen wir von
einer beliebigen inf. Transformation 2 Nes Xoof aus. Wenn hier

nicht alle 5y, verschwinden, verbinden wir sie fiir » =0, 1..-1 mit
allen X,, durch die Operation (2779,, Xoa, X, ,); dann gelangt man

mindestens zu einigen unter den Transformationen
X+ X, 2Xp+ Xpp+ -0+ Xiyy, Xpp-- - Xy

Eine beliebige unter diesen mit allen (I 4 2) zu Grunde gelegten inf.
Transformationen fiithrt nothwendig auf weitere, und die Wiederholung
der Operation fiir diese auf alle inf. Transformationen. Die Gruppe
hat also keine invariante Untergruppe.

Wir wollen einige Eigenschaften dieser Gruppe anfiihren und zu-
nichst diejenigen Functionen angeben, welche durch alle Transfor-

mationen
0
Hi.f = E Cux,2u,06 Yoo amfx

4, %,0,0

ungedndert bleiben, welche also nach einem Lie’schen Ausdrucke zu
dieser Transformationsgruppe gehoren. Diese lassen sich durch
Einfilhrung einer unbestimmten Grosse 2z in folgender Weise dar-
stellen:

— s+ + -+ Mo N - Mo
Mot 2ty My - M
(¢) D(2) = Moz Me 2+ M- - Mo
Mol iy N1 -2+ N |
In dieser Determinante ist der Coefficient von 2! gleich — 1,

der von 2 gleich O, und die Coefficienten der Potenzen 21, z—2...z 20
sind die gesuchten Functionen.

Da die Transformationen im Wesentlichen gleichartig sind, gentigt
es zu zeigen, dass die Function D(z) durch irgend eine, etwa H,,f,
nicht geéindert wird. Fiir diese Transformation hat man aber, wofern
@ von 1 verschieden ist, zu ersetzen duoe durch df- 1e;, und wenn
6 von 2 verschieden ist, dyi, durch — d¢n;,; fiir dy,, hat man aber
beide Aenderungen vorzunehmen, welche sich sowohl bei der An-
nahme ¢ =1, als fiir 6 =2 ergeben. Demnach besteht die durch
die Transformation H,, f hervorgerufene Aenderung von D (z), wofern
dieselbe durch df dividirt wird, in der Summe:



Zusammensetzung von Gruppen. 273

— 24+ 41y Mo — %Mo °° Yo
Mo1 Ny+2 —Ny -+ M
o2 Ny — Moo+ W2 |F
No: Nu — Nz~ 24+ N
— 24ty + o F 0y e Mo = Mo
No2 N12 N2 = N2 |
+ No2 My &4 My o+ M2 ; ,
No: N 21 I Nir f

von denen die erste dadurch erhalten wird, dass man die dritte Vertical-
reihe von D (2) durch — 7,4, . . . — 70 ersetzt, und die zweite dadurch,
dass man die zweite Horizontalreithe durch 7, ... % ersetzt. Man
iibersieht aber sofort, dass diese Summe verschwindet.

Ganz dhnlich lassen sich diejenigen Funectionen darstellen, welche
durch die I(l 4 2) inf. Transformationen

27 of
C
0,0, xngo Qe anm

ungeidndert bleiben. Diese werden bei beliebigem 2, wenn man noch
Ny & Moo + - - - + qu = 6 setzt, durch die Determinante angegeben:

—z+——l:—1 oy Mo2 * * -~ Moz
¢
@) E@)= R0 Z =4y — TF1 M2t T
Nio Nt "'z+”lu——7_—r_~1—i

='—'ZH'1+ZL_1P1+ .P:;'Zl—z—{-' . '+ .P;_l-z—{— .Z)g.
Es wird nicht nothig sein, den Beweis durchzufiihren. Kbenso

moge es gestattet sein, die folgenden Sitze ohne Beweis anzufiihren.
Geniigt das System (9, %9 « .. M) keiner der ! Gleichungen

P,=0, P,=0---P=0,

so gehort die Transformation 277‘,,, Xoof genau (1 - 1) zwei-

gliedrigen Untergruppen ohne vertauschbare Elemente an, Die Haupt-
elemente aller auf diese Weise erhaltenen zweigliedrigen Untergruppen
bilden nur eine (2! — 1)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit. Diese
wird analytisch dargestellt durch das Verschwinden aller Unter-
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determinanten zweiten Grades in der Determinante E(z) fiir 2 = 0.
Diese Mannigfaltigkeit gehort auch allen I Gebilden P, = P, = -
c = P, ] = 0 an.

Wenn ein Punkt Hauptpunkt einer zweigliedrigen Untergruppe
ist und letztere nicht dem Gebilde P, = - .. = P, = 0 angehort, so
ist der Punkt auch Hauptpunkt fiir eine (I*—1)-gliedrige Schaar von
zweigliedrigen Untergruppen, und alle diese bilden eine ({°-}- 1)-gliedrige
Untergruppe.

Der Gruppe gehdren allgemeine projective Gruppen des Ranges
1,2...1—1 an. Die allgemeinen projectiven Gruppen des Ranges
! — 1 gehoren simmtlich dem Gebilde P; = 0 an; die des Ranges
1 —2 liegen auf dem Gebildle P,= P,_; = 0, u. s. w. Endlich
gehoren die Kegelschnittsgruppen (allgememe projective Gruppen fiir
[=1) den Gebilden P,= P, ;=...= P, = 0 an.

Aus jeder allgemeinen projectiven Gruppe des Ranges I’ lisst sich,
wie man leicht iibersiecht und wie im zweiten Theile noch besonders
hervorgehoben werden soll, eine zusammengesetzte Gruppe desselben
Ranges " bilden, deren Gliederzahl 1’2 4~ 31" 4 1 betrigt. Kir 1" < 1
sind auch jedesmal solche als Untergruppen in der vorgelegten Gruppe
enthalten, und zwar fiillen die betreffenden Gruppen des Ranges I—1
das Gebilde P,=0 an, die des Ranges I—2 das Gebilde P,=P,_; =0
u. s. w. Somit gehen durch jeden Punkt von P; = 0 ebene Mannig-
faltigkeiten von (I —1) ({42) Dimensionen; der Schnitt von P, =0
und P_; =0 enthilt (I—2) (14 1)-dimensionale, der Schnitt der 1
Gebilde P, =0, P,_y=0...P_;41 =0 ebenso (I—1) (I—143)-
dimensionale Ebenen.

Durch jeden Punkt des Bildraumes geht ein (I— 1)-dimensionales
ebenes Gebilde, dessen Punkte mit einander vertauschbare Trans-

formationen abbilden. Durch 201

Punkte einer solchen Ebene gehen

Kegelschnittsgruppen, welche Untergruppen der vorgelegten Gruppe sind.

Eine zweite Classe von einfachen Gruppen wird durch diejenigen
continuirlichen projectiven Transformationen bestimmt, welche in einem
Raume von mehr als drei Dimensionen ein eigentliches Gebilde zweiter
Ordnung in sich verschieben, wobei als ,,eigentliches* Gebilde im
Gegensatz zum Kegelgebilde ein solches verstanden wird, dessen Deter-
minante nicht verschwindet. Diese Gruppe ist in derselben Weise
gebildet, wie diejenige Gruppe eines (m-1)-dimensionalen Raumes,
wenn alle Variabeln durch lineare ganze Transformationen geindert
werden und eine eigentliche Form zweiten Grades ungeindert bleibt.
Setzt man zwischen den m--1 Variabeln z,...2,4; die Beziehung fest:

(e) >4ty =1,
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so sollen fiir die Gruppe die ﬂ’%——*——l)— inf. Transformationen
, _ or or
C) Kool = 5oy = ™ Ga;

zu Grunde gelegt werden. Hieraus folgt
(f) (Xcz Xcl) = Xxl: (sz Xl,u,) = 0,

wenn t, %, 4, g simmtlich ungleich sind. Dass die so gebildeten
Gruppen fiir m > 3 einfach sind, hat Herr Lie im zehnten Bande
seines Archivs S. 412 bewiesen.

Die im Anfang von § 2 aufgestellten adjungirten linearen Gruppen
werden fiir diese Gruppe identisch. Die Invarianten ergeben sich aus
folgender Determinante, in welcher #.x 4 4., = O zu nehmen ist:

z M2 w1
(g) | @ Nemtt | — gttt L P ogm—1 4 Pyom-3 4 - ..

Nmt1,1 Nrag1,2 &

Daher ist 1 = 2 5 L oder = 1;"— , jenachdem m ungerade oder gerade

ist. Ist m gerade, so sind die 2]* Wurzeln der charakteristischen
Gleichung (7): + ®., + @, + @;; fiir ein ungerades m nehme man
! Grossen =,...7; und bilde daraus die 21(l—1) Wurzeln 47,4 7;.
Die ersteren 2] Wurzeln + @, fir ein gerades m gehdren einer
(41 —3)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit an, welche, durch das
Verschwinden aller Ausdriicke (¢x4g) und von P; = X752, bestimmt
wird. ¥) Dieses (41—3)-fach ausgedehnte Gebilde hat ein (41—5)-
dimensionales Doppelgebilde, welches durch die Gleichungen”

Zz’ﬂte e =0

bei beliebigen Werthen von : und » gegeben ist. Dieses Doppelgebilde
liefert die zu den Wurzeln 4 o, 4 o, gehdrigen Hauptpunkte.

Fiir ein gerades m enthilt die vorgelegte Gruppe solche Unter-
gruppen, welche fiir m" = 1.-.m — 1 in entsprechender Weise gebildet
sind. Setzt man m’ = m — !, so haben die entsprechenden Unter-

gruppen denselben Rang ! = —723 und erfiillen dieselbe Mannigfaltigkeit,

wie die gegebene Gruppe, so dass jede Transformation der gegebenen
Gruppe einer solchen Untergruppe angehort. Die entsprechend ge-
bildeten Untergruppen des Ranges ! —1, deren Gliederzahl { —1)(27—1)

*) Sollen alle (ex4p) =137+ 7,2Mux+ M, Mea Verschwinden, so ish
bekanntlich nothwendig und hinreichend, dass fir 7,30 alle Ausdriicke (121y)
verschwinden, was (I—1) (27 —1) Gleickungen liefert.
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oder (I—1)(21—3) betrigt, gehOren einer (2 -} I — 2)-fach aus
gedehnten Mannigfaltigkeit an u.s. w. In jeder (I— 1)-dimensionalen
Ebene des Bildraumes, welche durch einen beliebigen Punkt geht und
lanter mit einander vertauschbare Transformationen abbildet, liegen
nur einzelne Punkte, fiir welche die entsprechende infinitesimale Trans-
formation einer Kegelschnittsgruppe angehdrt. Auch allgemeine pro-
jective Gruppen, deren Rang ! kleiner als [ ist, gehdren der gegebenen
Gruppe an. '

Diese Resultate #ndern sich sehr wenig fiir ein ungerades m. Jede
allgemeine Transformation gehort 27(I — 1) zweigliedrigen Untergruppen
ohne vertauschbare Elemente an, und ihre Hauptpunkte fiillen eine
(41— 7)-dimensionale Mannigfaltigkeit an, fir welche alle Gleichungen

(¢#Ay)=0 und ZE N Nz = O bestehen miissen. Damit eine Trans-

formation 2 N2 X,»f einer r-gliedrigen Untergruppe angehort, fiir
welche p = 7 ist, miissen die Coefficienten 7,, gewissen Bedingungen

geniligen, die im einzelnen aufzufiihren hier wohl nicht der Ort sein
diirfte.

§ 7.
Die charakteristische Gleichung hat lauter ungleiche Wurzeln.

Wir machen eine Annahme, welche auf den ersten Blick recht
allgemein scheinen konnte, welche aber wegen der zwischen den ¢
bestehenden Bedingungen, wie aus den Entwicklungen des § 4 folgt,
ganz speciellen Charakter hat. Wir setzen nidmlich voraus, die Glei-
chung (7) habe fiir ein bestimmtes Werthsystem %, . .. 7, keine zwei
gleiche Wurzeln. Wie schon bemerkt, ist eine Wurzel gleich Null;
die andern @,... ®,—; sollen also unter einander und von Null ver-
schieden sein. Zu jeder Wurzel o, gehort ein einziges System von

Coefficienten & - - -£” und die » — 1 hierdurch bestimmten infini-

tesimalen Transformationen E’ ¢ X,f sind unter einander und von

der gegebenen Transformationz 7. X;f unabhingig. Wir konnen also

diese r infinitesimalen Transformationen zur Bestimmung der Gruppe
benutzen. Um sofort diejenige Form zu erhalten, welche fiir die weitere
Untersuchung am geeignetsten ist, bezeichnen wir die gegebene Trans-
formation als X,_;f, die anderen als X, ... X, 5, X,, so dass die
Gleichungen bestehen:

(15) (Xr_], Xi) =0y le, con (Xr~1 Xr_g) =W,_2 Xr_gf, (Xr._l ,-) =00, X,-f.
Indem wir die Jacobi’sche Relation fiir » — 1, %, 4 bilden, folgt:
(16) (@7 + @0 — @) Craw =0,
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worin auch fir v = r — 1 die Gleichung enthalten ist:
(16a) (0% + ©z) Cx2r—1=0.

Diese Gleichungen lassen erkennen, dass wenn nicht zwischen
den Wurzeln @, ... ®, ¢, ®, der Gleichung (7) bestimmte Relationen
bestehen, die r—1 infinitesimalen Transformationen X,f...X, of, X,f
eine Gruppe bestimmen, in welcher zwei beliebige Transformationen
mit einander vertauschbar sind.

Zu der eben gemachten Voraussetzung fiigen wir jetzt eine weitere

hinzu, nédmlich die, dass von den r(r;l) Transformationean,ze Xof

7 von einander unabhiingig sind, dass also p = rist. In dieesem Falle
muss wegen (16a) mindestens zu einer Wurzel die entgegengesetzt
gleiche vorkommen. Es sel demnach @,—; -+ @, = O und ¢,,,—9 ,—; VoR
Null verschieden, so dass gesetzt werden kann:

(Xr—2 Xr) = Xr—lf-

Nun wenden wir die Jacobi’sche Relation auf die Nummern
r,r — 2, % an, wo x eine der Zahlen 1...7r — 3 ist, und erhalten:

(17) @, Xxf=2 {6,-_2’,‘9 (Xe Xr) — Crxg (Xg Xr—-2)} .
4

Da die linke Seite dieser Gleichung nicht verschwinden kann, so folgt
aus dieser Gleichung in Verbindung mit (16), dass, wenn . eine
Wurzel ist, entweder o, -} @, oder @, — ®, eine neue Wurzel ist
oder dass man aus @, sowohl durch Addition als Subtraction von
eine neue Wurzel erhilt.

Ohne die Allgemeinheit zu beschrinken, diirfen wir @, = 2 setzen.
- Ist dann e, eine beliebige Wurzel, so ist auch mindestens eine der
beiden Grissen @, -+ 2 und o, — 2 unter den Wurzeln enthalten.
Wir gehen von einer beliebigen Wurzel @, aus und suchen alle die-
jenigen Wurzeln, zu denen man durch wiederholte Addition und Sub-
traction von 2 gelangt. Die Zahl derselben sei m, und der Einfach-
heit wegen mogen sie als @, ... @, bezeichnet werden. Da sie sich
nur um Vielfache von 2 unterscheiden, so kann man sie nach der
Grosse des reellen Theiles ordnen und setzen:

0,=0,—2,0,=0,—4, o,=w, — 6.0 =0 — (m—1)2.

Jetzt liefert die Gleichung (17) das Resultat:

(@ = Cr—2,1,2 C2r1,

@, = Cr—2,2,3 €372 — Cr21€1,r—2,2
(173) Vo; = Cr—2,3,4C4r3 — Cr32 6’2,r—2,}3,

Oy, = — Cr mm—1 C—1,r~2,m
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woraus sich durch Addition ergiebt:

o+ o4 o+ -+ on=0,
so dass @, = m — 1 ist. Ist hier m eine ungerade Zahl, so muss die
mittlere Wurzel gleich Null sein. Wenn aber m eine gerade Zahl ist,
so sind die beiden mittleren Wurzeln gleich 4 1. Unsere Voraus-
setzung, dass alle Wurzeln ungleich sein sollen, verlangt also, dass
m =r — 3 und dass dies eine gerade Zahl ist. Zugleich ergiebt sich:

o,=7r—4, 0y=1r—06, 0 =0r—8-..@3=—17-44,

Aus (17) schliesst man sofort, dass (X, X,_s—,)=0 ist fiir
v=1...r— 3, und dann folgt leicht, dass (X, Xg) =0 ist, wenn
o und B irgend zwei der Zahlen 1...7 — 3 sind. Die weiteren Coef-
ficienten ¢,,; lassen sich dadurch vereinfachen, .dass man die X, /... X,_sf
mit passenden Constanten multiplicirt. Dadurch findet man aus (17a):

(X, X)) = (r—a—3)Xpnf fir a=1...r —4,,
(X, X,—5) =0, (#r—2Xas) — (@—1) Xyesf.

Dadurch sind wir zu dem Resultate gelangt, dass die gemachten Voraus-
setzungen die Zusammensetzung der Gruppe vollstindig bestimmen,
sobald noch 7 gegeben ist, und dass dies eine ungerade Zahl sein muss.
Um dies Resultat recht bequem aussprechen zu kdnnen, beriicksichtigen
wir, dass gleiche Wurzeln der Gleichung (7) entweder nur zu einer
einzigen zweigliedrigen Untergruppe oder zu einer Schaar von solchen
fiihren. Somit sprechen wir das Ergebniss jetzt in folgender Weise aus:
In emer r-gliedrigen Gruppe, welche ihre eigne Hauptuniergruppe
ist, soll eine gegebene cingliedrige Untergruppe gerade r — 1 zweiglied-
rigen Untergruppen angehiren und unter diesen soll Leine mit vertausch-
baren Transformationen vorkommen. Dann muss r eine ungerade Zahl
sein. Die Gruppe enthiilt eine (und zwar eine einzige) invariante Unier-
gruppe, welche aus r — 3 Gliedern gebildet ist; alle Transformationen,
welche dieser Untergruppe angehiren, sind vertauschbar. Die Zusammen-
setzung der Gruppe st durch die gemachten Vorausseloungen vollstindiy
bestimmi; bezeichnet man die gegebene eingliedrige Untergruppe mit X,_1f,
so kann man die ibrigen X,, X, ... X,—2, X, so wéihlen, dass ist:

(Xr-—z Xr = Xr—-lf; (erlxr) = 2er7 (Xr—-l r—-2) = 2Xr~—2f,
(Xr-l Xa) = (7' e 2(“+ 1)) Xafa
(X, Xw) = (7'_“""3) Xa—{—lfs (Xr——2 X)) =— (a— 1) Xoif,
(XoXp) =0 fir ¢, f=1...r—3.

Bilden wir nach derselben Vorschrifi eine Gruppe fiir ein gerades

r, so bestimmen X, ,f und X,—sf eine zweigliedrige Gruppe mit ver-
2

tauschbaren Transformationen. Aber jedesmal ist 1 =1 und alle Func-
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tionen ¥, m) verschwinden fir ein ungerades v und bilden fir ein gerades
v bis auf einen constanten Faclor die Potenz von n2, — 0 %—_2-

Eine in dieser Weise gebildete Gruppe existirt bei beliebigem »
fiir zwei Variabele. Dieselbe ist von Herrn Lie in seiner Aufzihlung¥)
unter B) an der vorletzten Stelle aufgefithrt und hat bei seiner Be-
zeichnung die Form:

q, g ...z %q,p, 22p + (r—4)yq, 2’p + (r—4)zyq.

§ 8.

Die charakteristische Gleichung hat gleiche nicht verschwindende
Warzeln.

Die im vorigen Paragraphen gegebene Bestimmung von Gruppen
griindete sich wesentlich auf den Umstand, dass alle Wurzeln der
Gleichung (7) als ungleich vorausgesetzt wurden. Wir wollen jetzt
untersuchen, ob die Einfachheit des Ergebnisses nicht auch bei mehr-
fachen Wurzeln besteben bleibt.

Wir bezeichnen mit Xf (ohne Marke) eine beliebige Transforma-
tion. Fiir diese stellen wir die Gleichung (7) auf und bestimmen die
Waurzeln derselben. Hat diese Gleichung gleiche Wurzeln und ist e,
eine solche, so soll @, dann, und nur dann als eine (4-1)-fache
Waurzel gerechnet werden, wenn sich 4 4+ 1 von einander und von
X[ unabhingige infinitesimale Transformationen X, , X, ... X, be-
stimmen lassen, fiir welche die Gleichungen bestehen:

(XX%) = 00, Xy,

(XX,) = 0, X,, + €4 X

o 3

(18) (XX ) == Wq Xaz + €a.a, X“A + ea'zao (294

(XX,,Z) = (g X + Cepay_y Koz 4 + et layo, X, + €aya, Xeys

und wenn sich dieses System nicht in mehrere Systeme von einer
kleineren Zahl i und von gleicher Zusammensetzung zerlegen lisst.
Die Willkiir, welche bei der Wahl X, ... X, hier besteht, kann
benutzt werden, um alle Coefficienten e,,q, fiir x > ¢4 1 zum Ver-
schwinden zu bringen. Man kann demnach folgende Form zu Grunde
legen:

(X Xq) = 0, X4,
(XXIZL) == We X“l + ea;ao o ?
(18 a’) (XXaz) = @y Xaz + 8‘1201 o)

(X Xaz) = O Xaz + Cay gy ey 1
*) Math, Annalen XVI, 8, 524.
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wo keiner der Coefficienten verschwinden darf, Indem wir die infini-
tesimale Transformation Xf zu Grunde legen, wollen wir von den
infinitesimalen Transformationen X, ... X,, sagen, sie gehirfen zur
Waurzel o,.

Nun seien ®,, wg, 0y ... die Wurzeln der charakteristischen
Gleichung, und jede Wurzel fithre zu einer Reihe von Transformationen
X, (resp. zu einer einzigen solchen Transformation). Hiermit wird
also keineswegs vorausgesetzt, dass @, und @p ungleich sind.

Wir bilden jetzt die Jacobische Relation fir X, X, , Xz, so

folgt:
D o [(@at@5) Xof — (X X)) = 0.

e

Wir entwickeln diese~Gleichung vollstindig nach denjenigen X,,
welche zu einer beliebigen Wurzel @, gehdren. Dann erhalten wir
die Gleichung:

(19) (L'Oa + &J,g) (caoﬂoYo XYo + Caofioy: Xh + T + CaoBoty Xﬁ’v)
= c"'C'/g"o‘}'o COY XYO + 0%19071 (wY X‘Yx + €y, 7o XYo)
+ et + eaoﬂo'}’y (O)y ny + 8‘}’1» Yy~—1 va—-l) *

Wenn hier nicht o, + @z = o, ist, so muss, damit X, f beider-
seits denselben Coefficienten hat, c,p,,, = O sein; jetzt muss, damit
Xy, .f beiderseits denselben Coefficienten hat, cap,y, , == 0 sein. In
gleicher Weise erkennt man, dass alle Coefficienten ¢, 4.7, - - + Caypoys
Caspoy, gleich Null sind, wenn nicht @, + @z = @, ist. Wenn aber
diese Bedingung erfiillt ist, so vergleiche man beiderseits die Coeffi-
cienten von X Xy, X, und erhilt:

Yyl * ° *
C”Oﬁoyweh Yymi = O’ 6‘1013071/—-—1 Cyy_1 Yy—g = 0.-.- CayBoys Orry0 = O!

woraus folgt:

caoﬁofy = c“oﬁo?y-—l == 6“019071 =0
oder
(20) (X Xa) =, Cepore X ]
(0a+ 0p=00,)

wo die Summation sich auf die erste Transformation X, bezieht, welche
zu einer Wurzel @, = @, + @g gehort,

Die Jacobi’'sche Relation fiir X, X, , Xy, fiihrt zu einer Gleichung,
welche sich von der Gleichung (19) nur dadurch unterscheidet, dass
auf der rechien Seite noch hinzukommt:

e{S“ ﬂo cﬂoﬁo Yo /&X‘Yo .
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Darans folgt, wie vorher, dass nur solche Coefficienten

c“opo)’o b 0“031711

von Null verschieden sein konnen, fiir welche @, + @3 = @, ist und
dass unter dieser Bedingung ist:

(203) (X, Xp) = ) Capirs o+ Capiro Xn)s
(0 +05=ay).

In derselben Weise kann man fortfahren. Unter der Bedingung
0, - 0 = o, lisst sich (X, X;) durch X, , X,, ... X, und ent-
sprechend (X,, Xp,) nur durch solche X, ausdriicken, wo ¢ hochstens
bis ¢ - % ansteigt.

Ganz entsprechend leitet man die Gleichungen her:

(X Ke) = Dltaseuro Xpor (K Xa) = DG, XroF-Corars Xy ---

Ra, = w,).

Diese Sitze reichen hin, um alle Gruppen zu finden, welche den
beiden Bedingungen geniigen:

a) es soll p = r sein,

b) nicht jede Transformationen der Gruppe soll mit einer andern
vertauschbar sein.

Indem wir von der Transformation X,_,f ausgehen, soll die
Gleichung (7) nur eine einfache verschwindende Wurzel haben. Wir
setzen :

(-Xr-—l r—2) =—2 Xr—-2f7 (Xr—l Xr) =2 er, (Xr—2 Xr) = Xr—lf;

und haben dadurch vorausgesetzt, dass X, ,f im Ausdruck fiir ein
(X.X,) vorkommt, in welchem X,f und X,f gerade je als erste Trans-
formationen zu den Wurzeln 4 2 gehdren. Die Berechtigung dieser
Annahme werden wir am Schluss beweisen. Ks ist vorliufig nicht
ausgeschlossen, dass zu den Wurzeln - 2 und — 2 noch weitere Trans-
formationen gehdren; ebensowenig ist vorausgesetzt, dass X, ;f nicht
noch in andern Ausdriicken (X, X,) vorkommt, Die X;f firA=1...r—3
gruppiren wir nach den zugehdrigen Wurzeln @,, o . . ..
Die Relation (r,r—2, «,) liefert:

@) @eXef = D [tae(ZeXr) — Grae(ZeZr2)]-
Q

Soll ¢,—3, 4, nicht verschwinden, so muss =4, und =0, —2
sein, und ebenso kaun ¢y, nur von Null verschieden sein, wenn
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0=y, und @, =@, -+ 2 ist. Wenn also @, irgend eine Wurzel ist,
so muss auch mindestens eine der beiden Grossen w,-2 oder o,—2
eine Waurzel sein, Man kann also, wie im vorigen Paragraphen, die
Warzeln bestimmen, indem man die vorstehende Gleichung fiir alle
X,, bildet, die als erste Transformationen zu denjenigen Wurzeln
gehbren, welche aus einer unter ihnen durch mehrmalige Addition und
Subtraction von 2 erhalten werden. Da zudem die Wurzel Null aus-
geschlossen ist, so sind nur verschiedene Gruppen
—-2m—-—1,—-2m+1,---—1, +1,---2m—1, 2m 4+ 1

moglich.

Hieraus folgt, dass zu den Wurzeln |- 2 keine weiteren Trans-
formationen gehdren, was auch auf mancherlei andere Weise erkannt
werden kann

Nun bilde man die Jacobi’sche Relation fiir »,r — 2, az, wo
X.,f die letste Transformation ist, welche zu der Wurzel @, gehort,
Dann erhilt man:

(P '——"2 (cr-—-2, e cgral - cralq cg,r—2, az) .
¢

Hier beachte man, dass X,, nur im Ausdruck von (X, Xp,) fiir
03 — 2=, und im Ausdruck von (X, X)) fir ©, + 2 = @, vor-
kommen kann. Also kann ¢ in der vorstehenden Gleichung gleich
einem f; oder einem p; sein. Daraus ergiebt sich, dass zu allen der-
selben Reihe angehorigen Wurzeln o, dieselbe Zahl vor Transforma-
tionen X, , X, ... X,, gehort.

Daraus ergiebt sich der Satz:

Um alle Wurzeln, welche bei den die beiden avfgestellien Forderungen
befriedigenden Tramsformationsgruppen neben den Wurzeln -+ 2 und
— 2 auftreten konnen, 2w erhalten, wdihle man zwei Zahlen % und m
so, dass 2(m—+1) (A+1) < r — 3 ist, bilde die Wurzeln 41,4 3
-4+ @m+1) und lasse jede dieser 2m—2 Zahlen eine A--1-fache
Wurzel sein. Dann wihle man zwei neue Zahlen X' und m', so dass
2(m' +1) A+ <r—3—2(m-41) (A+1) ist und lasse jede der
Zohlen +1, =84 --- 4 (2m'4-1) eime 2’ 4 1-fache Wurzel sein.
So fahre man fort, bis alle r — 3 Nummern erschopft sind.

Beildufig ergiebt sich hieraus der Satz:

Wenn r eine Paarzahl ist, so muss in jeder r-gliedrigen Gruppe,
welche ithre eigne Hauptuntergruppe ist, jede Transformation einer zwei-
gliedrigen Gruppe mit 'vertausckbaren Transformationen angehiren;
oder:

Fiir ein gerades r > 2 hat eine r-gliedrige Gruppe, in welcher
nicht jede Transformation mit einer andern vertauschbar ist, nothwendig
eine (r—1)-gliedrige invariante Untergruppe.
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Wie im vorigen Paragraphen, sieht man auch hier leicht, dass
fiir ¢, x=1,2...7 — 3 nothwendig (X, X,) =0 ist. Ebenso ist
es unmittelbar klar, dass (X, ;X.) und (X, X,) sich fiir ¢=1...r—3
durch die » — 3 ersten Transformationen X, - - - X,_5 darstellen lassen.
Es wird nicht n6thig sein, die Coefficienten selbst hinzuschreiben.
Ich mache nur darauf aufmerksam, dass alle Functionen %,(%) sich

rational durch 7;_, — #,7,—, ausdriicken lassen, und dass fir

NrWr—2 = ﬂr?—l

alle Unterdeterminanten #— 1ten Grades von |y,.| verschwinden. Somit
folgt der Satz:

Wenn eine r-gliedrige Gruppe den beiden Bedingungen geniigt, dass
p =1 st und dass nicht durch jeden Punkt des Bildraumes eine Gerade
geht, welche vertauschbare Transformationen darstellf, so muss r eine
ungerade Zahl sein. Die Gruppe hat eine (r—3)-gliedrige invariante
Untergruppe und die Transformationen dieser Untergruppe sind si@mmi-
lich mit einander vertauschbar. Geniigen die Coefficienten einer Trans-

formation 2’?¢ch der Bedingung n,,—_s = 1,3, o ist dieselbe mit

anderen Transformationen vertauschbay.

Dass die invariante Untergruppe hier in mehrere Gruppen zerfallen
kann, von denen jede eine invariante Untergruppe ist, wird durch die
Fassung des Satzes nicht ausgeschlossen.

Den Satz, dass jede Gruppe, deren Ordnungszahl grisser als drei
ist, vertauschbare Transformationen enthilt, hatte ich schon friiher
(Programm 1884) aufgestellt, ohne den Beweis mitzutheilen. Herr Engel
hat dann (Leipziger Berichte 1886, S. 91) einen Beweis hierfiir geliefert
und dabei » — 3 als Zahl der Dimensionen desjenigen Gebildes be-
stimmt, dessen Punkte einér zweigliedrigen Untergruppe vertauschbarer
Transformationen angehdren; wir erkennen hier, dass fiir p = r diese
Zahl = r — 2 ist und dass nur die in diesem und dem vorangehenden
Paragraphen angegegebenen Gruppen dieser Bedingung geniigen.
Uebrigens erkennt man mit Leichtigkeit, dass fiir p < r entweder
durch jeden Punkt des (r —2)-dimensionalen Bildraumes oder doch durch
jeden Punkt einer (r— 1)-dimensionalen Ebene eine gerade Linie ver-
tauschbarer Transformationen hindurchgeht. Soll nimlich nicht durch
jeden Punkt eine solche Gerade hindurchgehen, so muss I =1 sein;
also miissen sich alle #,(y) durch eine Function P(7n) ausdriicken
lassen, und da die Gruppe eine invariante Untergruppe besitzt, so
muss P(n) = O dieselbe darstellen, also linear sein; fiir die Unter-
gruppe ist aber I = 0. Somit folgt:

Ist die Ordnung r einer Gruppe grosser als drei, so geht entweder
durch jeden Punkt des (r—1)-dimensionalen Bildraumes oder durch
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jeden Punkt eines (r— 2)-dimensionalen Kegels zweiter Ordnung oder
durch jeden Punkt einer (r— 2)-dimensionalen Ebene eine gerade Linie,
welche mit einander vertauschbare Transformationen abbildet.

Es giebt tiberhaupt, wie ich frither schon bemerkt habe, nur drei
Gruppen, in denen keine vertauschbare Transformationen vorkommen,
elne ein-, eine zwei- und eine dreigliedrige. Die letzte, fiir welche
sich alle zweigliedrigen Untergruppen als Tangenten an einen Kegel-
schnitt abbilden, wird von den Herren Lie und Engel als Kegelschnitts-
gruppe bezeichnet.

Im Vorstehenden ist eine Voraussetzung gemacht, deren Berech-
tigung noch bewiesen werden muss. Wir haben nimlich angenommen,
dass diejenigen beiden Transformationen X; und X, fiir welche im
Ausdrucke (X X,) die Transformation X,_; vorkommt, beidemale die
ersten Transformationen sind, welche zu den betreffenden Wurzeln
gehoren. Da die Gleichung (7) nur eine verschwindende Wurzel hat,
miissen alle (X,, Xy ) fiir o, 4 wg = 0, wofern sie nicht verschwinden,
durch X, ,f ausgedriickt werden. Unsere bisherige Annahme war:
(Xa, Xp,) = ¢+ X5 wir nehmen jetzt an: (X, X5) = 0.

Dann folgt aus der Jacobi’schen Relation (e,f,e,):

Cﬁoau r—1 Qg Xr—l + caoax YO(XYO Xﬂo) == O’

wegen @, + w0z = 0, wo 0, = 20, ist, dass (X, Xz ) die X, ,f nicht
enthilt, dass also auch (X, Xp) = 0 ist; dasselbe gilt fiir (X, X;)
u. s. w. Es kann also, wenn (X, Xz ) =0 vorausgesetzt wird, kein
(Xa, Xp,) = X;a1f sein. |

Hiermit sind die aufgestellten S#tze nach allen Seiten bewiesen.

Nachtrag. Die Forderung, dass nicht jede beliebige Trans-
formation mit einer andern vertauschbar sein soll, hat die zwei Be-
dingungen nach sich gezogen, dass erstens die Zahl r der Glieder eine
ungerade sein muss und dass zweitens jedem A1 4 1 eine gerade Zahl
2m 4 2 von 2 4+ 1-fachen Wurzeln zugeordnet werden muss. Beide
Bedingungen sind aber, wenn man von jener FKorderung absieht,
durchaus nicht nothwendig. Wir bilden also jetzt Gruppen nach
folgender Vorschrift:

Fiir ein beliebiges r nehme man zundichst die Transformationen
X, X,1, X,—2 S0 an, dass ist:

(Xr—l Xr) =2 er, (Xr—-l Xr-—2) = 2Xr—2f; (Xr—z Xr) = Xr—lf-

Dann wihle man zwei Zahlen 6 und s so, dass 6s <r — 3 und bilde
die Wurzeln
+ (s—1), + (s—3), - (s—5)...

und lasse jede dieser s Zahlen eine 6-fache Wurzel der charakteristischen
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Gleichung fir X, af sein. Dann wdhlt man zwei neue Zahlen 6 und
s s0, dass ¢'s’<r—3—sa ist, und lasse jede der s Zahlen -(s'—1),
+-(s'—3) ... eine 6'-fache Wurzel sein. So fahre man fort, bis alle
r — 3 Nummern erschopft sind. Jeder dieser 6-fachen Wurzeln ordne
man & Transformationen nach den Gleichungen (18) zu, dann jeder
o’-fachen Wurzel 6 Transformationen u. s. w.

Wie bei den vorhin betrachteten Gruppen sieht man auch hier
unmittelbar, dass fiir ¢, 2=1,2...7r — 3 nothwendig (X, X,) =0
und dass sich (X,_»X,) und (X, X,) durch die » — 3 ersten Trans-
formationen darstellen lassen. Der ganze Charakter der Gruppen bleibt
daher im wesentlichen ungefindert; nur wird, wenn r gerade oder eine
der Zahlen s,s ... ungerade ist, jede beliebige Transformation mit
einer andern vertauschbar sein. Im iibrigen gelten aber alle im letzten
Paragraphen hergeleiteten Sitze auch fiir die nach der verallgemeinerten
Vorschrift gebildeten Gruppen. Namentlich ist fiir die in dieser Weise
gebildeten Gruppen !==1 und p =17. Die Frage, ob dies die ein-
zigen Gruppen seien, fiir welche = 1 und p = 7 ist, wird sich erst
in einem spiteren Theile unserer Arbeit beantworten lassen.

§ 9.
Einige Eigenschaften der Gruppen vom Range Null.

Die Resultate der beiden vorangehenden Paragraphen gestatten
uns, simmtliche Gruppen, welche den dort angegebenen Bedingungen
geniigen, sobald die Gliederzahl gewshlt ist, in expliciter Form hin-
zuschreiben. Die dort angewandte Methode, welche sich auch fiir
andere Voraussetzungen als wichtig erweisen wird, ist fiir die Gruppen
vom Range Null nicht brauchbar. Es ist mir aber nicht moglich,
Sitze anzugeben, welche die explicite Darstellung solcher Gruppen
gestatten; da ich aber im folgenden einen Satz aus der Theorie dieser
Gruppen bedarf, so mdge es mir gestattet sein, die wichtigsten Sitze,
welche fiir ] = O gelten, hier mit jhren Beweisen zusammenzustellen,

Aus der Schlusshemerkung in § 3 folgt unmittelbar, dass, wenn
¥, .. . ¥y identisch verschwinden, jede beliebige Transformation der
Gruppe mindestens mit einer zweiten Transformation derselben ver-
tauschbar ist. Durch jeden Punkt des Bildraumes geht also mindestens
eine gerade Linie, welche solche Transformationen abbildet, die mit
einander vertauschbar sind. Es verschwinden also auch alle Unter-
determinanten # — 1t Grades von |y,,| identisch. Fiir manche dieser
Gruppen verschwinden anch simmtliche Unterdeterminanten von einem
niedrigeren Grade identisch und dann ist jede Transformation wit
einer mehrfach ausgedebnten Mannigfaltigkeit von Transformationen
vertauschbar. Dasselbe erkennt man ohne Riicksicht auf friithere Sitze,

Mathematische Annalen, XXXI, 19
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wenn man eine gewisse Form fiir die Gruppen zu Grunde legt und
beriicksichtigt, dass jede der Gruppe angehorige zweigliedrige Unter-
gruppe nur vertauschbare Klemente enthilt.

Zu dieser Form gelangt man auf folgendem Wege. Man wihle
zwei ganz allgemeine (infinitesimale) Transformationen als X,f und
X,f. Dann wird (X, X,) eine Transformation liefern, welche von
beiden unabhingig ist und mit X,f bezeichnet werden soll. Ebenso
moge (X, X,) nicht durch X,, X, X, dargestellt werden konnen und
mit X,f bezeichnet werden, In derselben Weise fihrt man fort, so
dass man hat:

(Xo Xl) = X.f, (Xo X,) ='X3f: (X, Xs) = Xuf - (X, Xm—l) = Xuf;

aber die Transformation X,/ sei die erste, zn der man auf diesem
Wege gelangt, fir welche (X,X,,) durch X, X, ... X, dargestellt
werden kann. s sel also:

(%, %) = S X f

Wenn aber hier die ¢, e, ... e, nicht simmtlich verschwinden,
und man fiir @ eine nicht verschwindende Wurzel der Gleichung:

o" =¢ -+ 6,0 + e;0*> | + . - } e,0m !

nimmt, so kann man Coefficienten p,, p, . . . pn s0 bestimmen, dass

(Xm Zpt X,) = COZ ji X,

ist, also die Gruppe eine zweigliedrige Untergruppe ohne vertausch-
bare Elemente enthdlt. Daher miissen ¢, ¢ ...e, simmtlich ver-
schwinden und da spitestens fiir m =+ — 1 sich (X, X,,) durch
X,, X, ... X, muss ausdriicken lassen, so sicht man, dass jede Trans-
formation mit einer andern vertauschbar ist.

Wenn man aber fiir m < # — 1 auf dem angegebenen Wege zu
der Gleichung (X, X,) =0 gelangt, so diirfen wir annehmen, m sei
die grosste Zahl, welche in dieser Hinsicht moglich 1st. Alsdann wihle
man wieder eine Transformation X,,;f ganz willkiirlich, nur unab-
hingig von X, X, ... X,, bilde (X;X,11) und wenn der Ausdruck
hierfir von X, X, ... X, X1 unabhingig ist, setze man

, (X Xng1) = Xnnja;
man bilde St
(Xo Xnt2)= Zntsf (Ko Kbt = Kot f, (g Xnm) = D} & Xof,

0

3

wo der Fall m" =1 eingeschlossen ist. Wir suchen zunfichst aus
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Xy, X, ... Xpyn eine zweigliedrige Untergruppe zu finden. Diese
hat wegen der Gleichung:

O = pt1 + Blnye+ - - -+ O™ lengm
stets ein Hauptelement, wenn nicht die Coefficienten €ny1; €nye--.€ mim
verschwinden. Wenn dann aber die Coefficienten ¢y, ¢, ... e, alle
oder zum Theil von Null verschieden sind, so beachte man, dass nach
unserer Voraussetzung die m-fache Wiederholung der Operation
(X, Y)=1Y,... auf (X;Y,) =0 fihren muss. Wenden wir dies
auf X,{1 an, so erkennen wir, dass m’ hochstens gleich m sein kann
und dass fiir " = m nothwendig (X, X5,) = O sein muss. Anderer-
seits zeigt aber die Fortsetzung dieser Operation fiir m" < m unmittelbar,
dass man X, 4, nur durch eine lineare Function von X, ;, X,... X,
zu ersetzen braucht, damit auch die Coefficienten ¢, ... e, und hier-
mit auch e, verschwinden.
In gleicher Weise kann man fortfahren, Bildet man wieder

mt-m'S-m’’
(Xo Xntmt1) = Xnpmge » + + (Xy Xontw' ) =2 & Xuf,

0

so muss m” < m' sein und da spitestens eine m’-fache Wiederholung
der angegebenen Operation, auf X,.in.1 angewandt, zu (X, X,) =0
fiilhrt, so wird man wieder (X, Xy tm'+n) = O annehmen konnen.

Daraus ergiebt sich der Lehrsatz:

In jeder Gruppe vom Range Null lassen sich r von einander unab-
héingige infinitesimale Transformationen X,, X, ... X,_; so wihlen,
dass die Gleichungen bestehen:

(A) (X0X1)=a1 X2f» (X0X23=“2X3fm (Xon) =qy Xv—i-lf (Xer—1)=0
wo alle Coefficienten a, ... a,—» gleiwch 1 oder O sind. Ist bei allge-
meiner Wahl von Xf und X,f fir m < r — 1 bereits a, =0, so
muss auch wunter den Gpyy. .. Gam mindestens ein verschwindender
Coefficient vorkommen; 5t @min der erste, so wverschwindet auch min-
destens einer der Coefficienten @prm41 - - . Gpyon %. S. W. .

Die Jacobi'sche Relation fiir (0,m,m -+ m), (0,m,m-+m'4-m")...
sowie fiir (0, &, m), (0, @, m4m)..., wo a eine von m, m-+m'...
verschiedene Marke bedeutet, liefert: '

(a) (Xo(XnXuntm)) =0, ...
(b) (Xo(XeXn)) = (Xot1 Xn), (Xo(Xa Xntn)) = (Xot1 Xongm') « - -

Aus (a) in Verbindung mit (b) fir e =m — 1, m 4+ m' — 1 ...
folgt unmittelbar, dass (X, Xmiw) und die entsprechenden Ausdriicke
sich durch X, Xpiw', Xntmym' . . . darstellen lassen. Beriicksichtigt
man aber, dass sich X414, Xngm'41 ..., wenn auch die Gleichungen

19*



288 Wireery Kiirina.

(A) bestehen sollen, noch immer so wihlen lassen, dass zu X, in
poch X, mit beliebigem Factor hinzukommt, und dass man zu
Xpim4me noch eine beliebige lineare Function von X, und X, .
hinzufiigen kann, und beriicksichtigt man ferner den Charakter der
iiberhaupt méglichen zweigliedrigen Untergruppen, so folgt

(X Xpw) =0, (X Xntwgmr) =0 . ...
Dieselbe Betrachtung zeigt jetzt, dass auch

(Xn-1Xn) = (Xp-1 Xpgw) =---=0
ist. Angenommen, man habe auf diese Weise gefunden, dass
(Xor1 X)) = (X1 Xongm) = -+ - =20

ist; dann folgt aus den Gleichungen (b) unmittelbar, dass (X, X,),
(Xo Xngw) hochstens X,,, X . . . enthalten kSnnen, und dann lehrt
die soeben skizzirte Betrachtung, dass auch (X, X,), (X, Xntm) - - -
verschwinden. Somit sind alle diejenigen Transformationen, welche
sich auf dem angegebenen Wege mit X, als vertauschbar herausstellen,
mit allen Transformationen der Gruppe vertauschbar. Wir sehen also:
Jede Gruppe vom Range Null hat eine Untergruppe, deren Trans-
formationen mit allen Transformationen der Gruppe vertauschbar sind.
Verschwinden in der Determinante |y...| alle Unterdeterminanten vom
Grade r — k, so enthilt jede Mannigfaltigheit von Transformationen,
welche mit einer beliebig gewdhlten vertauschbar sind, eine (k— 1)-dimen-
stonale Manwigfaltigheit von solchen, welche mit allen vertauschbar sind.
Eine Untergruppe der angegebenen Art nennt Herr Lie (Ann.
Bd. 25, S. 77, Note) eine ausgezeichnete Untergruppe. Wir finden also
in den hier betrachteten Gruppen stets ausgezeichnete Untergruppen.
Ebenso hat sich eine einfache Methode ergeben, um diese Unter-
gruppe zu finden.
Wenn « und 8 von m, m - m' ... verschieden sind, so liefert
die Jacobi’sche Relation fiir (0, ¢, §) die Gleichung:

(e) (Xo(XoXp)) = (Xot1 Xp) + (Xo Xp11)-

Indem wir diese Gleichung benutzen, beschrinken wir uns der
Bequemlichkeit wegen im Ausdruck auf solche Gruppen, fiir welche
nur die simmtlichen Unterdeterminanten r—1i® Grades von |y..| ver-
schwinden, fiir welche also in (A) ¢, =a,=---=a,93=1 zu
setzen ist. Indem man der Reihe nach f=a 41, f=a+3...
setzt und ferner die Gleichung (X,_3X, ;) = O beriicksichtigt, ersieht
man unmittelbar, dass im Ausdruck von (X, X;) die X f und X,/ nicht
vorkommen.

Wenn fiir 1 = 0 nicht alle Unterdeterminanten r — 2t Grades
der charakteristischen Determinante identisch wverschwinden, so bilden
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die nach der obigen Vorschrift bestimmiten Transformationen X,f. .. Xouf
die Hauptuntergruppe.

Ebenso ergiebt sich aus (c¢) tnmittelbar, dass (X,_sX,_ ), {iber-
haupt (X, X,_) nur durch X, ,f ausgedriickt wird. Hatten wir iiber-
haupt bewiesen, dass fiir @ < f§ die (Xaq1Xj) und (X, X34y) nur durch
Xpt11, Xpia ... X, avsgedriickt werden, so zeigt die Gleichung (¢),
dass in (X, Xg) nur Xp, Xgi1 ... X, vorkommen kbnnen, wo aber
der Coefficient von X, wieder verschwinden muss, damit in der Gruppe
nur zweigliedrige Untergruppen mit vertauschbaren Elementen vor-
kommen konnen. Die Aenderungen, welche hier nothwendig werden,
wenn die Form (A) in voller Allgemeinheit vorausgesetzt wird, brauchen
wohl nicht angegeben zu werden. Wir gelangen somit zu folgendem
Satze, den Herr Engel zuerst unter einer etwas allgemeineren Voraus-
setzung aufgestellt und bewiesen hat:

Jede r-gliedrige Gruppe G, fiir welche 1 = O ist, hat eine (r—1)-
gliedrige invariante Untergruppe G,—y, diese wieder eine (r — 2)-gliedrige
Untergruppe G,—z, welche sowohl in Bezug auf G wie auf G,y in-
variant ist; diese eine (r — 3)-gliedrige, welche fir G,—2, G.—y und G,
mvariant st w. S. w.

Da jede invariante (r — 1)-gliedrige Untergruppe die Hauptunter-
gruppe in sich schliesst, so folgt:

Ist 1 = 0 und verschwinden nur die Unlerdeterminanten r — 1t»
Grades von | p,.| identisch, so hat die Gruppe eine einfach unendliche
Schaar von (r—1)-gliedrigen invarianten Untergruppen; jede Trans-
formation, welche der Hauptuntergruppe wicht angehirt, gehort eimer
(r — 1)-gliedrigen inmvarianten Untergruppe an.

Aus den Gleichungen (¢) ziehen wir jetzt weitere Folgerungen,
indem wir e, B die kleinsten Werthepaare der Reihe nach annehmen
lassen, Dann ist fiir @ = 1 bereits bewiesen, dass jedes (X, Xj) durch
diejenigen X,f dargestellt wird, deren Marke ¢ >« -}- § — 1 ist. An-
genommen, dies sei fiir «, f und «, 8 4 1 bewiesen; dann ergiebt
sich dieselbe Eigenschaft aus (c) auch fir (X, Xg). Somit gilt die
Eigenschaft ganz allgemein (natiirlich nur fiir ¢; =---a,2=11in
(A)). Demnach liegt in dem (» — 1)-dimensionalen Bildraume, welcher
die gegebene Gruppe abbildet, eine bestimmte (r— 3)-dimensionale
Ebene E,_s, durch welche die Hauptuntergruppe abgebildet wird; in
dieser liegt wieder eine bestimmte (»—4)-dimensionale Ebene E, _su.s w.
Das Product eines beliebigen Punktes des Bildraumes mit einem Punkte
der E,_, fihrt auf einen Punkt der E, . ;, und das Product eines
Punktes der E,_, mit einem Punkte der E,_; filhrt auf einen Punkt
der E, ,_; und verschwindet, wenn diese Marke negativ ist. Speciell
ergiebt sich:

Bildet man aus den x Transformationen X,—, Xrpp1 -+ - Xo
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und einer ganz allgemeinen Transformation eine k - 1-gliedrige Gruppe,
so st dieselbe eime imvariante Untergruppe und hat die aus den Trams-
formationen X, ..y, - - X,y gebildete Gruppe zur Houptuntergruppe.
Man konnte nun ausser den Gleichungen (A) noch folgende Glei-

chungen voraussetzen:

(X X)) =y Xyt -+ apr Xisy,

(X, X3) = 134X4 + -t B X,

(X;Xy) =96 X + -+ 1 X ...
und daraus mit Hiilfe von (¢) alle (X, X;) herleiten. Aber fiir» > 6

miissen hier weitere Bedingungen hinzugenommen werden, und so ist
mir die explicite Darstellung dieser Gruppen bis jetzt nicht moglich.

Braunsberg, Anfang November 1887.




