
Die Zusammensetzung der stetigen endlichen Transformations- 
gruppen. 

Von 

WrLH~LM KILLn~G in Braunsberg Os~pr. 

Ers~er Theft. 
Im Gegensatz zu meinen bisherigeu Arbeiten fiber Transformations- 

gruppen*) schliesse ich reich in der vorliegenden Arbeit ganz den 
Bezeichnungen des tterrn Lie an und ich verweise fiir diejenigen Leser, 
welche mit dessen Arbeiten weniger bekannt sind, auf die Zusammen- 
stellung, welche Herr Engel in seiner Arbeit im 27. Bande der Math. 
Annalen (S. l ff) gegeben hat. Auch die yon mir neu eingefiihr~n 
Bezeichnungen sind im Einversfiindniss mit den Herren Lie und Engel, 
theilweise nach miindlicher Besprechung mit denselben gebildet. Dem- 
nach bezeichne ich diejenigen infinitesimalen Transformationen, dutch 
welehe eine r-gliedrige Gruppe bestimmt wird, symbolisch durch 
X~ f... X,.f (wo kein Missverst~dniss entstehen kann, durch XI...X~). 
Eine beliebige intlnitesimale Transformation 2~l~X,f ist durch r Coef- 
ficienten Y l - - - ~  bestimmt und kann bloss dutch (~1 . . .  ~)  oder (~) 
bezeichnet werden. Jede infinitesimale Transformation fiihrt auf eine 
einfach unendliche Schuar yon endlichen Transformationen, und um- 
gekehrt kann jede beliebige endliche Transformation dadureh erhalten 
werden, dass man eine infini~simale unendlich oft wiederholk Die 
endlichen Transforma~ionen werden aber in den nachfolgenden Unter- 
suchungen nur be~reffs d.er Frage untersucht, ob sie vertauschbar sind 
oder niche. Infini~esimale Transformationen sind, so]ange nicht das 
Unendlichkleine einer hShern Ordnung mit beriicksichtigt wird~ stets 
vertauschbar. Sobald aber zwischen zwei solchen eine gewisse Relation 

~) Erwei~erung des Raumbegriffes. Braunsberg 1884. Zur Theorie der 
~ie'schen Transformationsgruppen. Braunsberg 1886. 

Da die erste Arbeit zun~chst dem Verzeichniss der Vorlesungen ffir den 
Winter 1884/85, die andere dem ffir den Sommer 1886 vorgesetzt wurde, soil 
erstere mit Pr. 1884~ letz~ere mit Pr. 1886 cit~rt~ werden. 
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besteht, ist jede aus der einen hergeleitete endliche Transformation 
mit jeder aus tier andern erhaltenen endlichen Transformation ver- 
t~uschbar (Pro~amm 1884, S. 12). Wir haben daher kein Missver- 
st~ndniss zu beffirchten, wenn wit alle Transformat.~onen, welche aus 
derselben unendlich kleinen dutch Wiederholung hervorgehen, als 
identisch betrachten und diese Schaar endlicher Transformation dutch 
die zugehSr]ge in~nitesimale bezeichnen. Wit sprechen daher (vielleicht 
im Gegensatz zu Herrn Lie) yon einer Transformation ~ y , X , f .  

Damit die r Systeme yon Differentialgleichungen X t f . . .  X r f  zu 
r (r - -  1) einer Gruppe ffihren, hat man nach bekannter Vorschrift die 

2 
Ausdrficke (X, X~) zu bilden, und dann muss sein: 

Zwischen den Coefficienten c,~ mfissen gewisse Beziehungen be- 
stehen, welche man entweder aus den Integrationsbedingungen oder aus 
einer ffir endliche Gruppen nahezu selbstverstandlichen Gleichung*) her- 
leiten kann, und welche sich aus den Jacobi'schen Relationen ergeben: 

+ [X (X XO] + 
oder aus 

+ + = o  

Viele Eigenschaften tier Gruppe sind nicht yon den Transfor- 
mationen X l f . . .  X r f  selbst abh~ingig, sondern ergeben sich bereits 
aus den Coefficienten c,~.  Wenn daher zwei Gruppen dieselben Coef- 
ficientea c,~i besitzen, so werden sie als gleich zusammengesetzt be- 
zeichnet. Da man aber die c,~z dadurch ver~indern kann~ dass man 
die X l f . . .  X r f  durch r yon einander unabh~ingige homogene lineare 
Functionen derselben ersetzt, so hat man zwei r-gliedrige Gruppen 
als gleich gusammengesetzt zu bezeichnen, wenn sie entweder dieselben 
Coefficienten c,~l haben, oder wenn man die Gleichheif durch passende 
Wahl der bestimmenden infinitesimalen Transformationen herbeiffihren 
kann. 

Wofern ffir gegebene Werthe yon ~ und x die r Coefficien~en 

c,~ I . . . c,~r nicht s~mmflich verschwinden, s t e l l f ~  c,~e Xe [ wieder 

eine Transformation dar. Es ist selbstverst.~ndlich, dass under den 

r(r -- 1) auf diese Weise erhaltenen TransformatSonen hSchstens r yon 2 

einauder unabh~ingig sind; in vielen F~illen werdea sie dutch eine 
kleinere Zahl dargestellt werden kSnnen. Ich babe (Pro~amm 1886 
S. 7 und 8) die Zahl der hierin enthaltenen yon einander unabh~ngigen 

*) Engel ,  Bei~r.~ge zur Gruppentheorie. Leipziger Berichte 1887. S. 89ff. 

Mathematischa AnnaIen, XXXI. 17 
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Tm~aformationen mit p bezeichnet, und bewiesen, dass diese p Trans- 
formationen eine invariante Untergruppe bestimmen, welcher ganz 
hervorragende Eigenschaf~e n zukommen. Ffir diese Untergruppe wird 
man einen eigenen Namen nicht entbehren kSnnen und ich bezeichne 
sie als die Ha~tuntergrutrpe. Hiernach ist eine Gruppe, ftir welche 
: p - - r  ist, ihre eigne Hauptuntergruppe; dagegen besitzt eine Gruppe 
mi~ lauter vertauschbaren Transformationen keine Hauptuntergruppe. 
Jede zweigliedrige Gruppe, deren Transformationen nicht vertauschbar 
sind, hat bekanntlich immer eine eingliedrige Hauptuntergruppe; diese 
mag zuweilen als ihr Hauptelement bezeichnet werden. 

Zu einer zweiten fiir die Gruppe charakteristischen Zahl gelangt 
man durch folgende Betrachtung. Das Problem, diejenigen zwei- 
gliedrigen Untergruppen zu bestimmen, in denen eine gegebene Trans- 
formation (~1 �9 . .  ~)  vorkommt, ffihrt auf eine Gleichung r teu Grades: 

~" -- o~ "-~ g,, (~) + ~o"-~g,~ (~) .... + co ~,._, (~) ---- O, 

wo die r homogene Functionen X teu Grades in ~ , . . .  ~ sind und 
wo das absolute Glied verschwindet. Nun entsteht die Frage, wie 
viele tier Functionen ~ j . . .  ~/,~-1 yon einander unabh~ingig sind, so 
dass sich alle andern durch diese ausdrficken lassen. Die Zahl der 
yon einander unabh~ngigen, welche ffir r :> 2 stets kleiner als r -  1 
ist, soll mit 1 bezeictmet werden und der t~ang der Gruppe heissen. 
Ist 1 ~ l ,  so verschwinden nicht nur die Coefficienten r 
identisch, sondern auch alle Unterdeterminanten r - -  l + 1 tea Grades 
einer gewissen Determinante, welche mit der obigen Gleichung in 
engem Zusammenhange steht. Ferner gehSrt jede Transformation einer 
( /~l)-dimensionalen Mannigfaltigkeit an, deren Transformafionen 
s~mmtlich mit einander vertauschbar sin& F~ir l > 1 ist a.iso eine 
beliebige endliche Transformation nicht nur mit denen vert~uschbar, 
welche aus derselben unendlich kleinen Transformation abgeleitet 
werden, sondern mit weiteren Schaaren, und die zugehSrigen unend- 
lich kleinen Transformationen bestimmen eine (/--1)-gliedrige Unter- 
gruppe. 

Der Beweis ffir diese S~tze und f~ir manche andere Beziehung, in 
welcher die Zahl l zu Eigenschaften tier Gruppe steht, griindet sich 
einmal auf ein Formelsystem, welches aus den Jacobi'schen Relationen 
dutch einfache Operationen hergeleitet wird. Zu einem zweiten Beweis 
f'dhrt eine gewisse canonische Form, in welcher die meisten Gruppen 
dargestellt werden kSnnen. Zu dieser Form gelangt man auf folgendem 
Wege. Man geht yon einer ganz beliebigen inf. Transformation (~) 
aus, stellt flit dieselbe die obige Gleichung: 

o - -  e0 -' + . . . .  + 0 

mff und bestimmt deren Wurzeln. Enth~lt dieselbe im allgemeinen m 
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verschwindende Wurzeln, verschwinden also ~ r - 1 . . .  r identisch, 
so kann man noch ~n -- 1 yon einander und yon der Transformation 
(7) unabh~ingige Transformationen bestimmen, welche mit der gegebenen 
und mit einander vertauschbar sind. Man w~hle etwa die gegebene 
Transformation als X,. f  und die gefundenen als X , . _ i f . . .  X,.-~+if. 
Nun mSgen zunlichst die r u m nicht verschwindenden Wurzeln 
c a l . . ,  tor_~ alle yon einander verschieden sein. Alsdann kann man 
r - -  m Transformationen X 1 . . .  X,__= so w~hlen, dass ist: 

(X,.X~) = ~ X , f ,  (X,.X2)--~  2X2f . . . ( x , x , _ &  - -  ~,--~Xr-,,,f. 

Zugleieh gelten aber jetzt auch die folgenden Gleichtmgen: 

(X,_~ X,)=to,' X , f  , (X,._~ X2)-~2" X 2 f  . . . (X, -~ X,._.~)--~',._,,,X,._,,,f, 
(Xr_~ X,)= to," X,[, (X,_~ X2)-~-~,~" X2f ...(X,_2 X~_~)=~'~'_~X,_~ f. 

Um die Zusammensetzung der Gruppe zu charakterisiren, muss 
noch der Ausdruck (X~ X,.) ftir t, x = 1 . . .  m angegeben werden. 
Dieser ergiebt sich aber unmittelbar aus den Wurzeln co; es ist n~im- 
lich (X,  X~,) --~ c,~ X~/~ wenn eo~ -1 u eo~ ~ eoz ist und 

(X,X,~) .-~ (c,~,,. Xr + e,~,,.-1X,-1 .a t - . . .  "5 c,,,,,'-,,H-, X,._~+,)f 

fiir 
to, + co . = O. 

g tt 

SelbstverstKndlieh gilt dasselbe f[ir die Wurzeln tox~ toz... Dadurch 
werden wir darauf geftihrt, gewisse Beziehungen zwisehen den Wurzeln 
aufzusuchen. 

Eine ~hnliche Darstellung erhiilt man bei gleichen Wurzeln to, 
so dass bier ein wesentlicher Unterschied nicht eintritt. Eine eigene 
Betrach~ng erfordert der bei der vorstehenden Skizzirung ausge- 
schlossene Fall, dass eine Transformation der Gruppe mit allen andern 
Transformationen vertausehbar ist. ]ndessen l~s t  sich auch bier die 
erforderliche Aenderung leicht angeben. Dagegen wird die vorstehende 
Darstellung der Gruppe ganz unmSglich, wenn alle Functionen 
~p~ . . .  ~P~_~ identisch verschwinden. Auch hier stelle ich eine gewisse 
einfache Form auf, aus welcher sich manche Eigenschaften der Gruppe 
leicht ersehen lassen und welche deshalb als eine kanonische wohl 
betrachtet werden kann. Abet diese Form hat nicht die hervorragen- 
den Eigenschaften, welche der vorhin mitgetheilten Form eigen sind 
und welche darauf hinauskommen, dass die meisten Jacobi'schen 
Relationen yon selbst erffillt sind und unter den nicht idenfisch be- 
friedigten die unabh~ngigen yon den abh~ngigen sich unmittelbar 
abtrennen. Diese Gruppen gehSren zu einer Classe, welche Herr 
Engel ganz vor kurzem betrachtet hat (Leipziger Berichte 1887, S. 95ff), 
n[imlieh zu denen, in welchen keine dreigliedrige Untergruppe yon der 

" 17" 
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Zusammensetzung der allgemeinen projectiven Gruppe der einfach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit (KegelschnittsgTuppen)enth~ilt. Von 
jeder solchen Gruppe beweist er, dass sie eine (r--1)-gliedrige invariante 
Untergruppe enth~It, dass hierin wieder eine (r--2)-gliedrige invariante 
Untergzuppe enthalten is~ u. s. w. Ausser den Gruppen yore Range 
Null gehSren dieser yon Herrn Engel betrachteten Classe diejenigen 
Gruppen an, fiir welche alle Functionen ~i--. @,-I sich dutch lineare 
Functionen yon ~/i.-. ~/~ darstellen lassen. Fiir letzi~re folgt der 
Engel'sche Satz aus {} 4 unserer Arbeit~ und hierffir war mir Satz und 
Beweis schon friiher bekannt. Die Darstellung in w 9 ftlr l ~---0 habe 
ich erst gefunden, nachdem mir Herr Engel seinen Satz mitgetheilt 
und den Beweis skizzirt hatte; indessen theilte er mir damals die 
Lie'sche Darstellung dieser Gruppen noch nicht mit; ich wfirde sonst 
einerseits leichter zu meiner Darstellung gekommen sein und dieselbe 
andererseits in gr~ssere Uebereinstimmung mit der Lie'schen gebracht 
haben. 

Um die unendlich kleine Tran~ormation .,~,~,,X,,f zu bezeichnen, 
kommt es nut auf die Verh~ltnisse ~ 1 : ~ 2 : ' ' ' : ~  an, so dass es 
gestattet ist, alle y, mit derselben yon Null verschiedenen Zahl zu 
multipliciren. Wit ordnen daher mit den Herren Lie und Enget*) den 
s~mmtlichen infinitesimalen Transformationen der Gruppe eindeutig und 
stetig die Punkte eines (r--1)-dimensionalen projectiven P~umes zu 
und betrachten Y t - . .  Y, als die homogenen Coordinaten des zugeord- 
neten Punktes, des Bildpvnktes der Transformation ~,i,X,f. Wenn 
die Transformationen .~], X, f  und :x~i" X,f  nicht vertauschbar sind, 
so ffthrt die Operation (.~,Xi,  X~i'X,) wieder auf eine Transforma- 
tion, und deren Bildpunkt wird als das Product der Punkte (7) und 
(~') bezeichnet. 

Vorliiufig lege ich nur einen Theil meiner Untersuchaugen vor; 
die Fortsetzung gedenke ich bald folgen zu lassen. 

w  
l 

Ein merkw~diges Gleichungssystem zwischen den Coefticienten e,~.  

Wie schon in der Ein]eitung erw~hnt, gehen wir yon den Glei- 
chungen aus:  

(1) (X,X.) = ~ e,.~.X.f , 

(2) + + = o. 
e 

*) Engel, zur Theorie der Zusammensetzung der endlichen continuirlichen 
Leipziger Berichte 1886. S. 83~94. Transform~ions-Grappen. 
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Unsere Aufgabe wird es sein, au~s dem System yon Gleichungen 
zwischen den c~r welches durch diese beiden GIeichungen dargestellt 
wird, Schliisse fiber die Zusammensetzung yon Gruppen zu ziehen. 
Eine Reihe yon Folgerungen ergiebt sich aus einem gewissen Glei- 
chungssys~m, welches aus dem urspriinglich gegebenen leicht dutch 
blosse Summation erhalten wel'den kann. Dieses Gleichungssystem ist: 

(3) ~_~ c~,~,,c,,~ .=. O, 
x~ 

(4) ~ (c~ , , c , ,~  4" c,~,,c,,tn) c~,~,, . ~  O, 

(5) ~_~ (c~,~,,c,~,,c,~z "4- c,~:,.c~,,T,c, tn "t" c , , j , ,c~,~,c,~)c,n~,  . ---o,  

(6) ~ (c~,,c~,~c~,~...%~,,,+c~,c#~,~c~,,,~,...c~,,~,.4-.. 
' '~""~'~ . .  -{-- c,~ #~, c#,~,,~ %~,~,,~ . . . c~_~ ,,~.,) c,~,,~ -----. O. 

In der Gleichung (6)erstreckt sich die Summation nach den s "4-1 
Marken t~ ~ x ~ . . .  ~s fiber die ZaMen 1 . . .  r ;  ~ 16~, ~6~... i~ sind 
s-Jr 1 fes~e Marken; in der Klammer stehen s Producte, yon denen 
jedes folgende aus dem vorangehenden erhalten wird, wenn man 
~ / ~ - - - / L  dutch fl~fl~fl~.../~ cyklisch ersetzt. 

Die ers~e dieser Gleichungen is~ bereits frtiher yon Herrn Engel*) 
aufgestellt und bewiesen; die fibrigen dfirften bisher nich~ verSffent- 
lich~ sein. 

Damit der Beweis ffir die Formel (6) recht deutlich hervortritt; 
f'tihren wit den Beweis fiir die Formeln (4) und (5) aus und wieder- 
holen den Beweis, den Herr Engel ftir die Formel (3) gegebea hat. 

~Nach der Gleichung (2) is~: 

o. 

Summiren wir nach it~ so heben sich die beiden letz~en Producle weg 
und wix erhalten die Formel (3). 

Um die Relalion (4) zu bilden, gehen wit yon den beiden Glei- 
chungen aus: 

27 

x~p 
(c,,~,~, c,,~. 4- c3,~. c,,.~, + cA.,, c,,y~,) %,~ ~ 0 

*) Leipziger Berichf~ 1886. p. 89. 
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und addirea dieselben. ~ u u  ist 

wie man sofort sieht, wenn man in der zweiten Summe die Summations- 
buchstaben u ~ u dureh y ~ ~ ersetzt; ebenso isi 

wo u it ~ der zweiten Summe durch ~t ~ z  zu ersetzen ist. Somit erh~ilt 
man die Gleichung (4). 

Zu der Gleichung (5) gelangt man auf folgendem Wege. Man 
bride die Gleichung: 

0, 
t ~  X lz 

und bilde noch diejenigen beiden Gleichtmgen, welche man hieraus 
erhi~lt, wenn man fl ~, ~ durch ~, ~/3 und durch d t6 7 ersetzt. Die linke 
Seite einer jeden dieser drei Gleichungen enthiilt drei Summen (nach 
L, u, it, /~). Die dritte Summe der ersten Reihe ist entgegengesetzt 
gleich der zweiten Summe der zweiten Gleichung; ebenso die dritte 
Summe tier zweiten entgegengesetzt gleich der zweiten Summe der 
dritten Gleichung, und die dritte Samme der dritten Gleichung ent- 
gegengesetzt gleich der zweitea Summe der ersten. Addir~ man also 
die drei Gleichungen, so bleiben nur die ersten Summen, und diese 
liefern die Gleichung (5). 

Zum Beweise yon (6) bilde man die Gleichung: 

Dieselbe Gleichung bilde man, indem mun fll 162-.. ft, dureh eine 
eyklische Vertanschung 16216~164 . . . i l l ;  163164fl5 . . . f12; . . . ; $ 1 6 ~ f l 2 . , ' . 1 6 ~ - ~  
ersetzt. :Nun ist 

entgegengesetzt gleich 

E c,, . , , ,  c ,~, , , ,  c,~,:._,,~ ct~,~,~ , . . .  % ~ , ,  

wie man unmittelbar sieht, wenn man die Summationsbuchstaben 
~ x ~ u ~ 4  . . .  g, der zweiten Summe durch u ~ g , ~  a . . .  u,_~ ersetzt. 
Somit ist die zweite Summe in jeder Gleichung entgegengesetzt gleich 
der dritten Summe der folgenden Gleichung~ und die zweite Snmme 
der s te~ Gleichung entgegengesetzt gleich der dritten Summe in der 
ersten. Werden also-die s so gebildeten Gleichungen addirt, so bleibt 
jedesmal nur das erste Glied, so dass die Richtigkeit yon (6) bewiesen ist. 
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w 

Die Invarianten einor gewissen linearen 6ruppe, welche zu der 
gogebenen Gruppo adjungirt ist. 

Mit jeder Transformationsgruppe stehen zwei Gruppen yon linearen 
Transformationen in enger Beziehung. Die einzelnen infinitesimalen 
Transformationen der einen werden ffir x -  1 . . .  r darges~ellt durch 
das Gleichungssystem: 

dx, --  d t ~ '  ce~, xe, 
r 

oder bei der symbolischen Bezeichnung des Herrn Lie durch die r 
Gleichungen: 

~f ~CcxtXr ~xt 
er 

Diese Gruppe bezeichnen die Herren Lie und Engel*) als die adjungirte 
lineare GruFlge. 

Eine zweite ist 
~f d,, ~-- d t ~  ~r162 oder ~ ~e c'~',~ 0~, " 

e ~e 

Diese wird als die ~weite adjungirte lineare Gruppe bezeichne~. Beide 
sind in derselben Weise zusammengesetzt wie die gegebene. 

Mit den Invarianten der zweiten adjungirten Gruppe habe ich 
reich friiher beschifffi~ (Programm 1886), die Invarianten der anderu 
will ich jetzt herleiten. 

Zu dem Ende stelle ich die Gleichung auf: 

(7) 

0 

2 J  - o . . .  X oco,  ~-0 .  

Der Kfirze wegen setzen wir: 

(8) ~ ~ r  = 7 ~ ( ~ )  ~-- 7~ ,  

und kSnnen dann die vors~ehende Gleichtmg auch in der Form schreiben: 

*) Briefliche Mittheilung. Man vergL E~gel, Leipziger Berichte 15i~6. S. 88 
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Da c ,~  -{- c~,z ~-- 0 isi, so ist auch 

a Qq 

und daher verschwindet die Determinante der 7,~ identisch; es ist: 

(9) lT,~l---~- 0. 

Entwiekeln wir also die Gleiehung (7) naeh Potenzen yon co, so 
erhalten wir: 

(10) ~"--~,(~).~"-1-~-r "-~ q-.. .q-- ~0,._~(~)-~-0, 

Fiir v---=- 1 �9 �9 �9 r - -  1 ist hier jedes ~, ,  wenn es nieht identiseh 
versehwindet, eine homogene Function ~t~. Grades der GrSssea 'h.--~,'. 

Jetzt  gilt der Sa~:  

Die Coefficienten ~p, (~), ~ 01) �9 �9 �9 0 , - ,  (~) in der Gleichung (10) 
sind invariante Functionen der adjungirten linearen Gru_p_pe, 

oder mit andern Worten: 

1)ie 1)eterminante 

�9 ~  �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 * �9 

iindert sich bei beliebigem Werthe yon co nicht, wenn man sie irgend 
einer Transformation derjenigen Grupl~e unterwirft, welche dutch die 
r unendlich kleinen Transformationen 

H~f= ~c~ . ,  an, 
ee 

bestimmt wird. 
Wit  beweisen diesen Satz zuniichst ftir die niedrigsten Functionen 

01, r ~P3. Es ist ~ P l - - - - ~  ~,c,o,. Unter Anweadung der inf. 
z ~  

Transformation H~f hat man d~, zu ersetzen durch d t ~  ~e ce~,; also ist 
e 

t o. (~ 

wo der Coefficient yon jedem ~e infolge yon (3) verschwindet. Da 
also dutch jede inf. Transformation der Gruppe die Function 01 un- 
geiindert bleibt, so iindert sie sich auch nicht bei einer beliebigen tier 
Gruppe angehSrenden Transformation. 
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Der Coefficien~ r yon ea ~-~ ist 

$( ll  'vz - -  

wo nur die verschiedenen Combina~ionen (XF) aus der Reihe ] . . .  r 
zu nehmen sin& Start dessen kSnnen wit setzen: 

u 

Somit ist unter Anwendung der inf. Transformation H~f: 

d t  �9 ~ l ~ r  : Flier ist der Coefficient yon 2 

Jede der beiden ershm Summen verschwindet wegen der Relation 
(3)~ der iibrig bleibende Theil wegen (4). Somit ist in der That: 
dr (~) ~--- O. 

Ganz entsprechend ist: 

Cd~z Cd~ Cdvv 

also unter Anwendung derselben inf. Transformation: 

i d t  2 ~ l r Y e c ~ / ~  6 
fl~,a 
X~l~v 

Cx2~ Cx~l~ Cx~v t 
I cr ~' z cr m" cr ~" " 1" 

CJ~Z C3,,.u C~,  I 

Bis auf deajenigen Theil, welcher infolge der Relation (3) und 
(4) verschwindet, ist der Coefficient yon 

_ _ !  dt  ~ ~  gleich: 6 

wo in der Klammer alle diejenigen Glieder hinzuzuffigen sind, welche 
aus dem hingeschriebenen durch Permutation yon ~6y# erhalten werden. 
Diese Permutationen lassen sich in zwei Reihen yon Cyklen zerlegen; 
die Snmme eines jeden Cyklus verschwindet wegen (5); also ist 
d~pa -= 0. 
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In derselben Weise kSnnen wir forffahren. Es is~: 

(,fl - ~  ~ : . ~ .  ~ t , ~ t ~ . ' "  ~ ,  " - 

Wenden wit also wieder die inf. Transformation an: 

so ist his auf solche Glieder, deren Versehwinden aus G1. (3), (4), (5) 
und den en~prechenden fiir 4, 5 . - .  s -  1 folg~ der Coefficient von 

dt 
s, Y~,'' 'Yfl~ gleich: 

. . . + . . . ) ,  

wo in der Klammer diejenigen Glieder hinzuzufiigen sind, welche sich 
aus dem niedergeschriebenen Producte durch Permutation yon fl~ ~ . . . f l ,  
ergeben. Da alle Permutationen sich in eine Reihe yon Cyklen zer- 
legen, so folg~ der Satz aus (6). *) 

*) Herr Engel, dem ich Ende Juli 1886 den vorstehenden Sat~z nebs~ dem 
hier gegebenen Beweise mi~heilte, ha~ f/it den Satz einen andern Beweis ge- 
liefert, welchen ich hier w6rtlich folgen lasse. 

,,Ich setze 
1 . . . r  r 

~ f  

i.i 1 

wo ~ik-~--O ffir i ~ k ,  unfl ~ i i ~  1. Dann sei 

also wird 
r T T T 

1 I 1 1 

T T 

1 1 

A ~ . ~  + u t t . . . u r r ;  

es soU bewiesen werden, dass B~A ~ 0. 

Ich finde 
l * . . r  

O--~zi B*Ni' 

1 . . . r  

B~uk:~ Z c~l,~ c,,j y,, 
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Von den hier betracht&en Functionen ~Pl. �9 �9 Or-1 ist die Function 
~Pi bereif~ vor l~mgerer Zeit yon Herrn Lie b&rachtet. Derselbe hat 
nii~nlieh den Satz aufgestellt*), dass wenn nicht a11e Ausdrticke 

~ c ~ a z  also die Function nicht identisch verschwinden, (wenn ~01@) 
verschwindet), die Gruppe eine (r - -  1) =gliedrige invariante Unter- 
gruppe besitzt, und dass diese durch 01 (~)~--0 dargestellt wird. Daraus 
folgt dann (Pr. 1886, S. 11), dass die yon mir eingefiihrte Zahl p 
kleiner als ~- ist. Herr Engel hat ftir die beiden genannten S;4tze 
einen sehr einfachen Beweis geliefer~**). Seinem Beweise kann man 
leicht eine Form geben, die mit der in den folgenden Untersuchungen 
angewandten Methode eng zusammenh~n~. Dennoch halte ich es 
nicht ftir iiberfiiissig, aus der Formel (3), auf die sich auch Hr. Engel 
strict,  einen weiteren Beweis herzuleiten. Nut beweise ich die S~ze 
in der entgegenges&zten Reihenfolge and zeige zuniichst: 

Wenn ~Pl (~) nicht identisch verschwindet, so geniigen die Coordi- 
naten ~ 1 . . .  ~ derjenigen Transformationen, zu denen man dutch die 
Operation 

bei ganz bdicbigen Werthen yon ~ und ~" gdangtr der Gleichung 

v, (r o. 

In der That seien 2 , '  ~, X, f und 2 , '  V,'X, f zwei beliebige inf. 
Transformationen, und es sei 

so is~ 

t~g 

da (Cski+ C~si) to verschwindet, ist 

r 

I 
1...r r 1...r r 

~h  + ~ C j & i ~ U k j  ~ 

1...r 1 ...r 

~--- ~ ~ Cskj ~jk + ~ ~ Cj~i ~ji 
k j  0 

_ ~  A c , k ~  + c i ,  i _ . 

1 1 

*) Archly for Maf~h. og Naturw. X, 88. 
**) Leipziger Berichte 1886, S. 89. 



also ist 

Qa +~Qa 
infotge der Relation (3). 

Der Bildpunkt einer jeden inf. Transforma~ion~ zu der man durch 

die Operation (~7~/,X+, ~,~.'X+), oder darch Multiplication der 
Punkte ~/ and ~" gelangi~ gehSr~ also immer der Ebene ~ I ( Y ) ~  0 
an. Somi~ wird auch der Bildpunkt dieser Ebene angehSren, wenn 
der eine der gegebenen Punkte auf ihr angenommen'wird; d.h.  diese 
Ebene stellt eine invarian~e Un~ergruppe dar. Das ist aber der yon 
Herrn Lie zuerst bewiesene Satz. 

w  

Herleitung einor ffir die 6ruppB charaktoristischen 61oiehung. 
Die beiden vorangehenden Paragraphen wurden vorausgeschickt, 

um die folgenden Entwicklungen recht im Zusammenhang darlegen 
zu k5nnen. Deshalb habe ich auch die Gleichung (7) aufges~ellt, ohne 
das Problem zu erw~ihnen~ welches naturgem~s auf diese Gleichung 
ffihrt. Das soll jetzt gesehehen, und dann wird es uns mSglich sein r 
aus dem im vorigen Paragraphen bewiesenen Satze weiiere Folgerungen 
zu ziehen. 

Jede zweigliedrige Gruppe, deren Transformationen nichi mi~ 
einander vertausehbar sind, enth~lt eine eingliedrige l=Iauptunr 
und wenn X j f  dieselbe ffir die durch Xl fund  X2f bestimmte Gruppe 
darstellt, so ist: 

( z l  = co x l f ,  

wo eo yon null verschieden isL 
Wir suchen jetzt diejenigen zweigliedrigen Untergruppen der vor. 

gelegien Gruppe (X I X2. . .  Xr), in denen eine gegebene inf. Transfor- 
mation (~i - �9 �9 ~ )  enthalteffist. Zun~chst sollen die Transformationen 
der gesuchten zweigliedrigen Gruppen nicht vertauschbar sein, und 
(~1-. .  ~r) soll die eingliedrige Hauptuntergruppe darstellen. Dana 
kommt die hufgabe~ alle zweigliedrige Untergruppen zu suchen, denen 
die gegebene Transformation ~1 �9 �9 �9 ~/~ angehSrt~ darauf hinaus, r + 1 
GrSssen ~I. : - ~ ,  eo so zu bes~mmen, dass die Gleichung besteht: 

("> o.2' +<x,i: 
Diese Gleichung liefer~ auch die zweigliedrigen Untergruppen mi~ 

vertauschbaren Transformat~onen, da alsdann eo ~--0 wird. Nut wenn 
die gegebene Transformation (Yl - . .  ~r) die Hauptuntergruppe fiir eine 
zweigliedrige Un~ergruppe darstells mass man yon einer andern Glei- 
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chung ausgehen. Wir werden aber zeigen, dass dies nur ffir aus- 
gezeichnete Lagen des Punktes (*}1... *k) mSglich ist, so class wir 
yon diesem Falle absehen kSnnen. 

]ndem wir in die Gleichung (11) aus (1) die Werfhe einsetzen, 
erhalten wir eine Gleichung, welche in die folgenden r Gleichungen 
zerf~llt: 

(12) Z ~l'~"e'"e = to~e" 
t3r 

Um dieses Gleichungssystem zu 15sen, hat man bekanntlich zu- 
n'~chst to vermittelst der Gleichung 

(7) = 0  

zu berechnen. Es ist dies dieselbe Gleichung, welche wir bereits rot- 
bin aufgestellt und auch in der Form 

-(10) ~ ,  __ ~ r - ,  r (~) + ~,-~r . . . .  4 -  ~ r  - -  0 

geschrieben haben. 
Zu jeder yon null verschiedenen Wurzel to lhsst sich ein System 

yon GrSssen ~ bestimmen, welches der G1. (12) und damit auch der 
G1. (11) genfigt. Wenn aber eo eine a-faehe yon null verschiedene 
Wurzel ist, u n d e s  verschwinden f~r diesen Werth yon co alle Unter- 
determinanten r -  a ~- 1 ten Grades auf der linken Seite yon (7), so 
lassen sich = Systeme ~, ~', ~ " . . .  ~=-1) derarLig bestimmen, dass fur 
ganz beliebige Coefficienten 2, 21, ~t 2 . . .  ~ -1  die Gleichung besteht: 

+ + + 2~,_z ~, (~,-1)) X,f. 

In diesem Falle geht durch den Bildpunkt der gegebenen Trans- 
formation (~/1 �9 �9 �9 ~/r) eine ec-dimensionale Ebene, in welcher jede dutch 
diesen Punkt gezogene Gerade eine zweigliedrige Untergruppe damtellt. 

Wenn ferner co eine yon null verschiedene mehrfache Wurzel ist, 
fiir welche nicht wenigstens alle Unterdeterminanten r -  1 ten Grades 
verschwinden, so liefert dieselbe nur eine einzige zweigliedrige Unter- 
gruppe. Aber man kann in diesem F a l l e a  Systeme ~, ~ ' . . .  [(=-1) so 
bestimmen~ dass sich bei beliebigen Werthen yon ~, ~1, ~t2---~t=_z 
die Gleichung efffillen l~sst: 



wofern die g,  tt,, tt2 . . .  tt~_l in passender Weise als lineare Functionen 
yon it, ~1 �9 -- a~_, bestimmt werden. 

Dass yon den ~" Wurzeln der G1. (7) immer eine verschwindet, 
wurde bereits oben angegeben. Eine einfache verschwindende Wurzel 
f~hrr abet zu keiner zwei#iedrigen Untergruppe, sondern zu der selbs~- 
verst~ndlichen Relation 

Wenn aber r = 0 eine a - f  ache Wurzel der G1. (7) ist und zu- 
gleich ffir eo ~ 0 alle Unterdeterminanten r - -  a + 1 t~" Grades ver- 
schwinden, so gelangen wit zu einer a-gliedrigen Untergruppe, deren 
Transformationen si~mmflich init der gegebenen vertauscht werden 
kSnnen. Was endlich din Fall anbetriff~, dass co-~-0 eine a - f  ache 
Wurzel ist, ohne dass die siimmtlichen Unterdeterminanten r - - a  + I re" 
Grades verschwinden, so wollen wit zuniichst davon absehen, da wit 
uns in w 10 um so ausFtihrlicher mit diesem Fall besch~.fLigen miissen. 
Hier geniige die Bemerkung, dass dann entweder alle Func~onen 
~ t ( ~ ) - - - 0 ~ - i ( ~ )  fiir einen solchen Wel4h verschwinden oder alle 
Unterdeterminanten r -  I re" Grades yon 17,~1 gleich null sind. 

w  

Einthoilnng der Gruppen nach ihrem Range. 

Schreibt man wieder die Gleichung (7) in der Form (10): 

co- - -  + + . . .  + = o ,  

so soll die kleinste Zahl derjenigen Funetionen, durch welche sich 
alle Functionen r r162 ausdriicken lassen, mit Z bezeichnet, 
und die Gruppen sollen nach dem zugehSrigen Werthe yon 1 eingetheilt 
werden. Fiir 1 == 0 verschwinden alle Functionen ~Pl, ~2 - - -  7P~-l 
identisch; ffir 1 ~- 1 lassen sich alle Functionen *h,, soweit sie nicht 
identisch verschwinden, rational durch eine einzige Function yon 
darsbellen. Auch ffir ein beliebiges l lassen sich l Functionen /)1 " - . /~  
so w~hlen, dass alle Functionen 7pt , ~P2.--~k~-1 sich rational dutch 
1)1 �9 - �9 ausdriicken lassen. Diese Zahl l bezeichne ich als den .Rang 
der Gruppe. 

Setzt man wieder zur Abkiirztmg 

76. -~- ~ .  ~lecr 
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so gilt ffir jede Function ~ , (~) ,  wenn v ~ - 1  . . .  r -  1 genommeJa 
wird, nac]l den Entwicklungen des zweit~n P~agraphen, die Gleichung 

(13) ~ ~ r x , = 0 .  
L 

Da sich die Functionen ~0,(~) durch die l Functionen / ) 1 . . .  P, 
ausdrficken lassen, so muss ffir jeden Werth yon ~ die Gleichung 
bestehen: 

wo a - - - 1 - - - I  gese~zt werden muss. Hier sind aber die P ~ . . . P ~  
yon einander unabh~ngig, und daher gilt der 8atz: 

Wenn die s~immtlichen Functionen ~l 'z . . .  r sich dutch 1 vtm 
einander unabMingige ~'unctionen darstellen lassen, so verschwinden alle 
Unterdeterminanl~m r -  1-I" lt~ Grades yon 17,~1 identiseh. Zugleich 
sind natii/rlich auch r  �9 ~,-~+t identisch gleich null. 

Wenn wir mi~ diesem Satze eine im vorigen Paragraphen fiber 
das Verschwinden yon ~ gemachte Bemerkung verbinden, so kommen 
wit zu fo]gendem Ergebniss: 

Wenn fiir eine Grup,pe der Rang grSsser ist als eins, so gehSrt 
jede Transformation einer (l ~ 1)-dimensionalen Mannigfaltigke# an, 
deren Transformationen siimmtlich mit der gegebenen vertauschbar sin& 

Ich erinnere hier daran~ in welchem Sinne das Wort ,,vertauschbax" 
nach der in der Einleitung getroffenen Festsetzung zu nehmen ist. 
Gehen wit also bei 1 > 1 yon einer beliebigen endlichen Transformation 
aus~ so ist dieselbe nicht nut mit allen denjenigen Transformationen 
vertauschbar, welche mit der gegebenen Transformation aus derselben 
infinitesimalen Transformation hergeleitet werden, sondern auch mit 
allen denjenigen Transformationen, fiir welche die zugehSrigen un- 
endlich kleinen Transformationen eine bes~immte ( l -  1)-fach aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeit bilden. 

Umgekehr~ schliessen wir: 

Geht durch jeden t)unkt des t~ildraumes eine (k ~ 1)-dimensionale 
Ebene, welche lauter mit der gegebenen vertauschbare Transformationen 
abbildet, abet "~ne k-dimensionale derartige Ebene, so verschwira~ 
natiirlich ~p,_~ . . . ~p,_~.~ identisch ; zugleich lassen sich alle F u n c t ~  
~Pl, ~2 . . .  r  rational durch hb'ck~zs k Functionen darstellen, oder 
es ist l <= k. 

Speciell er~ebt sich der Satz: 

Wenn as in einer Grwtrlge eine endliche Transformation g ~ t ,  ~dche 
nur vertauschbar ist mit den aus derse~ben infinitesimalen Transfor- 
mation (wie sie selbst) hervorgehenden Transformationen, so lassen sich 



alle r - - - 1  _Wunct'wnen ~1, ~)2 ~ 1 7 6  ~-)r--1 rational dutch eine einzige 
2"unction darstdlen. 

Jetzt kaan der Lie'sche Satz, class die Gruppe eine (r--1)-gl iedrige 
invariante Untergruppe hat,  wenn die Function r (~/) nicht identisch 
verschwindet, in folgender Weise verallgemeiner~ werdeu: 

Wiihlt man die 1 .Functionen 11~ . . .  11~, dutch welche sieh die 
stimmtlichen ~Pl . . .  r rational ausdriicken lassen, in der einfachsten 
Weise and ist dann eine derselben, etwa 11~(~) eine lineare Function, 
so stellt 11t (~) ~ 0 eine invariante ~ Untergruppe dar. 

Der Beweis ist geuau derselbe wie der fiir den Lie'schen Satz 
am Sehluss yon w 2 gegebene. Wenn wir setzeu: 

( n )  - - -  p, n,, 

so ist nach (13) ftir jede Combination a, fl: 

2 c~fl,s ~ O. 

Bilden wir also 

so ist 

also 

t~cQ 

so dass der Coefficient eines jeden Productes ~h ~-' verschwindet~ and 
der Bildpunkt einer jeden dutch die Operation 

(2,, 2 ,:  
erhaltenen inf. Transformation auf der Ebene t11 ( ~ ) ~ - 0  liegt. 

Als speeiellen Fall des vorstehenden Satzes erwii~ne ich: 
Wenn eine der ~unctionen ~P2(~)... ~ -* (~ )  die 11otenz ether 

linearen ~unction ist, so stellt deren Verschwinden eine invariante 
Untergruppe" dar. 

Man kann aber den Satz noch erweitern: 
Wenn i unter den 1 2'unctionen 1 ) i . . .  P~, dutch welche sich die 

:Fu~ctionen ~Pl . . .  ~P~-* darstdlen lassen, etwa t ) 1 . . .  P~ linear sind, 
so ist die Hau~tuntergru~e hSchstens (r ~ i)-gliedrig und in derjenigen 
Gruppe~ welche dutch die Gleichungen 

PI(~) = 11~(n) ~ " " - -  P,(~) - 0 
dargeste~ wird, enthalten oder mit ihr identisch. Fiir diese Haupt- 
untergruppe lassen sieh die Functionen ~p, dutch die Functionen P~+~ . . .  11~ 
darstellen. 
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Der Satz bedarf keines Beweises. Ich mache nur darauf auf- 
merksam, dass wenn alle Functionen /)1 �9 - �9 linear sind, die Haupt- 
Untergruppe h5chstens r -  1-gliedrig und ihr Rang gteich null ist~ 
so dass alle zweigliedrigen Untergruppen der letzteren vertauschbare 
Transforma~ionen enthalten. 

M~t den vorstehenden S~tzen hiingen auch die folgenden auffs 
Engs~e zusammen: 

Wenn eine Grul~pe nicht ihre eigene Hauptuntergruploe ist, so ist 
der l~ang der letzteren Meiner Ms tier der gegebenen Gmppe. 

l~esitzt eine Gruppe eine ( r -  1)-gliedrige invariante Untergruppe, 
so ist der t~ang der letzteren um eins Meiner als der der gegebenen 
Grus 

Hierbei ist nur vorausgesetzt, dass fiir die gegebene Gruppe selbs~ 
'nicht bereits 1---~ 0 ist. Speciell folgt: 

Wenn in einer r-gliedrigen Gruppe nicht mit jeder Transformation 
eine andere vertauschbar ist und zugleich entweder q~ (~) nicht identisch 
verschwindet oder doeh eine der ~unctionen qe ( ~ ) . . .  0~-~ (~) die l~otenz 
einer linearen ~unction ist~ so hat sie eine ( r -  1)-g~iedrige Unter- 
gruppe~ fiir welche 1 ~ 0 ist. 

w  

Die Haupttransformationen der in der Gruppo enthaltenen zweigliedrigen 
Untergruppen. 

Wenn die inf. Transformation ~ ~ ' X ,  f die eingliedrige Haupt- 

untergruppe und ~ ~, X, f eine beliebige Transformation einer zwei- 
gliedrigen Untergruppe ist, so miissen bei nicht-verschwindendem co 
die Gleichungen (12) bestehen~ denen wir jetzt die Form geben: 

2J 2! 
wenn fiir 7,r kurz ~,,'r geschrieben wird. 

Wird wieder eine beliebige der Func~ionen q l - - .  q--~ mit ~p~ 
bezeichnet und V; kurz start ~p,(~') geschrieben, so ist nach (13): 

- - - 7  7 ,  e ~--- O. 

Multiplieiren wir also beide Seiten der G1. (12a)mi~ ~--~ und 

summiren nach O, so verschwindet die linke Seite und es ist bei nich~- 
verschwindendem Werthe yon co: 
(14) ~,(~') = 0, q~(~') = 0 �9 -- r  ~ 0. 

MathematDche ~n~alen. XXXI, 18 
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Daraus folg~ der Satz:  

Coeffwienten ~h ' . . .  ~" einer jeden Transformation ~ , "  X, f, Die 

welche die tta~t~ttransformation fiir irgend eine der Gru~e angetgirige 
zweigliedrige Untergrup~e ist, geniigen den Gleichungen (14), und die 
Gleichung (7) hat fiir dieselben nut verschwindende WurzeZn. 

Dieser Satz l~isst auch folgenden Ausspruch zu: 

Jeder t)unkt, welcher die Hau2ttransformation einer in der Gruppe 
enthaltenen zweigliedrigen Untergrulx2e abbildet, liegt auf demjenigen 
Gebilde, welches dutch das Verschwinden der l~'unctionen ~Pl... ~P,-I 
dargestellt wird. 1)ie Gesammtheit dieser ~unkte bildet a~so h6chstens 
dne (r -X 1 - -  1)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit. 

Es folg~ aus den vorangehenden Entwicklungen keineswegs, dass 
jede Transformation, ffir welche die G1. 

r = ~,~(~) ----- . .  = ~,,._~(,~) = 0 

erfiillt werden~ die Haup~transformationen einer zweigliedrigen Unf~r- 
gruppe sind; in der That geniigen in vielen Gruppen die Coordinaten 
der bezeichneten Transformationen noch weiteren Gleichungen, und 
ihre Gesammtheit bildet also eine Mannigfaltigkeit yon weniger als 
r -  1 w 1 Dimensionen. 

Als Corollar zu dem vorangehenden Satze mSge der folgende er- 
w~lmt werden: 

Gehb'rt eine Transformation, welche das Hau_ptelement einer ~wei- 
gliedrigen Untergruppe ist, noch weiteren zweigliedrigen Untergruppen 
an, so sind deren Transformationen entweder mit einander vertauschbar, 
oder die gegebene Transformation ist auch fiir die weiteren Untergruppen 
das ttau$telement. 

Dieser Satz kann tins dazu ffihren, die am Schlusse yon w 3 auf- 
gestellte Behauptung zu beweisen; wir werden aber dem Satze noch 
bei einer andern BeCrachtung begegnen und dann wird sich die weitere 
Folgerung unmittelbar anschliessen. 

Dieselbe Entwicklung, welche yon tier Formel (12a) zu (14) ge- 
fiihrt hat, lieferr bei leichter Aenderung der Buchsfaben den folgenden 
Satz: 

Die siimmtlichen zweigliedrigen Untergrup~)en, deren Transforma- 
tionen nicht mit einander vertauschbar sind, bilden sich ab als Tangenten 
an ein ( r - - l  ~ 1)-dimensionales Gebilde und dieses wird dutch das 
Verschwinden s~mmtlicher Functionen 01 ~ ~P2. . .  ~P~-~ bestimmt. 

Ich hebe hierbei abet hervor, dass, selbst in dem Falle, wo alle 
Punkte des genann~n (~ebildes Haup$transformatzionen yon zweiglied- 
rigen Untergruppen abbilden, nicht immer die siimmtlichen Tangenten 
zweigliedrigen Untergruppen entsprechen. Mit Ausnahme der Kege!- 
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schnittsgruppe (s. u. w 8 am Ende) dfirffe keine weitere Gruppe 
existiren, in welcher siimmtliche Tangenten an das Gebilde 

~Pl  ~ �9 - �9 ~ - -  r  - - - -  0 

zweigliedrige Untergruppen abbilden. 

{}6. 

Beispielo zu den vorstehendon Entwick!ungon. 

Als Beispiele zu den Resultaten, welche uns dutch die voran- 
gehenden ParagTaphen gelieferfi sind, und zur Vorbereitung auf die 
im zweiten Theile durchzuftthrenden Untersuchungen wollen wit zwei 
allbekannte C]assen yon einfachen Grappen etwas n~iher betrachten. 
Hierbei bezeichnen wir mi~ Herrn Lie eine Gruppe als einfach, wenn 
sie keine invariante Untergruppe besitzt. 

Wir untersuchen zun~chst diejenige Gruppe, welche die alIge- 
meinste projective Umgestaltung eines /-dimensionalen Raumes lieferk 
Bei passender Wahl der Coordinaten x l . . .  xz gelang~ bei der all- 
gemeinsten unendlich kleinen Umgestaltung der Punkt ( x . ) n a c h  
(x. ~ ~x.), wofern bei ganz beliebig gew~[hlten unendlich kleinen 
GrSssen ao., ~ o ,  e~.z (x, A---~ 1 . . .  l) die Gleichung besteht: 

x~ ~ ~x~ ~--- 

Demnach ist: 

Indem man diejenigen Transformationen zu Grunde leg't, ffir 
we]che alle aeq his auf eines verschwindet~ und indem man das nicht- 
verschwindende gleich dt setzt, erh~ilt man l ( t - [ -2 )  infinitesimale 
Transformationen X,:o, Xo,~, X,,,,  welche sich in folgender Weise dar- 
stellen lassen: 

~f X,x ~f 

Wenn weder ~ ~ tL, noch u ~ ~t ist, so ist (X,~X~,)--~ 0.. Da- 
gegen ist im iibrigen: 

( X , ~  X ~ )  = - -  X,~ + ~,~ X , , ,  

(b )  ( X . o  X o , )  = - x .  ~ - ~ , ~ . ~  x ~ ,  

(Xo~ X.D---- - Xoa, (X, .  X.o) - -  - X,o, 

wo ~.~---~ 1 oder 0 ist, jenachdem z und it gleich oder ungleich sin& 
18" 
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Um zu zeigen, dA-ss diese Gruppe einfach ist, gehen wir yon 

einer beliebigen inf. Transformation ~ Yea X e a f  aus. Wenn bier 

nicht alle ~et verschwinden, verbinden wir sie ffir ~ - - 0 ,  1 . - .  l mit 

X1, durch die Operation ( ~ / e ~  Xe, , X,,,); dann gelangt man allen 

mindestens zu einigen unter den Transformationen 

X,0, 2X, ,  + + . . .  + �9 

Eine beliebige unter diesen mit allen l ( l-~-2) zu Grunde gelegten inf. 
Transformationen fiihrt nothwendig auf weitere, und die Wiederholung 
der Operation fiir diese auf alle inf. Transformationen. Die Gruppe 
hat also keine invarian~e Untergruppe. 

Wit wollen einige Eigenschaften dieser Gruppe anfiihren und zu- 
n~chst diejenigen Functionen angeben, welche durch alle Transfor- 
mationen 

~f 

ungermdert bleiben, welche also nach einem Lie'schen Ausdrucke zu 
dieser Transformationsgruppe gehSren. Diese lassen sich durch 
Einfiihrung einer unbestimmten GrSsse z in folgender Weise dar- 
stellen: 

( c )  - -  

- - ~  + ~ .  + �9 " " + ~ -  ~ o  

~o~ ~ + ~ 1  

~o2 ~12 
�9 Q 

~o~ ~1~ 

~/2o - ' "  ~/:o 

421 �9 �9 - ~/zt 

e �9 

la dieser Determinante ist der Coefficient yon z ~+t gleich - - 1 ,  
der yon z z gleich 0, und die Coefficieaten der Potenzen z ~-:, #_9... .  z, z ~ 
sind die gesuchten Functionen. 

Da die Transformationen im Wesentlichen gleichartig sind, genfigt 
es zu zeigen, dass die Function D(z)  durch irgend eine, etwa H12f, 
nicht ge:indert wird. Far diese Transformation hat man aber, wofern 

yon 1 verschieden ist, zu ersetzen d~e2 dutch d t . ~ e :  , und wenn 
a yon 2 verschieden ist, d~/:a durch - - d r y ,  a; fiir d ~  2 hat man aber 
beide Aenderungen vorzunehmen, welche sich sowohl bei der An- 
nahme Q ~ 1, als far 6 = 2 ergeben. Demnach besteht die dutch 
die Transformation H12 f hervorgerufene Aenderung yon /)(z), wofern 
dieselbe dutch dt dividirt wird~ in der Summe: 
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- -  z - I -  ~/~ -[- " ' "  + 7 ~  7~o 

~/o, ~/~ q -  

~/o~ 7~ 

7o~ 7~ 

- -  7 ~ o  " ' "  ~ h o  

- -  7 ~  " " " 7 z ~  

- -  7 ~  �9 �9 �9 ~z 
- . . .  �9 

- 7 , ~  �9 �9 �9 z - f -  7 -  

+ 

+ 

- -  ~ - k  7 .  + �9 

702 

702 

7o~ 

�9 . q -  ~/,~ 

712 ~/:e " " " ~/~ 

7 ~ 2  z - } - 7 2 ~ ' ' "  ~/~ 

yon denen die erste dadurch erhalten wird, dass man die dri~te Vertical- 
reihe yon D (~) dutch - -  ~1o, �9 �9 �9 - -  7zo ersetzt, und die zweite dadurch, 
dass man die zweite Horizontalreihe durch ~/0_~.--7z~ ersetzt. Man 
iibersieht abet sofort, dass diese Summe verschwindet. 

Ganz iihnlich lassen sich diejenigen Functionen darstellen, weIehe 
durch die l(1 .-}- 2) inf. Transformationen 

ungegndert bleiben. 

7 ~  + 7~2 + " 

~ f  

Diese werden bei beliebigem z, wenn man noch 
�9 �9 -~" 7~z ~-- ~ setzt, durch die Determinante angegeben: 

(d) ~ ( z ) =  

6 

- -  ~ ' 3 C  1 - ~ - I  7 0 i  702 * * �9 ~Ol 

71o z-}-7~1- Z + l  ~ 1 2 " ' "  r/t~ 
�9 ~ �9 

�9 �9 �9 

7zo ~h, " " �9 ~ + 7 -"  
G 

z-bl  

= _ ~,+1 + z ~  ~ + ~ .  z'-~ + . . .  + t~,_1, z + 1",. 

Es wird nicht nS~ ig  sein, den Beweis durchzuffihren. Ebenso 
mSge es gestatte~ sein, die folgenden S~itze ohne Beweis anzaffihren. 

Geniigt das System (~oI, ~o2 . . .  ~ )  keiner der 1 Gleichungen 

i~ = o ,  P ~ = o . . .  2p,=o, 

so gehSrt die Transformation ~ J ~ e a  Xe,~f genau l(1 ..~ 1) zwei- 

gliedrigen Untergruppen ohne vertauschbare Elemente an. Die Haul0~- 
elemente aller auf diese Weise erhal~enen zweigliedrigen Un~ergruppen 
bilden nut eine (21 - -  1)- fach ausgedehnte MannigfaltigkeiL Diese 
wird analy~isch dargestellt dutch das Verschwinden aller Unter- 
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determinanbn zweiten Grades in der Determinante E(z) f f i r  z = 0. 
Diese Mmanigfaltigkeit gehSrt aueh allen 1 Gebilden 191 = 192 = ' "  
�9 a n .  

Wean ein Punkt Hauptpunkt einer zweigliedrigen Un~ergruppe 
ist und le~tere nieht dem Gebilde 191 ~ ' " =  19,.-----0 angehSrt, so 
ist der Punkt aueh Hauptpnnkt ffir eine ( / 2  1)-gliedrige Sehaar yon 
zweigliedrigen Unbrgruppen, und alle diese bilden eine (l-~-~ - 1)-gliedrige 
Untergruppe. 

Der Gruppe gehBren allgemeine projective Gruppen des Ranges 
1, 2 . . .  t - -  1 an. Die allgemeinen projeetiven Gruppen des Ranges 
l -  I gehSren simmtlieh dem Gebilde P~ = 0 an; die des Ranges 
l - - 2  liegen auf dem Gebilde 19z~-19z-x---0 ,  u. s . w .  Endlieh 
gehSren die Kegelsehni~sgruppen (aUgemeine projective Gruppen fiir 
t ~ 1) den Gebilden P,. = / ~ - i  -- �9 �9 ~- 19 2 = 0 an. 

Aus jeder allgemeinen projecCiven Gruppe des Ranges l '  Iisst sieh, 
wie man leieht iibersieht und wie im zweiten Theile noeh besonders 
hervorgehoben werden soll, eine zusammengesetzte Gruppe desselben 
Ranges l" bilden, deren Gliederzahl 1 "2 q- 3 t" q- 1 betdigt. /?~ir l" < l 
sind aueh jedesmal solehe als Untergruppen in der vorgelegten Gruppe 
enthalten~ und zwar ffillen die betreffenden Gruppen des Ranges l - -1  
das Gebilde 19,. = 0 an, die des Ranges l - -  2 das Gebilde T z =  P,.-1 = 0 
u. s . w .  Somit gehen dutch jeden Punkt yon 19,.-~ 0 ebene Mannig- 
faltigkeiten yon (l--l)(1-1--2) Dimensionen; der Sehnitt yon 19~ = 0 
und 19z-1 = 0  enth~lt (l--2)(/-t-l)-dimensionale, der Sehnitt der i 
Gebflde 19, .=0,  1 9 ~ - i = 0 . . .  B~-l+l-=- 0 ebenso ( l - - Z ) ( / ~ Z q - 3 ) -  
dimensionale Ebenen. 

Dutch jeden Punkt des Bildraumes geht ein (/--1)-dimensionales 
ebenes Gebild% dessen Punkte mit einander vertausehbare Trans- 

formationen abbi/den. Dureh l(l-t-1) Punkte einer solehen Ebene gehen 
2 

Kegelsehnittsgruppen, welehe Untergruppen der vorgele~en Gruppe sind. 
Eine zweite Clazse yon einfaehen Grnppen wird dureh diejenigen 

eont~nuirliehen projeetiven Transformationen bestimmt, welehe in einem 
Raume yon mehr als drei Dimensionen ein eigenfliehes Gebilde zweiter 
Or&aung in sieh versehieben, wobei als ,,eigentliehes" Gebilde im 
Gegensatz zum Kegelgebilde ein solehes verstanden wird, dessen Deter- 
minante nieht versehwhadet. Diese Gruppe ist in derselben Weise 
gebildet, wie diejenige Gruppe eines (m-t-1)-dimensionalen Raumes, 
wenn alle Variabeln dutch lineare ganze TransformatJonen ge~indert 
werden trod eine eigentliehe Form zweibn Grades unge~iadert bleibt. 
Setzt man zwisehen den m-a t- 1 Variabeln x~...x,~+~ die Beziehung lest: 

(e) x ,  e -~ - - . - - [ -  x 2 +  , = l ,  
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so sollen fLir die Gruppe die 
2 

(e') ~f 

inf. Transformationen 

~f 
X~ ~X t 

zu Grunde gele~ werden. Hieraus folg~ 

(f) (X,~ X,~) = X,~, (X,~ X~ A = 0, 

wenn Cr x, 2, F s~mmflich ung/eich sin& Dass die so gebildeten 
Gruppen fiir m > 3 einfach sind, hat Herr Lie im zehnten Bande 
seines Archivs S. 412 bewiesen. 

Die im Anfang yon w 2 aufgestell~en adjungirten linearen Grappen 
werden fiir diese Gruppe identisch. Die Invarianten ergeben sich aus 
folgender Determinante, in welcher ~,~ ~-~/~, ~---0 zu nehmen ist: 

]~ ~12 �9 �9 �9 ~1,,n+1 

Daher ist 1 ~-- m + ~  oder ~ - m  jenachdem m ungerade oder gerade 
2 2 ~ 

ist. Ist m gerade, so sind die 2F Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung (7): -Jr-eo~, -Jr-eo~ Q-eoz; fiir ein ungerades m nehme man 
l GrSssen g l . - - ~  und bilde daraus die 21(1-- 1) Wurzela -4-g~Q-~. 
Die ersteren 2l Wurzeln-4-r fiir ein gerades m gehSren einer 
(4/--3)-fach aasgedehnten Mannigfattigkeit an, welche, dutch das 
Verschwinden aller Ausdriicke (trX/~) und yon P~ ~ - - - ~ .  bestimm~ 
wird.*) Dieses (4/--3)-fach ausgedehnte Gebilde hat ein (4 /~5 ) -  
dimensionales Doppelgebilde, welches dutch die Gleichungen" 

bei beliebigen Werthen yon ~ und ~ gegeben ist. Dieses Doppelgebilde 
liefer~ die zu den Wurzeln Q- co, ___~ r gehSrigen Hauptpunkte. 

Ftir ein gerades m enth~lt die vorgelegte Gruppe solche Unter- 
gruppen~ welche far m' ~ 1. . .  m ~ I in entsprechender Weise gebilde~ 
sind. Setzt man m'-..~ m ~ 1, so haben die entsprechenden Unter- 

gruppen denselben Rang l ~ _m und erFdllen dieselbe Mannigfaltigkeit, 
2 

wie die gegebene Gruppe, so dass jede Transformation der gegebenen 
Gruppe einer solchen Untergruppe angehSrt. Die entsprechend ge- 
bildeten Untergruppen des Ranges l ~ 1~ deren Gliederzahl (l ~ 1) (2 l - -  1) 

*) Sollen alle (t u it g) ~-- ~,i~Tlg -}- ~Tti~,x @ ~,~,~,r verschwinden, so ist~ 
bekanntlich nothwendig und hinreichend, dass fiir 7/12~0 alle Ausdrficke (121F) 
verschwinden, was (~-- l) (2I-- I) Gleichungen heferk 
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oder ( l - -1 ) (2 / - -3 )  betr~gt, geh5ren einer (2P + l - -  2)-fach aus 
gedehnten Mannigfaltigkeit an u. s.w. In jeder (1--1)-dimensionalen 
Ebene des Bildraumes, welche durch einen beliebigen Punkt geht und 
lauter mif einander vertauschbare Transformationen abbildet, liegen 
nur einzelne Punkte, ftir welche die entsprechende infinitesimale Trans- 
formation einer Kegelschnittsgruppe angehSrt. Auch allgemeine pro- 
jective Gruppen, deren Rang l" kleiner als 1 ist, gehSren der gegebenen 
Gruppe an. 

Diese Resultate iindern sich sehr wenig fiir ein ungerades m. Jede 
allgemeine Transformation gehSrt 2 l(1- 1)zweigliedrigen Unter~uppen 
ohne vertauschbare Elemente an, und ihre Hauptpunkte fiillen eine 
(41--- 7)-dimensionale Mannigfaltigkeit an, ftir welche alle Gleichungen 

~) ~- 0 und ~ ~/,r ~- 0 bestehen miissen. Damit eine Trans- (, X 

2 ~'~' X, , f  einer r-gliedrigen Untergruppe angehSrt, formation ffir 
welche p ~ r ist, miissen die Coefficienten ~,~. gewissen Bedingungen 
geniigen, die im einzelnen aufzufiihren bier wohl nicht der Ort sein 
diirfte. 

w  

Dio charakteristischo 61oichung hat lautor ungloiche Wurzoln. 

Wir machen eine Annahme, welche auf den ersten Bliek recht 
allgemein scheinen kSnnte, welche aber wegen der zwischen den e 
bestehenden Bedingungen~ wie aus den Entwicklungen des w 4 folg~, 
ganz speciellen Charakter hat. Wir setzen n~mlich voraus~ die Glei- 
chung (7) habe ffir ein best~mmtes Werthsystem ~ t . - .  ~r keine zwei 
gleiche Wurzeln. Wie schon bemerk~, is~ eine ~rurzel gleieh Null; 
die andern col . . ,  co~_l sollen also unter einander und yon Null ver- 
schieden sein. Zu jeder Wurzel co, gehSrt ein einziges System yon 
Coefficienten ~1(*)..-~r (~) und die r -  1 hierdurch bestimmten infini- 

~esimalen Transformationen~!~ (*) X,f  sind unter einander und y o n  

t 

der gegebenen Transformation~ ~ Xzf unabh~ngig. Wir k5nnen also 
diese r infinitesimalen Transformationen zur Bestimmung der Gruppe 
benutzen. Um sofort diejenige Form zu erha|ten, welche ffir die weitere 
Untersuchung am geeignetsten ist, bezeichnen wir die gegebene Trans- 
formation als X~-lf, die anderen als X 1 . . .  X~_2~ X~, so dass die 
Gleichungen bestehen: 

(15) (X,_~X~)----eo~ Xlf,...( Xr_~ Xr_~)~eo,._~X,._~f, (X,._~ X,.)-~-o,.X,.f. 
Indem wit die Jacobi'sche Relation fiir r -  1, ~, ~ bilden, folgt: 

(16) (eo~, + ~ -  e % ) c ~  ~---O, 
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worin auch fiir v - - - - r -  1 die Gleichung enthalten ist: 

(16a) ( ~  + ~ )  c~,_1 ~- 0.  
Diese Gleichungen lassen erkennen, dass wenn nich~ zwischen 

den Wurzeln col . . .  co,_2, eo~ tier Gleichung (7) bestimmte Relafionen 
bestehen, die r - - 1  infinitesimalen Transformationen X l f . . . X , . _ ~ f ,  X , f  
eine Gruppe bestimmen, in welcher zwei beliebige Transformafionen 
mit einander vertauschbar sind. 

Zu der eben gemachten Voraussetzung fiigen wir jetzt eine weitere 

hinzu, n~imlich die, dass yon den r(r--1)2 Transformationen~cx~e X e f  
r 

r yon einander unabhi~ngig sind, dass also p ~ - r  ist. In diesem Falle 
muss wegen (16a) mindestens zu einer Wurzel die entgegengesetzt 
gleiche vorkommen. Es sei demnach o,_~ + eo~ --- 0 und cr, ,.-2, ,.-1 yon 
Null verschieden, so dass gesetzt werden kann:  

( X , - 2  X , )  ~ X , - l f .  

Nun wenden wir die Jacobi'sche Relation auf die Nummern 
r ,  r -  2, u an,  wo u eine der Zahlen 1 . . .  r - - 3  ist, und erhalten: 

x , )  - 

e 

Da die linke Seite dieser Gleichung nicht verschwinden kann,  so folgt 
aus dieser Gleichung in Verbindung mit (16), dass, wenn co~ eine 
Wurzel ist, entweder co~ + eo~ oder c o x -  eor eine neue Wurzel ist 
oder dass man aus ~ sowohl durch Addition als Sub!raction yon w~ 
eine neue Wurzel erhiil~. 

Ohne die Allgemeinheit zu besohr:~inken, dfirfen wir ~r ~ 2 setzen. 
Ist dann eo~ eine beliebige Wurzel, so ist auch mindestens eine der 
beiden GrSssen eo~ + 2 und e o ~ -  2 unter den Wurzeln en~al ten.  
Wi t  gehen yon einer beliebigen Wurzel eo~ aus und suchen alle die- 
jenigen Wurzeln,  zu denen man durch wiederholte Addition und Sub- 
traction yon 2 gelangt. Die Zahl derselben sei m,  und der Einfach- 
heir wegen m5gen sie als c o l . . ,  eo~, bezeichnet werden. Da sie sich 
nut  um Vielfache yon 2 unterscheiden, so kann man sie nach der 
GrSsse des reellen Theiles ordnen und setzen: 

~ 2  ~ ah  - -  2 ,  ~ 3  = ~  - -  4 ,  ~ 4  ~ ~ 1  - -  6 �9 �9 �9 co,,, --~ co t - -  ( m - - 1 ) 2 .  

Jetzt liefert die Gleichung (17) das gesultat :  

(17a) 
s ~ Cr--2,2,3 C3r2 ~ Cr21 Cl,r--2,2 

CO 3 ~ - - "  Cr--2,3,4 C4r3 ~ Cr32 C2,r--2,3~ 
�9 * * o * �9 

~)m ~--  ~ C r m m ~ l  Cm-- l , r - -2 ,m~ 
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woraus sich dutch Addition ergieb~: 

+ t% + t% + . . .  + = O, 

so dass eo~ ~- m - -  1 ist. Ist  bier m eine ungerade Zahl, so muss die 
mitflere Wurzel gleich Null sein. Wenn aber m eine gerade Zahl ist, 
so sind die beiden mittleren Wurzeln gleich ~ 1. Unsere Voraus- 
setzung, dass alle Wurzeln ungleich sein sollen, verlangt also, class 
m ~- r - -  3 und dass dies eine gerade Zahl ist. Zugleich ergiebt sich" 

eo I = r - 4 ,  ea~=r--6, %=r--8---ea~_3=--r+4. 
Aus (17) schliesst man sofor~, dass (X,  X r _ ~ _ ~ ) = 0  "ist fiir 

v ~ 1 - �9 �9 r - -  3, und dann fo]gt leicht, dass (X ,X~)  ~-- 0 ist, wenn 
a und t6 irgend zwei der Zahlen 1 . . .  r -  3 sind. Die weiteren Coef- ~ 
ficienten c,~z lassen sich dadurch vereinfachen, .dass man die X z/'... Xr_af 
mit passenden Constanten muItiplicirt. Dadurch finde~ man aus (17a): 

( X ~ X ~ ) = ( r - - a - - 3 ) X ~ + l f  ftir a - - - - - 1 . . . r - - 4 , ~  

(X,X,_a) -~- O, (x~_~X~) --  (a-- 1)X~_~f. 

Dadurch sind wit zu dem Resultate gelangt, dass die gemachten Voraus- 
setzungen die Zusammensetzung der Gruppe votlstiindig bestimmen, 
sobald noch r gegeben ist, und dass dies eine ungerade Zahl sein muss. 
Um dies Resultat recht bequem aussprechen zu kSnnen, beriicksichtigen 
wit ,  dass gleiche Wurzela der Gleichung (7) entweder nut  zu einer 
einzigen zweigliedrigen Untergruppe oder zu einer Schaar yon solchen 
fiihren. Somit sprechen wit das Ergebniss jetzt in folgender Weise aus: 

In einer r-gliedrigen G r ~ e ,  welche ihre eigne Itauptuntergruppe 
ist, soll eine gegebene cingliedrige Untergru2~e gerade r -- 1 ~weiglied- 
rigen Untergrup2en angeh6ren und ~nter diesen soll ~ine mit vertausch- 
baren Transformationen vorkommen. Dann muss r eine ungerade Zahl 
sein. Die Gruppe entldilt eine (und zwar eine einzige) invariante Unter- 
gru2pe, wdche aus r -  3 Gliedern gebildet ist; alle Transformationen, 
welche dieser Untergruppe angehSren, sind vertauschbar. Die Zusammen- 
set~ung der Gruppe ist durch die gemachten Voraussetzungen vollstiindig 
bestimmt ; bezeichnet magi die gegebene eingliedrige UntergruT~e mit X~-~i, 
so kann man die iibrigen X j ,  X2 . . .  X~-2, X~ so w~hlen, dass ist: 

(X~_~X~)= X~_~f, (X~_~X~)= 2X~f, ( X ~ _ ~ X ~ _ ~ ) = -  2Xr_~f, 

(X~_, Xa) -~- (r --  2(a-}- 1)) X . f  , 
(X,. = , = - -  ( a - -  1 ) X . _ , f ,  

.Bilden wit  nach derselben Vorschrift eine Gru~pe fiir ein gerades 
r ,  so bestimmen X~-I f und X~_~ f eine zweigliedrige Gru~e mit ver- 

tauschbaren Transformationen. Abet jedesmal ist t ~ 1 und alle Func- 
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tionen ~p, 7) verschwinden fiir ein ungerades v und ~ fiir ein gerad~ 
v Iris au f  einen constanten Factor die t)oter~ yon ~ - 1 -  ~l*~k -2" 

Eine in dieser Weise gebilde~e Gruppe existirt bei beliebigem 
fiir zwei VariabeIe. Dieselbe ist yon Herrn Lie in seiner Aufz~hlung*) 
unter B) an der vorletzten S~elle aufgeftihr~ und hat bei seiner Be- 
zeichnung die Form: 

q, x q  . . . x ' -aq ,  ~ ,  2 x p  + ( r - -4 )yq ,  x~-zv -a t- ( r - -4 )xyq .  

{}8. 

Die charakteristisehe Gleichung hat gleiche nicht verschwindende 
Wurzeln. 

Die im vorigen Paragraphen gegebene Bestimmung von Gruppen 
griindete sich wesentlich auf den Umst~nd, dass alle Wurzeln der 
Gleichung (7) als ungleieh vorausgesetzt wurden. Wir wollen jetzt 
untersuchen, ob die Einfachheit des Ergebnisses nicht auch bei mehr- 
fachen Wurzeln best~hen bleibt. 

Wir bezeichnen mit X f  (ohne Maxke) eine beliebige Transforma- 
tion. Ftir diese stelIen wit die Gleichung (7) auf und beslimmen die 
Wurzeln derselben. Hat diese Gleichung gleiche Wurzeln und ist co~ 
eine solche, so soll co~ dann, und nur dann als eine (Z-[-1)-fache 
Wurzel gerechnet werden, wenn sich Z-[-1 yon einander und yon 
X f  unabh~ingige infinitesimale Transformati~)nen X~o, X , , . . .  X,  z be- 
stimmen Iassen, flit welche die Gleichungen bestehen: 

( x x . o )  = ,o~ X~o, 

(XX,~,) = ~ . X . ,  -a t- e,~,~,oX,~o, 

(18) ( x x ~ : ) =  ~,~x.~ + e~,~,x~, + e~.oX~., 

- + 4 - " "  + X., + %.~ X.o, 

und wenn sich dieses System nieht in mehrere Systeme yon einer 
kleineren Zahl 2 und yon gleieher Zusammensetzung zerlegen lksst. 
Die Willktir, welehe bei der Wahl X ~ , . . .  X,~ hier besteht, kann 
benutzt werden, um alle Coeffieienten e~ ~, flit x > t-+- 1 zum Ver- 
schwinden zu bringen. Man kann demnach folgende Form zu Grunde 
legen: 

( x x ~ )  = ~,~X~o, 

(XX,,) • co~X~.-[- e,,o~X,~, 

OSa) ( x x ~ )  = ~ x ~  + e~,X~,, 
�9 * . * �9 

(X X . 3 =  ~, X, z + e,~,,..z_ , X,~ _~, 

�9 ) Math. Annalen XVI, S. 524. 
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wo keiner der Coefficienten verschwinden dare 
tesimale Transformation X f  zu 
infinitesimalen Transformationen 
Wurzel ~ .  

N u n  seien o~,  e ~ ,  ~o r . . .  

]ndem wir die infini- 
Grunde ]egen, wollen wir yon den 
X ~ . . .  X ~  sagen, sie g e h i i r t ~  zur 

die Wurzela der charakteristischen 
Gleichung, und jede Wurzel fahre zu einer R e i h e  yon Transformationen 
X,  (resp. zu eiaer einzigen solchen Transformation). ttiermit wird 
also keineswegs vorausgese~i, dass ~oa und eo~ ungleich sind. 

Wir bilden jetz~ die Jacobi'sche Relation ftir X~ X,o, X~o, so 
folgt: 

~ .~  C,,ot~o ~ [(~,~+ ~ ) X e f - -  (XXr = O. 
r 

Wir entwickeln diese-Gleichung vollsfZmdig nach denjenigen Xe, 
welche zu einer beliebigen Wurzel % gehSren. Dann erhal~en wir 
die Gleichung: 

(19) (toa q- a~) (c~t~onXro @ c<;~or, X~," q - . . . q - c , , ~ , ~ o r , , X ~ , )  

~--- C~'ot~oro wr Xro -~- C~,ot~or,(e~ Xn -1- er, n Xro) 
+ . . .  + 

Wenn hier nieht a~a-f-eot~ ~ eor ist, so muss, damit X:,,,f beider- 
seits denselben Coefficienten hat, c~flor,~ 0 sein; jetz~ muss, damit 
X r , ~ _ l f  beidersei~ denselben Coefficienten hat, c~o~oV~_x ~ 0 sein. In 
gleicher Weise erkennt man, dass alIe Coefficienten c < t ~ o r , , . . .  C ~ o r , ,  

c,~flor o gleich Null sind, wenn nicht eo~-~-eot~ ~ e% ist. Wenn aber 
diese Bedingung erfallt ist, so vergleiche man beiderseits die Coeffi- 
cien~en yon X y , _ l . . .  X n X n und erh~ilt: 

C,~o~or,,er,~ ~,,,_~ ~ O,  e,~o~,,,_~ er,,_ ~ ~,,,_~ ~-- 0 . .  �9 C~,o~or , er.n ~--- O, 

woraus folgt : 

oder 

(20) 

Caoflor,, - -  cao~or,,_l ~-- �9 �9 �9 ~ cao~or, ~ -  0 

wo die Summation sich auf die erste Transformation Xro bezieht, welche 
zu einer Wurzel ev ~---eoa u t- eo~ gehSrt. 

Die Jacobi'sehe Relation flit X,  X~ ,  X~, fiihrf~ zu einer Gleichung, 
welche sich yon der Gleichung (19) nur dadurch unterscheidet, dass 
auf der recht~n Seite noch hinzukommt: 

e~,~o c,~.ro X~.. 
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Daraus folgt, wie vorher, dass nur solche Coeflleienten 

yon Null verschieden sein kSnnen, ffir welche eo~-[-eo~ ~ e r ist und 
d~s  unter dieser Bedingung ist: 

(20a) 

In derselben Weise kann man for~fahren. Unter der Bedingung 
~ + eo~ ~---co r lgsst sich (X,,o X~,) dutch X n, X~,,... X~,, und ent- 
sprechend (X., X~x ) nur durch solche Xre ausdrficken, wo 0 h5chstens 
bis t + g ansteigt. 

Ganz entsprechend leitet man die Gleichungen her: 

= 

Diese Siitze reichen hin, um alle Gruppen zu fmden, welche den 
beiden Bedingungen geniigen: 

a) es soll p ~ r sein, 
b) nicht jede Transformationen der Gruppe soil mit einer andern 

vertauschbar sein. 
Indem wir yon der Transformation X,--if ausgehen, soil die 

Gleichung (7) nut eine einfache verschwindende Wurzel haben. Wit 
setzen : 

(x,_l x,)=2x, f, 

und haben dadurch vorausgesetzt, dass X,._lf im Ausdruck fftr ein 
(X,X,,) vorkommt, in welchem X, fund X,~f gerade je als erste Trans- 
formationen zu den Wurzeln -Jr-2 gehSren. Die Berechtigung dieser 
Annahme werden wir am Schluss beweisen. Es ist vorlRailg nicht 
ausgeschlossen, dass zu den Wurzeln ~t_ 2 und - -  2 noch weitere Trans- 
formationen gehSren; ebensowenig ist vorausgesetzt, (lass X,.-lf nicht 
noch in andern Ausdriicken (X, X,,) vorkommt. Die Xaf far i t ~  1 . . . r - - 3  
gruppiren wir nach den zugehSrigen Wurzeln eo~, eot~ . . . .  

Die Relation (r ,  r - -  2, a0) liefert : 

Q 

Soll c,,_s,~ e nicht verschwinden, so muss 0~16o und e~-~-e~--2 
sein, und ebenso kann C~oe nur yon Null verschieden sein~ wenn 
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O ~-7o und ea r - - e a . - ~ - 2  ist. Wenn also ea~ irgend eine W.urzel ist, 
so muss auch mindestens eine der heiden GrBssen eo.-~2 oder ~ - - 2  
eine Wurzel seth. Man kunn also, wie im vorigen Paragraphen, die 
Wurzeln besfimmen~ indem man die vorstehende Gleichung fiir alle 
X. .  bildet~ die a]s erste Transformafionen zu denjeaigen Wurzeln 
gehSren, we]che aus ether unter ihnen durch mehrmalige Addition und 
Sub.act ion yon 2 erhalten werden. Da zudem die Wurzel Null aus- 
geschlossen is~;~ so sind nut  verschiedene Gruppen 

- -  2 m - - 1 ~  - -  2m-~-1~ . . . .  1, - { - 1 , . . . 2 m - - 1 ,  2m ~ - 1  

mSglich. 
Hieraus folgt, dass zu den Wurzeln ~_ 2 keine weiteren Tr-ans- 

formationen gehSren, was auch auf mancherlei andere Weise erkannt 
werden kann. 

:Nun bilde man die Jacobi'sche Relation fiir r ,  r -  2, a~, wo 
X . a f  die letzte Transformation ist,  welche zu der Wurzel eo~ gehSrt. 
Dann erhiilt man" 

r 

Hier beuchte man, dass X .  z nut  im Ausdruck yon (Xr-2 Xfl~) fiir 

eof i -  2-~-ea.  und im Ausdruck yon (X~ Xr~ ) f i i r  ear-]-2 = eo~ vor- 

kommen kann. Also kann 0 in der vorstehenden Gleiehung gleich 
einem flz oder einem 7z seth. Daraus ergiebt sich, da~s zu allen der- 
selben Reihe angehSrigen Wurzeln ea~ dieselbe Zahl yon Transforma- 
tionen X, . ,  X , , . . .  Xaz gehSr~. 

Daraus ergiebt sich der Satz: 
Um alle Wurzeln, welche bet den die beiden aufgestellten Forderungen 

hefriedigendva Transformationsgruppen neben den Wurzeln --~ 2 und 
2 auftreten k6nnen, zu erhalten, w~ihle man zwei Zahlen Z und m 

so, dass 2 ( m 2 v 1 ) ( i t - { - 1 ) ~ r  ~ 3 ist, bilde die Wurzeln Q-1,-Jr 3 
-]-..-~___.(2m-~t- 1) und lasse jede dieser 2 m + 2  Zahlen eine Z +  l fache 
Wurzel seth. 1)ann w~ihle man zwei neue Zahlen Z' und m', so dass 
2 ( m ' +  1) (Z' ~ 1) ~ r - -  3 ~ 2 ( m +  1) (Z ~t_ 1) ist und lasse jede der 
Zahlen ~ 1, -4- 3 + - -  �9 -b (2 m'-{- 1) eine Z" + 1-fache Wurzel seth. 
So fahre man fort, his alle r ~ 3 l~ummern erschi~lgft sind. 

Beil~iufig ergiebt sich hieraus der Sat.z: 
Wean r eine ~aarzahl ist, so muss in jeder r-gliedrigen Gruppe, 

welche ihre eigne Hauptuntergruppe ist, jede Transformation einer zwei- 
gliedrigen Gru2Te mit vertauschbaren Transformationen angeh6ren; 
oder: 

�9 'iir ein gerades r > 2 hat eine r-gliedrige Gruppe, in welc]wr 
nicht jede Transformation mit ether andern vertauschbar ist, nothwendig 
eine (r--1)-gliedrige invariante Untergruppe. 
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Wie im vorigen Paragraphen, sieht man auch hier leich~, dass 
f/Jr t,  x -  1~ 2 . . .  r -  3 nothwendig (X, X ~ ) ~  0 is~. Ebenso is~ 
es unmittelbar klar, dass (Xr-~ X,) und (X~ X~) sich for t---- 1. . .  r - -  3 
dutch die r - -  3 ersten Transformationen X l �9 �9 �9 X~-s darstellen Iassen. 
Es wird nicht nSthig sein, die Coefficienten selbst hinzuschreiben. 
Ich maehe nut darauf aufmerksam, dass alle Functionen r 

rational dutch ~ r - 1 -  ~ k - ~  ausdrficken lassen, und dass ffir 

~ - ~  ~ ~ - 1  

alle Unterdeterminanten r - -  1 re" Grades yon 17,,,I verschwinden. Somit 
fbl~ der Satz: 

Wenn eine r-gliedrige Grup2e den beiden Bedingungen geniigt, dass 
p ~ r ist und dass nicht dutch jeden Punkt des Bildraumes eine Gerade 
geht, welche vertauschbare Transfm'mationen darsteUt, so muss r eine 
ungerade Zahl sein. 1)ie Gru~e hat eine (r--3)-gliedrige invariante 
Untergruppe und die TransformaHonen dieser Untergruppe sind siimmt- 
lich mit einander vertauschbar. Geniigen die Coefficienten einer Trans- 

formation ~ ,X, f  der Bedingung ~ _ ~  ~ ~_~, so ist dieselbe mit 

anderen Transf ormationen vertauschbar. 
Dass die invariante Untergruppe bier in mehrere Gruppen zerfallen 

kann, yon denen jede eine invariante Untergruppe ist, wird durch die 
Fassung des Satzes nicht ausgeschlossen. 

Den Satz, dass jede Gruppe, deren Ordnungszahl grSsser als drei 
ist, vertauschbare Transformationen enth~lt, hatte ich schon frfiher 
(Programm 1884) aufgestellt, ohne den Beweis mi~zutheilen. Herr Engel 
hat dann (Leipziger Berichte 1886, S. 91) eiaen Beweis hierfiir geliefert 
und dabei r -  3 als Zahl der Dimensionen desjenigen Gebildes be- 
stimmt~ dessen Punkte einer zweigliedrigen Untergruppe vertauschbarer 
Transformationen angeh5ren; wir erkennen hier, dass ftir p ---~ r diese 
Zahl ~ r -  2 ist und class nur die in diesem und dem vorangehenden 
Paragraphen angegegebenen Gruppen dieser Beding~ng geniigen. 
Uebrigens erkennb man mit Leichtigkeit, class ftir p < r entweder 
durch jeden Punkt des (r ~2)-dimensionalen Bildraumes oder doch dutch 
jeden Punkt einer (r--1)-dimensionalen Ebene eine gerade Linie ver- 
tauschbarer Transformationen hindurchgeht. Soll n'Xmlich nicht dutch 
jeden Punkt eine solche Gerade hindurchgehen, so muss l ~ 1 sein; 
also mfissen sich alle r durch eine Function .P(~) ausdrficken 
lassen, und da die Gruppe eine invariante Unterg~ruppe besitzt, so 
muss . P ( ~ ) ~  0 dieselbe darstellen, also linear sein; ftir die Unter- 
gruppe ist aber 1 ~ O. Somit fol~:  

.[st die Ordnung r einer Gruppe grSsser als drei, so geht entweder 
dutch jeden Punkt des (r--1)-dimensionalen l~ildraumes oder dutch 
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j e d ~  t)unkt eines (r--2)-dimensionalen Kegels zweiter Ordnung oder 
durch jeden 1)unkt einer (r--2)-dimensionalen Ebene eine gerade Linie, 
welt, he mit einander vertauschbare Transformationen abbildet. 

Es giebt iiberhaupt, wie ich frfiher schon bemerkt habe, nut drei 
Gruppen, in denen keine vertauschbare Transformationen vorkommen, 
eine ein-, eine zwei- und eine dreigliedrige. Die letzte, ffir welche 
sich alle zweig!iedrigen Untergruppen als Tangenten an einen Kegel- 
schnitt abbilden, wird yon den Herren Lie und Engel als Kegelschnitts- 
gruppe bezeichnet. 

Im Vorsteher/den ist eine Voraussetzung gemacht, deren Berech- 
tigung noch bewiesen werden muss. Wir haben niimlich angenommen, 
dass diejenigen beiden Transformationen Xz mad X~, ffir welche im 
Ausdrucke (Xz XI, ) die Transformation Xr-1 vorkommt, beidemale die 
ersten Transformationen sind, welche zu den betreffenden Wurzeln 
gehSren. Da die Gleichung (7) nut eine verschwindende Wurzel hat, 
mtissen alle (X~, Xt~x) f'tir r + r ~- 0, wofern sie nicht verschwinden, 

durch X r - l f  ausgedrfickt werden. Unsere bisherige Annahme war: 
( X ~  Xflo ) = c . X,._~; wir nehmen jetzt an: (Xao Xflo) -~ O. 

Dann folgt aus der Jaeobi'sehen Relation (aotfl o at): 

, - ,  xr_l + ,,o (x o X o) - -  o ,  

wegen eo~ -a t- coy ~- 0, wo eo r ~ 2eo~ ist, dass (Xro Xflo) die X . _ l f  nicht 
enthiilt, dass also auch (X.o X ~ , ) =  0 ist; dasselbe gilt fiir (X., X~o) 
u. s. w. Es kann also, wean (X~oX~o)----0 vorausgesetzt wird, kein 
( X~, Xfl~) -~- X ._ ,  f sein. 

Hiermit sind die aufgestellten Siitze nach allen Seiten bewiesen. 
N a c h t r a g .  Die Forderung, dass nicht jede beliebige Trans- 

formation mit einer andern vertauschbar sein soll, hat die zwei Be- 
dingungen nach sich gezogen, (lass erstens die Zahl r der Glieder eine 
ungerade sein muss und dass zweitens jedem Z + 1 eine gerade Zahl 
2m + 2 yon it + 1-fachen Wurzeln zugeordnet werden muss. Beide 
Bedingungen sind aber, wenn man yon jener Forclerung absieht, 
durchaus nicht nothwendig. Wir bilden also jetzt Gruppen na~h 
iblgender Vorschrift: 

�9 "iir dn  beliebiges r nehme man zuntichst die Transformationen 
X . ,  X~-I,  X~_~ so an, dass ist: 

(Xr_1X,.) --~ 2 X, f~ (X,_l  X~._~) ---- - -  2 X~._ff, (X,._~ X,) = X,,_,f. 

2)ann w~hle man zwei Zahlen a und s so, dass as < r -- 3 und bilde 
die Wurzdn 

+ ( s - 1 ) ,  + (s--3),  __+ ( s - - 5 ) . . .  

und lasse jede dieser s Zahlen eine a-fache Wurzel der charakteristischen 
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Gle~chung fiir X ~ _ l f  sein. Dann  wii]dt man z w d  neue Zahlen d und 
s" so, dass 6" s" g r - -  3 - -  s ~ ist, und lasse jede der g Zahlen -4- ( s ' ~  1), 
H - ( s ' - - 3 ) . . .  eine a'-fache Wurzel sein. So fahre man fort e his alle 
r -  3 lqummern ersch6pft sind. Jeder dieser 6-fache~ WurzeZn ordne 
man 6 Transformationen nach den Gleichungen (18)zu,  dan~ jeder 
a'.fachen W u r z d  ~" Transformationen u. s. w. 

Wie bei den vorhin betracht~ten Gruppen sieh~ man auch bier 
unmittelbar, dass fiir ~, ~ -~- 1, 2 . . .  r - -  3 nothwendig (X,X~.) ----- 0 
und dass sich (X,__~X,) und (X, X,) durch die r -  3 erste- Trans- 
formationen darstellen lassen. Der ganze Charakter der Gruppen bleibt 
daher im wesentlichen unge~ndert; nur wird~ wenn r gerade oder eine 
der Zahlen s~ s ' . . .  ungerade is~ jede beliebige Transformation mit 
einer andern vertauschbar sein. Im tibrigen gelten aber alle im letzten 
Paragraphen hergeleiteten S~itze auch ffir die nach der verallgemeinerten 
Vorschrift gebildeten Gruppen. Namenflich ist fiir die in dieser Weise 
gebildeten Gruppen l ~ 1 und iv-~-r. Die Frage, ob dies die ein- 
zigen Gruppen seien, ftir welche l-~- 1 und p ~ r ist~ wird sich erst 
in einem spiiteren Theile unserer Arbeit beantworten lassen. 

{}9. 

Einigo Eigenschaften der Gruppon vom Range Null. 

Die Resultate der beiden vorangehenden Paragraphen gestatten 
uns, s~immfliche Grappen, welche den dor~ angegebenen Bedingungen 
genfigen, sobald die Gliederzahl gew~hlt ist, in expliciter Form him- 
zuschreiben. Die dor~ angewand~e Me,bode, welche sich auch ffir 
andere Voraussetzungen als wichtig erweisen wird~ ist fiir die Gruppen 
yore Range Null nicht brauchbar. Es ist mir aber nicht m5gIich, 
S~itze anzugeben, welche die explicite DarsteIlung soIcher Gruppen 
gestatten; da ich abet im folgenden einen Satz aus der Theorie dieser 
Gruppen bedarf, so mSge es mir gestattet sein, die wichtigsten S~ze, 
welche ffir l ~---0 gelten, hier mit ihren Beweisen zusammenzustellen. 

Aus der Schlussbemerkung in {} 3 folgt unmit~elbar, dass, wenn 
~Pl---~b~_l identisch verschwinden, jede beliebige Transformation tier 
Gruppe mindestens mit einer zweiten Transformation derselben ver- 
tauschbar ist. Durch jeden Punkt des Bildraumes geht also mindestens 
eine gerade LiMe, welche solche Transformationen abbildet, die mit 
einander vertauschbar sind. Es verschwinden also auch alle Unter- 
determinanten r - -  1 te~ Grades yon 17,~ I identisch. Ffir manche dieser 
Gruppen verschwinden auch s~mmt!iche Unterde~erminanten yon einem 
niedrigeren Grade identisch und dann ist jede Transformation mit 
einer mehrfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit yon Transformationen 
vertauschbar. Dasselbe erkennt man ohne Rficksich~ auf frfihere S~tze, 

Mathematische Annalen. XXXI, ]9 
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wenn man eine gewisse Form ffir die Gruppen zu Grunde leg~ und 
beriicksichtigt, dass jede der Gruppe angehSrige zweigliedrige Unter- 
gruppe nut vertauschbare Elemente enth~t. 

Zu dieser Form gelangt man auf folgendem Wege. Man wKhle 
zwei ganz allgemeine (infinitesimale) Transformationen als Xof  und 
X 1 f. Dann wird (X  o X~) eine Transformation liefern, welche yon 
beiden unabh~ingig ist und mit X 2 f  bezeichnet werden soll. Ebenso 
mSge (XoX.~) nich~ durch X o, X~ X 2 dargestellt werden kSnnen und 
mit X3f  bezeichnet werden. In derselben Weise fs man fort, so 
dass man hat: 

( X o X , )  = X2f,  (XoX2)  = X3f ,  (XoX~) = X 4 f  . .  . ( X o X ~ - 0  = Xmf; 

aber die Transformation X ~ f  sei die erste, zu der man auf diesem 
Wege gelangt, f~r welche (XoXm) (lurch X o X 1 . . .  X~ dargestellt 
werden kann. Es sei also: 

?Tt 

(XoX~) ~ - - . ~  e~,X,f. 
0 

Wenn aber bier die e0, e ~ . . .  e~ nicht s~immtlich verschwinden, 
und man f~r eo eine nicht verschwindende Wurzel der Gleichung: 

e o ~  e 1 + e2eo + e3eo ~ + . . .  + e~eo m-I 

nimmt, so kann man Coefficienten .Po, . P l . . .  P,,, so bestimmen, dass 

ist, also die Gruppe eine zweigliedrige Untergruppe ohne vertausch- 
bare Elemente enth~ilt~ Daher m[issen eo, e l . . .  e~ s~immtlich ver- 
schwinden und da sp~testens ffir m ~ - r  m 1 sich (X  o X~) durch 
Xo, Xt  �9 �9 �9 X~ muss ansdrilcken lassen~ so sieht man, dass jede Trans- 
formation mit einer andern vertauschbar ist. 

Wenn man aber ffir m <( r -  1 auf dem angegebenen Wege zu 
der Gleichung (XoXm) ~--0 gelangt, so dfirfen wir annehmen, m sei 
die grSsste Zahl~ welche in dieser Hinsicht m5glich ist. Alsdann wF~hle 
man wieder eine Transformation X~+t f  ganz willkiirlich, nur unab- 
h~ingig yon Xo, X 1 . . .  X,~, bilde (X o X~+I) und wenn der Ausdruck 
hierffir yon X o X  1 . . .  X,~X,,,+I unabh~ingig ist, setze man 

(xo x~+l) = x~+~; 
man bilde 

(Xo z~+~)~ x,~+~f ...( xo x ~ _ , ) =  x,~+~,f, (xo x,~.,~,)= , ~  e~ x,  t; 
0 

\ 

wo der Fa l l  m'~---1 eingeschlossen ist. Wir suchen zun~ichst aus 
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X0, X1 . . .  Xm+a, eine zweigliedrige Untergruppe zu finden. Diese 
hat wegen der Gleichung: 

~o~' ----- e~+~ + e o e ~ + s  n t -  - �9 - n t -  e o ' ~ ' - l e ~ m  �9 

stets ein tlauptelement, wean nicht die Coeflicienten e,,,+t, e~+,.., e,,,+,,, 
verschwinden. Wenn dana aber die CoefIieienten eo, e ~ . . .  e,~ alle 
oder zum Theil yon Null verschieden sind, so beachte man, dass nach 
unserer Voraussetzung die m-faehe Wiederholung der Operation 
( X o Y ~ ) ~  Y 2 " ' '  auf (Xo:Ym) ~ - 0  fiihren muss. Wenden wir dies 
auf X~+I an, so erkennen wir, dass m' hSehstens gleich m sein kann 
and dass fiir m'--~-m nothwendig (X o X ~ ) - - - 0  sein muss. Anderer- 
seits zeigt aber die Fortsetzung dieser Operation ftir m'<: m uamittelbar, 
dass man X~+t nut dutch eine lineare Function yon Xm+t, X1...  X~-t  
zu ersetzen braucht, damit auch die Coefficienten e t . . .  em und hier- 
mit auch e 0 verschwinden. 

In gleieher Weise kann man forffahren. Bi/det man wieder 
m.q-m'.4-m" 

(Xo x m ~ . + , )  = X , ~ , + ~  . . . (Xo Xm+,. ,~, ,)  = ~ .  e. X . / ;  
o 

so muss m " ~  m' sein und da spiitestens eine m'-fache Wiederholung 
der angegebenen Operation, auf X~+m,+l angewandt, zu (XoXe) - - - -0  
fiihr~, so wird man wieder (X 0 X,~_~,+~-)---0 annehmen kSnnen. 

Daraus ergiebt sich der Lehrsatz: 
I n  jeder Grulrl~ yore l~ange Null  lassen sich r yon einander unab- 

hiingige infinit~simale T r a ~ s f o r m a t ~  Xo, X 1 . . .  X r - t  so w~ihlen, 
dass die Gleichungen bestehen: 

(A) (XoX1)--~-a ~ X2f, (XoX~)~-a. ,X3f . .  (XoX , )~ -a ,  X,~_~f..(XoX,_~)~-O 

wo alle Coefficienten al . . .  ar_~ gleich 1 oder 0 sin& Ist  bei allge. 
meiner Wahl  yon X o f  und X I f  far  m < r - -  1 bereits a,, -~- O, so 
muss auch unter den a ~ + ~ . . ,  a.2,~ mindestens ein verschwindender 
Coefficient vorkommen; ist a~+,,, der erste, so verschwindet auch min- 
destens einer tier Coefficiente~ a,,..~,+x. . .  a~+~,,, u. s. w. 

Die Jaeobi'sche Relation fiir (0, m, m d- m'), (0, m, m -Jr- m' q- m")... 
sowie fiir (0, a, m),  (0~ a, m + m ' ) . . . ,  wo a eine yon m~ m-I-re ' . . .  
verschiedene Marke bedeutet~ liefert: 

(a) (Xo(X~X~+,~,))  = o ,  . . .  

(b) ( X , ( X ~ X . , ) )  - -  ( X . + ~ X ~ ) ,  ( X o ( X .  X~.~ , ) )  = (x~+~ x ~ . ~ . )  . . . 

Aus (a) in Verbindung mi~ (b) fiir a ~ m -  1, m + m ' ~  1 . . .  
folgr unmittelbar, dass (X,,X~+,,,)  and die entsprecheaden Ausdrfieke 
sich durch Xm, X~+m,, X~+~.-~, , . . .  darstellen lassen. Beriicksiahti~ 
man aber~ dass sich X~+~, X ~ + ~ . + t . . . ,  wean auch die Gleichungea 

19" 



288 WILEE~ KILL:~G. 

(/k) bestehen sollen, noch immer so wiihlen lassen, dass zu X , ~  
noch X,~ mR beliebigem Factor hinzukommt, und dass man zu 
X,~+,,,.~,, noch eine beliebige lineare Function yon X,~ und Xm+~, 
hiuzuffigen kann, und berticksiehtigt man ferner den Charakter der 
iiberhaupt mSglichen zweigliedrigen Untergruppen, so folgt 

( x ~  x~_,~,) = o,  (x,~x,,,+~,+~,,,) = o . . .  

Dieselbe Be~rachtung zeigt jetzt, class auch 

( X ~ _ l  x ~ )  = ( x ~ _ l  x~+~,)  = . . .  = o 

is~. Angenommen, man habe auf diese Weise geflmden, dass 

( X ~ + ~  X , , , )  = ( X ~ + ~  X , , , + , , , , )  = �9 - �9 = 0 

ist; dann fol~ aus den Gleichungen (b)unmittelbar, dass (X~X~), 
(X~X~_~,) hSchstens X~, X=+~. . . .  enthaIten k5nnen, und dann lehrt 
die soeben skizzirte Betrachtung, dass auch (X~X~),  (X~X~+~.) . . .  
verschwinden. Sorer sind alle diejenigen Transformationen, welche 
sich auf dem angegebenen Wege mR X 0 als vertauschbar herausstellen, 
mit allen Transformationen der Gruppe vertauschbar. Wir sehen also: 

gede Gruppe yore Range Null hat eine Untergruppe, deren Trans- 
formationen mit allen Transformationen der Gruppe vertauschbar stud. 
Verschwinden in der 1)eterminante ] ?~xl alle Unterdeterminanten yore 
Grade r -  k, so enthiilt jede ~lannigfaltigkeit yon Transformationen, 
welehe mit ether beliebig gewtihlten vertauschbar stud, eine ( k - - I  )-dimen- 
sionale Mannigfaltigkeit yon solchen, welehe mit allen vertauschbar stud. 

Eine Untergruppe der angegebenen Art nennt Herr Lie (Ann. 
Bd. 25, S. 77, Note) eine ausgezeichnete Untergruppe. Wir finden also 
in den hier betrachteten Gruppen stets ausgezeichnete Untergruppen. 

Ebenso hat sich eine einfache Methode ergeben, um diese Un~r- 
gruppe zu finden. 

Wenn a und fl yon m, m - { - m ' . . ,  verschieden sind, so liefert 
die Jacobi'sche Relation ftir (0,.a, 46) die Gleichung: 

(c) (Xo(X~X~)) = (x~+Ix~) + (x~x~+~). 

Indem wir diese Gleichung benutzen, beschriinken wir uns der 
Bequemlichkeit wegen im Ausdruck auf solche Gruppen, ftir welche 
nur die s~mmtlichen 'Unterdeterminanten r - - 1  te" Grades yon ]7,~1 ver- 
schwinden, fiir welche also in (A) ai ~ a2 ~ - . - -~ - -a~_~  ~--1 zu 
setzen isk Indem man der Reihe nach 16 ~- a -{- 1, ~ ---~ a -{-- 3 . . .  
setzt und ferner die Gleichung (X~_~X~_I)~ 0 berficksichtigt, ersieht 
man unmit~lbar, dass im Ausdruck yon (X~X~) die Xofund X l f  nicht 
vorkommen. 

Wenn fiir 1 ~ - 0  ~icht alle Unterdeterminanten r -  2 re" Grades 
tier charakteristischen Determinante identisch verschwinden, so bilde~ 
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die nach der obigen Vorschrift bestimmte~n Trans/ormationen X2 f . . .  X . - i f  
die Hauptuntergru~pe. 

Ebenso ergiebt sicb aus (c)hnmitielbar,  dass (X~-~X~_2), iiber- 
haupt (X~ X~_~) nur durch X~_lf  ausgedrtickt wird. H~tten wir tiber- 
haupt bewiesen, dass ftir a ~ ~ die (X,+I Xfl) und (X~ Xfl+l) nur durch 
Xfl+l, Xf l+~. . .  X~ ausgedriickt werden, so zeigr die Gleichung (c), 
dass in (X~ X,~) nur X~, Xfl+l . . .  Xr vorkommen kSnnen, wo abet 
der Coefficient yon Xfi wieder verschwinden muss, damit in der Gruppe 
nut zweigliedrige Untergruppen mit vertauschbaren Elementen vor- 
kommen kSnnen. Die Aenderungen, welche hier nothwendig werden, 
wean die Form (h) in roller Allgemeinheit vorausgesetzt wird, brauchen 
wohl nicht angegeben zu werden. Wit gelangen somit zu folgendem 
Satze, den Herr Engel zuerst unter einer ~twas allgemeineren Voraus- 
setzung aufgestellt und bewiesen hat: 

Jede r-gliedrige Gruppe G~, fiir wdche Z ~--0 ist, hat  eine (r--1)-  
gliedrige invariante Untergruppe G~_~, diese wieder eine (r--2)-gliedrige 
Untergruppe G~-2, welche sowohl in Bezug auf G, wie auf  G~_I in- 
variant ist; diese eine (r--3).gliedrige, welche fiir G~_~, G~_I und G~ 
invariant ixt u. s. w. 

Da jede invariante (r--1)-gliedrige Untergruppe die Hauptunter- 
gruppe in sich schliesst, so folgt: 

Ist 1 ~--0 und verschwinden nut die Unterdeterminanten r ~ 1 te~ 
Grades yon I ~,~] identisch, so hat die Gruppe eine einfach unendliche 
Schaar yon (r--1)-gliedrigen invarianten Untergrulapen; jede Trans- 
formation, welche der Hauptuntergruppe nicht angehgrt, gehSrt einer 
( r ~  1)-gliedrigen invarianten Untergru2pe an. 

A_us den Gleichungea (c) ziehen wir jetzt weitere Folgerungen, 
indem wir a, fl die kleinsten Werthepaare tier Reihe nach annehmen 
lassen. Dana ist fiir a ~ 1 bereits bewiesen, dass jedes (X~ X~) durch 
diejenigea X , f  dargestellt wird, deren Marke ~ ~ a -~-/~ - -  1 ist. An- 
genommen, dies sei fiir a, fl und a, f l - [ -1  bewiesen i dana ergieb~ 
sich dieselbe Eigenschaft aus (c) auch ftir (X~+~ Xfi). Somi~ gilt die 
Eigenschaf~ ganz allgemein (natiirlich nur  fiir a I ~ . - .  a~_~-- 1 in 
(k)). Demnach lieg~ in dem (r--1)-dimensionalen Bildraume, welcher 
die gegebene Gruppe abbildet, eine bestimmte (r--3)-dimensionale 
Ebene ~ , - s ,  durch welche die Hauptuntergruppe abgebildet wird; in 
dieser liegt wieder eine bestimmte (r--4)-dimensionale Ebene/i~_t u. s. w. 
Das Produc~ eines beliebigen Punktes des Bildraumes mit eiaem Punkte 
der ~-_~ fiihrt auf einen Punkt der -~r-~-l, uad das Product eines 
Punktes der /~_~ mi~ einem Punkte tier ~ _ ~  ftihrt auf einen Punl~ 
der ~_~_a  und verschwindet, wenn diese Marke negativist .  Speciell 
ergieb~ sich: 

t~ildet man aus den u Transformationen X~-x, X~._,+~ . . .  X~--~ 
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und einer ganz allgemeinen Transformation eine k ~- 1-gZiedrige Gruppe, 
so ist diesdbe eine invariante Untergru~2e und hat die aus den Trans- 
formationen X~_~+~ . .  �9 X~_~ gebildde Gruppe zur Hauptuntergruppe. 

Man kSnnte nun ausser den Gleichungen (A) noch folgende Glei- 
chungen voraussetzen: 

(x ,  x:)  = ,~ x~ + . . .  + -,-1 x ,_ l ,  
(x~ x3) = ~4 x4 + . . .  + ~r-1 x~_,, 
( x~z~) = n x6 + . . .  + ~,~-1 x , ,_ l . . .  

und da~aus mit ttiilfe yon (c) alle (X,X~)  herleiten. Aber fiir r > 6 
mtissen hier weitere Bedingungen hinzugenommen werden, und so ist 
mir die exlalicite Darstellung dieser Gruppen his jetzt nicht mSglich. 

B r a u n s b e r g ,  Anfang November 1887. 


