
A-stronomische Wachrichten, 

Nachdem in Nr. 2039 dieser Zeitschrift ein neuer 
Beweis dieser Formel mitgetheilt worden ist , criibrigt 
noch die Genauigkeitsschatzung, und geniigt es dabei, 
eben nur die nrspriingliche Formel zii betrachten, weil 
sie in ihrer Verallgemeinerung auf complicirtere Aus- 
gleichungsfalle so zusammengesetzt wird, dass sie keine 

Expedition aiif der Kijnigliohen Sternwarte bei Kiel. 
Herausgeber: Prof. Dr, C,  A, F. Peters, 

Rechnungsersparniss gegeniiber der Benutzring der 
Fehlerquadrate bietet. I n  dieser Schiitzung bedielien 
wir uns d e s  m i t t l e r n  F e h l e r s  d e r  F o r m e l  rind 
zeigen, dass der wahrscheinliche Reobachtungefehler 
p gleich ist 

Band 88. Nr. 2096-97. 8 nnd 9. 

Jedoch geniigt cs, fur beliebige Werthe der Beobach- 
tungsnnzahlen n zu setzen: " 

1. [val. abs. A]{ 
*,/,-7j- V n ( n - 1 )  2(n-1)  

(2) p = 0.84535.. . - 

Hierin bedeuten iibereinstimme-ud mit der Bezeichnung 
in Nr. 2039 die A. die Verbesserungen der n Beobach- 
tungen auf s arithmetische Mittel. 

Indem wir zum Nachweis der Formel ubergehen, 
erinnern wir daran, dass nach Nr. 2039 der Durch- 
schnittswerth von [Val. abs. AJ : Vn (I] - 1) gleich dem 
Durchsclinittsfehler 4 oder gleich 1 : hl/n ist. Das mitt- 
lere Fehlerquadrat in der Bestimmung von 1 : hl /n  aus 
einem Einzelwerth von [Val .  abs. A] : I /n  (n + 1) ist da- 
her gleich dem Durchschnittswerth von 

[val. abs. A] 1 1 2 .  6 n(n-1)  h V n  
Hierfiur kann man, wie die Aufstellung des Quadrates 
ergiebt, setzen deli Durchschnittswerth von 

(3) n (n- 1) z h" 
so dass die Aufgabe auf die Berechnung des Durch- 
schnittswerths von [Val. abs. A12 hinausliuft. Es ist aber 

[Val. abs. h]2= [Ai A, ] + [Val.  abs. hi hk 3 
i < k ,  v o n l  ... n.; 

Jedes der n (n - 1) Glieder Val. abs. hi hk hat nun gleich 
grossen Durchschnittswerth P, weil die Ausgleichung 

[Val. abs. A12 1 

88. Bd. 

lirecter Beobachtungen gleiclier Genanigkeit fiir die A 
5 e  eincdche Beziehung zii den wahren Beobachtungs- 
Fehlern giebt: 

[El  Ai = ei - - :4> n '  

sich also die h nur dnrch den Index unterscheiden. 
Berucksichtigt man nun noch die bekannte Relation, 
Durchschnitts -Werth von [A, Ai 3 = (n - 1) : 2 h?, so 

folgt fiir den Durchschnittswerth von [val. abs. 4 2  der 
Ausdruck: 

n - 1  -+ n (n-1) P. (5) 2 h2 

Fur n = 2 ist nach Nr. 2039, 5 2, P gleich dem Durch- 

schnittswerth von c q ) 2  und eine kurze Rechnuug 

zeigt Iiiernach, dass 
1 P Z - .  (6) h2, 11 = 2. 

Fur n > 2  ergiebt sich P gleich dem Diirclischnitts- 
werthe von 

(7) 
0 

wobei A, h2 einfach mit seinem, durch den schon in Nr. 
2039 (11) eingefiihrten Disc0ntil;uitLtsfactor ausgedriick- 
ten, Vorzeichen multiplicirt ist. Man hat nun 

8 
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80 ergiebt sich P als der Factor von i in dem Aus- 
drucke 

F i  (n - 1) €2 6 _ _ _ - _  A,= 

aZz.-A+ --- 
n n n  

F F2(n-1) 6 
n n n 

(8) 

6 =  F3 F i  +. . . f En-,. 

Hierin treten F ~ ,  F Z ,  6 als drei von einander iinabhan- 
gige Fehlergrossen atif, und um den Ausdruck (7) mit 
seiner Wahrsclieinlichkeit multipliciren zu kiinnen, ist 

Diirch Integration nach y erhalt man f i r  I, den Aus- 
druck 

vorerst die Wahrscheinlichkeit von 6 abzuleiten, ge- 
uauer : die Wahrscheinlichkeit, dass ~3 t- ~4 f . . .+en-, 
rwischen 6 und 6 .+- d 6  enthalten ist. 

Bezeichnen wir die Indices 3 . .  .n  fiir den Augen- 
blick mit 1. . . k ,  so wird die Wahrscheinlichkeit, dass 
der absolute Werth m n  F ,  f- ~2 4-. . .-f- Fk oder kurz 
[F] zwischen 6 und 6, liegt, gleich 

-m - w  

wobei der tinter den auf F beziigliclien Integralzeichen 
beigefugte doppelintegrale Factor bekanntlich gleich 1 
kt, sobald der ahsolute Werth vou [ F ]  zwischen 6 und 
6, liegt, wahrend er sonst verschwindet. L)a nun die 
Wahrscheinlichkeiten fur positive iind negative [F ]  ohne 
Zweifel gleich gross sind, hat man vom oben gegebenen 
Ausdruck die Halfte zu nehmen, wenn man beide Falle 
uoterscheidet. Man erliilt daher, indem man zugleicli 
fiir cos [ F ]  w die Exponent ia lgrkc c i [&I 0 substituirt, 
als Wahrscheinlichkeit, dass [FJ zwisclien 6 und 6, 
liegt, den reellen Theil von 

00 - w  O d  - 
Die Ausfilirung der Integrationen fur die F ge- 

schieht nach Formel (13) in Nr. 2039 und ergiebt, da 
das Imaginire verschwindet, sofort als gesiichte Wahr- 
scheinlichkeit 

O G  
Die Integration nacli w giebt weiter 

6 0 2  h? 
-Je h e - T  
Vak 

0 d 

pnd wenn man nun 6, = 6 f d 6  setzt, so folgt sls Wall r -  
s c h e i u l i c h k e i t ,  d a s s  [F ]  z w i s c h e n  6 urid d +  d 6  
e n t h a l t e n  s e i n  w e r d e :  

6 2  h2 
h --- d6. v ,,ke 

(9) 

Da im vorliegenden Falle k = 11 - 2 ist, so hat man 
also als Wahrscheinliclikeit von 6 einzufiihren den Aus- 
druck: 

6? h2 
- 

- h d,.j. 
L 7qT-T)e 

(10) 

Der Dtirchschnittswerth von (7), namlich P, wird 
crhalten diirch Multiplication des Ausdrucks (7) niit 
den Wahrscheinlichkeitrn von F , ,  F? uiid G und Intc- 
gration iiber alle moglic,hen Werthe. Es  ist also 

0 

-h2 (El f -  - 1 1 - 2 .  
- m - m  -m 

Fuhren wir' mittelst der Substitutionen (8) anstatt 
f l  und ~2 ein A, iind A?, so aiidcrt sich in P ntir I und 
zwar wird 

Die Integration nach 6 giebt anstatt des Integrales 

den Factor - I/;; setzt man nun fir sin (uA, Az) 

die Exponentialgriisse e iuA1h  und fiihrt zugleich die 
Variable y fur A2 ein: 

n -2  
h l / G  

Y = A 2 + = ,  A1 

0 -00 
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und wenn man jetzt fur den imaginaren Theil von 
. A,2 ---)e 2 - 1 u -  n - 1  (: n-2  

I den leicht zu construirenden Ausdruck 

setzt, so wird P gleich 

U 
0 

Nun ist aber, wie bekannt, 

(Y positiv zu nehmen. 
Wenn man beiclerseits mit d g  multiplicirt und von /9= 
Null bis y integrirt, so folgt 

oder, indem man noch rechter Hand B =  yz setzt, 

a positiv zu nehmen. 
Die Anwendung der Formeln (11) und (12) auf den 

Aiisdruck fur .P gestattet die Integration nach u und 
giebt 

Hieraus folgt durch Weiterentwickelung 
1 

und endlich unter Beachtung der Relation 

- arcsin - arctan --.- Vn(n-2)  n - 1' 

I 
. 1  1 

3 
1 Vn (n - 2) + arcsin n~ 

z n  h2 ; n > 2 .  (13) p- 

Obgleich fur n >  2 entwicknlt, gilt doch diese Formel 

auch fiir n-2, wie (6) erkennen lasst. Man hat daher 
tinter Substitution von P in (5 )  allgemein f u r  d e n  
D u r c h s c h n i t t s w e r t h  v o n  [Val. abs. A]" den Aus- 
druck: 

n-1  n - 1  
(14) + (C/n (n - 2) + arcsin - n - 1  
Der Aiisdruck (3) geht damit uber in 

It . 1  2+ arcsin-- n + Vn (11 - 2) (15) n-1  
n n h a  

Die Quadratwurzel dieses Ausdrucks ist der mittlere 
Fehler in der Bestimmiing von 1 : hl& oder 4 nacli 
Formel [Val. abs. A] : I/n (11 - 1); man hat also 

-- 

n 
und hiermit ist Formel (1) ebenfalls nachgewiesen, da 
p=0.84535..  .9 ist. 

Setzt man n = 2 ,  so geht Formel (1) gerade in 
Formel (2) iiber; nicht aber fur n>2 .  Jedoch kann 
man alsdann angen3hert setzen: 

1 1 1 

und hiermit geht die den mittlern Fehler bezeichnende 
Wurzelgrosse uber in 

%-3-  1 

2 (n - 1) (72-2)n 
so dass selbst fur n = 3  die Formel (2) den mittlern 
Fehler in der Berechnung von p noch niclit um ein 
seines Werthes irrig angiebt. Folgende Zusammenstel- 
lung zeigt die Beziehung der beiden Formeln etwas 
ausfuhrlicher. 

8. 
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Mittlerer Fehler in der Berechnung von p, in Bruch- 
theilen von p, nach P e t e r s ’  Formel. 

2 0.756 0.756 
3 0.525 0.534 
4 0.430 0.436 
5 0.373 0.378 

10 0.250 0.352 
cx, 0 . 7 5 6 : v n - 1  

n (1) (2) 

A u s  d e m  m i t t l e r n  F e h l e r  i n  d e r  B e r e c h n u n g  
v o n  p f o l g t  d e r  w a h r s c h e i n l i c h e  durch Multipli- 
cation init 0.67449 ..., so l a n g e  n g r o s s  is t ;  denn 
alsdanii befolgen die Abweicliiingcn der Formel (1) vom 
strengen Werthe p ohne Zweifel selir nahe das Gauss- 
sche Fehlergesetz und ist dieser strenge Werth von p 
der wahrscheinlichste Werth und nicht nrir der Dnrch- 
schnittswerth aller miiglichen Angaben der Formel (1). 

1st a b e r  n k l e i n ,  so giebt diese Multiplication 
nnr eine rolie Annaherung. Insbesondere hat man f i r  
n = 2  als wahrscheinliclie Grenzen von p anstatt 
p (1 +_0.510), wie Formel (1) und (2) geben, genauer 
P O )  p (1 +0.443): 
wobei p’= 0.443 die Wurzel der Gleichung 

ist. Die Entwickelung dieser Gleichung sol1 nur kurz 
angedelitet werden. 

Fiir n=2 ,  wo A,  =-A,, firidet man leicht, dass 
die Wahrscheinlichkeit jval. abs. A] liege zwischen 6 und 
6 + d6 gleich ist ., 
p2) 

Bei gegebenem 6 setzt man die Wahrscheinlichkeit einer 
Hypothese iiber h dieseni Ausdruck proportional nnd 
hat als Wahrscheinlichkeit, dass h zwischen h, und h, 
liegt: * 

wobei der Factor 6” so angenommen ist, dass das In- 
tegral fiir h, = 0 rind 112 = 00 gleich eins wird. Die 

Sind die wahrscheinlichen Grenzen von p gleich 
p (I+-p’), so sind die von h gleich h o  : (1 p‘), worin 
ho den Werth der Pricision hezeichnet, welcher der 
Annahue iiber p entspricht, so class 

,- 

1 : ho = 61/ A : 2. ?3) 
Fiihrt man nun ein h ,=  110 : (1 -+p‘) nnd h2= ho: 
11 - p’), so muss p‘ so bestimmt werden, dass obiges 
lntegral 4 betragt. Und so ergiebt sich Formel (21). 

Beilaufig bemerkt: man sieht, dass der Ausdriick 
:22) die giinstigste Hypothese uber h nicht in Ueber- 
Eiiistimmung mit Formel (23) darstellt, sondern dnss 
1 : h = 6 verlangt wird. Dem entspriclit p = 0.47694 
[Val. abs. A] oder 0.67449 [Val. abs. A] : vrq wahrend die 
Formel (1) giebt 0.84535 [Val. abs. A] : 1/x 

Die Berechnung des wahrscheinlichen Beobachtungs- 
fehlers aus den Qnadraten der Verbesserungen directer 
Beobachtnngen gleicher Genauigkeit und die Fecbner- 

ache Formel. 
Versteht man unter A die Verbesserungen ad’s 

aritlimetische Mittel, unter p den mittlern und unter p 
den wahrscheinlichen Heobachtungsfeliler, so setzt man 
fiir die g i i n s t i g s t e  Berechnung von p bekanntlicli die 
folgenden Formelii: 

p=0.67449 ...p 

und bedeutet die Wurzel in der Kla imer  den mittlcrn 
Fehler iri der Berechnuirg von p, in Bruchtheileu des 
\\’ertlies. Es ist uiisere Absiclrt, die Herleitung dieser 
Formel fiir p uriter Annnhme des Gauss’sclien Fehler- 
gesetzes etwas strenger zit fassen, als sonst aelbst nac!i 
den Principien der Wahrscheinlichkeitsrechnung ge- 
schielrt. Bezeiclinet E einen w aliren Beo~aclitungrsf~hlor, 
so ist die zukiinftige Wahrscheinliclrkeit eines Systems 

Indeiri man nun im Falle eines gegehenen Systems 
dcf E die Wahrscheinliclikeit einer Hypothese iiber h 
diesern Arrsdruck proportional setzt, erhklt man als giin- 
stigsten Werth von ,u2. 

Weil nun aber die E unbekannt sind, sielit inan sich 
genothigt, die [EE]  schiitzllngsweise zu erlnitteln uncl 
dies diirfte eine Schwiiche der Ableitung seiii. Dieselbe 
lisst sich heben, wenn man bedenkt, dass ein System 
A,. . .A, auf unendlicli vielfache Art aus wahren Fehlern 
entstehen kann. Da nun aber nur A gegeben sind, so 
muss man die zukiinftige Walirscheinlichkeit eines Sy- 
stems A,. . .A, bereclinen und dieser dann die Hypothese 
iiber h proportional annehmen. 
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€J 1. W a h r s c h e i n l i c h k e i t  e i n e s  S y s t e m s  
V e r b e s s e r u n g e n  A,. . .A,, auf's a r i t h m e t i s c h e  Mi t -  
tel. In  dem Ausdrrrcke (2) fuhren wir die Variablen 
A,. . SAn-1 und 6 anstatt der e nach den Gleichungen ein: 

€ ,=a l  3-6 
&, =a, + 6 

E,, =-a, -a,. . .-an-, + 6. 
. .  

en-, = An-, + 6 
Hierdurch werden die bekannten Bezieliungen zwi- 

schen wahren Fehlern E und Verbesseriingen A erfiillt, 
denn die Addition der Gleichungen giebt n6=  [E] und 
zugleich ist der Bedingtirig [A] = Nil11 genugt. Die 
Functionaldeterminante der Substitution, namlioh die 
Determinante n-Grades 

1 . .  * 1 1  I .  1 . * 11 
1 I =n, 

1-1-1-1 -1 1 
I .  . . 

es geht daher der Ausdruck (2) fiber in -. 

.(A)" e hZ ["I h2 n62dA, .dA,. . .dA,-l d6, 
VZ 

wobei [Ah] =h:  f 12 +. . .f anz ; An =- A, -A,.. . 
-A,,-, gesetit ist. Intcgriren wir nun fiber alle miig- 
lichen 6, so folgt weiter als W a h r s c h e i n l i c h k e i t  
e i n e s  S y s t e m s  A , .  . .A,, der Ausdruck 

Zur Verification kann man denselben uber alle miig- 
lichen A,. . .A,-, integriren und wird dann gerade eins 
erhalten, wie es sein muss. Die Integration ist besonders 
bequem, weiin Inan zunachst AI + A2 + . . . + An-l zwi- 
scben s und s + ds, also constant annimmt. Mit Be- 
nutzung der Formel (9) auf Seite 116 erhalt man dann, 
k = n - 1 nesetzt. 

welcher Ausdruck nach s zwischen -00 und - t o o  inte- 
grirt, eins ergiebt. 

G i i n s t i g s t e  H y p a t h e s e  u b e r  h be i  g e -  
g e b e n e n  V e r b e s s e r u n g e n  A. MTir setzen die Wahr- 
scheinlichkeit einer Hypothese uber h proportional dem 
Ausdruck (3), wenn ein System A. gegeben ist und die 
gawohnliche Schlussweise ergiebt weiter als giinstigste 
Annahme iiber h diejenige, fiir welche (3) ein Maximum 
wird. Die Differentiation zeigt an, dass dies eintritt fur 

€J 2. 

1 r n 4  
2- = n? 

und hiermit ist denn der erste Theil der Formel (1) fiir 
u bewiesen *). 

VCTahrscheinl ichkei t  e i n e r  S u m m e  [Ah] 
der Q u a d r a t e  d e r  V e r b e s s e r u n g e n  A. Die Wahr- 
scheinlichkeit, dass [A. A] zwischen 6 und 6 + db liegen 
werde, ist mit Benutzung von (3) gleich 

8 3. 

integrirt iiber alle A , .  . .A,,-,, in der Weise, dass der 
Bedinpiing Geniige gescliieht: 

6 5 [A A] < - 6 -+ d6. 
W i r  fiihreu nun n- 1 neTe Variable t mittelst der 
Gleichuiigen ein: 

tl = 1 / 2 ( ~ ,  + $12 + +A3 + $ 1 4 .  . .+ ;A,,-J 

t2 = V'-$ (A2 + +A3 + +A4 - . . + + A , , 4 )  

(4) t 3  = vg (A3 + p 4 .  - .+ *An-1) 
. .  

t.-,= 

zu denen die Functionaldeterminante I/n gehort. 
mit gelit jener Aasdruck iiber i n  

Da- 

wofur sich die Integrationsgrenzen bestimmen nach der 
Bedingung 

6 < [t t] < 6 + d6. 
J e t z t  e r k e n n t  man a b e r ,  d a s s  d i e  W a h r -  

s c h e i n l i c h k e i t  fur d i e  Q u a d r a t s u m m e  dcr  n Ver- 
b e s s e r u n g e n  A, [Ah]=6 g e r a d e  s o  g r o s s  i s t ,  
w i e  d i e  W a h r s c h e i n l i c h k e i t ,  d a s s  e i n e  Q u a d r a t -  
s u m m e  [tt] von  n - 1  w s h r e n  F e h l e r q u a d r a t e n  
t i s t  g l e i c h  6. Letztere habe ich in Schliimilch's 
Zeitschr. 1875 S .  303 angegeben und hat man darnach 

- - -~ - 

(5 )  

a l s  J V a h r s c h e i n l i c h k e i t ,  d a s s  d i e  Q u a d r a t s u m -  
m e  [AA] d e r  n V e r b e s s e r u n g e n  A v o n  n d i r e c t e n  
g l e i c h g e n a u e n  B e o b a c h t u n g e n  auf  i h r  a r i t h m e t i -  
s c h e s  M i t t e l  z w i s c h e n  6 u n d  64- d6 l i ege .  Zwi- 
schen 6 = 0  und OD integrirt, ergiebt sich gerade eins. 

9 4. D e r  m i t t l e r e  F e h l e r  d e r  F o r m e l  
/I = b'[A A] : (n - I). Da es schwer ist, eine allgemeine 
gultige Formel fur den walirscheinlichen Fehler dieser 

*) Auf dieselbc Art kann man auch dic Formel riir p z  bei n ver- 
millelndcii Beobachlungen mit ni Unbekannten streng nach der Wahr- 
scheinlichkeitsreclrnung ableiten, wie sich Verf. iiberzeugt hat und an 
aiidercr Strlle niittheilen wird. 
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Formel aufzustellen, so entwickeln wir nur den m i t t -  
1 e r n  Fehler. 

Der mittlere Fehler der Formel 
p2=- In 4 

n-1  

ist genan bekannt und gleich p21/'2 : (n - 1). 
also 

Man hat 

und sobald n gross ist, kann man in bekannter Weise 

woraus die Formel (1) resultirt. 1st aber n klein, na- 
nientlich gleich 2, so entbehrt diese Schlussweise wohl 
jeder Zulissigkeit. Denn alsdann ist b' 2 : (n - 1, gegen 
1 nicht mehr sehr klein, sondern bei n = 2 sogar grosser 
als 1. Wi r  stellen nun folgende Entwickeliing auf. 

p =1/ [AA]  : ( I I -  1) 
Das mittlere Felilerquadrat der Formel 

ist der Durchschnittswerth von 

entwickelt man' das Quadrat und erintiert sicli, dass 
[h A] : (n - 1) im Durchschnitt gleich p2 oder 1 : 2 li2 
ist. so folrt 

wobei fiir die grosse Parenthetie der Durchschiiittswertli 
zu substituiren ist. 

Mit Riicksiolrt auf die Formel (5) ergiebt sich als 
Durcbschnitts\~,ertli von 1' der Ausdruck 

also wird das mittlere Felilerquadrat fur p gleich 

M a n  h a t  da l ie r  g e n a u e r  a l s  (1) d i e  f o l g e n d e  
F o r  111 e l  a 11 z uii e h m en:  

p=0.67449. .  .p, 

wobei also die Wurzel in der Parenthese den mittleren 
Fehler der Formel fur p bedeutet. 

Es ist mittelst der bekannten Naherungsformel fiir 
1 r leicht zu zeigen, dass fiir grosse n die Formel (6) 
in Formel (1) iibergeht. Eiir kleine n mag folgendes 
Tafelchen die Beziehung dcr Formeln erliiutern. 

Mittlerer Fehler i n  der Bcrechnung von p ,  in Bruch- 
theilen von p, nach Bessel's Formel. 

2 0.707 0.636 
3 0.500 0.477 

(7) 4 0.408 0.397 
5 .0.354 0.346 

10 0.236 0.234 
0.707:I/=l. 

Aus dem m i t t l e r n  Fehler in der Berechnung von 
p oder p folgt der w a h r s c h e i n l i c h e  durch Multipli- 
cation mit 0.67449. . . ; jedocli gilt dies hinreicheod streng 
nur fiir posse  Werthe von n. Fiir kleine Reobschtungs- 
anzatileii 11 wird aiif diese Weise kein richtiger Werth 
erhalten, wie man wenigstens f i r  n = 2 leicht mit Be- 
nntzung von Formel (3) oder (5) nachweisen kann (vergl. 
die Entwickelung auf S. 119). 

Man findet streng fur die wahrscheinlichen Grenzen 
von p, iiamlich p (1 p'), dencn die wahrsclreiiilichen 
Grenzen h : (1 
(8) p(1*0.382), 
wobei p'= 0.382 als Wurzel der nachfolgenden Glei- 
chuiig gefunden ist: 

n (1) (6) 

p') enstprechen, den Ausdruck 

Dagegen giebt Formel (6) p (1 0.477), also ziem- 

5 5. F e c h n e r ' s  Fo rme l .  Herr Fechner hat im 
Jubelbande von Pogg. Ann. S. 66 eine Formel abge- 
leitet, wclche p aus [Val. abs. A] berechnet. Diese For- 
me1 ist von der Peters'schen Formel verschieden und 
so construirt, dass ein mogliclist grosser Anschluss an 
die Formel (6) stattfindet. W i r  haben ebenfalls in Nr. 
2039 S. 366 erwahnt, dass fiir n = 2  zwivclien Formel 
(6) und der Petcrs'schen Formel eine Differenz er- 
scheint. Wetin dieselbe such dort ihre naturgemasse 
Erklarung gefunden hat, so verdient um so mehr eine 
Formel Beachtong, welche sich der giinstigsten Be - 
rechnung von p beaser anschliesst. 

Herr Fechner setzt in der Formel p2= [AA] : (11-1) 

fur [ a ~ ]  den Arisdrnck [Val.  abs. ~ 1 2 . v  ein, woriii 

lich abweichend. 
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Durchsclinittswerth von [a a] 
Durchschnittswerth von [Val. abs. aI2’ (20) Y =  

Man erhiilt alsdann 
I(= [Val. abs. a ] l / Y  

n-1 
p=0.67449 ...p 

und zwar setzt Herr Fechner nach einer Naheriings- 
rechnung a. a. 0. S. 7’2, Formel (4), 

n(n-1) 
n (n + 2u - 4)’ Y =  

Wir  erhalten dagegen mit Bezug auf die Formel (14) 
Seite 118 

oder 
r _- 

Y = _-- 1 
n-1 1z + 2 arcsin- + 2 C’n (n - 2) (13) 

Dieser Werth ist vom Fechner’schen in (12) nur uner- 
heblich verschiedcn. Beide Y stimmen fiir n = 2  voll- 
kommen uberein. 1st n > 2, so geben die Formeln (17) 
S. 118 genahert aus (13) 

wonach der Fehler von b’ wenn man es einfach nach 
Formel (12) nimmt, betragt 

fur n = 3  0.00401/7 
,, n=4 0.0023 ,, 
,, n=5 0.0015 ,, 
,, n=lO 0.0004 ,, 
,, n== go Null. 

Man kann daher in der Regel den Fechner’schen 
Werth Y beibehalten. Uebrigens hat Herr Fechner am 
angegebenen Ort S. 81 Y auch empirisch ermittelt und 
diese Ergebnisse stimmen mit (12) und (13) gleich gut 
iiberein. 

Die Fechner’sche Formel giebt p immer etwas klei- 
ner als die Peters’sche Formel, namlich im Verlialtniss --- 
0.674491/ 7r : 0 . 8 4 5 3 5 v - 1  n (n - 1)’ 

n (IC + 2n-44) 
wofiir man setzen kann 

n-2 -. 
v1 -2n $- n - 4 

Die griisste Ditl’erenz findet statt fiir n = 2, wo die 
Fechner’sche Formel dasselbe Resultat wie Formel (6) 
aus d m  Quadraten der A ergiebt. Mit wachsenden n 
aber schwindet der Unterschied der Fechner’schen und 
Peters’schen Forrnel mehr und mehr. 

Fiir die Anwendung der Fechner’schen Formel iat 
z u b e a c h t e n , dass bei Vereinigung mehrerer Bestim- 
mungen von p nicht die ersten sondern die zweiten 
Potenzen derselben zu nehmen sind (wie f i r  Formel 
(6)), wahrend bei der Peters’schen Formel die ersten 
Potenzen zii nehmen sind (vergl. Nr. 2039 S. 366). 

9 6. M i t t l e r e r  F e h l e r  d e r  Fechner’schen 
F o r m e 1. Das niittlere Fehlerquadrat in der Becltim- 
mung von p nach Formel (11) wird gleich dem Durch- 
schnittswerth von 

a -- 
([val. abs. a ] 7 /  -!!- -P) 

n- 1 

Nun ist mit Riicksicht aof (10) der Durchschnitts- 
werth des ersten Gliedes gleich pa. Man hat daher, 
wenn man sich ziigleich erinnert, dass der Ihrchschnitts- 
werth von [Val. abs. a] gleicli I/n (n - 1) : hVZ ist, als 
mittleres Feblerquadrat der Formel (11) fur p: 

k(1 -V?). 
D i e  Fechner ’sche  F o r m e l  n e b s t  i h r e m  mit t -  

I e r n F e h 1 cr 1 a n t e  t s o n  a c h : 

. a  

Fur  grosse n geht die Wurzelgrosse in der Paren- - 

these iibe; i n  
?r -- 2 

woraus man erkenut, dam alsclann im Punkte der Cie- 
nauigkeit die Fechner’sche nnd Peters’sche Formel iiber- 
einstimmen. 

Mittlerer Fehler in der Berechnung von p, in Bruchthei- 
len von p, nach Fechner’s Formel. 

n 
2 0.636 
3 0.486 

(17) 4 0.408 
5 0.359 
10 0.246 
GO 0.756:Vn-1 

Zur Berechnung des w a h r s c h e i n l i c h e n  Fehlers 
in der Berechnung von p nach (16) hat man bei grossen 
n den mi  t t l  e r n Fehler mit 0.67449. . . zu miiltipliciren. 
Fur kleine n i e t  dies jedoch nicht correct und bei n = 2 
erhilt man die wahrscheinlichen Grenzen von p anstatt 
gleich p (1 0.477) genauer gleich 
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~ ( 1 5 0 . 3 8 2 ) .  
Da niimlich fiir n = 2 die Formel (16) mit (6) iiber- 

einstimmt, so kann der Greiizenansdruck (8) direct auf 
vorliegenden Fall ii bertragen werden. 

Aus Vorstehendem erhellt, dass die Fechner’sche 
Fcrmel fur kleine n Besultate giebt, die den giinstigsten 
sehr nahe liegen; aber mit wachscnder Anzabl der Be- 
obachtnngen nahert sich ihre Genauigkeit derjenigen 
der Peteru’schen Formel; vergl. die Zusammenstellun- 
gen (19) S. 119 und (7) S. 124. 

Ob die Fschner’sche Formel die giinstigste Be- 
rechniing von p aus [vd. abs.11 giel t  oder nicht, lisst 
sich a l l g e m e i n  nicht eher sagen, als bis ein Ausdrnck 
fur die Wlthrscheinlichkeit des Eintreffens eines bestimm- 
ten Werthes jener Summe gefunden sein wird. Doch 
ist nach dem hier gegebenen jedenfalls fiir n = 2  die 
Fechner’sche Formel die beste aller Formeln , welche 
lval.abs.a] benutzen. Aber aucli fiir sehr grosse n 
kaiin man wohl ohne ausfuhrliche Untersuchung die 
Fechner’sche Forrnel (und die alsdann damit coinci- 
dernde Peters’sehe Formel) fiir die im erwiihnten Sinne 
beste Formel anerkennen. Es erfolgt namlich die giin- 
stigste Berechnung aus den ersten Potenzen von n wahren 
Fehlern E bekanntlich nacli der Formel p = 0.84535. . . 
[Val. abs. €3 : n mit dem mittlern Fehler 0.756 : kln-iii 
Bruchtheilen von p. Nun kann aber keinesfalls die 
Berechnung von p aus n Verbesserungen A nacli der 
entsprechenden Formel mit [val. ahs. A] genauer sein, als 
atis n wahren Fehlern E und da der mittlere Feliler der 
Fechner’schen Formel f i r  grosse n nicht melir wesentlicli 
vou 0.756 : V’nabweicht, so kann sic alsdann von der 
(relativ) giinstigsten Formel nicht mehr merklich ver- 
scliieden sein. 

(1 8) 

Die Berecbnnng des wahrscheinlichen Beobacbtnngs. 
fehlers aus den ersten Potenzen der Differenzen gleich- 

genauer directer Beobachtnngen. 
I n  Nr. 1766 -- 67 dieser Nachrichten hat Herr 

Jordan auf die Benntznng der Beobachtungsdifferenzen 
hingewieseu; es hat sich alsdann durch die Untersa- 
chungen des Herrn von Aiidrae herausgestellt, dass der 
Formel, welche p &us den ersten Potenzen ableitet, cine 
grosse Bedeutung zukommt, walirend die aweiten Po- 
tenzen wieder aut die bekannte Forinel mit [LA] (vergl 
S. 120) fuhren und hohere Potenxen aus bekannten Grun- 
den unzweckmiissig anzuwenden sind. D a  man nun 
nach unsern Ausfuhrungen zii der Fechner’schen Formel 
annehnien muss, dass man aus [Val. aba. A] iiberhaupi 
keine Formel herstellen kann, welche in1 Betreff dei 

3enauigkeit mit derjenigen concurriren kann, die [A A] 
ienutzt, so ist es um so interessanter zu selien, dass 
lie Jordan’sche Formel wenigstens fur grossc n nahezu 
lasselbe leistet, wie letzterwihnte Formel. Die Jor- 
lan’sche Formel nebst mittlerem Fehler laiitet nach 
Jerrn von Andrae’s Entwickelungen in Nr. 1889 

n (n - 1) 
rber diese Formel ist weder im ersten noch im zweiten 
3aupttheile allgemeingiiltig bewiesen, was hier gesche- 
ien soll. In  der Formel bedeutet d den absoluten 

miiglichen Beobachtungsdif- Wertli jeder der 

krenzen, also 
12) [d] = [val. abs. (li - 1k )] 

i < k ,  vonl  . . .  n. 
Nan berechnet nach von Andrae bequemer mittelst 
ier Formel 

n (11 - 1)  
2 

- - 

:3) [dl = (1, - 11)  (n - 1) + (In-1 -- 12) (n -- 3) + (ln--2-13)(n-5)+..., 
worin nunmehr die Beobachtnngswcrtlie 1 nach der 
Griisse geordnet sind; 1, > ln-l> ln-2.. .>11. Wenn 
es aber bisher niclit gelungen ist, Formel (1) allgemein 
I,U )cweiseri, so liegt dieses an der Anwendung von (3). 
Fiir deli Beweis ist (2) geeigneter, weil darin die 1 noc!] 
ahnc gegenseitige Beziehiing erscheinen ; diese Bezie- 
hung aber ist nur eine n e b c n s i c h l i c h e .  

Forinel (2) giebt sofort rnit den wahren Fehlern e 
der Beobachtiingen die Beziehung 

[d] = [Val. abs. (ei - Ek )] 
i < k ,  - l . . . n .  

Der Dnrchschnittswerth von [d] setzt sich nun aus 
den Durchschnittswert: en der n ( n - 1) Glieder rechter 
Hand zusammen. Der absolute Werth von ( ~ i  - e k )  
ist aber 

- 

W 

0 

und daher der Durchschnittswerth, wenn man tiir i uiid 
k speziell 1 und 2 setzt: 

w o o  8 

0 -m --m 

W i r  setzen nun €1 + €2 = E ,  el - e 2 = q  und fur 
sin u (€1 - €2) dic Grosse e i u -&2). Damit folgt f ir  
den Durclischnittswerth von Val. abs. (el - €2) der Fao- 
tor von i in 
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- - u" (el - el)% 

0 - - m - - m  

Die Integration nach E und '7 (mit Benutzung von 
Formel (13) in Nr. 2039) giebt damit fur den fraglichen 
Durchschnittswerth 

el + €2 = E, el - e2 = 9, so wird D3 gleich dem Factor 

iibereinstimmend mit Nr. 2039 (3) und (5).  
schnittswerth von [d] ist Iiiernach 

Der Durch- 

und hieraus folgt zunachst fur den Durclischnittsfehler 
9 oder 1 : h I/; 

(4) [d] 1/8 >=-- 
11 (n - I )  

uiid so ist der erste Tlieil von Formel (1) allgemein 
bewiesen. 

Um auch ihren zweiten Theil zu beweisen, bilden 
wir den Durchschnittswerth des Fehlerquadrates 

Hieraus folgt in bekannter Weise als mittleres Fehler- 
auadrat von 9 

worin ([a]") den Durchschiiittswerth von [d]2 anzeigt. 
Nun ist 

CIJ w w w  

= [(Ei - Ek )'] 

[Val. abs. (Ei - Ek ) (ei - eki )], 
f [Val. abs. (Ei - EL ) (€it - Ekt)] 

in welchem Ausdrucke i, k, ii, kl irnrner v e r s c h i e d e n e  
Indices bedenten, wenn sie in einem und demselben 
Gliede vorkommen. Innerhalb einer Summe rechter 
Hand haben die Glieder offenbar gleichgrossen Durch- 
schnittswerth; nennen wir diese beziehungsweise DI , 
D2 , Ds, und beriicksichtigen die Anzahlen der Glieder 

n (n - 1) 
2 

n (n - 1) (n - 2) (n - 3) 
4 

n (n - 1) (n - 2), 

-- 

- 

_ _  
so folgt 

3)D2+2 (n-2) D3). (n - 2) (n - 
I C  ([dlz) , =*FA@, + 2 
Ber  Werth von D1 findet sich ohne Schwierigkeit: 

(7) Di =p- 
Desgleichen derjenige von Dz ; denn die absoluten Werthe 
von (ti - &k ) und (eii -&k,) sind unabhingig von ein- 
ander, jeder derselben im Durchschnitt aber b'-%: l i v s  
also 

I)2=--. 

1 

2 

Etwas mehr Raum erfordcrt die Ableitung von D3. 
Icli habe sie ohne und mit Benutzung eines Disconti- 
nuitatsfactors durchgefiihrt und gebe hisr die letztere, 
welche sich an die frliherii Entwickelungen anschliesst. 
Es wird wie friiher 

(8) 7rh2 

0 -w -w -v3 

oder auch D3 gleich dem Factor der imaginaren Einheit von i in 

0 --m . -w 

und hierfur geben die eben erwahnten Formeln Substitairt man dies und zugleich fur den Factor von I i in dem coinplexen Theile des Ausdrucks, namlich 

68. Bd. 9 
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den leicht zii ersehenden Werth 
3 u  U l l 2  u v 2  2ha c o s y  + sin - 2 2 '  

so folgt nunmehr nach einfacher Reduction: 

Die Anwendung der .Formeln (11) und (12) S. 117 lieiert 

a 
n 

Weiter h d e t  sich 

oder 

(9) 

Die Substitution von (7), (8) und (9) in (6) giebt 

und das mittlere Fehlerqnadrat (5) von D wird soulit: 

vodurch auch der zweite Theil von Formel (1) bewic- 
,en ist. 

Mittlercr Fehler in der Berechnung von p, in Bruch- 
theilen von p,  nach Jordan's Formel. 

n 
2 0.756 
3 0.525 
4 0.425 
5 0.366 

10 0.241 
cx) 0 . 7 1 5 : l / F l  

Fur n = 2 und 3 sind diese Werthe genau dieselhen, 
wie Lei der Peters'schen Formel. Fiir n = S  ist der 
mittlere Fehler noch grosser als bei der Fechner'schen 
Formel, f i r  n =  10 aber bereits kleiner und fir grosse 
n wird naheeu die Genauigkeit der gunstigsten Formel, 
die p aus den Fehlerquadraten berechnet. Dasselbe 
Resultat erhilt man aus der Retrachtung des wahrschein- 
lichen Fehlers. Derselbe findct sich fiir grosse n in 
iiblioher Weise aus dem mittlern und fiir n = 2  sind 
die wahrscheinlichen Brenzen von p gleich 

p (1 k0.443); 
dieselben wie bei der I'eters'schen Formel, mit welcher 
die zuletzt untersiichte Formel fiir n = 2 coincidirt. 

Zurn Schlusse durftt: noch der Umstand Erwahnung 
verdienen, dass die hier 'behandelte Formel auch auf n 
wahre Beobachtungsfehler e angewandt werden kann, 
(wobei sie jedoch fur n < 10 keinen Gewinn giebt) und 
dass p nach dieser Formel aus n solchen Fehlern nicht 
genauer gefunden wird, als aus n Beobachtungswerthen 1. 

Mirz 1876. Helmert. 

Observations of the Satellites of Neptune and Uranus. 
Made with the 26-inch Refractor of the U. S. Naval Observatory, at Washington. 

(Communicated by Rear Admiral C. E. Davis, Siiperintendent.) 

Satellite of Neptune. 
1875 Wash. m. t. p Nr.comp. wt. Wash.m. t. s Nr.comp. wt. Obs. 

Sept. 6 12h19m 201"O ' 5 3 12h30m ll"90 5 3 H 
8 11 50 41.6 5 4 11 59 16.78 5 4 ,, 
9 12 10 20.6 5 2 12 20 11.62 5 2 ,, 

20 11 44 37.2 5 2 11 53 17.23 4 2 ,, 
26 11 20 32.3 6 5 1i 50 16.46 3 5 H n  
29 11 40 315.1 5 3 12 0 . 16.32 4 3 H 

Oct. 2 10 53 33.8 5 3 11 6 16.84 5 3 n 
2 11 43 17.03 4 2 H n  

5 11 5 16.75 3 5 ,, 
5 10 26 212.5 4 5 10 46 16.83 4 5 3 


