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Yergleichung von zwei Werthen des wahrscheinlichen Fehlers.

Die Bestimmung der wahrscheinlichsten Werthe
von n Unbekannten x;, x3...x, aus einem System von
m (> n) lincaren Gleichungen, mit Hilfe der Methode
der kleinsten Quadrate, gelingt bekanntlich, ohne dass
man das Pricisionsmaass h der Gewichtseinheit, wel-
ches in den Ausdruck der Wahrscheinlichkeit eines
Beobachtungsfellers eingeht, zu kennen braucht. Da-
gegen ist die Bestimmung des wahrscheinlichen Fehlers
einer der Unbekannten von h abhingig und man kann
entweder, wie dies gewdhulich geschieht, fur h den
wabrscheinlichsten Werth setzen, der ihm nach den
Beobachtungen zukimmt, oder aber man muss die
Wahrscheinlichkeit datir suchen, dass eine Unbekannte
zwischen bestimmten Grenzen liegt, wihrend die iibri-
gen und das Pricisionsmaass alle méglichen Werthe
haben koénnen. Die anf beide Arten entstehenden
Werthe des wahrscheinlichen Fehlers sollen hier ver-
glichen werden.

Sei x; die Unbekannte, um deren wahrscheinlichen
Fehler es sich handelt, so ist dieser nach der ersten

Methode
1)

Hierbei bezeichnet
p=0.476%4...

A
Yr . / dxe
1

a die Summe der Quadrate der Fehler, welche tbrig
bleiben, wenn man die Beobachtungen mit den
wahrscheinlichsten Werthen der Unbekannten be-
rechnet,

a, den Nenner des Ausdrucks, der sich fir x; ergiebt,
wenn man bei der Elimination aus den Normalglei-
chungen nach dem Gauss’schen Verfahren x; zur
letzten Unbekannten macht; endlich ist

p=m-—n gesetzt *),

.2 .a
TIZPVEVa—l

die Wurzel der Gleichung

*) Vergl. Gauss, Th. M. C. C., § 182; Encke, Anhang zum Berliner
Jahrbuch fiir 1835, Seite 287.
87. Bd.

Um nach dem zweiten Verfahren den wahrschein-
lichen Fehler zu erhalten, muss man die Wahrschein-
lichkeit aufstellen dafiir, dass x; zwischen zwei Grenzen
a’ und a” liege, gleichgiiltig, welches die Werthe von
X3...X%; und h seien.

Nun ist bekanntlich die Wahrscheinlichkeit, dass
die Unbekannten zwischen den Grenzen x; und x; 4
dx;, x; und x2 -} dx,,...x, und x, - dx, und das Pri-
cisionsmaass zwischen den Grenzen h und h 4- dh
liegen, proportional der Wahrscheinlichkeit, dass die
diesen Werthen entsprechenden Fehler stattfinden wer-
den, also, wenn man mit g das Gewicht einer Beob-
achtung bezeichnet, bei der der Fehler v iibrig bleibt,

— Cdhds; dxy...dx, WP e &)
uuter C eine Constante verstanden. Die Wahrschein-
lichkeit, dass einige der Grossen X, x3...X, h zwischen
weiteren Grenzen liegen, findet sich hieraus, indem man
nach diesen zwischen den betreffenden Grenzen inte-
grirt. Folglich ist die Wahrscheinlichkeit, dass x,
zwischen a’ und a” X2 X3...X, zwischen — oo und - o,

und h zwischen 0 und 4 o liege

Fo a0 e o .
=Cﬁhﬁxl dxz..../:ix., p2 e 1 (g vY),
0 a’ — — a0

Die Wahrscheinlichkeit muss zur Gewissheit also
= 1 werden, wenn a'= —o a"== -4 o ist. Hieraus
ergiebt sich C und damit folgt die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit endlich

all

j:lh‘/:lx, dx,. jdx L™ B (8TY)
@ W= =t

ﬁhﬁxlﬁxz ‘/_Elx e — h? (gvv)

Um d1e n-fa.chen nach Xi, X3...X, genommenen
Integrale auszufithren, fithrt man, wie bekannt (vergl,
Encke 1. c.), diejenigen Functionen als neue Variabeln
ein, auf welche man bei der Gauss'schen Elimination
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aus den Normalgleichungen gefihrt wird. Man setzt
nimlich

Ear=128,%X, F...
Za1= a1 X1 4. .

51-‘—_—-'31 Xy -}—m
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wo & nur X;, & nur x; und x; u. 8. w. enthdlt, und
die Coefficienten so bestimmt sind, dass

&t &y &a?
@m="4 2y 45,
wird. Hiermit verwandeln sich die n-fachen nach den

x genommencn Integrale der Gl (2) in Producte von
einfachen Integralen und es wird

—hta et é‘_z 4:00 —_ é’_:i? te —h?“:;‘_“‘2
ﬁhe hefdge aljd£2e ag ...‘/:ié’ne a,
ay a‘+a1 —
+® 2 &
ﬁhhm dsl e a.jdgze E..ﬁgne—" "
4w aa4m £,2
3)% dh./:lél pP+1,.— h2( + ) j:ih hP e-‘h a %75 (p—ll)) (pp_j)i 'lwennpgerade
— 1__0 aa' 4oy 0 9 9
Ve T b —hia 1 3 22 :
‘/zlh.h e =P p)—}(—pl—p:'—'i —.wenn p ungerade
0 e > _ -
Durch partielle Integration erhalt man nun, dass g 2 4 2

Indem man diese Formeln auf den Zihler und Nenner von (3) anwendet, findet man
fiir gerade p.

1 p(p—2)...4.2

W, =

. . a
Der wahrscheinlichste Werth von x, ist —a—ig setzt man
A v

ay

also a'=—a—R1,a"=—§:+Rl und Elixv/a
so wird
-f'Rx']/:Tl
1 p(p—2)...4.2° dx
49) Wy==.
W Wi=2 (1) (p—3)...3.1 Py

—BYT (14

die Wahrscheinlichkeit, dass eine Abweichung vom
wahrscheinlichsten Werth zwischen — K, und 4- R,
gelegen ist. v
Ry ist der “wahrscheinliche Fehler, wenn W, =1}
Bezeichnet man also mit A, die Grosse

ist.
1 p(p—2)..
) Ap = ﬂ(p—l)(p—-3)

und .geniigt p, der Gleichung

*} Vergl. Dedekind, Ziiricher Vierteljahrsschrift.

=y'a (p—1) (p--3)...3.1

p+1, 2 e
. 2 &
a,a’-{-aq g ) g' 1
i
(+3)
1 Pp dx o
(6) =4 P,
(1 4x9?
so ist
) Ri=p ) o
Fir ungerade p findet sich
+ry 2
1 p(p—2)...3.1 dx
4) W=
W W= =T =3, 42 P
2

—RV/ T (1459
Setzt man also hier
, _ 1 p(p—2)...3.1
() Ap_ T2 (p—1D(p—3)...4.2
und geniigt p, der Gleichung

1_, f 9=
6) g e P,
BRCEROR

1860. Seite 83,

so ist auch hier
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(7') Rl = fop ;l‘.

Inbeiden Fillen istalsoder Quotlent =

Vp, und

dies legt die Frage nahe, wie slch P und pp hinsicht-
lich der Grosse zu einander verhalten.

Eine untere Grenze fir p, ldsst sich auf folgendem
Wege finden. Die Gleichungen (6) resp. (6') kann man
noch umschreiben. Setzt man niimlich in (4) resp. (4)
R( = - oo, so lictern uns diese Gleichungen die Wahr-
scheinlichkeit, dass die Abweichung vom wahrschein-
lichsten Werth zwischen den Grenzen — o und 4
liege und diese ist 1; also hat man

+ )
S 2f =&
it +x‘)2 1+x2)
und hiermit geht diec Gleichung fiir p, iber in:
p o
f” dx __]' dx
6 P15 P41
(14-x?) (14x2)

wiahrend andererseits bekanntlich
an

A 2 + 2
‘/'e*" dx=ﬁ—xdx
0 r
ist.

Seien nun allgemein zur Bestimmung von x! und
¥’ die beiden Gleichungen gegeben

ﬁ(x) dx= f(x)dx

j‘;; (x) dx——fq) (x) dx

in welchen f(x) und @ (x) zwei, zwischen den Grenzen
A und B> A stets positiv bleibende, Functionen be-
'~y

P (x)

zwischen den Grenzen A und B bestandig ab, so kann
man die erste Gleichung schreiben
B

Sr@v@ds=fp x)v@dx
A x!

oder nach einem bekannten Satz der Integralrechnung

x1 B
v &) fop @) x=v ) fox) dx
A x!

wobei A <Z<x!, x!<np<B ist. Weil also § <z,

zeichnen. Gesetzt, der Quotient— nehme

2078 214

st ¥ (&) >v(n) nach unserer Annahme, und folglich

./:p(x) dx<‘/:p(x) dx.

Weil jedoch @ (x) positiv ist, also ilr Intregal mit
wachsender oberer Grenze wichst, muss

xl<x"
gein.
Setzen wir nun
f —t —2|_ e 1
==e ~— ——s
(x) P (x) P
a+x) 2
__Ppt+2., p+2
so wird p (x)=e 2  (14x2) 2 und
dlp(x)___ (p+2)x° .
dx Ty <0

und die obigen Bedingungen sind erfillt. Folglich ist

die Wurzel x"=p, grosser, als die Wurzel x! der
Gleichung

x1 p-+2 +oo_p+2x2

2 dx

dx=/fe

x!

die sich x'=p Vl'—j‘_Q findet. Somit haben wir die

Begrenzung
P> pr T

®
Eine obere Grenze fiir p, ist weit schwerer zu
. 2
finden. Ich vermuthete, p, sei <pV‘—) Versuche,

dies mit Hilfe des eben angewandten Satzes zu bewei-
sen, schlugen fehl, wibrend einc Ausrechnung in den
Fillen p=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 und 10 die Annahme be-
stitigte. Es gelang mir schliesslich, den allgemeinen
Beweis auf folgende Art zu fiihren, die wesentlich von
einer genauen Begrenzung von A, abhingt.

Ist pp<pVg, so ist

ot
P
’ f d dx
p+2 p+2
g~ 0 2
BERT (1 +x7)
also nach Gleichung (6) resp. (6)
pl/%
dx 1
S

14%
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Im ersten Gliede setzen wir xV% fur x und ver-
indern das zweite Glied, indem wir von der Gleichung
_ 4 fi-w

V s

Dann muss sein

dx

Gebrauch machen.

dx x?
P2 Al n;)/.' dx>0;
(l+ e
oder endhch
P
dx 1 p £ —x*
(9 f p+2 pL«ﬂV_fOe dx

(4

gesetzt, wenn g <pVI—) ist, muss D > 0 sein.
Nun ist fir gerade p=12q.

1 ., (2q—1)(29—3)...38.1
1) g3z B=va e B JED

2q(2q—2)...4.2
fiir ungerade p =2q -+ 1.
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Schreibt man ihn
2.9.4.4...(2—2)2q.2q  2q+2 242 _ =

1.373.5.. (2¢—1) 2q—1)(2q +1)" 2q+1"29+3" "~ 2
so folgt
2.2.4.4...9¢—2)29 _ 7. (2q+1)?  (29+3)*
1.3.35...2q—D)(2q—1) 2 2q(2q+2) (2q+2)(2q+4)"’
Es ist aber
(2q + m)? =14 1
(2a+n—1)(2q+n+1) (29-+n—1)(2q+n+1)

daher die rechte Seite

=5+ mEre)( ETIETn)

v 4 1 1
> et @t

Die -Summe in der Klammer ist, wie bekannt,

=14 = 1 ; also endlich
4q
2.2.4...(29—2).2q 7 4941
1.8.8.5...29—1)(2q—1)7 2" 4q °

Multiplicirt man mit 2q und zieht die Wurzel, so
entsteht die eine gesnchte Ungleichung

2q (2q — 2) > l/ﬂ

11
W eg—neE—
Transformirt mnian aber in dem Ausdruck von 7—;
(2q-5?(l1)-+(2?1)+ 3 und die folgenden

durch dieselbe Gleichung, so erhdlt man

4q+1

selbst die Briiche

1 1
it e e na s (terree )

1 1
T D@19 B FH@aFs !

w1 P _ T2 1 2q(2q—2)..
(10)A,,y7rV 2q -1 V7 2q-1)2¢- 3. 31
Nach dem bekannten Wallis'schen Ausdrucke
ist nun 2.2.4.4... =w
i3385... 2
x 2.2.4.4...(2¢—2)2q.2q
2 1.3.3.5...
daher
T 2.4...2 1
§>{1.3...2q'—1} 3qF 1 e+
>{ 2.4.
.3.
Also ist 5
' 4. ¢ 29 +1
(1) 1.3.. 2q—1<l Viqg+3

Wendet man die Ungleichung (11) an auf Glei-
chung (10), so ist weil dort 2q = p,

(12) Y V5 <V2p Fr

und die glelche Formel findet man durch Anwendung
von ll') auf (10°). Aus (9) folgt hiermit dass

2
D: f —x!y o
+2 V2p—|—l./ )
T+
N 2
Bezelchnen ‘wir, der Kiirze wegen, QTE_I

mit a und entwickeln die Funitionen unter den Inte-

dx

2q——l}.2q:—1(1 JF2(2ql+ 1))'

gralzeichen in Reihen, die man dann Glied fir Glied
integrirt, so ergiebt sich

s =
1
+9 4‘
Dabei ist gesetzt:
Ca.H———(l +%}(1 +§). . .(1 +2np‘2 —a

und hiernach ist
Can-1>1+4
folglich, weil a <1,
Copmr >

2+4+...+2n—2_
p

n(n—1)

Ferner ist
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2_n

Caap1=Cs1 (1 +_2_n) +a
=Cot (143 S e 2_:1)

also nach der letzten Unvlexchun«r und well a<<1
2
Cong1 < Con-1 o

Da in der Reihe fiir D° Cs der Coefficient mit dem
kleinsten Index ist, der ans Cgn_y tiir n= 3 hervorgeht,

l<1

so kann man n > 3 annehmen und damit ist :

und
Conp1 < Caaa (2 + g}—?)

Indem wir vorerst von den beiden ersten Gliedern
der Reihe fir D’ absehen, bilden wir uns die Summe
elnes positiven und des darauf folgenden negativen
Gliedes der Reihe; welche ist

—_ 1 Can Sa—1 __ 1 (J2n+l 2n-+1
—2n—1'(n—1)!p 2n+l “at P
- 1 Conm pin-t (1 2n—1 Cayr p*
2n—1 (n—1)! 2n4-1"Co_y n
da 2n——1<1’ Cz"+1<2 +2——, so ist diese Summe
2n+-1 Cant
1 C?n—l on—1 (] 2(2 ))
> 2n—1 (o — p (1 P )

Ferner ist "23’ p>1 md p=0.476. .. <;—
2 2 2
ich 02 (2 4- 2 Y 2
folglich p (n + P)<3 .
Summe positiv und daher
D’>p(1—ar)—;;-p3 (1 +I2)————a),
Sicher wird also D' und damit auch D> 0 sein,
wenn

Somit ist die betrachtete

3(1—
p‘2<__(_2—a)
14 ——«
+P
also
Pl ]/‘3
(13) 1 +—
1 _ 9/ TTT . 1S 3
ist. Z_Vl +2—p ist aber, weil p> 1, <V§—
und daher
3> _‘{i £=0.50212.
1 +

p ist nun <C 5, also geniigt es der obigen Bedin-

2_a
gung (13) und deswegen ist D> 0 und
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14) pp < pV%-

Das zum Beweise dieser Ungleichung angewandte
Verfahren kann auch dazu dienen, die gefundene untere
Grenze (8) zu erhdhen, und zu beweisen, dass

P> p Vp+1

pr+1

ist. Dann muss

. -2 .. . .
sein, Setzt man x]/ m fiir x, verindert die rechte

Seite wie oben vor (9), so folgt, dass auch

p p
L dx 1 et fiox
D—f _P_ T A, VﬂV 2J e =~ dx<0
2x?

s

sein muss.
Vergleicht man nun die Ungleichungen (11) und

(10"), so folgt fir p=2q } 1

1 P 4q-+1__ 2p—1
A, |/7rV2'> 4q+2 2p °’

wihrend die Vergleichung von (11") mit (10) fir p =2q

1 P 4q*4-3q
A, VWVQ > (¢

(2q +1)*
. q2+4-3q 1
Weil aber (2 1)2> 1— i ist, 8o kann man

allgemein sagen, dass

Kl‘r;Vap‘>V 1 *‘2%
p+1_l/1+

1

ergiebt.

also

_,__1_]/P+1
Ay pm

ist. Deswegen ist L<0 wenn

Zp-—l

p i P,
E’=f x —fe *ax<o
R

2x
(5

ist. Setzt man, der Kiirze wegen, p + 1=r, so ergiebt
die Reihenentwickelung und Intregration

P G e G
E "—'3 CS+T§T 7 .3'+..

WO nun

Cmr=(1 +_)(1+_)(1+_) (1+2n——3 .

Daraus folgt

gesetzt ist.
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...+ 2n—38 —1)2
C’:n—1>1+3+5+r +2n =(n . )
Ferner ist 0 ) o .
Cant1=C'ta1 (1 + 2 ;— )+ 2 ;—

" 2n —1 1 2n-——1
=(“"_1(1+ nr +(J'2n—1. )

v 2n—1, 2 ——1
<(/2n—-l(]- + 2 '+' = 2
=D
2n — 2
T (n—m’r
sich, dass es <<3 fir n>2 ist. Daher ist

1
Clont1 < C'2ps (4 +—

Man fasse nun in der Reihe fiir E je ein negatives
Glied mit dem darauffolgenden positiven zusammen,
Die Somme

Schreibt man

1, 80 zewt

. p?.n—l 0'211—1
@n—1)(n —1)!
ph_ C 2n—1 {
Ton—1- (n=—1)!

p2tt Clopgpr
2n+1)" n!
9n—1 p? Chnnt
1+2D+1 D. v‘.!n—t}

ist nach der gefundenen Ungleichung und WellQ —1

1
<2n_-1'(finf)l{ 145 (0422

<1,

p‘Zn-—- 1
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der Coefﬁcient4—+ von p? ist aber selbst <2

2n—1
r.n
—}—~ 2==3, weil r>2 und n>2; und da p<2, ist

jene Summe —t 3
P w—t | _} 0.
<2n—1'(n——1)!{ trf<
Daraus folgt, dass E'<C0 ist, und weiter, dass auch
E <0 und schliesslich, was zu beweisen war,

2
(15) w>ol

ist.
Also hat sich die Ungleichung ergeben

pr—)—> /Jp>PVI‘,j2:‘1v

die in Verbindung mit (7) zeigt, dass

P1>R1>TIVI;—_I;_—1

ist; so dass die hier durchgefihrte Methode der Be-

rechnung des wahrscheinlichen Fehlers ihn stets kleiner

liefert als die gewohnliche, aber hochstens so, als ob

eine. Beobachtung mehr vorhanden wire und die letz-

tere Methode der Berechnung angewandt wiirde.
Carlsruhe, den 27. December 1875.

J. Liiroth.

Observations of Small Planets with the Transit-Circle at the U. S. Naval Observatory,
Washington in 1874.

(Communicated by Rear Admiral C. H. Davis, Superintendent of the Naval Observatory at Washington.)

The observed places have been corrected for pa-
rallax. No cerrections have been applied for flexure or
errors of division of the instrument.

The observations of Ceres, Pallas, Juno, Vesta and
Astraea were compared with the ephemerides in the
English Nautical Almanac; the observations of the
other planets were compared with the Berlin. Jahrbuch.

In the column ,Observer E indicates Prof. East-
man and J., Sk. and S indicate assistants Frisby, Skin-
ner and Stone.

Ceres (1).
1874 Obs. a 0-C. N.P.D. 0O.-C.
Dec. 11 J 6849m16863 -1-8543 63922 12”5 —16"3
14 E 46 41.42 8.46 63 5 40.5 15.3
15 J 45 47.27 8.43 63. 0 10.2 16.5
18 E 42 58.81 8.65 62 43 50.1 16.3
23 J 38 0.65 8.58 63 17 22.0 17.9

Pallas (2).

1874 Obs. a 0.-C. N.P.D. 0O.C

Nov. 3 Sk 3h Om 8587 —1523 115°29 31”3 50

7 116 15 53.8 3.1

12 E 25238.27 1.55 117 4 7.8 4.8

13 J 25146.61 1.16 117 12 27.3 4.4

21 118 2 43.8 5.4

25 118 17 7.4 6.3
Dec. 2 E 238 4.76  1.47

4 J 237 0.94 1.48 118 24 37.7 6.7

14 E 23312.38 1.36 117 56 19.0 7.2

18 , 23226.68 1.26 117 35 45.6 7.0

19 J 238219.830 1.43 117 30 4.2 4 9.7

Probably 1vv==15"3, wrong

91 Sk 232 10.46 0.93 11717 9.7 — 8.0

22 E 232 7.91 1.36 1171030.0 — 5.4



