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T'ergleichung von zwei Werthen des wahrscheinlichen Fehlers. 

Die Restiinrnung der wahrscheinlichsten Werthe 
von n Unbekannten X I ,  x2.. .xu aus einem System vori 
m (> 11) lincaren Gleichungen, mit Hilfe der Methode 
dcr kleinsteii Quadrate, gelingt bekanntlicti, ohne dass 
man das Pricisionsrnaass h der Gewictitseinheit , wel- 
ches in den Ausdruck der Wahrscheinlichkeit eines 
Beobaclitungsfelilers eingeht, zu kennen braucht. Da- 
gegen ist die Bestirnrnung des wahrscheinlichen Fehlers 
einer der Unbekannten von h abhangig und man katin 
entweder, wie dies gewtihiilich geschieht, fur h den 
wahracheinlichsten Werth setzen, der ihm nach dcn 
Beobachtungen zukiimmt, oder aber man mu68 die 
Wahrsclieinlichkeit dafijr suchen, dass cine Unbekannte 
zwischen bestimrnten Grenzen lie&, wiihrend die iibri- 
gen und das PrHcisionsmaass alle moglichen W ertlie 
haben konnen. Die anf beide Arten entstehendcn 
W erthe des wahrscheinlichen Fehlers sollen bier ver- 
glichen werden. 

Sei X I  die Unbekannte, urn deren wahrscheinlichen 
Pehler es sich handelt, YO ist dieser nach dcr ersten 
Methode 

Hierbei bezeichnet 
A- 

p = 0.47694.. . die Wurzel der Gleichung 
n 

u 
a die Suinme der Quadrate der Fehler, welche iibrig 

bleiben, wenn man die Beobachtungen mit den 
wahrscheinlichsten Werthen der Unbekannten be- 
rechnet, 

a1 den Nenner des Ausdrucks, der sich f ir  XI ergiebt, 
wenn man bei der Elimination aus den Normalglei- 
chungen nach dem Gauss'schen Verfahren xi zur 
letzten Unbekannten macht ; endlich ist 

p = rn - n gesetzt *). 

*) Vergl. Gauss, Th. M. C. C., Q 182; Encke, Anhang Zuni Berliner 

87. Bd. 
Jahrbueh f ~ r  1835, Seite 285. 

Urn nach deln zweiten Verfahren dcn wahrschein- 
lichen Fehler zu erlialten, muss man die Wahrschein- 
lichkeit aufstellen dafur, dass xi zwischen zwei Grenzen 
a' und a" liege, gleichgiiltig, welches die Werthe von 
x i . .  .xu und h seien. 

Nun ist bekanntlich die Wahrscheinlichkeit, dass 
die Unbekanntcn zwischen den Grenzen XI  und XI + 
dxl, x2 und x2 + dx2,. . .xu und x,, 4- dx, und das Pra- 
cisionsmaass zwischen den Grenzen h und h + d h  
liegen, proportional der Wahrscheiniichkeit , dass die 
diesen Werthen entsprechenden Fehler stattfinden wer- 
den, also, wenn man mit g das Gewicht einer Beob- 
achtung bezeichnet, bei der der Fehler v iibrig bleibt, 

= C dh dxi dx2.. .dx, Iim e-(gvv) 
unter C cine Constante verstanden. Die Wahrschein- 
lichkeit, dass einige der Grijssen X I  x2.. .xn h zwischen 
weiteren Grenzen liegen, findet sich hieraus, indem man 
nach diesen zwisclien den betreffenden Grenzeii inte- 
grirt. Folglich ist die Wahrscheinlichkeit , dass xi 
zwischen a' und a" x2 x3. . .xu zwischen - 00 und 4- 00, 

und h zwischen 0 und 3-00 liege 

In - h'(gvv) 
+ 00 a" +*w +& 

= C f i h f d x , b x z . . f i x . h  e 
- ~ - 
0 a' -09 -03 

Die W ahrscheinlichkeit muss zur Gewissheit also 

ergiebt sich C und dsmit folgt die gesuchte Wahr- 
scheinlichkeit endlich 

- - 1 werden, wenn a'=-m a"= f 0 0  ist. Hieraus 

+m 3'' +a, 

f i h f i x f i x 2 .  . A:, . h m e - hZ(gvv) 

fdh fdx,f ixl . .  fdx. .h lne - h' (gyv) 

0 - w  -00 - w  

Um die n-fachsn nach xi, xq.. .xu genommenen 
Integrale suszufuhren, fiihrt man, wie bekannt (vergl. 
Encke 1. c.), diejenigen Functionen als neue Variabeln 
ein, suf welche man bei der Gauss'schen Elimination 

14 
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+ w at air + at 

(3) '> f i h f i E l  h P + 1 e - h 2 ( F + a )  
1 o a1 ad+at = -- 

p -hza  3 h . h  e 
v nat 

0 

Durch part'ielle Integration erhiilt man nun, dass 

au8 den Ndrm&l@eichnngen gefiihrt wird. 
nimlich 

&Ian setzt wo El nur XI, 6 2  nur xi und x2 u. a. w. entbalb, und 1 die Coefficienten so bestimmt sind, dass 

+cD 

p - h2a-  1 -7r (p-1) (p-3). .3.1 f i h h  e -2- p p + 7 -  wennpgerade 
2 2  0 

2 a  
- p - l )  (p-3) . . .  4 .2  I 

.wenn p ungerade - 
P f l  P f l  

2 a 
2 2 

wird. Hierrnit verwandeln sich die n-fachen nach den 
x genonimencn Integrale der G1. (2) in Producte von 
einfachcn Integralen und es wird 

Der wahrscheinlichste Werth von xI ist - 3;  setzt man 
a1 

/- also a' = -- a' - R1,a"= _ _  + Rt und El = x 1. aa1, 
a1 at 

so wird 
+ R, v; 

1 p (p-2). . .4.2' d x  
(4) wi '2 ' (p-1) (p-3). . .3 .1  

die Wahrscheinlichkeit , dass eine Abweichung vom 
wahrscheinliehsten Werth zwischen - RI und + R1 
gelegen ist. 

Ri ist der wahrscheinliche Fehler, wenn W1=& 
ist. Bezeichnet man also mit A, die Grosse 

1 p(p-2). . . 4 . 2  A, =- z . (p - I) (p - 3). . .3.1 
und .geniigt pp der Gleichung 

*) Vergl. Dedekird, Ziirlcher Vicrteljahrsschrift. 1860. Seite 83. 

so .ist 
a K.1= P p  v -. 
a1 

Fur  u n g e r a d e  p findet sich 
(7) 

- 1 p(p -2 ) .  . .3.1 d x  (4') wi = - 2 (p-  1) (p-3). . . 4 . 2  

- Rl I/ : (l+x2) 
Setzt man also hier 

(5') 
1 p(p-2)  . . .  3.1 A, =- 
2 ' (p  - 1) (p-3). . -4.2 

nnd genugt pp der Gleichung 
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(7') 

Inbeiden Fillen istalsoder Quotient-- It' = pp - . v!; und 

dies legt die Frage nahe, wie sich p und pp hinsicht- 
licli der Grosse zu einander verhalten. 

Eine untere Grenze fiir pp lasst sich auf folgendem 
Wege finden. Die Gleichungen (6) resp. (6') kann man 
noch umschreiben. Setzt man nimlich in (4) resp. (4') 
Ri == + go, so Iicfcrn uns diese Gleichungen die Wahr- 
scheinlichkeit , dass die Abweichung vom wahrschein- 
lichsten Werth zwischen den Grenzen --a0 und 4- cy, 
liege iind diese ist 1; also hat man 

ri P 

A m  + W  

1 --. dX d x  
- 

!?+I A , '  
(1 +.') - w  

(1 +XI) 
und hiermit geht die Gleichung fur pp iiber in: 

wahrend andererseits bekanntlich 
n 4 - W  

0 P 
ist. 

x" die beiden Gleichungen gegeben 
Seien nun allgernein zur Bestimmnng von x* und 

xt B sf (x) dx=Sf(x)dx 

A 
in welchen f(x)  und q ( x )  zwei, zwischen den Grcnzen 
A und B ) A  stets positiv bleibende, Punct.ioncn bc- 

aeichnen. Gesetzt, der Quotient-- = $J (x) netrme 

zwischen den Grenzen A und B bestandig ab, so kann 
man die erste Gieichung sohreiben 

X' B .  

f (XI 

9 (x) 

fi (4 74 (4 dx=J (4 1c, (4 d x  
A X '  

oder nach einem bekannten Satz der Integralrechnung 
X '  B 

ist J, (6) > tc, (7) nacli unserer Annahme, und folglich 
XI B 

Weil jedoch q ( x )  positiv ist, also ilrr Xiitregal rnit 
wachsender oberer Grenze wichst, muss 

sein. 
x1 <d' 

Setzen wir nun 

und die obigen Bedingungen sind erfiillt. Folglich ist 
die Wurzel xt'=pp grosser, als die Wurzel x1 der 
Gleichung 

,x2 +W, P f 2 * X Y  
d x = S e  d x  f -@ 0 X '  

die sich xl= p vs3 findet. Somit hzben wir die 

Eine obere Grenze fiir pp ist weit schwerer zn 

finden. Ich vermuthctc, pp sei < p J / - z  Versuctie, 

dies mit Hilfe des eben angewandten Satzes zu bewei- 
sen, schlugen fehl, wihrend einc Ausrechnung in deu 
Fallen p = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 und 10 die Annahme be- 
stiitigte. Es gelang inir schlicsslich , den allgemeinen 
Beweis auf folgende Art  zu fiihren, die wesentlich von 
einer genauen Begrenzung von A, abhangt. 

P' 

also nach Gleichung (6) resp. (6') 
2 p 1,' - n 

14' 
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Wendet man die Ungleichung (11) an auf Glei- 
churig (lo), so ist, weil dort 2q = p, 

(12) 
1 

Im ersten Gliede setzen wir x v% fur x und ver- 

iindern das zweite Glied, indem wir von der Gleichung 
n 

D'=p(l 3 (' +:-a 1 ;; 1 ui 

1 cs 
. 9 4! + - . - p g . . .  

Dabei ist gesetzt : 

Gebrauch machen. Dann muss sein 
0 a 

und die gleiche Formel findet man- durcli Anwendung 
von (11') auf (10'). Bus (9) folgt hierrnit, dass 

oder endlich 

- 

Cs.-l=(l +Z)(l+k). . .(1 + 2n -2) - -a; D P P 

gesetzt, wenn pp < p J f i  ist, muss D >  o sein. 

Nun ist fiir g e r a d e  p=2q.  
(2q-1) (29-33). . . 3 . 1  

2q (2q - 2). . .4.2 
* 

f u r  u n g e r a d e  p =2q + 1. 

?@ch dam bekanntek Wallis'schen Ausdrucke 
ist nun 2 .2 .4 .4  ... A 

1.3 .3 .5 . ,  .- 2 
-_  

Schreibt man ihn 
2.2.4.4.  . .(2q-2) 2q.2q 2q+2 2q+2 _ _  n 

1.3.3.5. . .(2q-1) (2q-l)(2qtl)' 2qfl * 2qf3 '  * *- 2 
so folgt 

Es ist aber 

. .  - 
daher die reclite Seite 

>gil '-9q(213+2)'(2q+'2) 1 1 (29f4) + . . . I  
Die .Summe in der Klnmmcr ist, wie bekannt, 

1 = 1 f -; also endlich 
4q 

2 .2 .4 . .  .(2q-2).2q ->- A -- 4 q + 1  
1.3.3.5 . . .  ( 2 ~ - - 1 ) ( 2 ~ - 1 1 )  2 * 4s ' .~ - 

Multiplicirt man init 2q und heht  die Wurzel, SO 

cntstcht die eiue gesiichte Ungleichung - - 
2q(2q-2). . .4 .2  --> v;v-- 4 q f  1 

- (11) (2q-1) (2q-3). . .3.1 
Transformirt man aber in dcm Ausdruck von 2 

rind die folgcnden selbst die Briiche - . (2q '- 2)' 

durch dieselbe Gleichung, so erhalt man 
(2Cl-t 1) (% + 3) 

1 
(l '(2q -+ 3)-)* A - 2.2.4.4.. .(2q - 2) 2q.2q - 

2 - 1.3.3.5 . . . (2q - 1) (2q - 1) (2q + 1) (2q + 1) (2q +3) 
dalier 

1 +...} 

Also ist I pralzeichen in Reihen. die man dann Glied fiir Glied 
1 Ihtegrirt, so ergiebt sich 
I 

/3 a 

Bezeichnen .wir, der Kiirze wegen, 

mit a und entwickeln die Func.tionen unter den Inte- 

und hiernach ist 
2 + 4 +  ...+ 211-2 

D 
Can-1 > 1 + - a, 

folglich, weil a < 1, 
n (n - 1) 

C 2 n - l >  

Ferner ist 
I 
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also nach tier letzten Ungleichung u n d  weil a < 1 
C2n+1< C2n-1(1 + 2 n  + nT). 2 

D a  in der Reihe fur D' Cs h e r  Coefficient mit den1 
kleinsten Index ist, der aus C2n-l fur n = 3 hervorgeht, 

so kann man n > 3 aniiehmen und damit ist -< 1 

und 

2 
_. n - 1  

Indem wir vorerst von den beiden ersten Gliedern 
der Iteihe fur D' absehen, bilden wir uns die Summe 
eines positiven und des darauf folgenden negativen 
Gliedes der Reihe; welche ist 

1 C2n-1 1 Cl ln+lp2n+l  
1 - ___ - 2 n  - 1 * (n - 1). 2 n + 1  n! 

- -- 

211 - 1 C2nf1<2 + 2 n  p, so ist diese $iimme da---<1, - 
2 n $ - 1  C an-, 

1 
- <2- Ferner ist n > 3 ,  p)1  - -  iind p=0.476 . . .  _ _  .- 

Somit iat die betrachtete 

Summe positiv und daher 
D'>p( l -a ) - -  1 - p 3 ( l  +p-a). 2 

3 
Sicher w i d  also Dr und daniit auch D > 0 sein, 

wenn 

also 

3 (1 -a) 

l + - - a  
P 

P2 < -2 

v3 P < -  2 
1 +, -- 

ist. .=I/, +l ist aber, weil p 5  I ,  <v:- 
a 2 P  

und daher 
lf3 =0.50212. ~ 

I. 3 
2 > 1 $ . r / S  

1 +, 
1 

p ist nun <- also geniigt es der obigen Bedin- 2 '  
gung (13) und deswegen ist D >  0 und 

Das zum Beweise dieser Ungleichung angewaudte 
Vcrfatiren kann auch dazu dienen, die gefundene iintere 
Grenze (8) zu erhohen, und zu beweisen, dass 

Pp > P J/-& ist. n Dann muss 

d X  1 <-- 
A, s 0 + 1  

(1 +- x2) 2- 

scin. Setzt mail xV'L fiir x, verindert die rechte 
P - t  1 

Seitc wie oben vor (9), so folgt, dass aucli 
IJ n 

sein muss. 

(lo'), so folgt fur p = 2q + 1 
Verglcicht man nun die Ungleichungen (11) und 

wiihrend die Vergleichung von-(11') mit (10) fir p = 2q 

ist, so kann man 4q2 + 3q> 1 - - 1 ergiebt. Weil aber 
(2q f -  1)' 4q 

allgernein sagcn, dass 

also 

ist. Deswegen ist E < 0, wenn 

-J!- x2 d x < 0 
0 

ist. 
l ie Reitienentwickelung und Intregration 

Setzt man, der Kiirze wegeii, p + 1 = r, so ergiebt 

CIS +-A- 'p"' p7 - - c, +. . E'= - P 3  - 
5 2! 7 . 3 !  3 '  

wo nun 

gesetzt ist. Daraus folgt 
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1 + 3 +  5 +.. .+ 211-3 - -- (n- 1)' 
UYn- l>  r r 

Ferner ist 

2n- 1 1 2n- 

so zeigt 2 n - l -  2 1 
(n - 1 ) ~ -  (n-- 1)z-f- n - 1' Schreibt man 

sich, dass es < 3 fur n __ > 2 ist. Daher ist 
2n-1 

- 

Man fasse nun in der Reihe fiir E' j e  ein negatives 
Glied mit dem darauffolgenden positiven zusammen. 
Die Summe 

2n-1 ist nach der gefmdenen Ungleichung und weil- 
2 n  + 1 <" 

p2n-1 C'2n--1 P' 2n-1 { - 1 + n (4 + 7-) f c2n--1 * (n - I)! 

4 20-1 ler Coefficientn+ ---- von p2 iet aber selbst <.2 r . n  
1 1 

+ - . 2 = 3 ,  2 weil r > 2  - - und n > 2 ;  - - und da p<-, 2 ist 

ene Summe 
3 { - 1 C h f  CO. p-1 <- 2n-  1 * (n- l)! 

Daraus folgt, dass E'< 0 ist, und weiter, dass auch 
E<O und schliesslich, was zu beweisen war, 

ist. 
Also hat sich die Ungleichung ergeben 

die in Verbindung mit (7) zeigt, dass 

ist; so dass die bier durchgefuhite. Methode der Be- 
rechnung des wahrscheinlichen Fehlers ihn stets kleiner 
liefert als die gewohnliche, aber hochstens so, als ob 
eine Beobachtung mehr vorhanden ware upd die letz- 
tere Methode der Berechnung angewandt wurde. 

Carlsruhe, den 27. December 1875. 
.I. Liirot R . 

Observations of Small Planets with the Transit-Circle at the U. S. Naval Observatory, 
Washington in 1874. 

(Communicated by Rear Admiral C. H. Davis, Soperintendent of the Naval Observatory at  Washington.) 

The observed places have been corrected for pa- 
rallax. No corrections have been applied for flexure or 
errors of division of the instrument. 

The observations of Ceres, Pallas, Juno, Vesta and 
Astraea were compared with the ephemerides in the 
English Nautical Almanac; the obserMions of the 
other planets were compared with the Berlin. Jahrbuch. 

In  the column ,,ObserverU E indicates Prof. East- 
man and J., Sk. and S indicate assistants Frisby, Skin- 
ner and Stone. 

Ceres (1). 

Dec. 11 J 6h49m16863 +8843 63O22' 12"5 -16"3 
14 E 46 41.42 8.46 63 5 40.5 15.3 
15 J 45 47.27 8.43 63 0 10.2 16.5 
18 E 42 58.81 8.65 62 43 50.1 16.3 
23 J 38 0.65 8.58 63 17 22.0 17.9 

1874 Obs. ff O.-C. N. P. D. 0.-C. 

Pallas (2). 
1874 Ohs. a! 

Nov. 3 Sk 3h Om @87 

12 E 2 52 36.27 
13 J 2 51 46.61 
21 n 
25 n 

7 n  

Dec. 2 E 2 38 4.76 
4 J 2 37 0.94 

14 E 2 33 12.38 
18 2 32 26.68 
19 J 2 32 19.30 

21 Sk 2 32 10.46 
22 E 2 32 7.91 

0.4. N. P. D. O.-C. 
-1'23 115'29'31"3 - 5"O 

116 15 53.8 3.1 
1.55 117 4 7.8 4.8 
1.16 117 12 27.3 4.4 

118 2 43.8 5.4 
118 17 7.4 6 .3  

1.47 
1.48 118 24 37.7 6.7 
1.36 117 56 19.0 7.2 
1.26 117 35 45.6 7.0 
1.43 l l ?  30 4.2 + 9.7 

Probably 1 T e V  = 15"3, wrong 
0.93 117 17 9.7 - 8.0 
1.36 117 10 30.0 - 5.4 


