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6.  Zur Berech*culng W d  Beurts6Lwng dea SohPot- 
6ff&68 

(Bemerkungen EU der Notie von Herrn J. B. Johneon); 
von W. Schot tky .  

Herr Johnson war  so freundlich, rnir seine kbzlich 
(Ann. d. Phys. 67. S. 164-156.1922) veraffentlichte ,,Bemerkung 
zur Bestimmung des elektrischen Elementarquantnme ans dem 
Schroteffekt" irn Manuskript zuznaenden. Es handelt sich dabei 
im wesentlichen um die Berichtigung eines Rechenfehlers, der 
mir in meiner ersten Arbeit iiber diesen Qegenstand (Ann. d. 
Phys. 67. 541-5U7. 1918) unterlaufen war. Da diem Korrektur, 
filr die ich Herrn Johnson eehr dankbar bin, eowobl fur 
meine frtiheren theoretischen Schlutlfolgerungen wie f i r  die aus 
Herrn Hartm ann s experimentellen Untersuchungen gezogenen 
Schltisse von fundamentaler Bedeutung ist , m6chte ich hier 
in einigen daran ankniipfenden Bemerkungen zu der ver- 
ilnderten Sachlage Stellnng nehmen. 

Zunkchst noch ein paar Worte zu der mathematischen 
Seite des Problems. Die Berechnung des Integrals 

-~ _ _  - 

m 

durch Partialbrnchzerlegung, wie sie Herr Johnson angibt, 
und wie sie auch meiner eigenen Rechnung rngrunde lag, ist 
offenbar nicht ganz leicht zu ilbersehen, und es werden nnr 
die wenigsten h e r  Zeit finden konnen, sich yon der Richtig- 
keit des Resultats zu tiberzeugen. Ee wird daher vielleicht 
nicht tibediissig eein, wenn ich noch eine andere gane ein- 
fsohe Berechnungsweiae dieees Integrals hierher setze, die mir 
mein Vater, F. Schottky, freundlichst mitteilte, ohne da6 wir  
tibrigens untersnchen konnten, ob ee sich dabei urn ein Novum, 
oder nicht vielmebr urn eine den Spezialisten gelgulige Um- 
formung handelt. 

Die Berechnung bernht darauf, da6 man dae Integral (I) 
mit einem anderen Integral 



m 

z* dz 
(1 - Z*)* + 9-4 5 9  

s, =J- 
0 

kombiniert, welches aus (I) hervorgeht, indem man z = l / z  
ale neue Variable einfihrt, daa Integral (I) durch z ausdriickt, 
wobei wieder von 0 bis co integriert werden mu6, und schlie6- 
lich flir z wieder den Buchstaben x setzt. Das bestimmte 
Integral (I) ist also gleich dem bestirnuten Integral (11), und 
die Samme beider Integrale hat den doppelten Wert jedes 
einzelnen Integrals. Es ist also such 

Hier l a t  sich aber der Integrand durch weitere Umformung 
als Differential einer bekannten Funktion darstellen. Setzt man 

1 z' + 1 - r y ,  so wird -- - %* - Y d ? / 9  x - - -  

und der Nenner 
= xa [ ( x  - +),+ r ~ ]  = r 2 2 2 ( y 2  + 11, 

also schlieSlich der Integrand gleich : 

Dabei ist iiber t von - 00 bis + GCI zu integrieren, da x - l/z 
fiir x = 0 den Wert -00 und fur x =00 den Wert +oo an- 
nimmt. Es wird also schlie6lich: 

I i r  [i ( i)] 2r 
1 8, = zr[arctgco- arctg(-m)] = - - - - - = - . 

Damit ist die Berechnung Herrn Johnsons auf einem 
etwas einfacheren Wege bestiitigt; statt 2wlra ist in unseren 
Rechnungen der Ausdruck s/2r einzusetzen, d. h. es sind alle 
mit dem Integral (I) proportionalen Resultate mit r/4 m multi- 
plizieren. 

Bei Durchsicht der Rechnung und Vergleich mit dem 
nach einer anderen Methode erhaltenen Ergebnis (vgl. die Be- 
merkung am Schlu6) hat sich jedoch noch eine zweite Korrektur 
ergeben, bei der es sich um einen Zahlenfaktor 2 handelt. 

Bei der Darstellung des Schwankungsstromes i d m h  eine 
Fouriersche Reihe (a. a. 0. S. 565, 656) ist die Darstellung 
benutzt : 
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Do 
i = C C k . s i n ( o , t  + tp,) , 

k=O 
T 

C, = + l j  - sin (rot t + yk). 
Hier ist T die gro0e Zeit, die die Grundperiode der Fourier- 
reihe bestimmt; j = i - i, ist die Wezhselstromkomponente dea 
Schwankungsstromes. (Die zweite Oleichung wtlrde f i r  das kon- 
stante Olied der Entwicklung ( k  = 0) nicht gelten, doch inter- 
essieren die konstanten Glieder, die sich auf die Gleichstrom- 
komponente von i beziehen, bei unserer Aufgabe nicht, da der 
Effekt immer unter Z wischenschaltung von Transformatoren 
oder Kapazitiiten gemessen wird, die zwar bis zu gentigend 
tiefeu E'requenzen ,,bildgetren" nbertragen, jedoch die Gleich- 
stromkomponente viillig annulieren) 

Mit dieser Einschriinkung sind jedoch die beiden hiu- 
geschriebenen Gleichungen vollkommen richtig, wie man durcli 
Einsetzen der zmeiten in die erste und unter Benutzung ge- 
laufiger Beziehungen leicht beweisen kann. Anderereeits ist 
unzweifelhaft ebenso richtig die Daratellung 

0 

wobei !T 

T 

B, = f Jj - sin (0, 1) d t  . 
Nun tritt folgendes Dilemma auf. Cka ist, wie sich durch 
Vergleich d i e m  Darstellnngen ergibt, = Aka + Bka. 

0 

statt 

zn berechnen (Gl. 7, S. 667) ksnn man also auch 

berechnen. Wendet man nun genau dieselben Uberlegungen, 
die auf der Zusammensetznog des Schwankungsstromes aus 
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unabhiingigen Elementarereignissen beruhen , und die frfiher 
(a. a. 0.) bei der Berechnung von CCk2 benutzt sind, auf die 
Berechnung von 2 A: und 2 Bk2 einzeln an, so erhiilt man 
filr jede einzelne dieser Summen denselben Ausdruck (GI. 12, 
S. 559) wie fdr C C t ,  also im ganzen jetzt fiir die aus A,P 
und B t  zusammengesetzte C C: einen doppelt so groSen Wert 
ale friiher. 

Dieser doppelte Wert ist nun nach meiner Ansicht der 
richtige und zwar aus folgendem Grunde. Bei der Auswertung 
der (noch richtigen) Gl. (9) (a. a. O., S. 557) wird die Voraus- 
setzung benutzt, dafl in dem Ausdruck 

j A t - j ' d t ' . s i n ( o , t +  yJ-sin(o,t'+rp;) 

die gestrichenen und ungestrichenen GrBBen voneinander un- 
abhangig sind fir alle Falle, in denen nicht t = t' und dem- 
nach j =j' ist. Das trifft deshalb nicht zu, weil wir in den 
GrBBen rpk noch Parameter vor uns haben, die von dem ge- 
samten zeitlichen Verlauf von j bzw. j' wahrend der ganzen 
Fonrierperiode T abhiingen. Es sind also hier die angestellten 
Unabhbngigkeitsbetrachtungen nicht zulllssig, wohl aber in dem 
Fall der getrennten Entwicklung mit den Koeffizienten A, und 
B,, in denen solche abhiingigen Parameter nicht mehr auftreten. 
Demnach wird jetzt (S. 559, unten): 

(e Elementarladung) C s = - e i  
k T O  

und ebenso ist die rechte Seite von (31. (13) (5. 560) mit 2 zu 
multiplizieren. Daraus folgt dam,  daf3 statt des Johnson-  
schen Korrektionsfaktors r /4 ,  mit dem der frUher berechnete 
Effekt zu multiplizieren ware, der richtige Wert durch Multi- 
plikation mit 7-12 zu erhalten ist. 

Nun zu den physikalischen Folgerungen. Unter den Voraus- 
setznngen der grundlegenden Betrachtung - Schwingungskreis 
mit Selbstinduktion J ,  Widerstand R und Kapazitiit C in 
Spannungeschaltung an ein Entladungsrohr angelegt, das den 
,,Schroteffekt" zeigtl) - wird nunmehr die dnrch die Summe 

4 - 

1) A. a. 0. S. 655. 
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der Partialenergien Ek = 4 A akz definierta Qeeamtenergie des 
Schroteffektes 

0 - Es = 2 . L e i , =  - O0 w, L e i ,  
R 

2r 29 (III) 
(0, Eigenechwingung des Schwingungekreieee , Q = L, 
r = - = - -  ) etatt Ql. (14) auf 6. 660 der ziti&n Arbeit, 

rdO1‘ 0 0  

Rs = 0.’ - oo L e io) . welche lautet : 

(Entaprechend eind dort die Gleichungen (14’) und (14”) zn 
berichtigen; in der letzteren Qleichnng ware fiberdies in der 
alten Formel 1 s  s ta t t  t2 im Nenner zu verbeeeern gewesen.) 

Urn dieee Qleichungen anechaulich zu denten, war nun 
friiher zunlichst vereucht worden, den sinnsfi3rmigen Strom von 
der Frequenz w, einzufiihren, der, in der Entladungsrahre 
flielend, im Schwingangekreie dae Hin- und Herpendeln einer 
elektrischen Energie bewirkt hhtte, die gleich der durch den 
Schroteffekt hervorgerufenen Energie & ist. %in eolcher 
Strom, von der Effektivamplitude c,, m d e ,  wie sich durch 
Spezialisierung von G1. (5), S. 555 a. a. 0. auf die Frequenz GI,, 

ergibt, im Schwingungskreis eine magnetische Scheitelenergie, 
und damit eine konstante Totslenergie 

( Q  

I, L 0*’ 3, = co’. - = co2. - 
rs  e’ (IV) 

hervorrufen. (Es ist hier noch zu bemerken, da6 dieee Ql.15) 
ftir die l$$ektiuwerte der PartialstrBme Ck, und nicht fth ihre 
Scheitelwerte, wie dort angegeben, richtig is t  Dies Versehen 
beechrlinkt eich aber auf (31. (6); die folgende Qleichung (W, 
a. a. 0. eetzt die Gl. (6) in der richtigen Form ein.) - Sol1 
nun e, so bestimmt werden, da6 E, = 5 wird, so ergibt sich 
am (III) und (IV): 

die eich von der Johneonschen Qleichung (2) nur darch den 
erwlihnten weiteren Korrektionsfaktor 2 unterecheidet. 
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Nun war fiir die frUhere entsprechende Gleichung : 

eine plausible physikalische Deutung gegeben worden, indem 
festgestellt wurde, dab dieser Strom co, bis auf den Faktor 
1/53, gleich der Wumel aus dem mittleren Schwankungs- 
quadrat der wilhrend aufeinander folgender Zeitintervalle 7 

iibergehenden GesamtstrOme ist. Die neue und unzweifelhaft 
richtige Berechnung fiihrt jedoch auf einen anderen Ausdruck; 
wenn die ,,Abklingzeit" des Schwingungskreises 

2 6s-  
4 

eingefiihrt wird, folgt jetzt: 

Dieser Ausdruck ist aber jetzt nicht so zu deuten, da6 
etwa statt des mittleren Stromschwankungsquadrates wilhrend 
der Zeitintervalle z jetzt das Schwankungequadrat wilhrend der 
Abklingzeiten 9. fur den auf den Schwingungskreis mit der 
Eigenschwingung 7 wirkenden Schwankungsstrom in Betracht 
zu ziehen ware, sondern 08 ist so (vgl. a. a. 0. S. 651), ale ob 
nur der s l a t e  Teil des auf die Zeitintervalle s bezogenen 
mittleren Stromschwankungsquadrates ma6gebend wilre, eine 
Beziehung, fUr die ich keine einfache Erklirung sehe. Ich 
muS gestehen, deb die frtihere, einleuchtende Formel mit daran 
schuld gewesen ist, wenn ich, den scheinbar entgegenstehenden 
exporimentellen Ergebnissen zum Trotz, an der Richtigkeit 
meiner Rechnung zuniichst nicht gezweifelt habe. 

Von welchem EinfluS ist nun die an Gleichung (14) an- 
zubringende Korrektur auf die berechnete Qrobenordnung des 
Effektes? Wenn es sich um Elektronen oder einwertige Ionen 
handelt, ist mit e = B = 1,66.10-18 Coulomb nach G1. (111), 
falls wir noch 

einsetzen, 

610 R 8 _ -  - -  
4 7 

1) Hier. war damala (S. 581, oben) der Faktor fl weggelassen 
worden. 
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n 4  4 & = - cu, Li, a 2,46. lo-''. - wo A i o ,  

d. h. r /2n9.  ma1 so groS a le  5. 561, unten berechnet. Mit 
den in der Verstlirkertechnik gebriiuchlichen Werten 9.1. = 3 
bis 30 ergibt das einen rund 20 bis 200 ma1 kleineren Effekt 
als frliher berechnet ; wenn also die Voraussetzungen unserer 
Rechnung zutreffen - und wir werden aus den korrigierten 
Resultaten sehen, da6 das docb, wenigstens der Qr66enordnung 
nach, der Fall ist - so bewegt sich die Schrotenergie & in 
den ma6gebenden Schwingungskreisen der Verstgrkeranord- 
nnngen zwischen 5 - 1 O-$$ und 5. technischen Energie- 
einheiten, wilhrend fiaher Qr66enordnungen bis Energie- 
einheiten berechnet wurden. Diese Korrektur ist deehalb be- 
sonders wichtig, weil eie zeigt, d d  in Verstkkeranordnangen 
(aber nicht i n  unserer spiiter zu beaprechenden Experimental- 
anordnung) die Schwingangeenergie des Schroteffektes in die- 
sel& Grb6enordnung Mlt, wie die Energie der Wiirme- 
echwingungen bei Zimmertemperatur, die nach 5. 545 (a. a,. 0.) 
4. technieche Energieeinheiten (Joule) bet- Es besteht 
weiter die Maglichkeit, durch geeignete Wahl der Schwingungs- 
h i s e  die Energie der Schroteffektschwingung unter die der 
Wibrmeschwingung herabzudrficken und so (NB. falls keine an- 
deren Stiirungen auftreten I), die elektriechen Freiheitsgrade 
ganzer Schwingungekreise in Verstarkeranordnungen, allein auf 
Qrund ihrer Wiirmeenergie bei Zimmertemperatur beispiels- 
weiae in einem Telephon ,,abznh6ren". 

Ee war dann, um die kleinste in einer Veratlirlreranord- 
nung noch meSbare Leistung zu bestimmen, die ,,Schrot- 
leistung" Ls berechnet worden, die der Schrotenergie E8 ent- 
epricht. Die richtige Rechnung ergibt nunmehr statt  QL (16), 
a. a. 0. S. 662, die Qleichnng: 

n e o, L i, 
r Ls = 

Bier geht nun die Dampfung dee Schwiogungskreiaes nicht 
mehr ein; die Storung der Veretiirkerleistung durch den 
Schrotsffekt und damit die kleinste aufnehmbare 8ignalenergie 
ist, im Gegensatz zu der Folgernng 1, S. 662 unten, von der 
Dbmpfong des Eingangskreiees unubiriingig. Dagegen bleibt 
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die Abhiingigkeit von der Eigenfrequenz des Eingangskreiaes 
bestehen, allerdings nur in quadratischem Anwachsen, wiihrend 
frtiher ein Anwachsen mit der 3. Potenz berechnet war. 

Setzt man wieder den Wert der Elementarladung a Air e 
ein, so folgt: 

Watt. a,, Li ,  Ls = 4,92* lo-'' - 
Die Grenzen dieser Scbrotleistung in den Eingangakreisen 

der Verstirkeranordnunngen') sind ca. und Watt; 
die Grenze infolge der Warmebewegung war c a  lo-'' Watt; 
Signalleistungen bis zu dieser GrbSenordnung lassen sich also 
bei im iibrigen idealer Anordnung noch verstllrken. 

Nun zur Bestimmnng des elektrischen Elementarqnantums 
aus dem Schroteffekt. Hier tritt, wenn man unserem gewisser- 
maBen durch die historische Entwicklung gegebenen Qedanken- 
gang folgt, eine Schwierigkeit auf. Ich hatte in meiner ereten 
Arbeit nur den Idealfall behandelt , daS das Entladungsrohr 
einen unendlich gro6en inneren Widerstand besitzt, also nicht 
seinerseits auf die in ihm flieSenden Schwankungsstrome eine 
Riickwirkung ausiiben kann. Diese Annahme war unter un- 
seren experimentellen Bedingungen, wo wir, um starke Effekte 
zu .bekommen, mit extrem hohen i,-Werten arbeiteten, jedoch 
keineswegs erfiillt, es handelte sich also jetzt mu die rechne- 
rische Lbsung eines allgemeineren Problems, das noch dadurch 
verwickelter wurde, daS der zur Messung der Spannungs- 
schwankungen am Schwingungskreis dienende Veret&rker in 
seinem Eingangskreis ebenfalls nicht einen praktisch unendlich 
hohen Widerstand besaS ; au6erdem war im Entladungsstrom- 
kreis des Bohres und am Verstilrker noch eine Kapazitllt zu 
beriicksichtigen. Herr H a r t  m an  n ist nun so vorgegangen, dal3 
er den ,,Schwankungsstrom", der den Schwingungskreis von der 
Eigenscbwingung 7 anregt, ein far allemal durch den oben 
berechneten sinusfirmigen Strom c,, ersetzte und eine dazn 

1) Wie in meiner zweiten Notiz (Ann. d. Phys. 20. 8. 79-81. 1921) 
hervorgehoben , kommt bei Rtihren, die unterhalb der Ionieiernngsspm- 
nnng der Beatgaee arbeiten, etatt dee Eingangakreieee der Schwingunge- 
kreie hinter der ereten Anode in Frage. 

- 
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geharige ,,elektromotorische &aft der SchwankungU aua dem 
inneren Widerstand dee Bohree beetimmte, woranf Bile reiteren 
Rachnnngen nach bekrrnntem Verfahren durchgdtthrt werden 
konnten. Diese Methode, deren Berechtigung daabh genanere 
nberlegungen geetiitzt wird, grttndet eich aber itioah darauf, 
daS auSer der Eigenschwingung T dee Schwingungeh.eiees, die 
die Periode diesee Ersatzetromea co beetimmt, keine weiteren 
Konetanten der verechiedenen Stromkreiee in den Wert von 
co eingehen; und wenn jetzt, nach Gl. (VI) der ,,Eraatzstrom" co 

von der Abklingzeit 19 des Schwingungekreiaee abhlingig iet 
(etatt, wie frtiher, nur von der Periode T), 80 lHBt eich nicht 
ohne weiteree iibersehen, ob und wie in d i e m  Abklingzeit der 
endliche Rohrwiderstand nnd der parallel gelegte Widerstand 
der VeretkrkermeSanordnung zu bertickeichtigen iet. Sicher 
a d e  man durch eor@tige oberlegungen ancb anf diesem 
uneerem bieherigen Wege zn dem weiter nnten anzngebenden, 
eehr einfachen Reaultat kommen; zweckmlSiger ist 88 jedoch 
wohl jetzt, echon bei der Berechnung der Partialenergien 
(a. a. 0. S. 665) den verallgemeinerten Stromkreis ein- 
aufnhren. 

Die nachetehende Fig. 1 etellt schematiech die Verall- 
gemeinerung des dort behandelten Schwingungskreieee (a. a. 0. 
Fig. 6, S. 654) dar, die der Verencheanordnnng von Herrn H a r t -  
mannl), Fig. 8, zngronde lie& L, R sind wieder Selbetinduktion 
und Wideratand (einechlie0lich Verluetwiderstand) der verwen- 

Fig. 1. 

defen Spule, C iet die Kapazitht dea Schwingungekreieee, Ri iet 
der 0 hm ache Wideratand dee Gltihkathodenentladungarohres, 
Ci seine (nach den Unterauchungen Herrn H a r t  ma nn e dnrch 
WlirmetriLgheiteeffekte der Elektronenemiseion mitbedingte) 

1) C. A. Hartmann,  Ann. d. Phye. a. 5. 66. 1921. 
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scheinbare Kapazitat, R, und Ckl) endlich der Ohmsche Wider- 
stand und die Kapaaitiit des Eingangskreises der benutzten 
Verstarkeranordnung, die j a  mit einer WC-Kopplung im Ein- 
gangskreise benutzt wurde. 

Es handelt sich nun zunachst wieder nm die Aufgabe, die 
Anregung des Schwingungskreises L, R, C durch einen der 
sinusfdrmigen Partialstrome beliebiger Frequenz zu untersuchen, 
in die wir, gemiiS unserer Fourierzerlegung, den Wechsel- 
strombestandteil des korpuskularen Entladungsstromes auf- 
geteilt haben. Der friihere Ansatz (S. 555) ging davon aus, daS 
die Momentanspannungen in beiden Zweigen des Schwingungs- 
kreises L, R, C gleich sein miissen. 

Unter den neuen, verallgemeinerten Verh&ltniasen gehen 
wir besser von einer Strornbilanz aus. Bezeichnen wir den 
Momentanwert des Partialschwankungsstromes wieder mit i, so 
konnen wir fiir die beiden Elektroden der Rohre, die Punkte 
Pl und Pz, die Bilanz aufstellen, daS dieser Schwankungsstrom 
gleich sein muS der Summe der nach auSen abflieSenden 
Strome, vermindert um den ,,Riickwirkungsstrom", der infolge 
der Spannungsschwankungen zwischen PI und P, in der Rohre 
selbst auftritt. Durch geeignete Festlegung der Stromrich- 
tungen - indem wir alle Striime in Richtung von PI nach P8 
positiv rechnen - wird der Schwankungsstrom entgegengesetzt 
gleich der Summe alier uuter der Wirkung der Spannungs- 
schwankungen zwischen PI und Pa in den verschiedenen Zweigen 
flieBenden Strome , eiiischlieSlich des Ruckwirkungsstromes. 
Man kann also, wie man sofort sieht, die ganze Anordnung 
Fig. 1 als einen einheitlichen Schwingungskreia mit verschie- 
denen, parallel geschalteten Kapazitilten C, C, und C,, einem 
Serienwiderstand R und den Parallelwiderstanden Ri und R, 
auffassen, der von au6en an den Punkten P, und PB (oder an 
anderen, mit diesen kurzgeschlossenen Punkten) durch einen kon- 
stanten iiu6eren Wechselstrom zu erzwungenen Schwingungen 
beliebiger Frequenz angeregt wird. 

1) Dime, von Herrn Hartmann benubte Beeeichnung iet nicht 
mit dem partiellen Schwankungeatrom Q meiner ersten Arbeit zu ver- 
wecheeln! 
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Bezeichnen wir den durch L und R fliebenden Strom 
mit J, wZLhrend wir fiir die in allen anderen Zweigen flieben- 
den Momentanstriima gleich ihre Abhlngigkeit von dem Poten- 
tidunterschied Tp, - Vp, = cl, einfilhren, so erhalten wir 
folgende Bilanz: - 

wobei das letzte Glied, nach bekannten Formeln, den zur Auf- 
ladang der Kapazitiiten nMigen Strom darstellt. 

Setzt man hier noch 
1 1 1 c + ci + c, = C,, + 

(so da6 also p der Kombinationswiderstand von Rohr nnd Ver- 
starker ist), so iereinfacht sich (VII) zu: 

Jetzt erst fiihren wir die Gleichung 
d J  
d t  

@ = - A -  + H J  

und die differenzierte Gleichung 
d 0 dY J ds  J 
d 1 d t’ d t  

--=-AI/- + A -  

in (VIl’) eiii und erhalten: 
d s J  

oder 
R 

d 2 J  ‘ + P  1 d J  i - + C , L  J - ( + + q F ) r - - -  
d l *  4 L 

Das ist, bis auf das negative Vorzeichen von i (das dnrch 
die einheitliche Festeetzung der Stromrichtung gegentiber der 
friiheren anderaartigen Definition bedingt ist), die der zweiten 
Gleichung S. 555 entsprechende Gleichung, die die Form einer 
reinen Schwingungsgleichung hat. Diese Gleichung vereinfacht 
sich noch weiter, wenn wir schon jetzt don Bruch RIP, der 
bei der MeSanordnung etwa den Wert 10-6 hat, gegen 1 ver- 
nachliissigen. Bezeichnen wir dann , entsprechend wie frfiher, 
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den Ausdruck l /CIA mit wla (Eigenschwingung des Kreises 
unter Beriicksichtigung der Zusatzkapazitilten) und den Ausdruck 

(Dilmpfungskonstante unter Berucksichtigung der ilu6eren Neben- 
schlu6widerstilnde), so erhalten wir formal gaoz dieselbe Glei- 
chung wie friiher: 

d'J d J  dtc + w l a J -  Q~ dt =- w12i, 

ao da6 die weitere Rechnung genau in derselben Form ver- 
liuft, und nur statt der Gr06e r ebenfalls die Gr66e 

r , = Q I = -  R 1 
(V1l-I) 0 1  0, I, + 
auftritt. 

wird 8180 schlieSlich, entsprechend Gl. (T,II): 
Die mittlere Schrotenergie des Schwingungskreises & = mk 

Von hier gelangt man nun sehr leicht zu der der Har tmann-  
sohen Formel (10) (S. 69) entsprechenden Formel, die den Zn- 
sammenhang zwischen der elektrischen Elementarladung und 
dem Effektivwert der Spannungsschwankung P' von der Fre- 
quenz w1 an dem Ende des Entladungsrohres darstellt. 

Nimmt man nilmlich, wie das bei schwachgedilmpften 
.Schwingungen zuliissig ist, an, daS der Verlauf der elektrischen 
und magnetischen Vorgiinge im Schwingungskreie mit hin- 
reichender Annilherung als rein sinusfdrmig (und zwar hier 
von der Periode wl) betrachtet werden kann, so besteht 
zwischen dem Scheitelwert der magnetischen Energie in der 
Selbstinduktion A, aus dem wir die Energie berechnet 
hatten, nnd der Effektivspannnng P an den Enden der Selbst- 
induktionsspule die Beziehung : 

die man leicht verifiziert, indeni man sowohl & wie P' durch 
den in der Spule flie6enden Wechselstrom (der ebenfalle 
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periodisch von der Frequenz cu, angenommen werden kann) 
ausdriickt. l) 

1;  Znr Erliiuterung der h i e h u n g  (X) ewiechen der berechneten 
Ueearntenergie Es dea Schrote&ktee und dem Quadrat der gemeuwenen 
Spannungsschwankung sind noch einige Bemerknngen natig, da hier 
ein Widersprnch vorhanden LU win echeint. Ee mheint sunEcbt, ale 
ob bei dem Abh6ren mit dam Telephon und Vergleich der Intenritat 
mit der einee reinen Tones nicht die Genamtenergie, die wir M h -  
neten, gemeoeen nfirde, Bondern nur eine Partialenergie, eben die, die 
der reinen Schwingung entepricht. Aber eelbat, wenn man davon abeieht 
und annimmt, do6 wirklich Mi t t e lwd  der S p a n n u n g e d m k u n g e n  
(etwa durch ein Hitzdrohtinetrument) gemeseen wiirden, 80 bt nicht 
ohne weiteree einmeehen, wie dieser Mittelwert mit dem der partiellen 
s t r o menergbn in der Spule, & = L a&' ZUMmm8nhmn roll, die 
ja fiir die Frequene und die ihr enteprechende Partialepannung 1;' 
den Wert haben: 

Denn wceo auSer der Spannungaschwankung eelbet noah etwaa andere8 
ale die im Endapparat (hinter dem Versthker) gemeenene mittlere 
Energie in Frage kommt, 80 iat ea nicht eine Eigenmhaft der Sehwin- 
gungaspule (L und R),  eondern h6chatena die (frequenmbhllng*ge) Im- 
pedanz und Veretiirkung der Verstiirkerschallung, eowie die Frequene- 
abhbgigkeit der Eigenechaften dee Mehpparates. 

Dae iet in der Tat riahtig, macht aber f i r  daa Reeultat versehwin- 
dend wenig aun. Denn wenn man wirklieh den Mittelwert von F'il 
bildet, 80 findet man, da6 bie auf Faktoren, die sich auf die Eigen- 
schwingung m, besiehen, m a r  jetxt etatt dee Integral8 S, dus Integral: 

(a9 + r4 d z s' (1 - a9y + 9 2 9  

wftritt. Dm ist aber wegen der am Anfang Lervorgehobenen Oleichheit 
der Integrale (8,) und (8,) einfach gleich ( 1  + P)*n/%. 

Sohnge nun r = R/o,, L (wir brauchen hier den idealiaierten und 
den vedgpmeinertsn Fall nicbt aueeinandermh.lfen) Hein gegen 1 
ist, wie wit immer angenommen haben, ist diem Integral einfrch wider 
= n/Br zu Betaen, die Bereehnllng von 2 VL* f f h t  .Iro LII keinem 
anderen Wert wie die von ZEk. Mit noch gr66erem Beaht kann man 
aber dann die noch vie1 geringere F'reqaensabhhgigkeit der VentkLer- 
impedane und Veretkkung in dem in kommenden Glebid ver- 
naehlHeaigen. Und was achlie6lich die humonirehe Awlese einer reinen 
Frequem durch dae Ohr betrm, so kommt es hier offenbar nur darauf 
an, daS des Ohr nicht echQrEer ,,mawPhlt" plr der Sahwbpqpkreis 
eelbat, WM bei den von une bematsten schwaohen b p f m g e n  wohl 
gewiihrleistet iet. 

A d e n  der PhrmIk. IV. Folgn. 68. 11 
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Aus (IX) und (X) folgt: 

- 0 1  - w1 Leio  oder L p ' = .  - 
0,'L'+h? -- 

Hier ist R/wl L von der GroSenordnung 'Iloo (Hartmann, 
5. 63, Tab. S), d. h. (B/(ul Lj2 ist von der GrbSenordnnng 
also neben 1 vollstiindig zu vernachlissigen. Wir erhalten 
also statt (XI): 

~ " 2  = TI-- - 04 r1 ei,. (XI.) 2r,2 

Hier gehen wir nun auf die Definitionsgleichung (V11) fur rl 
zuriick. Es ist 

9LP 

R 1 R 
T1 = - 0, L + 0, c, P = "1 (FL- + +) 9 

da (ulaLC1, das im zweiten Nenner auftritt, definitionsgemiil3 
= 1 ist. Nun sieht man aber leicht, da6 das Klammerglied, 
dae sich in der Form 

schreiben liifit, nichts anderes ist als der reziproke Wert des 
von Hartniann mit 2 bezeichneten absoluten Betragee des 
Kombinationswiderstandes unserer ganzen Schwingungeanord- 
nung Fig. 1 bei Resonanz; und m a r  gilt dies oline jede Ver- 
nachliissigung. 

Also : 
O L  

1'] = 

O L  I- - 2  
rl 

(m 2 '  
oder 
(XU) 

(XIII) 
(XI? erhiilt also schlieSlich die E'orm: 

p'z = L r a - e  z' *@pi,, 
2 

woraus: 
2 2' .- V'9 e =  

%'4clJl i" 0, L 
') Die Zerleguag der recliten Werte in Faktoreu mit l/yI9 und +, 

ttrfolgt mit RUckeicht auf die beabeichtigte Heraueschiilung dea Kor- 
rektionsfaktore. 
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Vergleichen wir das mit der Hrrrtmsnnschen Formel(lO), S. 60 
1 . 1  I 

e =  k" I,),, %' .i ' 

so sieht man, daS beide E'ormeln identisch sind bis auf den 
Faktor 2Z'/o, 1; oder, nach (XII) 2 / r l ,  da unsere Grb6e o1 
mit der Frequenz der H a r t  m an nschen Formel identisch 
ist. (Die Eigenschwingung wo ist dort jedeemal mit Hilfe der 
Stimmgabel an der fertigen Schaltung, also unter Znschaltung 
der Rapazitliten Ci und C, bestimmt.) 

Die Berllcksichtigung der komplizierteren Stromkreise hat 
mit den begangenen Vernachllesigungen 

also zu eioem sehr einfachen Resultat gefiihrt: der Kor- 
rektionsfaktor 2 / r ,  der bei dem idealen Stromkreis mzu- 
bringen geweaen ware, wird bei dem Stromkreis mit Rohr- 
ruckwirhng und Verettirkerimpedaiiz einfach zu dem ent- 
sprechenden Faktor 2/r,, wobei r, das Diimpfungsverhliltnis 
far diesen komplizierteren Kreis bedeutet. 

Damit wird nun anch die Korrektur unserer friihereii 
Resultate eehr ainfach. Die Werte von Z' und L sind fiir 
alle in Frage kommenden Werte von fi1 au8 den Tabellen 6 
(S. 63) und 8 (8. 69) von Herrn Har tmann zu entnehmen 
(a1 gleich dem Hartmannechen roo), und man w h a t  80 die in 
der 1. und 4. Spalte der umstehenden Tabelle angegebenen 
Werte. Wie man sieht, ist Z'/a, L von der GrB6enordnnng 100, 
2 Z ' / w ,  L also etwa 200, rind die frilheren zu kleinen Werte 
von 8 kommen damit in die richtige Gr66enordnung. Die ge- 
muen Resultate sind aus den Spalten 3 und 6 zu ereehen. 

Graphisch sind die nenen Resultate in Fig. 2 dargeetellt, 
die der Fig. 9 der Hartmannechen Arbeit entspricht, und die 
die berechneten Werte von 8 (in Einheiten von Coulomb) 
81s Funktion der Eigenschwiogung o1 des Schwingnngakreiees 
daretellt. Der Standardwert der elektrischen Elementarladung, 
6 P 1,66. Coulomb, iet dabei als gestrichelta gerade Linie 
eiogetragen, und man sieht ohne weiteres, da6 ein West von 
dieeer GrBBenordnung fk den ron me beobaohteten Wekt 

1 9  
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Tabelle. 

1500 
2400 
3000 
3200 
3500 
4000 
4500 
5000 
6000 
7000 
8170 
9400 

10000 
10700 
12000 
14000 
15000 

2' 
"1 L __  - 
69,5 

110 
162 
156 
159 
157 
152 
148 
142 
134 
123 
111 
108 
108 
92,s 
79,8 
74,4 

I I 1 1 6 -  
, = 2JlA I io - 2 0 U  

z' 
'riohtig 1 
4,1 116 

___ ~. 

4,6 .10-~~/  63,t 

109 
108 
101 
94,9 
89,l 
85,5 
76,Q 
68,4 
60,6 
64,O 
50,8 

40,6 
35,3 

~dahtig 

3,4 1 0-l8 
2,Q 
292 
1,1 
097 
016 
095 
190 
027 
0,44 
0,13 
0,15 
0,17 
0,10 
0,18 
0,09 
0,32 

Fig. 2. 

cine aiiegezeiclmete Iiedeutung Iiaben muS, da er iingefahr den 
Mittelwert nller Messnngen darstellt Diem nunmebr ricbtige 
Qrihumori)anng der an8 tlem Effekt bemchneten Werte fur 
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zufaillig zu halten, ware wohl ein bedentend lrfihnerer scbritt 
als unsere frlihere - a d  dem hlech berechneten Resultat ad- 
gebaute - Annahme, d& die hlsche Gr6Senanordnung durch 
gewiese Unzullinglichkeiten der Voraussetzungen vorget&wcht 
sei, denn die Grtinde, weshalb ein physikalisches Rewltat sich 
auders ergeben kann, ale man erwartet hat, i n d  doch iiber- 
wiegend zahlreich - besonders wenn man die Mbglichkeit von 
Rachenfehlern noch einschlieBt - gegeniiber der W a h h e i n -  
lichkeit, da0 das wirhliclre Eintrcfen eines erwarteten Reedtats 
ganz andere Grilnde hat, ale die erwarteten. Wir wiirden also 
in uneeren Versuchen nunmehr - wenn es aberhaupt zurzeit 
noch nbtig ist, hierftir Beweise zu sammeln - einen weiteren 
Beleg fth dae Auftreten einer clektrischen Elementarladung von 
der ungefiihren GroSe 1,68* Coulomb bei den thermiechen 
Entladungevorgfngen im Vakuum erblicken. 

Was ich weiter zur Diskussion der feineren Eigenschaften 
des beobachteteu Effektes zu sagen habe, mbchta ich jedoch, 
ebeneo wie die fruheren bei Herrn Hartmann (5. 74-77) 
wiedergegebenen Uberlegungen, nnr a h  Vermutung auBern, mit 
allen durch die Ungenauigkeit der Messungen und die Kom- 
pliziertheit der Erecheinungen bedingteti Vorbehalten. Ich 
miicbte zuniichst bemerken, da0 ich mich auf Grund der in 
Fig. 2 wiedergegebenen Resultate nicht ohne weiteres der 
Meinung von Herrn Johneon anschlieSen kann, daS wir  es 
hier mit einer Entladung zu tun haben, bei denen ganze 
Gruppen von Elektronen auf einmal ausgesandt werden. Wenn 
dies ausschlie0lich und regelmilBig mit der gleichen Zahl von 
Elektronen in jeder Grnppe der Fall wiire, 80 mfiSte eioh das 
Resultat der Messungen in Fig. 2 durch eine zum Standard- 
wert parallele Gerade darstellen lassen, deren Abetand von 
iler Absziese ein ganzes Vielhches des Standardwertes iet. 
Aber auch wenn ungleiche, aufeinander nicht rlickwirkende 
Oruppen von Elektronen ausgesandt wiirden, ware, wie die 
genauere herlegung zeigt., eine solche Gerade zu erwartm, 
deren Hiihe eich aus der Wahrscheinlichkeit dee Anhetens 
der verschiedenen Gruppen berechnen l i e h  ; keinesfalls wgrc 
jedoch eine Frequenzabhkgigkeit des berechneten Elementar- 
quantum8 dadurch zu erkl&ren. 

Um es kurz zu sagen: es scheint mir, dab uneere An- 
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nabme einer thermischen Nachwirkung, einer Beeinflussung der 
Elektronenemission an irgendeiner Stelle durch die dort kurz 
vorher ausgetretenen Elektronen, durch die Korrektur, welche 
unsere MeSresultate durch Herrn Johnson erfshren haben, 
nicht widerlegt ist, sondern fast noch etwas an Wahrschein- 
lichkeit gewonnen hat  Denn wenn aus den frtiher aogestellten 
ffberlegnngen (5. 76, Mitte) eine ,,gunstige Beeinflussung" der 
Schwankungen in den F a e n  gefolgert wurde, wo das ,,sterile 
Gebiet" nach *la Perioden UIW. sein Maximum erreicht hat, 
so stand dem bisher die auf diese Weise nicht zu deutende 
Tatsache gegeniiber, da5 der ganze Effekt fur alle Frequenzen 
etwa 300 ma1 schwiicher war als erwartet, so daB stets nur 
eine ,,ungtinstige Beeinflussung" zu konstatieren war. Nach 
dem korrigierten Ergebnis Fig. 2 schwankt jedoch der berech- 
nete Wert der Elementarladung urn den Standardwert h e m  ; 
die Maxima, deren Amplitude iibrigens mit zunehmender Fre- 
quonz abnimmt, liegen z. T. wesentlich iiber dem Standardwert. 
Ferner ist jetzt ein weiteres Maximum, bei ca. w1 = 1800, 
wenn auch sehr unbestimmt, zum Vorschein gekommen. Soviel 
man aus den Kurven, in denen jetzt die Wellenlinien genau 
den Messungen entsprechend, und nicht, wie frilher, ausgleichend 
durchgezogen sind, entnehmen kaiin, liegen die Maxima jetzt 
etwa bei folgenden Frequenzen: 

1800 6300 10000 ? 15500. 

Dieso Schwingungszablen verhalten sich wie : 

1 : 2,9 : 5,6 : ? : 8,6, 

also innerhalb dor MeSgrenzen wie: 

1 :  3 :  5 : ? : 9 .  

Die Ubereinstimmung mit der thermischen Ruckwirkungs- 
theorie, die eiiien ,,Begunstigungseffekt" erwrtrten last, wenn 
die ,,sterile Fhche" nach 'la, 3/a, 6/,, :I,, O/* Perioden ihren 
Maximalwert erreicht hat, also, bei gegebener Entstehungszeit 
der maximalen sterilen FIBche, bei Freqnenzen, die sich wie 
1 : 3 : 6 : 7 : 9 usw. verhalten, kann nattirlich eine znfallige 
sein, doch habe ich diese Beziehungen immerhin ftir der Er- 
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w h u n g  wert gehalten. Wenn qese tfberlegungen e k e  reelle 
Basis haben, miiSte daa Maximum bei 1800 iibrigens das erste 
iiberhaupt auftretende sein, nnd die Kurve diirfte, ehe sie aich 
bei kleinen Frequenzen aperiodisch dem Standardwert nlihert, 
nur noch ein Minimum vorher besitzen. Die natiirliche Extra- 
polation der Kurve scheint dem jedenfalls nicht zu wider- 
sprechen. 

Weshalb von dem dritten Maximum an die scheiubaren 
E -  Werte unter dem Standardwert liegen, weshalb bei hiiherem 
Siittigangsstrom die ,,Begiinstigungseffekte'i anscheinend mehr 
unterdriickt und nnr die schwankungsuerkleinernden Wirknngen 
starker werden, und weshalb bei w1 = 15000 wieder eine so 
ausgesprochen aneteigende Tendenz des scheinbaren e- Wertes 
auftritt, mu6 Uberhaupt noch vollig offen bleiben. Beachtens- 
wert erscheint mir jedoch auf alle Fiille die Tatsache, dat3 deer 
Untemchied zwischen den Werten fur i,, = 2YB nnd 20Nd 
durch die Korrektur von Berm Johnson nicht herabgedrtickt 
worden ist, wie ich zunlchst vermutet hatte, sondern ver- 
grzi6ert; es scheint mir das jedenfalls auch zuyunsten einer 
thermischen Beeinflussung zu sprechen. 

Herr Johnson hat, au0er dem Rechenfehler, noch die 
,,bedenkliche Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnnng" in 
meiner Ableitung der Schwingungsenergie des Schroteffektee 
beanstandet. Vielleicht beseitigt die zweite hier angebrachte 
Korrektur (Eksatz der ,,kohlirentenu Fourierdarstellung durch 
die gewohnliohe, mit zwei ,,inlrohlLrentenl' Beihen) einige weitere 
Bedenken in d i e m  Richtung; fkeilich bleibt die Ableitung 
dabei immer noch schwierig und untibersichtlich. Da0 der 
Gledankengang jedoch noch weitere tutsacMichc Fehlechltisse 
enthilt, glaube ich nicht, und zwar habe ich da ein Argu- 
ment, daa ich nicht unterdrficken kann, obwohl die Situation 
dadurch fur uns nicht gerade verbessert wird. Schon im 
Jahre 1920 habe ich von Herrn Ornstein in Utrecht eine 
Zuschrift erhalten, in der er eine Berechnnng des quadratischen 
Mittelwertea der Stromstgrke J im Schwingungskreis a d  Grand 
einer ganz anderen, von ihm schon in anderen Fiillen benutzten 
Methode durchgeahrt hat, welche zu einem von dem meinigen 
abweichenden Ergebnis fuhrte. Wie sich jetzt feststellen lid, 
entapricht die Orus  teinsche Rechnung, iiber die damala wegen 
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Zeitmangel keine vallige Kliirung erzielt werden konnte, genau 
dem nach meiner Methode berechneten, nunmehr korrigiertan 
Resultat, so da6 an der tatsachlichen Berechtigung meiner 
Wahrscheinlichkeitsbetrachtung wohl kein Zweifel besteht. Be- 
dauerlich ist nur, daS wir nicht schon friiher versucht hahen, 
die Resnltate Herrn Hartmanns nach der Ornsteinecbn 
Formel, die, wie sich jetzt herausgestellt hat, die richtige war, 
auszuwerten. 

Sieinensstadt,  den 23. Mara 1922. 

(Eingegangen 30. Miire 1922.) 

Xusatz bei der Korrektur. 2. 6. 22. Wie ich einer freund- 
lichen Zuschrift Herrn Johnsons,  nach Ubersendung des 
Manuskripts dieser Arbeit entnehme, hklt er nach Einfihrung 
des zweiten Korrektionsfaktom 2, der dic ,,zu groSenrr e-Werte 
reduziert , seine Hypothese der ,,Gruppenemission" von Elek- 
tronen nicht mehr fur unbedingt notwendig. Die Annahme 
eines Abkuidungseffehtes durch einzehe Elehtronen sei zwar merk- 
wiirdig, aber doch nicht merkwiirdiger als die urspriingliche 
Hypothese des Schroteffektes selbst, daS nHmlich durcli dio 
$:mission einzelner Elektronen abhorbare Diskontinuitaten im 
S:romlibergang auftreten konnten. - Die mahrscheinlichkeits- 
theoretischen Bedenken Herrn J o h n  sons richteten sich, wie 
er mir mitteilt, hrruptsgchlich gegen die Anwendung der 
Fourierzerlegung auf eine vollstindig cliaotische Reihe von 
Ereignissen ; das Ergebnis scheine nun doch schlie6lich die 
Methode zu rechtfertigen. 

Druck von Metrpr k \Vittlg In Ialpsig 


