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3. Theorie der Pigmente von gripfter Leuchtkraft;
von Erwin Schrédinger,

§ 1. Problemstellung.

Die Farbe des Lichtes, das von einem Pigmentaufstrich
zurfickgeworfen wird, erreicht hekanntlich niemals jenen Grad
von Sittigung, den reine Spektrallichter besitzen, sondern er-
scheint neben dem reinen Licht gleichen Farbtons stets mehr
oder weniger weiBlich. Sie liBt sich aus ihm und einer ge-
wissen Menge weiBen Lichtes ermischen. Die Unmdglichkeit,
Farben von spektraler Sittigung durch Pigmente zu verwirk-
lichen, ist nicht eine technische, sondern bis zu einem gewissen
Grade eine prinzipielle. Sie ist dadurch bedingt, daB die
Mischung zweier Spektrallichter,” die im Spektrum nicht zu
weit voneinander entfernt liegen, einem bestimmten zwischen
ihnen gelegenen Licht zwar im Farbton Meicht, aber im all-
gemeinen weiBlicher ist als es. Um die volle Sittigung eines
Spektrallichtes zu erreichen, miiBte also das Pigment wirklich
nur einen infinitesimalen Wellenlingenbereich remittieren,
alle anderen vollstindig verschlucken. Dann witrde es uns
aber natfirlich — wie schon Helmholtz bemerkt hat —
auBerordentlich dunkel, im Grenzfall schwarz erscheinen.

Pigmente von spektraler Sittigung lassen sich im allgemeinen
(auf die notwendige Einschriankung kommen wir sogleich zuriick)
nur in verschwindender Lichtstirke herstellen. —

Anschaulicher wird der Grund fir die WeiBlichkeit aller
Pigmentfarben durch Betrachtung der Newton-Konigschen
Farbentafel. Er liegt in der Konvexitit der Spektralkurve
RGV (vgl. Fig. 1. Die Farbe des Pigments wird dargestellt
durch den Schwerpunkt einer gewissen linearen Massenver-
teilung entlang der Spektralkurve, welche Massenverteilung
durch die Remissionsfunktion (Remissionskoeffizient als Funktion
der Wellenlinge) und durch die Beleuchtung bestimmt ist.
Dieser Schwerpunkt P wird im allgemeinen ins Innere des
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reellen Farbensegments (begrenzt von der Spektralkurve und
der ,,Purpurgeraden* R 7) fallen, demnach aus einem gewissen
Spektrallicht § und weiBem Licht #  oder eventuell aus #
und einem hestimmten Purpurgemisch) ermischbar sein.

Eine Ausnahme erleidet dieser Sachverhalt nur dann,
wenn die Remission ganz auf das kurzwellige oder ganz auf
das langwellige Ende des Spek-
trums beschrinkt ist, derart, daB
die Masgenverteilung entweder nur
von / bis J (i ca.475 pu) oder nur
von R bis O (4 ca. 630 uy) reicht.
Diese Endstiicke der Spektralkurve,
deren angegebene Grenzen iibrigens
naturgemiB unscharf sind, sind -
nach Ké&nig streng geradlinig. Die Schwerpunkte solcher
Pigmente wiirden also auf die Spektralkurve fallen, sie wiirden
den betreffenden Spektrallichtern an Sattigung nicht nachstehen.

Rot-orange und indigo-violette Pigmente lassen sich in end-
licher (wenn auch sicher nicht sehr erheblicher) Lichtstirke und
vollkommen spektraler Sitiiguny herstellen.

Zu erinnern ist noch, daB die Punkte R urnd 7 je einem
endlichen Wellenlingenbereich, niémlich den beiden monochro-
matischen Endsticken des Spektrums (bis 2 = 655 bzw.
A = 430) entsprechen, daher je eine endliche Punktmasse auf-
nehmen (nicht bloB eine Liniendichte), wenn in dem betreffenden
Endstiick Remission stattfindet.

Man kann nun fiir irgendeinen Punkt der Rot-orange oder
der Indigo-violett-Strecke, und ganz ebenso fiir einen Punkt
der Purpurgeraden die Frage aufwerfen, in welcher maximalen
Lichtstiirke er sich durch ein Pigment verwirklichen 1aBt. Man
kann weiterhin — auf die duBerste, mit reinen Lichtern er-
reichbare Sittigung zugunsten der Lichtstdrke verzichtend —
dieselbe Frage stellen ftir Punkte, welche der Berandung des
Segments mindestens nahe liegen. Und so wird man dazu
gefilhrt, schlieBlich fiir einen beliebigen Punkt der reellen
Farbfliche zu fragen:

In welcher mazimalen Lichistirke liPt sich dieser Punkt
durch ein Pigment verwirklichen und wie miissen die Pigmente,
d. k. ihre Remissionsfunktionen beschaffen sein, welche das leisten?

Fig. 1.
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Die Beantwortung dieser Frage ist Gegenstand der vor-
liegenden Notiz.

Denkt man sich in der Farbenebene irgend drei nicht auf
einer Geraden liegende Bezugspunkte gewahlt, mogen es nun
die K6nigschen Grundempfindungspunkte sein oder Punkte,
die drei reellen Eichlichtern entsprechen, oder sonst irgend
drei Punkte im Innern oder auBerhalb des reellen Farben-
segents, und denkt man sich die Einheitsquanta fiir diese
Punkte irgendwie festgesetzt, so pflegt man bekanntlich jede
Farbe durch ein Zahlentripel zu definieren, nimlich durch die
Quanta der drei gew#hlten Grundfarben, aus denen sie im
eigentlichen oder uneigentlichen Sinnel), zu mischen ist. Als
Verhiltniszahlen betrachtet, bilden die drei Eichwerte die pro-
jektiven baryzemtrischen Dreieckskoordinaten?) des die Farbe
darstellenden Punktes bezogen auf das Grunddreieck als Ko-
ordinatendreieck. Die Summe der Eichwerte ist die Masse
des darstellenden Punktes und wird als Quantum oder Quan-
titdit der Farbe bezeichnet. Sie ist zwischen Farben von ver-
schiedener Lage des darstellenden Punktes (Farben verschiedener
wReizart®, wie von Kries treffend sagt) keineswegs ein Maf
ihres Helligheitsverhiltnisses, auBer — vielleicht — bei ganz
bestimmter Wahl der KEinheitsquanta der gewihlten Grund-
farbens, eine noch unentschiedene Frage, die hier aber gar
nicht angeschnitten zu werden braucht.

Fir Farben gleicher Reizart (die in denselben Punkt fallen,
durch bloBe Anderung der objektiven Intensitiit gleich gemacht
werden konnen) ist die Quantitit der objektiven Intensitit
proportional, demnach sicherlich — ceteris paribus — ein
monotones MaB der Helligkeit. KErginzen wir also unsere
riumlich zweidimensionale Darstellung des Farbengebietes zu
einer dreldlmensxonalen dadurch, daB wir in jedem reellen

1) Im uneigentlichen Sinne mischbar nenne ich eine Farbe, die
aulerhalb des gewiihlten Grunddreiecks liegt, fiir die daher ein oder
zwei Eichwerte negativ ausfallen. Die konkrete Bedeutung hiervon ist
bekannt.

2) Als ,baryxentrisch’ bezeichne ich ein Dreieckskoordinatensystem,
dessen . Linheitspunkt” in den Schwerpunkt des Koordinatendreiecks
fillt. Diese Tatsache ist nicht zu verwechseln mit der willkiirlichen,
aber bequemen und daher meistens durchgefiihrten Verlegung des Wesg-
punktes in den Schwerpunkt.

Anuoalen der Physik. IV. Folige. 62, 40
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Farbpunkt sein Quantum senkrecht zur Farbentafel als Ordinate
errichten, so werden die Pigmentfarben groBter Quantitat oder
groBter Lichtstirke oder von — ceteris paribus — gréBter
Helligkeit, nach denen wir gefragt haben, eine Fliche iiber
dem reellen Farbensegment bilden, die in der Mitte irgendwie
verijuft und entlang dem gekrimmten Teil der Berandung zum
Ordinatenwert Null, entlang den drei geradlinigen Randstiicken
zu kleinen, in stetigem Kurvenzug aneinanderschlieBetden
Ordinatenwerten herabsinkt. Diese Fliche, zusammen mit den
drei von den Randordinaten gebildeten vertikalen Wianden und
der gewdhnlichen, Fig. 1 dargestellten, reellen Farbenfliche als
Basis bdegrenzt das Gebdiet der durch Pigmente darstellbaren
Farben in unserer dreidimensionalen Darstellung, die wir
itbrigens nur fir den Augenblick zur Veranschaulichung gewihlt
haber und "auf die weiter kein Gewicht gelegt wird (sie ist
unpraktisch, weil dem Kehlen objektiven Lichtes nicht ein
Punkt, sondern die ganze Basisfliche entspricht)

Alles bisher Gesagte gilt fir jede beliebige Beleuchtung
der Pigmente, nur muB dieselbe von vornherein ihrer genauen
physikalischen Zusammensetzung und Intensitit nach bestimmt
gewihlt und bei allen Uberlegungen festgehalten werden. Mit
der Beleuchtung #ndert sich nattirlich die Lage der Fliche,
die in unserer Darstellung das Gebiet der Pigmente nach oben
hin begrenzt. Nicht nur wachsen alle ihre Ordinaten pro-
portional der Intensitit der Beleuchtung, sondern mit der Zu-
sammensetzung der letzteren variiert auch die Gestalt der Fliiche.
Z. B. werden fiir bliuliche Beleuchtung blaue Tdne relativ
leichter in betriichtlicher Sittigung und Lichtstirke hergestellt
werden konnen als fiir weiBe oder rotliche Beleuchtung, welch
letztere dagegen die Herstellung gesittigter, lichtstarker roter
Pigmentfarben erleichtern wird usw. Das Resultat, zu dem
wir gelangen werden bhinsichtlich der Pigmente von — bei
gegebener Reizart — groBter Leuchtkraft, der optimalen Pig-
mente, wie ich sie kurz nennen will, das Resultat, sage ich,
wird gleichwohl in gewissem Sinn von der Beleuchtung ganz
unabbingig sein, Es wird sich nimlich herausstellen, daB es
dieselben Pigmente sind, die fiir eine ganz beliebige Beleuchtung
stets optimalen Charakter tragen; oder mindestens, daB sich
eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit von Pigmenten, d. h:
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von Remissionsfunktionen, angeben 1iBt, weiche unabbingig
vom Beleuchtungslicht, ja selbst unabhiingig von der genauen
Gestalt der Spektralkurve der Fig. 1 definiert sind, und bei
jeder beliebigen Beleuchtung gerade die Mannigfaltigkeit der
fir diese Beleuchtung optimalen Pigmentfarben darstellen.,

§ 2. Aufsuchung einer, die Girenszfliiche realisierenden Pigmonb—
mannigfaltigkeit.

Um die Vorstellungen zu fixieren, wihlen wir folgende
spezielle Koordinatenstellung fiir Pigmente. Als Bezugspunkte
wihlen wir die Konigschen Grundempfindungspunkte : Das
Beleuchtungslicht sei beliebig bestimmt, nur soll es, vorder-
hand, alle sichtbaren Wellenlingen itberhaupt .enthalten; wir
mbgen uns immerhin Sounenlicht darunter denken. In den
Schwerpunkt des Dreiecks verlegen wir die Farbe der ideal
weiBen und aller neutral grauen Pigmente in diesem Licht,
d. h. aller Pigmente mit konstanter Remissionsfunktion; und
zwar soll das ideal weiBe Pigment mit der Remission 1 die
Koordinaten 1, 1, 1 erhslten. Sind dann

) (%) 7y (4) T3 (4)
die Kénigschen Grundempfindungskurven fiir das Interferenz-

spektrum des Beleuchtungslichtes und zwar in solchem Mab-
stab, daB

(1) fz, ) d 2 =fz,,¢;¢)d;. -=f::3().)dl =1,
8o sind die Koordinaten eines Pigments mit der Remissions-
funktion r (i)

@ p, = f;,(mrmdz, Py = [ty irdyda, p, = [z,(h)r)dA,
seine Quantitit ist
(3 9—P1+Pz+ps—f(‘t +ra+:t:)ra'l

Fiir » lassen wir natiirlich nur Werte zwischen O und 1 ein-
schlieBlich der Grenzen zu. Den gleichen Spielraum haben
dann die p, wiahrend ¢ zwischen 0 und 3 liegt. Von der
Intensitiit des Beleuchtungslichtes ist die Koordinatendarstellung
unabhingig, da zufolge der Festsetzung tiber die Koordinaten
des weiBen Pigments die ,Kinheitsquanta der Grundempfin-
dungen“ automatisch mitvariieren. _
40*
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Die moglichen Gestalten der Remissionsfunktion optimaler
Pigmente schrinken wir nun zunichst durch folgenden, fiir
unsere kleine Untersuchung fundamentalen Satz ein:

Wenn ein Pigment in der Umgebung dreier Stellen des
Spektrums, die im Farbendreieck nicht auf einer Geraden liegen,
eine von 0 und von 1 verschiedene, also zwischen 0 und 1 liegende
Remission hat, so lift sich die Remission an diesen drei Stellen
s0 abdndern, daf ein lichtstirkeres Pigment derselben Reizart:
entsteht.

Denn aus jenen drei reinen Lichtern liBt sich dann ein
positives Quantum der Farbe, die das Pigment besitzt, jeden-
falls im uneigentlichen Siun ermischen, d. h. eventuell mit 1
oder 2 negativen Mischungskoeffizienten. Liegt nun die Re-
mission an den drei Stellen zwischen 0 und 1, so kann ich,
sie um kleine Betrige abindern (vermehren oder vermindern),
derart, daB die hinzutretenden Farbquanta im richtigen Ver-
haltnis stehen und ein lichtstirkeres Pigment derselben Relzart
entsteht. — In Zeichen: seien

i=a, A=14, i=c¢

die drei Stellen im Spektrum. Dann liegt in der Voraus-
setzung, daB ’

: 2 ((l) Zy {n ) Zg (a)
(4) ) om0 0.
20 mle) oz

Die Gleichungen

(% (@0, + =, () 0, + 2, ()0, =p, o
(5) z,(@)0, + 2, (b) 0, + z,(c)I, = p,

zy(2)0, + z,(0) 0, + 2,(€) 0, = p, 0

haben dann, fir ein vorgegebenes kleines 9 > 0, Losungen in 4§,
d,, 0,. Andert man nun auf den kleinen Strecken (¢ > 0)
6 e<i<a+s, b<AL<bAe, <AL +s,
die Remission »{%) ab auf beziehungsweise
» (7 r(a) + 9, r () + o,, rie)+ o,
so #ndern sich die Pigmentkoordinaten nach '(2) um die mit
_¢ multiplizierten linken Seiten von (5), die Reizart also, wegen
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(5) nicht, das Quantum nach (3) um die positive GroBe

ed(py, + py +P3)= ¢dq,
was zu beweisen war.

Es folgt, daB die Remission eines optimalen Pigments auf
keinem endlichen Stiick des ‘gekrtimmten- Teils der Spektral-
kurve und ebensowenig auf endlichen Stticken beider gerad-
linigen Endteile von Nuill und von Eins verschieden sein kann,
sondern sicherlich auf dem gekriimmten und einem der gerad-
linigen Stiicke nur einen dieser beiden Grenzwerte besitzt.

Der Kiirze wegen will ich ein Pigment zweiwertig nennen
in einem Wellenlingengebiet, wo seine Remission durchwegs
Null oder Eins ist, und als zweiwertige Pigmente schlechthin
solche bezeichnen, deren Remission im ganzen Spektrum nur
einen dieser beiden Werte annimmt.

Fiir e¢ine der beiden geradlinigen (,dichromatischen®)
Spektralstrecken versagt der obige Beweis wegen des Ver-
schwindens der Determinante (4) Ferner ist zu bedenken, da8
die Endpunkte 2 und 7 der Spektralkurve je einem endlichen
(monochromatischen) Wellenléingenbereich entsprechen. Unser
Beweis schlieBt also anch den Fall nicht aus, daB in deiden
monochromatischen Bereichen gleichzeitig — dann aber auch
sonst nirgends — Abweichungen von der Zweiwertigkeit auf-
treten. Solche Abweichungen erscheinen also noch méglich
entweder

a) in einem dichromatischen einschlieBlich des angrenzenden

monochromatischen Bereiches oder

b) in beiden monochromatischen Beweisen gleichzeitig.

Trotzdem diirfen.wir unsere Betrachtungen auf zweiwertige
Pigmente heschrinken, wenn wir nur darauf Wert legen, jede
optimale Pigmentfarbe wenigstens in eimem ihrer Vertreter
kennen zu lernen und uns nichts daran liegt, physiologische
Duplikate auszuscheiden. Es ist namlich leicht einzusehen, daB
die Zweiwertigkeit in den Fillen a) und b) durch sukzessive
Abiinderung der Remissionsfunktion okne dnderung im Aussehen
des Pigments herbeigefilhrt werden kann.

Liegen namlich die 3 Punkte a, 5, ¢ in der Farbentafel
auf einer Geraden, so verschwindet dle Determinante (4) und
die Gleichungen (5) haben nichtverschwindende Libsungen
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in 8,, 9,, 9, fir § = 0. Die entsprechende Abinderung (7)
indert das Aussehen des Pigments nich¢ und kann solange in
demselben Sinne fortgesetzt (oder auch von Haus aus endlich
und so groB gewhhlt) werden, bis eine der drei Zahlen r(a),
r(d), r(c) auf Null oder Eins gebracht ist. Das Verfahren laSit
sich fortsetzen, solange r(i) noch an drei Stellen gegen die
Zweiwertigkeit verstoBt, d. h. das Pigment kann durch ein
zweiwertiges ersetzt werden ohne Anderung seines Aussehens.
Was zn beweisen war.

Wir beschriinken unsere Betrachtung also Jetzt auf zwei-
wertige Pigmente und haben unter ihnen die optimalen heraus-
zusuchen. Die Remission eines zweiwertigen Pigments ist eine
unstetige Funktion von A, sie springt an einer oder mehreren
Stellen von Null auf Eins oder von Eins auf Null. Eine solche
Stelle nenne ich eine Sprungstelle (1 —» 0) oder (0 -» 1), die
Pfeile natiirlich im Sinne wachsender Wellenliinge verstanden.
Man iiberlegt nun leicht, daB die Zahl der Sprungstellen uber-
haupt fur optimale Pigmente nicht grofer als zwei sein kann —
wobei allerdings wieder Duplikate ausgeschieden werden. Zu-
nichst gilt folgender, dem ersten in vieler Beziehung analoge
Satz: .

Besitzt ein Pigment drei auf der Farbentafel nicht in einer
Geraden liegende Sprungstellen, so lifit sich seine Remission durch
Perschiebung der Sprungstellen so abindern, daf ein lichtstirkeres
Pigment derselben Reizart entsteht. Es hann also nicht optimal sein.

Der Beweis verlauft véllig analog wie frither und braucht
darum wohl nicht in extenso durchgefibrt zu werden. Er
beruht darauf, daf die Farbe des Pigments aus den drei
Sprungfarben mindestens in uneigentlichem Sinne mischbar
ist, so daB eine nach Sinn und Gr5Be geeignet gewihlte Ver-
schiebung der Sprungstéllen die gewiinschte Verstirkung der
Leuchtkraft ohne Anderung der Reizart herbeifihrt.

Drei und mehr kollineare Sprungstellen erscheinen wieder
moglich. Aber solange ihrer noch mindestens drei vorhanden
sind, lassen sie sich ohne Anderung im Aussehen des Pigments
verschieben, bis sie zusammenschlieBen, so daB schlieBlich
hochstens noch zwei vorhanden sind. Besser noch als durch
eine der fritheren analoge Rechnung laBt sich dies auf folgende
Art direkt einsehen, z. B. fir das langwellige Stiick R 0.
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Vorgelegt sei ein im iibrigen Spektrum zweiwertiges Pig-
ment, dessen Remission aber auf der Spektralstrecke R O (eip-
schlieBlich der Grenzen) ganz beliebig beschaffen sein mag.
(Vergleiche die etwas eigenartige, aber wohl leicht verstind-
liche Fig. 2, in welcher der Remissionskoeffizient auf den Nor-
malen der Spektralkurve nach
auBen aufgetragen ist.) Die Auf-
gabe ist, daB vorgelegte Pigment
durch ein auch auf RO zwei-
wertiges mit moglichst wenig
Sprungstellen auf dieser Strecke
zu ersetzen, das ihm physiologisch ¢
gleich ist.

Damit letzteres der Fall ’ Fig. 2.
sel, muB — nach dem Graf-
mannschen Satze, daB gleichaussehende Lichter gemischt
gleichaussehende Lichter ergeben — die von der Remission

auf RO allein erzeugte ,Teilfarbe* fiir das abgeénderte Pig-
ment dieselbe sein, wie fir das vorgegebene. Der Punkt, der
dieser Teilfarbe entspricht, liegt jedenfalls irgendwo anf R O.
Um zam SchluB moglichst wenig Sprungstellen zu haben, ,er-
zeugen“ wir die Teilfarbe auf verschiedene Weise, je nachdem
das vorgelegte Pigment auf dem bei O violettwiirts anschlieBen-
den Stiick vollstindig remittiert oder vollstiindig absorbiert.
In beiden Fiallen gehen wir aus von vollstindiger Ab-
sorption auf £ O. Dann schieben wir im ersten Fall (dem die
Zeichnung entspricht) eine Sprungstelle (0 —»1) vom roten
Ende des Spekirums violettwiarts und gleichzeitig die Sprung-
stelle (1 —» 0) von O rotwiirts vor, in solchem relativen Tempo,
daB die im Gebiet Z O auf diese Weise entstehende Remission
immer die Reizart der Teilfarbe trifft, was offenbar moglich
ist und sich solange fortsetzen 14Bt, bis auch das Quantum der
Teilfarbe . erreicht ist. Die Fortsetzung des Prozesses konnte
nur dadurch vereitelt werden, daB eine der Sprungstellen den
Ort der Teilfarbe iiberschreitet. Das kann aber nicht eintreten,
bevor das Quantum der Teilfarbe erreicht ist, denn dann
wiirden ,,unverwendet“ zwischen den Sprungstellen nur Spektral-
lichter iibrig bleiben, die entweder durchweg rdter oder durch-
weg gelber wiiren als die Teilfarbe, aus denen sich also ilber-



612 E. Schridinger.

haupt kein Quantum der Teilfarbe mehr ermischen 146t; letztere
wire also aus dem zur Verfiigung stehenden Licht itberhaupt
nicht in hinreichender Quantitit ermischbar, was den Annahmen
widerspricht. — /

Im zweiten Fall, wo von O violettwirts ein Absorptions-
gebiet anschlieBt, erzeugen wir die Teilfarbe in wachsender
Stéirke durch ein einziges Remissionsgebiet, das den Punkt
der Teilfarbe in séinem Innern enthilt. Wir schieben, wieder
von identisch verschwindendem » in RO ausgehend, eine Sprung-
stelle (1 —» 0) von der Teilfarbe rotwiirts und gleichzeitig eine
Sprungstelle (0 —» 1) von der Teilfarbe violettwirts vor, in
solchem relativen Tempo, daB die Reizart der Teilfarbe ge-
troffen wird. Aus ahnlichem Grunde wie frither mu auf diese
Weise auch ihr Quantum erreicht werden, bevor oder schlimm-
stenfalls in eben dem Augenblick, wo die Fortsetzung des
Prozesses dadurch vereitelt wird, daB die erste Sprungstelle
das rote Ende des Spektrums oder die zweite den Punkt O
erreicht. — o

Damit ist unsere Aufgabe gelost.

Wird man auf dem geschilderten Wege nur zu einer
Sprungstelle gefithrt, was ausnahmsweise vorkommen kann, so
ist noch eine zweite irgendwie im Spektrum moglich; resultieren
aber zwei, so miissen es die einzigen sein, wenn das Pigment
ein optimales sein soll.

Nur das eine kann passieren, daf die zwei Sprungstellen,
auf die man gefiihrt wird, beide in der monochromatischen
Endstrecke liegen. Sie fallen dann in denselben Punkt B der
Farbentafel und es ist noch eine dritte Sprungstelle irgendwo
im Spektram moglich. Aber man erkennt sofort, daB das
isolierte monochromatische Remissions- oder Absorptionsgebiet,
um das es sich diesfalls handelt, ganz an das Ende des Spek-
trums geschoben werden kann, so daB nur mehr eire mono-
chromatische Sprungstelle vorliegt. —

Uberschauen wir das Gesagte, so behaiten wir also schlief-
lich, nach Ausscheidung vieler Duplikate, fir die optimalen
Pigmente nur die zweidimensionale Mannigfaltigheit der zwei-
wertigen Pigmente mit ein oder zwei Sprungstellen iibrig. Unter
ihnen muB jede optimale Pigmertfarbe mindestens einen Ver-
treter haben. Wir haben nun nur noch einige kleinere Gruppen,
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die sicher nicht optimal sind, auszuscheiden. Von dem Rest
wird sich zeigen lassen, daB darunter keine zwei Pigmente
gleicher Reizart mehr vorkommen. Damit wird bewiesen sein,
daBl diese Pigmente auch wirklich alle optimal sind, und da8
sie genau die eingangs erwihnte Grenzmannigfaltigkeit und
zwar in je einem Exemplar, ohne Duplikate, darstellen.

Zunichst ordnen wir die ein- und zweispriingigen zwei-
wertigen Pigmente in folgende Gruppen, die durch die bei-
gefiigte Fig. 3 wohl obne weiteres verstindlich sind. Die ab-
gegrenzte Strecke ist das sichtbare Spektrum, als Ordinate
ist die Remission aufgetragen.

1. Langendpigmente I —t—

rot violett
2. Mittelpigmente + I I —+—
rot violel!
3. Kurzendpigmente + J +
rot violeft
4. Mlttelfehlplgmente " l |
violett
- Fig. 3.

Als sicher nichtoptimal scheiden nun noch aus: !

a) von den Langendpigmenten jene, deren Remission
nicht bis an die kurzwellige Grenze des monochromatischen
Rot reicht; ‘

b) von den Mittelpigmenten jene, deren Sprungstellen
beide entweder zwischen dem roten Spektralende und O, oder
beide zwischen J und dem kurzwelligen Ende liegen. Fir
solche ist offenbar eine Vermehrung der Lichtstirke durch
Ausdehnung des Reinissionsgebietes moglich;

c) von den Kurzendpigmenten jene, deren Remission
nicht bis an die langwellige Grenze des monochromatischen
Violett reicht; .

d) von den Mittelfehlpigmenten jene, welche eine Sprung-
stelle im Inneren des monochromatischen Rot, die andere im
Inneren des monochromatischen Violett haben; denn das be-
treffende Purpur 1aBt sich durch Ausdehnung der beiden Re-
missionsgebiete verstirken, solange bis eine der beiden Sprung-
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stellen die Grenze des monochromatischen Bereiches erreicht.
(Die mit zwei gleichfarbigen monochromatischen Sprungstellen
- wurden schon frither als Duplikate ausgeschieden und durch
Endpigmente ersetzt.)

Es ist nun noch der Nachweis zu fiihren, daB die nach
den Ausscheidungen a) bis d) tibrig behaltenen Pigmente alle
untereinander von verschiedener Reizart sind.

Bei dieser Uberlegung nehmen wir vorweg jene drei Unter-
gruppen, deren darstellende Punkte auf eines der drei gerad-
linigen Berandungsstiicke fallen. Sie treten nur je unter sich
in Konkurrenz. Fir sie ist die Richtigkeit der Behauptung
ohne weiteres klar und wurde eben durch die Ausscheidungen
a) bis @) herbeigefiihrt.

Fiir die tibrigen muB der Nachweis — wenig elegant —
partienweise gefiihrt werden, d. h. es muB zunichst jede der
vier Gruppen unter sich und dann mit jeder anderen ver-
glichen und alle maglichen Lagenkombinationen der Sprung-
stellen in Betracht gezogen werden. Immerhin diirfen wir
uns dabei gestatten, von den Endpigmenten abzusehen, da sie
ja schlieBlich als Ausartungen sowohl der Mittelpigmente als
der Mittelfehlpigmente mit beriicksichtigt sind. Wir vergleichen
31150 zunichst: -~

A. Mittelpigmente unter sich.

Bei ganz getrennter Lage der Remissionsgebiete ist Koni-
zidenz der Schwerpunkte offenbar unméglich. Ebenso bei um-
schlieBender Lage. Denn da (nach obiger Vorwegnahme der
spektral gesitttigten Pigmente) die Remissionsgebiete auch ge-
krimmte Teile der Spektralkurve enthalten miissen, fillt der
Schwerpunkt der nichtgemeinsamen Aufienteile des umfang-
reicheren Remissionsgebietes auBerhalb des zu dem kleineren
Remissionsgebiete gehorigen Segments und muf den Schwer-
punkt des letsteren verlagern. Kbenso wenn die Remissions-
gebiete nur iibergreifen. Der gemeinsamé& Mittelteil, mit je
einem nichtgemeinsamen AuBenteil kombiniert, kann nicht beide-
male auf denselben Punkt fiihren.

B. Mittelfehlpigmente unter sich.
Hier ist stets von einem Pigment auszugehen, da8 beide
Absorptionsgebiete zusammen besitzt, und zu iiberdenken, daB
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durch die entsprechenden Erginzungen der Schwerpunkt dieses
yDifferenzpigments in verschiedener Weise verlagert wird.

C. Mittelpigmente mit Mittelfehlpigmenten.

«) Das Remissionsgebiet des ersten und das Absorptions-
gebiet des zweiten Pigments liegen ganz getrennt. Das Mittel-
fehlpigment entsteht dann aus dem Mittelpigment durch Hin-
zufiigung von Remlsswnexi die seinen Schyerpunkt unmdglich
ungeiindert lassen konnen.

f) Das Remissionsgebiet liegt innerhalb des Absorptions-
gebietes. Dieser Fall bedarf keines Wortes.

7) Das Absorptionsgebiet liegt innerhalb des Remissions-
gebietes (s. Fig. 4) Das ganze Farbengebiet zerfillt dann in

Fig. 4.

drei Streifen, deren Schwerpunkte (d. h. die der sie begrenzenden
Teile der Spektralkurven), wenn die Pigmente von gleicher
Reizart sein sollten, so auf einer Geraden liegen miiBten, daB
der Schwerpunkt des mittleren Streifens nicht in der Mitte
liegt: was offenbar unméglich ist.

d) Absorptionsgebiet und Remissionsgebiet iibergreifen (siehe
Fig. 5). Es miiBte im Innern der schraffierten Gebiete I, II, III je
ein Punkt namhaft gemacht werden kdnnen, derart, daB die drei
Punkte auf einer Geraden liegen, und zwar der Punkt IIT
nicht in der Mitte zwischen I und II." Denn es mtiBte ja die
Hinzufiigung des Bogens II zu III den Schwerpunkt von III
in denselben Punkt bringen wie die Hinzufiigung des Bogen-
paares 1. Das ist offenbar unmbglich, — — —

Die zweidimensionale Pigmentmannigfaltigkeit, auf die wir
gefihrt wurden, stellt also die optimalen Pigmentfarben voll-
stindig und in je einem Exemplare dar. Und zwar, wie vor-
ausgreifend bemerkt war, fur ein ganz beliebiges Beleuchtungs-
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licht, das nur alle Wellenlingen iiberhaupt enthilt. Denn
weder enthillt die Definition unserer Pigmente irgendeine Be-
ziehung auf das Beleuchtungslicht, noch haben wir im Veriauf
unserer Untersuchung irgendeine andere Eigenschaft desselben
bentitzt, als stillschweigend die, daB keine homogene Lichtart .
darin ginzlich fehlen sollte. v

DaB unsere Pigmente ihren optimalen Charakter nicht
verlieren, auch wenn das Beleuchtungslicht spektrale Liicken
aufweist, erkennt man iibrigens sofort durch Grenziibergang
von einer nur wenig verschiedenen Beleuchtung, in der die
Liicken mit kleinen Ordinatenwerten ausgefiillt sind, die man
nach irgendeinem Gesetz gegen Null abnehmen l#Bt. Dabei
indert zwar ein Pigment im allgemeinen seinen Ort in der
Farbentafel, aber nicht seine physische Beschaffenheit, bleibt
also optimal auch im Grenzfall. Die eindeutige Zuordnung
zwischen der Pigmentmannigfaltigkeit und den Optimalfarben
bleibt aber nattirlich nicht erhalten, weil groBe Gruppen
von Pigmenten farbengleich werden, nimlich alle jene, deren
Sprungstelle in eine spektrale Liicke des Beleuchtungslichtes
fallt; wie ja iiberhaupt in diesem Fall der Verlauf der Re-
mission innerhalb einer solchen liiicke villig ohne Einfluf auf
das Aussehen des Pigments ist.

Fir eine kurze, von den eingefithrten Kunstausdriicken
freie Zusammenfassung des nunmehr festgestellten Haupt-
ergebnisses unserer Untersuchung verweise ich an das Ende
dieser Note (Zusammenfassung S..621 u. 622).

§ 3. Uber die Beantwortung der Fragen nach der groéften er-

reichbaren Lichtstirke, nach der héchsten errreichbaren 8éttigung

und nach den notwendigen Bedingungen fiir lichtstirkste
Pigmente.

HEs ist klar, wie man rechunerisch vorzugehen hitte, um
nun den ersten Teil der auf S. 504 gestellten Frage in irgend-
einem speziellen Fall zu beantworten: in welcher mazimalen
. Lichtstiarke lifit sich ein bestimmter Punkt der Farbentafel durch
ein Pigment verwirklichen?

Diese Frage hat patiirlich nur bei vorgegebenem Beleuch-
tungslicht einen Sinn. Man wird sich dann als Vorarbeit aus
den auf das Interferenzspektrum dieses Lichtes umgerechneten
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Grundempfindungskurven eine Tafel der drei Integrale be-
rechnen
2 2 i

fxl(l)dl, f.z-z(}.)dl, fx,,(),)dz,
A L

Ao

wo 4, die kurzwellige Grenze des sichtbaren Spektrums ist,
wihrend die obere Integralgrenze von 4, bis an das lang-
wellige Ende variiert. Aus dieser Tafel lassen sich die Ko-
ordinaten der  optimalen Farben mit leichter Mithe ablesen,
bei hi#ufigerem Gebrauch wird man sie in einer Tafel mit zwei
Bingangen vereinigen. Durch verniinftiges Probieren — ich
sehe keinen einfacheren Weg — am besten vielleicht graphisch,
indem man immer ein Integral als Funktion des anderen auf-
trigt und auf den entstehenden Kurven Sehnen von richtiger
Neigung aufsucht — auf solche Art also wird man jene
Sprungstellen (Integrationsgrenzen) ermitteln, fiir welche die
drei Koordinaten des Pigments das durch den Punkt in der
Tafel vorgegebene Verhilinis aufweisen. Diese drei Koordi-
naten geben dann an, welche Bruchteile der durch ein ideal
weilles Pigment bei dieser Beleuchtung erregten Rot-, Griin-,
Blauempfindung durch ein Pigment, das bei dieser Beleuch-
tung die vorgegebene Reizart realisiert, maximal erregt werden
kinnen.

Natiirlich 148t sich ganz dieselbe Uberlegung und Rech-
nung auch unter Benutzung irgendwelcher anderer, etwa auf
drei reelle Eichlichter bezogener Eichkurven an Stelle der
Grundempfindungskurven durchfithren; wobei dann die opti-
malen Koordinaten eine noch konkretere, von jeder Hypothese
iitber das Zustandekommen der Farbempfindung auch duBerlich
freie Bedeutung bekommen.

Die geschilderten rechnerischen Vorarbeiten hier wirklich
zu leisten, wiirde ich deskald fiir fast verlorene Mithe halten,
weil es so sehr unsicher ist, ob der erste, der die vorstehenden
Resultate etwa praktisch zu verwerten wiinscht, dies gerade
fiir Tageslicht und fiir die Konigsehen Eichkurven in ihrer
heute vorliegenden Form wird tun wollen. —

Eine der eben behandelten verwandte, dem Praktiker viel-
leicht paherliegende Frage mochte ich hier nur kurz streifen,
nimlich diese: in welcher maximalen Sdttigung 1Bt sich ein
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bestimmter Farbton durch ein Pigment herstellen, wenn eine
bestimmte Helligheit nicht unterschritten werden soll?

Ohne Zweifel ist das nachgefragte Pigment in unserer
Grenzmannigfaltigkeit zu suchen und zwar auf einem Halb-
strahl durch den WeiBpunkt!) mdglichst weit auBen, so weit,
daB die gewfinschte Helligkeit eben noch nicht unterschritten
wird. Man miBte sich also in derselben Art wie frither die
»Quantititsfliche“, jetzt eine ,Helligkeitsfliche® iber dem
Farbensegment errichten, deren Ordinaten in jedem Punkt die
Helligheit der optimalen Farbe darstellen. Diese muB sich,
wenn ihre Begriffsbestimmung nur iberhaupt eindeutig sein
soll, aus den gefundenen drei Koordinaten, die ja die Pigment-
farbe eindeutig definieren, eindeutig berechnen lassen. Aber
die Ansichten, wie das zu geschehen hat, gehen heute noch
weit auseinander. Kinige halten die Helligkeit fiir eine lineare
Funktion der Koordinaten mit konstanten Koeffizienten, den
»spezifischen Helligkeiten der Grundempfindungen; andere,
darunter Helmholtz in seinen Abhandlungen tiber die Uber-
tragung des Fechnerschen Gesetzes auf das Farbensystem,
glauben, daB nicht einfache additive Verknfipfung vorliegt.

Die Frage nach der richtigen Fassung des Begriffes der
heterochromen Helligkeit ist eine ungemein wichtige und von
sehr viel groBerer Tragweite als die vorliegende Untersuchung;
ich werde demn#ichst in anderem Zusammenhang viel aus-
fithrlicher darauf eingehen. Fiir uns hier spielt sie aber offen-
bar nur eine Nebenrolle. Wiirde man die optimalen Licht-
gemische des herzustellenden Farbtons in zunehmender Sitti-
gung nach den gegebenen Vorschriften wirklich herstellen, so
wiirde sich aus ihnen dasjenige sogleich herausfinden lassen,
das der Forderung eben noch geniigt, wofern diese iiberhaupt
verniinftig gestellt und nicht eine bloBe Verbalforderung ist.

Was nun den zwceiten Teil der auf S. 604 gestellten. Frage
betrifft: wie miissen die optimalen Pigmente, d. h. ihre Remissions-
funhtionen, beschaffen sein? — so wird sie durch unsere zwei-

1) Man beachte, daB in der Farbentafel, die wir fiir unsere Pigmente
angelegt haben, nicht Sonnenweil, sondern die Farbe der ideal remit-
tierenden Flfiche, also die Farbe des Beleuchtungslichtes im Schwerpunkt
liegt. Hier ist natiirlich mit ,,Weibpunkt® nicht dieser Schwerpunkt,
sondern der Ort des SonnenweiB gemeint.
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dimensionale Pigmentmannigfaltigkeit nattirlich durchaus nicht
erschopfend beantwortet. Alle ausgeschiedenen Duplikate sind
ja gleichfalls optimal. Ein optimales Pigment braucht also
durchaus nicht zweiwertig zu sein, es kann mebhr als zwei
Spriinge besitzen usw..

Die Unbestimmtheiten, die auftreten, haben alle ihren
Grund in der Existenz dichromatischer und monochromatischer
Bezirke im Spektrum; in diesen Bezirken ist die Remissions-
fupktion unter Umstinden in weitestem MaBe willkiirlich. Was
da gestattet ist und was nicht, 1iBt sich aber an Hand unserer
fritheren . Tberlegungen in jedem Falle leicht tibersehen und
ich halte eine liickenlose Aufzihlung aller mdglichen Fille far
uninteressant und iberflissig. Die Frage ist immer die, ob
sich der Remissionsfunktion durch geeignete Abinderung eine
der ausgezeichneten Formen geben laBt oder nicht.

So wird beispielsweise ein Pigment, das vom kurzwelligen
Ende bis zum Punkt O (Grenze des Orange), vollstindig re-
mittiert, optimal sein, wie immer auch seine Remission im
langwelligen Teil verlaufen mag. Denn es liBt sich in ein
Mittelfehlpigment verwandeln.

Dagegen sind bei Pigmenten, deren Remission auf das
langwellige Ende bis zum Punkt O beschrinkt ist, Abweichungen
von der Zweiwertigkeit im dichromatischen Teil unzulissig, im
monochromatischen nur dann zulissig, wenn der dichromatische
vollstindig remittiert. Sonst wiirde das Pigment bei der Ver-
wandlung auf ein verbotenes Mittelpigment fiihren (s.oben S.613b).

Ganz entsprechendes gilt natiirlich fiir die analogen Fille
am kurzwelligen - Ende.

§ 4. Vergleich mit der Erfahrung.

Wilbhelm Ostwald hat aus seinen umfangreichen Ex-
perimentaluntersuchungen tiber Pigmente rein empirisch die
Folgerung gezogen, daB zur Erzielung groBter Farbenreinheit
bei einem Pigment moglichst nur die Remissionen Null und
Eins, mit tunlichst schroffem Ubergang, vorkommen sollen,
ferner nur entweder ein geschlossenes Remissionsgebiet oder
ein geschlossenes Absorptionsgebiet.?)

1) W. Ostwald, Konigl. Stichs. Ges. d. Wiss., Abh. d. Math.-Ph¥s.
Kl. 34. Nr. 3. 8. 4716 1917; Phys. Zeitschr. 17. 8. 328ff. 1916.
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Soweit trifft Ostwalds empirische Feststellung mit der
von uns fiir optimale Pigmente theoretisch aufgestellten Be-
dingungen der Hauptsache nach vollig zusammen,

Ostwald fordert weiter zur Erzielung groBter Reinheit, daB
die Absorption bzw. die Remission genau ein ,,Farbenhalb® um-
fassen, d. h. genau von einer Spektralfarbe bis zu ihrer Komple-
mentirfarbe reichen soll. Um fiir diese Forderung wenigstens
ein qualitatives Verstindnis zu gewinnen, erinnern wir daran, dat
Ostwald unter Reinkeit den Bruchteil reiner Farbe verstanden
wissen will, der in dem Gesamteindruck, den das Gemisch her-
vorruft, enthalten sein soll und aus ihm begrifflich sich soll
abtrennen lassen; zu diesem Bruchteil reiner Farbe treten
dann noch gewisse Bruchteile #eiff und Schwarz als Verunrei-
nigungen oder Triibungen.

Nun 1Bt sich nach Ostwald der Schwarzgehalt einer
Farbe z. B. dadurch erhéhen, daB man sie auf dem Farben-
kreisel mjt einem ideal schwarzen, d. h. nicht remittierenden
Pigment oder am sichersten mit einem schwarzen Loch mischt.
Daraus 1aBt sich mit Riicksicht auf das Talbotsche Gesetz
schlieBen, daB — wie immer man iiber die Natur des Schwarz
als Empfindung urteilen mag — jedenfalls das objektive 'Korrelat
dessen, was Ostwald den Schwarzgehalt nennt, eine relativ
geringe Lichtstirke ist.

Nun ist klar, daB jene optimalen Pigmente, deren Re-.
mission auf einen allzu kleinen Teil des Spektrums beschrinkt
ist, sehr lichtschwach sein, d. h.nach Ostwald einen hohen
Schwarzgehalt und aus diesem Grunde geringe Reinheit zeigen
werden. — Anderseits werden Pigmente, deren» Remission einen
allzu grofen Teil des Spektrums umfaBt, zwar sebr lichtstark
sein, daher wenig Schwarz, dafiir aber sehr viel WeiB ent-
halten — letzteres nach den hekannten allgemeinen Gesetzen
der Lichtmischung. — DaB iiberhaupt die Ostwaldschen Pig-
mente gribter Reinheit nur unter unseren optimalen zu suchen
sind, folgt natiirlich aus der Uberlegung, daB ein Pigment ge-
ringerer Lichfstirke und gleicher Reizart gleichen WeiBgehalt,
aber hoheren Schwarzgehalt besitzt, also geringere Reinheit.

Die Beschriinkung des Remissionsgebietes auf das Gebiet
zwischen zwei Komplementirfarben ist offenbar ein praktisch
bewihrtes Kompromif zwischen der Scylla der weiSlichen und
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der Charybdis der schwirzlichen Tritbung; oder in der, Helmholtz
folgenden, mehr auf die objektive Beschaffenheit des Strahlen-
gemisches gerichteten Ausdrucksform: ein Mittel zur Erzielung
moglichst hoher Farbensa.ttlgung ohne allzu groBe Lichtverluste
durch Absorption.

Wegen dieses KompromiBcharakters wire zu erwarten,
daB die Qualitit der, den besten von Ostwald hergestellten
Pigmenffarben noch anhaftenden Triibung, die eines mittleren
Grau ist, aus nicht gar zu sehr verschiedenen Anteilen WeiB
und Schwarz gemischt. Fiir einen Teil derselben trifft das
nach Ostwalds Reinheitsbestimmungen (a. a. O. S. 560) recht
angenihert zu. Fiir viele, namentlich fiir die blawen und
griinen, ist allerdings der Schwarzanteil erheblich grioBer als
der Weilanteil.

Ich- kann iibrigens nicht unterlassen, zu bemerken, daB
ich die ganze Ostwaldsche Terminologie hier nur benutzt
habe, um die von ihm gefundenen Zatsacher mit meinen theo-
retischen Ergebnissen einigermafien vergleichen zu kénnen; nicht,
als ob ich schon iiberzeugt wire, daB den Begriffshildungen,
wie ,,Reinheit®, ,Schwarzgehalt®, , Grau“ dieselbe quantitative
Bestimmtheit zukommt, wie etwa denen der Helmholtz-
Konigschen physiologischen Farbenmetrik. Bei aller Hoch-
achtung vor Ostwalds wertvollen und mithsam erarbeiteten
Erfolgen halte ich doch z. B. seine Absolutbestimmungen von
»Beinheit* und ,,Grau“ aus dem Werte der Remission an nur
zwei, wenn auch ausgezeichneten Stellen des Spektrums (Maxi-
mum und Minimum), fir nichts mehr als bestenfalls eine gute
Faustregel, keineswegs geeignet zur exakten Definition dieser
Begriffe.

Zusammenfassung.

1. Die griBte Lichtstirke bei vorgegebener Reizart haben
die Pigmente von folgender Beschaffenheit:

a) Sie besitzen an keiner Stelle des Spektrums einen
anderen Remissionskoeffizienten als nur Null oder Eins.

b) Ihre Remission zeigt nur hochstens zwei Unstetigkeits-
stellen (,Spriinge“ von O auf 1 oder von 1 auf 0) und ist nicht
durchweg Null.

Annalen der Physik. IV. Folge. 62, 41
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¢) Beschriankt sich die Remission auf einen der beiden
dichromatischen Spektralbezirke, einschlieBlich des angrenzenden
monochromatischen, so reicht sie mindestens bis an das eine
Ende dieses Gebietes.

d) Beschrinkt sich die Remission auf die monochroma-
tischen Bezirke, so umfaBt sie mindestens einen von beiden ganz.

e) Beschrankt sich die Absorption auf einen monochro-
matischen Bezirk, so beginnt sie am Spektralende. '

2. Die beschriebenen Pigmente besitzen die angegebene
Eigenschaft fiir jede beliebige Beleuchtung; d. h. bei einer ganz
beliehigen Beleuchtung wird keines von ihnen an Lichtstirke
iibertroffen von irgendeinem Pigment, das mit ihm bei eben
dieser Beleuchtung Licht von gleicher Reizart remittiert.

3. Weist das Beleuchtungslicht keine spektralen Liicken
auf, so sind die Pigmente alle untereinander physiologisch
verschieden und iiberdecken das reelle Farbensegment ein-
schlieBlich der Berandung genau einfach.

4, AuBer den unter 1. genannten Pigmenten gibt es noch
andere lichtstirkste Vertreter. ihrer Reizart. Diese Eigenschaft
kommt beispielsweise allen jenen Pigmenten zu, deren 4bsorption
auf ein mono- und dichromatisches Ende des Spektrums be-
schrankt ist, sie mag dort im iibrigen ganz beliebig verlaufen.
~ Uberhaupt beziehen sich die erlaubten Abweichungen von den
unter 1. aufgefilhrten Kigenschaften durchweg auf die mono-
und dichromatischen Bezirke. Natiirlich wird jedes solche ab-
weichend beschaffene Pigment einem Pigment der erstgenannten
Mannigfaltigkeit vollig gleichen — welchem, hingt allerdings
im allgemeinen von der Beleuchtung ab.

5. Diese theoretischen KErgebnisse treffen mit einigen
empirischen Feststellungen Wilhelm Ostwalds zusammen.

Wien, imDezember 1919, II. physik. Inst. d. Universitit.

(Eingegangen 22. Dezember 1919.)





