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2. WelcAe RoUe srpielt dde Dredddmim8&maZ4tUC 
d m  Raume8 8n d m  Grrundgssetxm der Phg&kP1) 

von P. Ehcenfee t .  

,,Warurn hat umer Raum gerade drei IXmensionen3l) oder 
anders gefragt : ,,Welche sirzgularm2) Vorkommnisse unter- 
scheiden die Physik des R, vor der in den ubrigen R,,?.. - 
So gestellt, sind die Fragen vielleicht sinnlos, jedenfalls forderu 
sie zur Kritik heraus. Denn ,,ist" der Raum?, ,,ist" er drei- 
dimensional? Und vollends die Frage nach dem , ,warurn". 
Auch: was mu13 man unter ,,der" Physik des R, oder R, ver- 
s t,ehe n ? 

Ich werde nicht versuchen, diesen Fragen eine niinder 
anstoIjige Form zu geben. Gliickt es, nur erst mehr und mehr 
singuliire Eigonschaften des R, aufzufinden, danii wird schlieB- 
lich von selber deutlich werden, welche ,,vernunftige" R a g e  
sich zu der gefundenen Antwort lronstrujeren l&Bt . 

§ 1. Bohwerkraft nnd Planetenbewegung. 

Was die Rewegung eines Planeten urn einen Zentrrtlkorper 
btr i f f t ,  so kann man ftststellen, dalj ein charakteristischer 
Unterschied zwischen R3 und R, einerseits und allen hoheren 
R, andersoits besteht, was die Stabilitat der Kreisba.hn be- 

1) Auszug aus der gloichnamigen Abhandlung in Versl. d. Ak. v. 
Wctensch. t e  Amsterdam 26. S. 105. 1917 (Sitzung v. 26. V. 1917) 
= Proceedings 20. S, 200. - Die interessante Bemerkung, die H. Wey l  
kiirzlich iiber die Vierdimensionalitiit der Raum-Zeit-Welt gemacht hat 
(Gravitation u. Elektrizitiit. Sitzungsber. preuB. Ak. 26. 8. 414 oben. 
1918; Neue Erweiterung der Relativtheorie. Ann. d. Phys. 69. S. 133 
Mitte. 1919), veranlaBt mich, hier noch einmal meine Bemerkungea 
zueammenzustellen, obwohl ich mir dewen beivuBt bin, daB sie sehr 
elementar sind und einzeln genommen den meisten gut bebnn t  sein 
diirften. Aber ich hoffe eben, daB vielleicht andere d a m  einen Anlei3 
finden werden, reichcros und besseres Materid zu dieser faszinierenden 
Rage  vorxulegen. 

2) Vgl. hierzu ..ScbluBbemerkung 1". 
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trifft. Wiihrend im R, die Bewegung bei einer Storung im End- 
lichen bleibt,, wenn die Energie nicht zu gro13 ist und dies im 
R2 s0ga.r fur jeden beliebigen endlichen Betrag der Energie 
der Fall ist,  sind im R4, R5, RB usw. die Kreisbahnen m a r  
tmtiirlkh auch noch moglich, absr bei jeder noch so kleinen Stiirung 
lauft der Planet l&gs einer ,S'@rnlo in den Zentralkorper oder 
irns Enendlichferne. 

Das Anziehungsgeseta in1 R, setzen wir x yiz1 ; da.zu 
gehort fiir n > 2 eine potentidle Energie: 

M m  

(1') 

J?im entspricht natiirlich der Annahme : 

Funktion \-on T ist; 

i; a i i ss  iiber die Xraftlinienstromung geIten soll. 

a,) da13 die Kraft, nach dem Ientruni gerichtet und nur 

b) daB auch im R, fiir die Schwerhaft das Theorem yon 

>Jan erhalt so die Bewegungsgleichungen : 

1)ie Bahn ist eben. 
gibt fiir Energie und Fliichensatz: 

Einfiihrung von Polarkoordinaten r. 

m 
- ( p 3  + r2 rj9) + P(r) = E ,  2 m re + = 8. 

Eliniii~at~ion \-on 9 gibt : 

wo 2, B, C Konstanten Bind, 1-011 denen die erste und letzte 
\-on den Beginndaten der Bewegung abhiingt, insofern sie die 
Totalenergie E und die Konstante des Fliichensatzes 0 ent- 
helten. Damit T h i  der Hewegung mischen zwei podtiven 
Werten bin und her pendle, ist notig, da13 i. reel1 ist und ab- 
weohflelncl positive und negative Werte annimmt, also muW 
die GroBe unter der Wurzel positiv sein zwischen mei  Werten 
von r, fiir die sie Null ist. Die Diskussion der Falle, worin 
das vorkommt , IiiBt sich leicht geometrisch geben, indem man 
die Kurven y = A r2 und y = Br4-"  zeichnet, hieraus die 
fjiimmenkurve skizziert und nachsieht, Wie sie 1-on y = c') 



442 P. l3'7irenf &t . 

geschnitten wird.l) 
7t = 2 behandeln, wo (1) ersetzt werden muB durch: 

Entsprechend liil3t sich auch der Fall 

(1') 
also (a) durch 

(23 

v= x M mlg r, 

P = -1/ur2-  p r 2 l g r  - Y ' ~  
- . -  . 1 -- 

etabil 

atabil 

wo 
2 E  (92  

m 7  m2 = -- p = Z X M ,  y2 = ~ 

unm2lglich ! 
miiglich 

[geschloesene Bahn] 
miiglich 

[uogeschlossene Bahn] 

Das Resultat der Diskussion ist: 
I 
l Bewegungen zwischen ~ Bewegun nach ! Kreisbahnen I zwei poeitiven Werten yon T ! Unendfich 

m6glich 

miiglich 

miiglich ! 

13emerkungen : 
1. Es sei bei dieser Gelegenheit an das Theorem \-on 

J. Bertrand (1873) erinnert2): Die Bahnen eines materiellen 
Punktes, beschrieben unter Einflul3 einer Zentralkraft, die nur 
I?unktion des Abstandes ist, sind nur d a m  geschlosseii, wenn 
die Kraft entweder proportional mit dem Abstand oder um- 
gekehrt proportional dem Quadrat des Abstandes ist . 

2. Bemerkenswert ist, daIj die Planetenbewegungen die 
den elliptischen entsprechen, auch im nkhteuklidischm R, ge- 
schlossen sind, falls man nur die Gleichungen der Mechanik 
und das Anziehangsgesetz zugleich diesem Raum anpa l3t -9 

3. Man wjrd sich naturlich auch fragen, was aus den1 
Bohrschen Atommodell wird im B, fur n =/= 3. Modifiziert 
man das Gesetz der elektrischen Anziehung so wie das der 

1) Vgl. die Figuren in Koninkl. Akad. van Wetensch. Amsterdam 

2) J. Bertrand, C. R. 77. S. 846. 1873. 
3) H. Liebmann, Nichteukl. Geometrie fSamml. Schubert. 

a. a. 0. ,,Aanhangsel I". 

2. Aufl. 1912. S. 207). 
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Schwere und behiilt : a)  die Quantisierung des Flbhenmonients, 
b) den Ansatz Y = 7 bei, so sieht man alsbald, wie scharf 
das Bohrsche Modell gerade auf derc R, pa/& : Fur n = 4 erhiilt 
man eine ganz arge Cegenerati0n.l) Fur rz = 2 erhalt man 
Spektralserien mit € aufungsstelle in1 Unendlichen, w-61 ;a in1 
R, unendlich vie1 Energie notig ist, om das Elektron ins Un- 
endliche zu werfen. Fur n > 4 sind 1-01" allem naturlich 
hochstens die Kreisbahnen zu brauchen. Im Gegensatz znni 
R, liegen hier die Bahnen.wachsender Quantenzahl stets dkhter 
und dichter beim Kern, und damit im Zusammenhang haben 
iLuch hier wieder die Spektralserien ihre F aiifungsstellen im 
Unendlichen. ,) 
8 2. Dusfitiit swisahen elektrfeahem und magnetischam Feld im B8. 

Im R, wird das elektrische Feld durch a-KomFonenten be- 

stimmt, das magnetische B'eld durch --3- Kennzahlen. Kiir 
fur n = 3 fallen diese beiden Ansahlen zvsammen und bsteht 
also die weitgehende h a l i t  at swischen den beiden FeIdern. 

In der Tat seien x2. . . . I, und r0 = i c t die a + 1 Ko- 
ordinaten der Raum-Zeit-Welt und v0, yl. . . . y,, die Kom- 
ponenten des retardierten Potentials (entsprechend dem T'ierer- 
potential in der zum R, gehorigen Relativitiitstheorie), so ent - 
sprechen die 7- 

El- E 

n(n - 1) 

n(?z - 1) - KomFonenten der Rotation : 

@ , A =  1, ... 2) 
dem mapetischm Feld und die sz-Komgonenten : 

(h = l,.. .n) a 9 h  avo 
a x o  a%h 

--- 
dem elektrischen Feld. 

Rotat,ionsge~chwindigkeit, Kraft-Drehmoment . 
Analoges ist bekanntlich zu sagen betreffs Translations- 

Q 3. Die Wellenauebreitung im B,. 
Die Losungen der Differentialgleichung 

1) a. a. O., ,,Aanhangsel 11". 
2) a. a. O.,  Ebenda. 
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haben im t f i i r  n = 3 folgende Eigensehaft : Hat man im 
Moment t = 0 iiberall tp = 0 und at = 0 a u h r  in eineni 
kleinen Gebiet y ,  dann ist in jedem spiiteren Moment t (wenn 
nur nicht zu klein genommen wird) noch uberall y = O ,  

flbhen (vgl. Figur), die - falls y klein genug ist, angeniihert 
zwei konzentrische Kugeln sind urn y. 

ae 

-- :T -0 aul3er in einer dunnen Schab zwischen mei Ober- 

Fig. 1 .  

Im 23, ist es bekanntlichl) anders: Bei der Wellen- 
ausbreitung auf einer Membran hat man a u h r  einer Storung 
in dem Ring, der I1 entspricht, auch noch eine (sehwllchere-) 
Storung im ganzen inneren Gebiet, 111. 

AZle Rantl  rehalten sich in dieser Bezkhung wie der R3. 
a l k  R,, anaZog zuie der R, (in dieser letzteren kann man ako 
nioht das Prinzip von Hnpgens an~enden).~".3) Aber unter 

1)  Vgl. z. B. Rayleigh, Theory of sound Ch. XIV, 3 275. 
2)  Vgl. Duhem, Hydrodynamique T. I. Paris, Hermann Vol-  

t e r r a ,  Acta Math. 1894; Hadamard ,  Bull. SOC. frang. de phys. 1906 
(dort, andere Literatur, auch die 8ltt.ren Arbeiten von Hadrtmard); 
-4cta math. 31. 8. 333. 1908; Lep. sup la propag. des Oudes (Paris 
Hermann 1903) Chap V I I  3 3. 

3) Diese Tatsache steht rechnerisch in Beziehung zu der folgenden 
Tatsache: Die Formel fur das Volumen einer Kugel im R, enthiilt fiir 
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cleu. zeichnet sich R, durch eine Eigenartigkeit aus, die 
evident wird, wenn man das retardierte Potential lwechnet l). 
cl. h.  das fntegral der Differentialgleichung : 

cp at, -2 ah% = Q -  
21 

1 a 2 ' p  ae cp 

1 

Fur R, erhalt man: 

Hierin sind: 
c3 = 4n, 11 

15 
c = - - 3  

die Oberflachen der Einheitskugel im R,, R,. R, und die 
Svmbole 

hedeuten, daB man die Werte zur Zeit t - (die ,,retar- 
diertPn" Werte) nehmen mi&. Man sieht,: im Gegensatz zu 
K ,  werden im R5 und R7 uszu .  die retardkrten Potentiale lzicht 
~ L N Y  durck e. sondern auch woch durch dessen Differential- 
quotienten nach der Zeit bestknzt. Dabei ist noch zu bemerken, 

fiir groSe Werte 170n T ,  also hi der eigentlichen Am- 

y = Bn und p = 2n -+ 1 die Zahl n in derselben Potenz n. Die ana- 
l ytische Beziehung zwvischen beiden Tatsachen tritt in Evidenz, wenn 
nim die Wellengleichung z. B. mit Rilfe von Fourierintegralen inte- 
griert. Xan atoBt dann sehlieBlieh auf ein Integral iiber die ( p  - 1)te 
Potenr von einem Quaclratwurzelausdruck. Der Integrand wird also 
rational, wenn p = 2n -f- 1, irrational, wenn p = 2n. Das gleiehe findet 
rtatt bei Berechnung des Kugelvolumens. 

1 )  Vgl. a. a.  O., Aanhangsel IV, eine einfeche Ableitung der Lo- 
ciing'c~i fiir die R2% + . 
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strahlung, es jeweils gerade auf den hochsten Differential- 
quotient von e ankommt, weil er durch die kleinste Potena 
von r dividiert ist. Ein ,,Elektron" mit scharf begrenzter 
Ladung wiirde also im R,, R, . . . durch seine Eewegung Felder 
mit hohen Singularit liten ausstrahlen! 

Schlu@emmkungen: 1.  Wir haben hier nur solche Be- 
ziehungen betrachtet, bei denen der R, eine singulare Stellung 
gegenuber den anderen R, einnimmt. Dariiber binaus ist es 
natiirlich oft sehr instmktiv, sich deutlich eu machen, wie 
an so vielen Punkten der Physik die keizahl der Dimen- 
sionen eingreift, ohne dal3 bei Obergang anf den R,, der R3 
gerade singuIilres Verhalten zeigt : e. B. sind die 4 im Strahlungs- 
gesetz von Stefan Boltzmann und die 3 im Verschiebungs- 
gesete von W. Wien: Q = v 3 f  ( v / T )  im B,, durch (n + 1 )  
und n zu ersetzen. Das Verhaltnis der spezifischen Warmen 
einatomiger Gase G,,/c, = la/s durch 1 + 2/72 usw. 

2. Man wird so veranlafit, h i  ieder in der Physik auf- 
tretenden, \-on den Mal3einheiten unabhangigen nniversellen 
Konetanten versuchsweise nach einem Zusammenhzbng mit der 
Dreidimensionalitat des Raumes m frageq (oder der Vier- 
dimensionalitlit der Raum.-Zeit-Welt). Man denke e. B. an die 
RolIe der Zahl 8 (und lo?) im periodischen System der che- 
mischen Elemente [vgl. Borns ,,kubisches At~mmodell"~)] ; 
den Exponenten 2 in der Formel yon Balmer. 

3. Aber es greift noch e k e  andere game Zahl in Jedeii 
Winkel der Physik oin: der Exponent ,,migg des Theorems 
von Pythagoras. Oder anders amgedriickt : die homogen 
quadratdsche MaBbestimmung 

d f  = XCY,,~ d ~ ,  d ~ k  
h k  

hat eine uberherrschende Bedeutung gegenuber allen anderen 
homogenen Formen. - LBBt sich an diesem zwei nichte mehr 
fragen und begreifen? 

Leiden, August 1919. 
~ 

1) Verh. d. Deutsch. php. Ges. 20. S. 230. 1918. 

(Eingegengen 31. August 1919.) 




