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1. Hine neue Erweiterung der Relativititstheorie;
von H, Weyl.

Kap. I. Geometrische Grundlage.

Eunleitung. Um den physikalischen Zustand der Welt an
einer Weltstelle durch Zahlen eharakterisieren zu kénnen, muB
1. die Umgebung dieser Stelle auf Koordinaten bezogen sein
und milssen 2. gewisse Mapeinheiten festgelogt werden. Die
bisherige Einsteinsche Relativititstheorie bezieht sich nur
auf den ersten Punkt, die Willkiitlichkeit des Koordinaten-
systems; doch gilt es, eine ebenso prinzipielle Stellungnahme
zu dem zweiten Punkt, der Willkirlichkeit der MaBeinheiten,
zu gewinnen. Davon soll im folgenden die Rede sein.

Die Welt ist ein vierdimenstonales Konéinuum und 1Bt
sich deshalb auf vier Koordinaten g z; x, #; beziehen. Der
Ubergang zu einem anderen Koordinatensystem 7; wird durch
stetige Transformationsformeln

(1) Ty = i (o7, %y Z5) 1=0,1,2 3
vermittelt. An sich ist unter den verschiedenen mdéglichen
Koordinatensystemen keines ausgezeichnet.  Die Relativ-

koordinaten dz; eines zu dem Punkte P = (z;) unendlich
benachbarten P’'= (x;-}- dz;) sind die Komponenten der in-
_*

finitesimalen Verschiebung P P’ (eines ,,Linienelementes® in
P). Sie transformieren sich beim Ubergang (1) zu einem anderen
Koordinatensystem &; linear:

< : - .
) dz, = Slef d3,;

a/ sind die Werte der Ableitungen 0f;/9%, im Punkte P.
In der gleichen Weise transformieren sich die Komponenten &
irgendeines Vektors in P. Mit einem die Umgebung von P
bedeckenden Koordinatensystem ist ein ,,Achsenkreuz’ in P
verkniipft, bestehend aus den ,,Einheitsvektoren ¢; mit den
Komponenten 48,9, 6,%, 8,2, 9,5

0@tk
oF = { 181:73 ;
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102 H. Weyl.

Eben auf dieses Achsenkreuz muf man sich stiitzen, um nicht-
skalare Grofen durch Zahlen charakterisieren 2zu konnen.
Zwischen den Einheitsvektoren e;, ¢, zweier Koordinaten-
systeme in P bestehen die zu (2) ,kontragredienten* linearen
Transformationsformeln
Ei - 2 a‘." €.
x

In der speziellen Relativititstheorie sind die @' Konstante
(unabhingig vom Ort), weil die Ubergangsfunktionen f; in (1)
dort stets linear sind; nicht so in der allgemeinen Relativitits-
theorie.

Um die Abhingigkeit der MaBzahl von der MaBeinheit
klarzulegen, halten wir uns an das geometrische Beispiel der
Strecke. Riemann?) nahm an, daB sich unendlich kleine Strecken
sowohl an derselben wie auch an irgend zwel verschiedenen
Stellen meggend miteinander vergleichen lassen, und die auf
dieser Annahme beruhende Riemannsche Geometrie liegt, in
threr Anwendung auf das vierdimensionale Kontinuum der
Welt, der Einsteinschen Gravitationstheorie zugrunde. Legt
man eine bestimmte Strecke (und natilich allerorten die
gleiche) als MaBeinheit fest, so kommt jeder Strecke eine sie
vollig charakterisierende MaBzahl ! zu. Bei abgeiinderter
Wahl der MaBeinheit aber erhilt man eine andere MaBzahl 7,
die aus ! durch die lineare Transformation

l=al

hervorgehit; in ihr ist a, das Verhéltnis der MaBeinheiten, éine
universelle Konstante (unabhingig von Ort und Strecke). Wie
man sieht, entspricht dieser Standpunkt gegeniiber der Frage
der MaBeinheit genaudemjenigen, welchen die spezielle Re-
lativitétstheorie hinsichtlich des Achsenkreuzes einnimmt. Die
allgemeine Relativitdtstheorie wird statt dessen nur postu-
lieren, daB a von der Strecke unabhiingig ist, nicht aber vom
Orte; sie mufl die ohnehin in einer reinen ,,Nahegeometrie* un-
zuldssige Annahme der Moglichkeit des ,,Fernvergleichs* fallen
lassen: nur Strecken, die sich an der gleichen Stelle befinden,
lassen sich aneinander messen. An jeder einzelnen Weltstello
mufl” die Streckeneichung vorgenommen werden, diese Awui-

1) Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde liegen,
Mathematische Werke (2. Aufl,, Leipzig 1892), Nr. XIII, p. 272,
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gabe kann nicht einem zentralen Eichamt iibertragen werden.
An Stelle des Riemannschen Fernvergleichs aber hat ein
Prinzip zu treten, dag die kongruente Verpflanzung der Strecken
von einem Punkte P nach den zu P unendlich benachbarten
Punkten gestattet. Damit erst hat sich, wie ich glaube, der
historische ProzeB der Loslésung von der Euklidischen Starre,
die Uberwindung der Ferngeometrie vollendet. Eine reine
Infinitesimalgeometrie kommt zustande, welche in dem gleichen
Sinne die Grundlage einer reinen Nahewirkungsphysik ist, wie
die Riemannsche Geometrie Grundlage ist fir die in den
Rahmen von Einsteins allgemeiner Relativititstheorie sich
einfiigende Physik. Ich stelle hier kurz die Hauptbegriffe
und -tatsachen der Infinitesimalgeometrie zusammen; eine
ausfithrlichere Darstellung wird die in Vorbereitung befindliche
8. Auflage meines Buches ,,Raum, Zeit, Materie* (Springer)
enthalten.t)

Geometrie.  Eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit ist
affin zusammenhingend, wenn von jedem Vektor in einem
Punkte P feststeht, in welchen Vektor in P’ er durch Parallel-
wverschiebung ibergeht; P’ bedeutet dabei einen beliebigen zu
P unendlich benachbarten Punkt. Hs ist zu fordern, daB
zum Punkte P ein Koordinatensystem exigtiert (ich nenne es
geoditiseh in P) derart, dafl in ihm die Komponenten eines jeden
Vektors in P bel infinitesimaler Parallelverschiebung wuc-
geiindert bleiben. Benutzt man ein beliebiges Koordinaten-
system x; und ist darin P = (), P’ = (2,°-+4 dz;), hat
ferner ein willkiirlicher Vektor in P die Komponenten &, dex
aus 1hm durch Parallelverschiebung nach P’ hervorgehende
Vektor die Komponenten &i--d &', so gilt eine Gleichung?)

(8) d&=—dy, L
Die vom Vektor & nicht abhingigen infinitesimalen GréBen
dy'. sind lineare Differentialformen

dyir = Firs dms:
deren Zahlkoeffizienten I', die ,,Komponenten des affinen Zu-
sammenhangs®, der Symmetriebedingung I'i,, = I'¥,; geniigen.

1) Man vgl. auch die Arbeiten des Verf. in den Sitzungsber. d.
PreuB. Akad. d. Wissensch, 1918, p. 465ff,, und der Mathem. Zejtschr.
2, p. 3841f. 1918,

2) Nach doppelt auftretenden Indizes ist stets zu summieren,

8*
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(8) bringt zum Ausdruck, daB die Parallelverschiebung von P
nach P’ die Gesamtheit der Vektoren in P affin (oder linear)
auf die Gesamtheit der Vektoren in P’ abbildet. Ist das
Koordiratensystem geoditisch in P, so verschwinden dort alle I'.
s gibt zwischen den verschiedenen Punkten der Mannig-
faltigkeit keine Unterschiede hinsichtlich der Natur ihres
affinen Zusammenhangs mit der Umgebung.

Eine meirische Mannigfaltigkeit trigt in jedem Punkte I
eine Mapbestimmung; d.h. jeder Vektor ¢ in P bestimmt
eine Strecke, und es gibt eine von dem willkiirlichen Vektor
abhiingige gquadratisehe Form g2 (vom Trigheitsindex 8) derart,
daB zwei Vektoren y und py in P dann und nur dann dieselbe
Strecke bestimmen, wenn 2% = 2 ist. Dadurch ist die Form
nur bis auf einen willkirlichen positiven Proportionalitéts-
faktor festgelegt. Wihlen wir diesen in bestimmter Weise, so
ist die Mannigfaltigkeit in P geeicht, t2 =l nennen wir dann
die MaBzahl der durch r bestimmten Strecke. Andert man
die Eichung ab, so bekommt dieselbe Strecke eine andere
MaBzahl I, die aus ! durch eine lineare Transformation [ = al
hervorgeht (a eine positive Konstante). Relativ zu einem
Koordinatensystem driicke sich g2 fiir den willkiirlichen Vek-
tor ¢ mit den Komponenten & durch die Formel aus:

= ;: 9., & & i = 930 -

Fine metrische Mannigfaltigkeit tragt aber nicht nur in jedem
Punkte eine MaBbestimmung, sondern sie ist aul rdem metrisch
2usammenhdingend. Dieser Begriff ist vollig dem des affinen
Zusammenhangs analog; wie dieser die Vektoren betrifft, so
jener die Strecken. Jede Strecke in P geht also durch kon-
gruente Verpflanzung nach dem beliobigen unendlich benach-
barten Punkte P’ in eine bestimmte Strecke in P’ iitber. Wieder
ist zu fordern, daf die Eichung sich so einrichten laBt (sie
heiBt dann: geodédtisch in P), daB bei kongruenter Ver-
pflanzung einer jeden Strecke in P ihre MaBzahl ungeiindert
bleibt. Ist die Mannigfaltigkeit irgendwie geeicht und [ die
MaBzahl einer Strecke in P, I 4 d ! die MaBzahl der aus ibr
durch kongruente Verpflanzung nach P’ entstehenden Strecke,
so wird infolgedessen

(4) dl=—1dog
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sein, wo d ¢ von der Strecke nicht abhdugt; diese Gleichung
bringt zum Ausdruck, daf§ jene Verpflanzung eine dhnliche Ab-
bildung der Strecken in P auf die Strecken in P’ bewirkt.
Ziweitens lehrt die an die Spitze gestellte Forderung, da d ¢

——
lmear von der Verriickung P P' (mit den Komponenten dz,)
abhiingt :

do = 2 @; dz;.

Es gibt zwischen den versehiedenen Punkten der Mannigfaltig-
keit keine Unterschiede hinsichtlich der Natur der in jedem
von ihnen herrschenden Mafbestimmung und seines metrischen
Zusammenhangs mit der Umgebung. Die lineare und die
quadratische Fundamentalform

do=g;dz; und ds?=g,dz,dx,

veschreiben die Metril: der Mannigfaltigkeit relativ zu einem
Bezugssystem (= Koordinatensystem + Eichung); sie bletben
ber Koordinatentransformation snvariant, bei Abdnderung der
Eichung nimmt die zweite esnen Fakior a an, der eine positive
stetige Ortsfunktion st (das ,,Eichverhdltnis'), die erste ver-
mandert sich um das totale Differential d1g o.

Eine metrische Mannigfaltigkeit ist ohne weiteres auch affin
zusammenhdingend — auf Grund der Forderung, daf bel
Parallelverschiebung eines Vektors die durch den Vekbor be-
stimmte Strecke sich kongruent bleibe: das ist die Grundial
sache der Infinitesimalgeometrie. Erklaren wir den ProzeB des
Herabziehens eines Index ¢ an einem System von Zahlen &
(einerlei, ob auBer ¢ noch weitere Indizes auftreten oder nicht)
em fir allemal durch die Gleichungen

o; = g;; &
(and den umgekehrten Prozefl durch die dazu inversen), so

kann der affine Zusammenhang einer metrischen Mannig-
faltigkeit aus den Formeln entnommen werden:

d .
I—;,kr+1;c,ir= ai::—*—gqu)r ([:',rs=gijrjra))

6 r a (X4 a
=%( % (,\gx‘ - ai;f) + 49 Pt B P — T )

Noch an einen geometrischen Begriff sei erinmert: Zwet
Voktoren r und y in P heilen zueinander orthogonal, wenn
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fir sie die zur quadratischen Form x2? gehérige symmetrische
Bilinearform (r - ) verschwindet; dieses Wechselverhéltnis ist
von dem Eichfaktor unabhingig.

Tensorkalkiil. Ein (zweifach kovarianter, einfach kontra-
varianter) Tensor (8. Stufe) im Punkte P ist eine vom Koordi-
natensystem, auf das man die Umgebung von P bezieht, ab-
hingige Linearform dreier Reiben von Variablen &, 7, {:

3
>y E g,
ik l=0

vorausgesetzt, .daB jene Abhingigkeit von folgender Art ist:
die Ausdriicke der Linearform in zwei Koordinatensystemen
gehen ineinander iber, wenn man die ersten beiden Variablen-
reihen kogredient, die letzte kontragredient zu den Differen-
tialen [Formel (2)] transformiert. Der Begriff des Tensors ist
frei von jeder Bezichung auf die Metrik oder den affinen Zu-
sammenhang der Mannigfaltighkeit. Die Skalare ordnen sich
dem BSystem der Tensoren als Tensoren 0. Stufe ein. Ten-
goren 1. Stufe heiflen Vektoren; unter Vektor ohne niheren
Zusatz wird wie bisher ein kontravarianter Vektor verstanden.
Die schiefsymmetrischen kovarianten Tensoren spielen eine be-
sondere Rolle und sollen zur Abkirzung lineare Tensoren ge-
nannt werden. Die Grundoperationen der Tensoralgebra, durch
welche nur Tensoren in einem und demselben Punkte P mit-
einander verkniipft werden, sind: Addition, Multiplikation und
Verjingung; sie setzen die Mannigfaltigkeit weder als metrisch
noch als affin zusammenhingend voraus. Das gleiche gilt
noch fiir die Analysis der linearen Tensoren, welche lehrt, wie
durch Differentiation allgemein aus einem linearen Tensor
vter Stufe ein solcher der (» 4 1)ten Stufe erzeugt wird:

du 3 2 8w

Gz % | Fm T Om

In den Differentiationsprozel der allgemeinen Tensoranalysis

(die sich picht auf die linearen Tensoren beschrinkt) gehen

aber die Komponenten des affinen Zusammenhangs ein; voll-

stindig entfaltet sich die Tensoranalysis also erst im affin zu-

sammenh#ingenden Raum (dagegen wird keine Metrik voraus-
gesetzt). Wir erwilhnen als Beispiel

du'

8 o

= uikl s

i r .
—Fl:ru 1



FEine neue Erweiterung der Relativitdtstheorie. 167

avs dem Vektorfeld u° entsteht so ein gemischtes Tensorfeld -
2. Stufe.

Ist f Wdx eine Integralinvariante — ich schreibe kurz dz
fir das Integrationselement dux,dz; dz, dz; —, so ist W eine
vom Koordinatensystem abhingige Funktion, welche sich bei
Ubergang von einem zum andern Koordinatensystem mit dem
absoluten Betrag der Funktionaldeterminante |e*| multipli-
ziert. Eine solche GroBe bezeichne ich als skalare Dichte.
Analog ist der Begriff dex Tensordichte (im Punkte P): das
ist eine vom Koordinatensystem abhéngige Linearform mehrerer
Variablenrethen, wenn diese Linearform, wie sie im Koordi-
natensystem g, lautet, sich in ihren Ausdruck im Koordinaten-
system Z; verwandelt dureh Maltiplikation mit dem absolaten
Betrag der Funktionaldeterminante und Transformation der
Variablen nach dem gleichen Schema wie oben. Der Begriff
ist frei von jeder Beziehung auf Metrik oder affinen Zasammen-
hang. Die schiefsymmetrischen kontravarianten Tensordichten
spielen eine besondere Rolle und sollen lineare Tensordichten
heiflen. Tensoren = Intensititsgroffen, Tensordickien = Quanti-
idtsgrofen; wihrend der Gegensatz dieser beiden GroBenarten
in der Riemannschen Geometrie verwischt ist, sind wir hier
imstande, dureh eoine scharfes mathematisches Merkmal inten-
sive und quantitative GriBen voneinander zu unterscheiden.
Die Grundoperationen der Algebra der Tensordichten sind:
Addition, Multiplikation eines Tensors mit einer Tensordichte,
Verjingung; sie setzen weder Metrik noch affinen Zusammen-
hang voraus. Das gleiche gilt noch fiir die Analysis der
linearen Tensordichten, welche darch Prozesse von divergenz-
artigem Charakter aus einer linearen Tensordichte vter Stufe
eine solche der (» — 1)ten Stufe erzeugen lehrt:

av

Er
In den Divergenz- und Differentiationsprozell der allgemeinen
Analysis der Tensordichten gehen aber die Komponenten des
affinen Zusammenhangs ein. Beispiel:

o'k
ax];

_x ..

amii;

[ Tr
so entsteht aus einer gemischten Tensordichte 2. Stufe m* eins
Vektordichte.

— Il wg;

a
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Bs liegt im Begriff des Tensors und der Tensordichte.
daB die darstellende Linearform nur vom Koordinatensystem,
nicht auch von der Eichung abhingt. Im erweiterten wnd
iibertragenen Sinne wollen wir aber diesen Namen auch dann
anwenden, wenn die Linearform vom Koordinatensystemm in
der oben geschilderten Weise, auBerdem aber auch noch von
der Eichung abhingt, und zwar so, da8 sie beim Umeichen
sich mit einer Potenz a® des Eichverhiltnisses multipliziert
(Tensor bzw. Tensordichte vom Gewichte e). Doch sehen wir
diese Erweiterung nur als einen Hilfsbegriff an, den wir um
seiner rechnerischen Bequemlichkeit willen einfithren. In dem
erweiterten Reich (von welchem natiirlich nur in einer metrischen
Mannigfaltigkeit die Rede sein kann) existieren nidmlich noch
folgende beiden Operationen: 1. Durch Herabziehen eines Index
verwandeln sich die Komponenten eines Tensors vom Ge-
wichte ¢ in die eines Tensors vom Gewichte ¢ 4 1; der Cha-
rakter jenes Index geht dabei von kontravariant zu kovariant
iiber. Das Umgekehrte gilt beim Heraufzichen oines Index.
9. Durch Multiplikation eines Tensors vom Gewichte ¢ mit Vg
(— g ist die Determinante der g, Vg die positive Quadrat-
wurzel aus dieser positiven Zahl g) entsteht eine Tensordichta
vom Gewichte ¢ 4- 2. Die letate Operation soll ein fiir allemal

dadurch angedeutet werden, daB man den zur Bezeichnung
eines Tensors benutzten lateinischen Buchstaben in den ent-
sprechenden deutschen verwandelt.

Kriommung. Pflanzt eine Sirecke sich lédngs einer ge-
schlosgenen Kurve kongruent fort, so wird sie bei ihrer Riick-
kehr zum Ausgangspunkt im allgemeinen nicht mit der Aus-
gangsstrecke ibereingtimmen. Um ein Ma8 fiir diege ,,Nicht-
integrabilitit™ der Streckeniibertragung zu finden, nimmt man
(genau wie es durch den Stokesschen Satz fiir das Linien-
integral geschicht) eine differentielle Zerlegung wvor: an
spannt in die geschlossene Kurve eine Flache ein, die man
sich durch eine Parameterdarstellung gegeben denkt, und zer-
legt sie durch die Koordinatenlinien in unendlich kleine Parallelo-
gramme. Man hat dann die Anderung pl zu bestimmen, welche
die Mafzahl einer Strecke erfahrt, wenn die Strecke, sich
selbst kongruent bleibend, ein solches Flichenelerent umfibrt,
das von den beiden Elementen dz,; und d z; der Koordinaten-
linien aufgespannt wird und somit selber die Komponenten
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dag =4dx; 6z, — dxg dx;
besitzt, Man findet
rl=—-1lre,
und dabei hingt der Faktor p ¢ linear von dem Flachen-
element ab; es ist ndmlich

. - 0 @; 0 ¢
Vo =rfudndz = ifdoy,, fik=—¢p-~_~ql:'

Den dureh die Metrik eindeutig bestimméen linearen Tensor
2. Stufe f; werden wir dementsprechend als ,,Streckenkriimmung'*
der metrischen Mannigfaltigkeit bezeichnen durfen. Sein Ver-
schwinden ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafii,
daBl die Langeniibertragung integrabel ist und in der Mannig-
taltigkeit daher die Riemannsche Geometrie gilt.

In genau der gleichen Bezichung steht die Vektorkriimmung
zur Parallelversehiebung der Vektoren wie die eben konstruierte
Streckenkriimmung zut kongruenten Streckenverpflanzang. Die
Definition der Vektorkriimmung, die wir aueh schlechthin als
Krimmung bezeichnen, setzt nur affinen Zusammenhang dex
Mannigfaltigkeit voraus. Ein beliebiger Vektor ¢ wird beim Um-
fahren unseres unendlich kleinen Flichenelementes eine Ande-
rung Pt erleiden, die aus r durch eine lineare Abbildung
oder ,,Matrix** p F hervorgeht:

pr=pF), in Komponenten: yge=p Fg.§£4,

Auch hier hingt p F linear vom Flachenelement ab:

pF=F,dzdn, = }F, dz;, (Fyi =—F).
Die Kriimmung wird deshalb am besten als ein ,lirearer
Matrixtensor 2. Stufe* bezeichnet. Gehen wir aber auf die
Koeffizienten Fj,, dieser Matrizen F;; ein, so erscheint die
Krammung als ein Tensor 4. Stufe; es ist
T _ 3T
6(11{ (’J\xk

8 Fpa=

)"*‘(F:irﬂrk"‘ Frakf,;i)-

Die Vektorkrimmung muafl die Streckenkriimmung als
einen Bestandteil enthalten, da ja die Parallelverschiebung
eines Vektors die kongruente Verpflanzung der durch ihn be-
stimmten Strecke automatisch mithesorgt. In der Tat, zer-
legen wir |7 ¢ in eine zu t orthogonale Komponente *p r und
eine zu ¢ parallele, so kommt

rr=*r—3iwtre.
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Hsand in Hand damit geht eine entsprechende Zerspaltung der
Kriimmung )
(8) e ="Fgis — } 05 [s,
deren erster Bestandteil konsequenterweise ,,Richtungskriim-
mung*‘ heifen muB. Die Zahlen *F,;, sind nicht nur in bezug
auf die Indizes © und %, sondern auch in bezug auf a und B
schiefsymmetrisch. ‘
Fiir spitere Rechnungen gebrauchen wir noch den dwrch
Verjiingung entstehenden Tensor F2, = F;; und den daraus
darch abermalige Verjiingung entstehenden Skalar vom Ge-
wichte —1: F/=F. Die aus ihnen durch Nullsetzen der
@; hervorgehenden Riemannschen KrimmungsgroBen mogen

mit — R, bzw. — R bezeichnet werden. Es ist dann
3 8(Vado .
) ~Fe 4 2 W2t 1y g,

Aus dem lineaven Tensor f; entspringt (in der vierdimen-
sionalen Welt) die lineare Tensordichte j** (vom Gew:chte 0)
und aus beiden die skalare Dichte

[= 1 fa fik.
f ldz ist die einfachste Integralinvariante, welche sich aus der

Metiik bilden 1aBt, und nur in einer vierdimensionalen Mannig-
faltigkeit -existiert eine Integralinvariante von so einfachem
Bau. Das in der Riemannschen Geomefrie als Volumen auf-
tretende Integral f V_(Tda: ist hier natiirlich ohne jede Bedeutung.

Der statische Fall. Das metrische Feld in der vierdimen-
sionalen Welt ist ein statisches, wenn sich Koordinatensystem
und Eichung so wihlen lagsen, da8 die linears Fundamental-
form = @ dz, wird, die quadratische = c2dz,2 — d g% Dabei
gind ¢ und ¢(>0) Funktionen vo: z, z, z3 allein und do?
igh eine positiv-definite quadratische Form in den Variablen
X Ty Xg. @ ist die Zeit, z, z, 5 sind die Raumkoordinaten.
Diese besondere Gestalt der Fundamentalformen wird durch
Koordinatentransformation und Umeichen nur dann nicht zer-
stort, wenn die Zeitkoordinate z, fiir sich eine lineare Trans-
formation erleidet, die Raumkoordinaten gleichfalls nur unter
sich trapsformiert werden und das Eichverhiltnis eine Kon-
stante ist. Im statischen Fall bekommen wir also einen drei-
dimensionalen Riemannschen Raum mit der metrischen Funda-
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mentalform de? und dazu zwei Skalarfelder ¢ und ¢ in diesem
Raum. Als willkiuliche MaBeinheiten sind zu wihlen die
Lingen- und die Zeiteinhelt (em, see). do? ist von der Dimen-
sion cm? die Lichtgeschwindigkeit ¢ von der Dimension
em - sec~, und ¢ hat die Dimension sec~l Es igt nament-
lich zu beachten, daB der dreidimensionale Raum sich nicht
als ein beliebiger metrischer heraasstellt (in welehem die
Streckeniibertragung nicht integrabel ausfiele), sondern als ein
Riemannscher Raum.

Kap. 1I. Feldgesetze und Erhaltungssitze.

Ubergang 2ur Physik. Die spezielle Relativitétstheorie
lebrte, daB der in der vierdimensioralen Welt herrschenden
Weltgeometrie nicht eine ,,Galileische, sondern eine ,Eukli-
dische® Metrik zugrunde liegt. Es entsprang aber daraus eine
Disharmonie, dafl die Nahewirkungsgesetze der modernen Physik
die Euklidische Ferngeomeirie zum Fundament hatten. Hierin
kann man einen spekulativen Grund dafir erblicken, die
Euklidische Weltgeometrie dureh die Riemannsche und
schlieBlich durch die eben besprochene reine Nahegeometrie
zu ersetzen. Finstein blieb bei der Riemannschen Geometrie
stohen; fiir seine ,allgemeine Relativititstheorie® sind aber
neben dem {Ubergang von der Euklidischen Fern- zur Rie-
mannschen Nahegeometrie zwel weitere Gedanken charakte-
ristisch: 1. die Metrik ist nicht a priori gegeben, sondern von
der Verteilung der Materie abhiingig; in diesem Zusammenhange
ist die Relativitdt der Bewegung dasjenige Argument, aus
welehem die Theorie ihre Uberzeugungskraft schoptt. 2. Die
aus der Erfahrung bekanunten und bis dahin unverstandenen
Eigenschaften der Gravitation (Gleichbeit von schwerer und
triger Masse) werden begreiffich, wenn man die Gravitations-
erscheinungen auf die Abweichung der Metrik von der Eu-
klidischen zuriickfithrt, nicht aber auf gewisse, ,,in* der
raetrischen Welt wirksame Krifte. — Die so zustande kommende
Jravitationstheorie steht, obwohl ihre Struktur auf den ersten
Blick ganz und gar von der Newtonschen abweicht, wie sich
bei Verfolgung ihrer Komnsequenzen unter bestimmten ver-
einfachenden Annahmen herausstellte, im Einklang mit allen
astronomischen Erfahrangen.

Die neue hier vorgenommene Erweiterung betrifft zunichst
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gleichfalls nur die weltgeometrische Grundlage der Physik und
stellt als solche den konsequenten Ausbau des Relativitits-
gedankens dar. Aber mit eben derselben Macht wie die
Relativitit der Bewegung zur Einsteinschen Theovie, zwingt
uns die Uberzeugung von der Relativitit der Grofe zu diesem
dariiber hinaus gehenden Schritt. Und bekamen wir damals
die Gravitation, so bekommen wir jetzt den Elektromagnetismus
geschenkt. Denn wie sich die Potentiale des Gravitations-
feldes nach Einstein zu einer quadratischen Differentialiorm
zusammenfiigen, so, wissen wir, bilden die Potentiale des
elektromagnetischen Feldes die Koeffizienten einer invarianten
linearen Differentialform. Es liegt deshalb nahe, die in der
reinen Nahegeometrie neben der quadratischen auftretende
lineare Fundamentalform mit jener Potentialform des elektro-
magnetischen Feldes zu identifizieren. Dann wiirden nicht
nur die Gravitationskrifte, sondern auch die elektromagne-
tischen aus der Weltmetrik entspringen; und da uns andere
wahrhaft wrspriingliche Kraftwirkungen aufler diesen beiden
ib rhaupt nicht bekannt sind, wirde durch die so hervorgchende
Theorie der Traum des Descartes von einer rein geometrischen
Physik in merkwirdiger, von ihm selbst freilich gar nicht
vorauszusehender Weise in Erfilllung gehen, indem sich zeigte:
die Physik ragt mit ibrem Begriffsgehalt iiberhaupt nicht itber
die Geometrie hinaus, in der Materie und den Naturkrdften
dupfert sich lediglich das melrische Feld. Gravitation und Elek-
trizitit wiren damit aus einer einheitlichen Quelle erklirt.
Fir diesen Gedanken spricht der gesamte Erfahrungsschatz,
der in der Maxwellschen Theorie niedergelegt ist. Denn hier
(in der Infinitesimalgeometrie) wie dort (in der Maxwell-
schen Theovie) ist die lineare Form ¢;dz; nur bestimmt bis
auf ein additiv hinzutretendes totales Differential, erst das
aus ihr sich ableitende ,,Feld" (= Streckenkriimmung)

0 dx;

o q: dq
/:‘k= N :

1
welches den Gleichungen geniigt:

a_f.“_'..*_%_*_aﬁ“—o,

ax. 6:::, ax; -

ist frei von jeder Willkiir; und die elektromagnetische Wirkungs-
groBe, weleche die Maxwellsche Theorie beherrscht,
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f{dx=i—fﬂkf”‘dx,

ergibt sich auch hier als eine Invariante, und zwar als die ein-
fachste Integralinvariante, die ttberhaupt existiert. Nieht nur
fiur die Maxwellsche Theorie eroffnet sich so ein tieferes
Verstandnis, sogar der bis jetzt immer als ,zufallig” hin-
genommene Umstand, daf die Welt vierdimensional ist, wird
begreiflich. Die angefithrten Grinde scheinen mir denen, die
Einstein auf seine allgemeine Relativititstheorie hinfithrten,
an Starke etwa gleichwertig zu sein, mag auch bei uns der
spekulative Charakter noch krasser hervortreten.

Stutzig machen konnte zunichst dies): dal nach der reinen
Nahegeometrie die Streckeniibertragung nieht integrabel sein
soll, wenn ein elektromagnetisches Feld vorhanden ist. Steht
das nicht zu dem Verhalten der starren Koérper und Uhren
in eklatantemn Widerspruch? Das Funktionieren dieser Mef-
instrumente ist aber ein physikalischer Vorgang, dessen Ver-
lauf durch die Naturgesetze bestimmt ist, und hat als solcher
nichts zu tun mit dem idesllen Prozell der , kongruenten Ver-
pflanzung von Weltstrecken, dessen wir uns zum mathe-
matischen Aufbau der Weltgeometrie bedienen. Schon in der
speziellen Relativititstheorie ist der Zusammenhang zwischen
dem metrischen Felde und dem Verhalten der Mafstébe und
Uhren ganz undurchsichtig, sobald man sieh nicht auf quasi-
stationiire Bewegung beschrénkt. Spielen somit diese In-
strumente auch eine praktisch unentbehrliche Rolle als In-
dikatoren des metrischen Feldes (theoretisch wiren zu diesem
Yiweck einfachere Vorginge, z. B. die Lichtausbreitung, vor-
zuziehen), so ist es doch offenbar verkehrt, durch die thnen
direkt entnommenen Angaben das metrische Feld zu definderen.
Wir werden auf die Frage nach Aufstellung der Naturgesetze
zuriickkommen miissen.

Die Durchfithrung der Theorie muf} zeigen, ob sie sich
bewihrt, — Die Maxwell-Lorentzsche Theorie war gekenn-
zeichnet durch den Dualismus von Materie und elektromagne-
tischem Yeld; dieser wurde (auf dem Boden der speziellen
Relativitatstheorie) aufgehoben durch die Miesche Theorie.?)

1) Als Einwand gegen die hier vertretene Theorie formuliert von
Eingtein; vgl. den Anhang zu der oben zitierten Akademienote des Verf.
2) Ann. d. Phys. 37, 39, 40. 1912/13.
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An seine Stelle aber trat bet Beriicksichtigung der Gravitation
der Gegensatz von elektromagnetischem Feld (,,Materie im
weiteren Sinne‘‘, wie Einstein sagt) und Gravitationsfeld; ex
zeigt sich am deutlichsten in der Zweiteilung der Hamilton-
schen Funktion, welche der Einsteinschen Theorie zugrunde
liegt.) Auch dieser Zwiespalt wird durch unsere Theorie
tiberwunden. Der Integrand der WirkungsgriBe /% dz muf
eine aus der Metrik entspringende skalare Dichte % sein, und
die Naturgesetze sind zusammengefaBt in dem Hamilton-
schen Prinzip: Fir jede infinitesimale Anderung & der Welt-
metrik, die auBerhalb eines endlichen Bereichs verschwindet,
ist die Anderung

afszsm:fassdm

der gesamten Wirkungsgrofe = 0 (die Integrale erstrecken
sich tiber die ganze Welt oder, was auf dasselbe hinauskommt,
ither einen endlichen Bereich, auflerhalb dessen die Variation 4
verschwindet), Die WirkungsgroBe ist in unserer Theorie not-
wendig eine reine Zahl; anders kann es ja auch nicht sein, wenn
ein Wirkungsquantum existieren soll. Von ¥ werden wir an-
nehmen, daf es ein Ausdruck 2. Ordnung ist, d. h. aufgebaut
ist einerseits aus den g,, und deren Ableitungen 1. und 2. Ord-
nung, andererseits aus den ¢, und deren Ableitungen 1.Ordnung.
Das einfachste Beispiel ist die Maxwellsche Wirkungsdichte I.
Wir wollen aber in diesem Kapitel keinen speziellen Ansatz
fiir W zugrunde legen, sondern untersuchen, was sich allein
aus dem Umstande erschlieBen 1iBt, daB /W dx ein koordi-
naten- und eichinvariantes Integral ist. Wir bedienen uns
dabei einer von F. Klein angegebenen Methode.?)

Folgerungen aus der Invarianz der Wirkungsgrofe. a) Eich-
wnvarsanz. Erteilen' wir den die Metrik relativ zu einem Be-
zugssystem beschreibenden GréSen ¢y, g, beliebige unendlich
kleine Zuwiichse 8 ¢;, 8 g5 und bedeutet X ein endliches Welt-
gebiet, so ist es der Effekt der partiellen Integration, daB das
Integral der zugehérigen Anderung 6 ¥ von B iiber das Ge-
biet X in zwei Teile zerlegt wird: ein Divergenzintegral und ein

1) Vgl. Einstein, Hamiltonsches Prinzip und allgemeine Re-
lativitétatheorie, Sitzungsber. d. PreuB, Akad. d. Wissensch, 1016. p. 1111.

2) Nachr, d. Ges. d. Wissensch, zu Gottingen, Sitzung vom
19. Juli 1918,
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Integral, dessen Integrand nur noch e¢ine lineare Kombination
von 8¢, und & ¢, ist:

fa%d _f"(‘”’")d +f (0 S, + 3 T+ 5g,) dz.
{%kz — %zk}
Dabei sind v/, 61° die Komponenten je einer kontravarianten
Vektordichte, B! aber die einer gemischten Tensordichte

2. Stufe (im eigentlichen Sinne). Die Komponenten 8 9¥ sind
lineare Kombinationen von

0
(S(ﬁi; 5_9,-k und agik,r {gik,r:: 6‘21}

Wir driicken jetzt zunichst aus, daf S dx sich nicht

z
dndert, wenn die Eichung der Welt infinitesimal abgeindert
wird. Ist a =1 4 = das Eichverhaltnis zwischen urspriing-
licher und abgeénderter Eichung, so ist = ein den Vorgang
charakterisierendes infinitesimales Skalarfeld, das willkizlich
vorgegeben werden kann. Bei diesem ProzeB erfahren die
FundamentalgréBen die Zuwichse

\ N on
(9) 090 =G> ‘)‘Pi=“ﬁ'
Substituieren wir diese Werte in & v*, so mogen die Ausdriicke
dn
(10 # (n) = 7 8 + o2 - e

hervorgehen. Die Variation (8) des Wirkungsintegrals muf
fir (9) verschwinden: so formulieren wir die Tatsache der
Eichinvarianz.

foé’ ) g +f( m16x+ B )d.r—.——O.

Formt man den ersten Term des zweiten Integrals noch durch
partielle Integration um, so kann man statt dessen schreiben:

a(gk(n)—nmk) 3wt _o.
(11) x d+f( +1W )dx 0

Daraus ergibt sieh zunichst die Identitat

(12) o Wi =0

in der aus der Variationsrechnung bekannten Weise: wire
diese Ortsfunktion an einer Stelle (z;) von 0 verschieden, etwa
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positiv, so konnte man eine so kleine Umgebung X dieser
Stelle abgrenzen, daB die Funktion in ganz X positiv bliebe;
wahlt man in (11) fiir X dieses Gebiet, fiir 7 aber eine aufer-
halb ¥ verschwindende Funktion, welehe innerhalb X durch-
weg =0 ist, so verschwindet das erste Integral, das zweite
aber fallt positiv aus — im Widerspruch mit der Gleichung (11).
Nachdem dies erkannt ist, liefert (11) weiter die Gleichung

f a(sk(ﬂ)—_nn—)ﬂdxz().

éx,,
X

Sie gilt bel gegebenem Skalarfeld = fiir jedes endliche Gebiet X,
und infolgedessen mufB

(18) 8@m—nwh) _

am,‘

sein. Setzen wir (10) ein und beachten, daB an einer Stelle die
Werte von
6n R

T Pz Gmiw

beliebig vorgegeben werden konnen, so zerspaltet sich diese
eine Formel in die folgenden Identitdten:

0 &k d wk d hai

. TE=_¢3;{’ 2- §l+ awa

=mi’ 3. [)aﬁ"i‘f)ﬂa:()-

Da 879z, die Komponenten eines aus dem Skalarfeld =
entspringenden kovarianten Vektorfeldes sind, ergibt sich aus
dem Umstande, daBl 3'(m) eine Vektordichte ist: &' ist eine
Vektordichte, §* eine Tensordichte, und zwar nach 8. eine
lineare Tensordichte 2. Stufe. 1. ist in Anbetracht der Schief-
symmetrie von }) eine Folge von 2., da

POy .
mf%% =0 ist.

b) Koordinateninvarianz. Wir nehmen mit dem Welt-
konfinuum eine infinitesimale Deformation vor, bei welcher
der einzelne Punkt (x,) eine Verriickung mit den Kompo-
nenten &' (x) erfihrt; die Metrik werde von der Deformation
ungedndert mitgenommen. & bezeichne die durch die De-
formation bewirkte Anderung irgendeiner GroéBe, wenn man
an derselben Raum-Zeit-Stelle bleibt, 8’ ihre Anderung, wenn
man die Verschiebung der Raum-Zeit-Stelle mitmacht. Es ist
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&r i} i 8
’_5%—((7# :;a; + B =2 §T> +6w‘~’
X a&r 6‘ i
\“agik“ (.’/;r T + Gir Ern gkg\)_”.qik'

Dabei bedeutet 7 ein Infinitesimales Skalarfeld, iiber das unsere
Festsetzungen nichts bestimmen. Die Invarianz der Wirkungs-
groBe gegeniiber Xoordinatentransformation und Abidnderung
der Eichung kommt in der auf diese (finf willkiirliche Funk-
tionen & und n enthaltenden) Variation sich beziehenden
Formel zum Ausdruck:

(15) o‘fQBd —f{‘”m") + oW} de =0,

(14,

Will man nuv die Koordinateninvarianz zum Ausdruck bringen,
s0 hat man z =0 zu wihlen; aber die so hervorgehenden
Variationsformeln (14) haben keinen invarianten Charakter.
In der Tat bedeutet diese Festsetzung: es sollen durch die
Deformation die beiden Fundamentalformen so variiert werden,
daf die MaBzahll eines von der Deformation mitgenommenen
Linienelements ungeindert bleibt: 6’1 =0. Nun driickt aber
picht diese Gleichung den Prozef der kongruenten Verpflanzung
eiper Strecke aus, sondern

Ol = — l(%é'wz) = - l(%‘sz)-
Wir miissen demnach in (14) nicht z = 0, sondern 7 = — (¢, &)
wihlen, damit invariante Formeln zustande kommen, namlich:

-0, =f.,§,
(16} 8 &r 8 & ]
—0gu= (9&3_% + .qkr"a_x:) + (;;k + gzk(pr)g

Die durch sie.dargestellte Anderung der beiden Fundamental-
formen ist eine solche, daf die Metrik von der Deformation
ungedndert mitgenommen und jedes Linienelement kongruent ver-
pflanzt erscheint. Auch analytisch erkennt man leicht den
invarianten Charakter der Gleichungen (16); an der zweiten
tritt er zutage, wenn man den gemischten Tensor

&
Er Fk'g = &

einfithrt; sie lautet dann
— 09 = & + Exi-

Annslen der Physik. IV, Folge. &9, 9
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Nachdem die Eichinvarianz bereits unter a) ausgenutzt ist,
geniigt es, in (14) fiw x irgendeine besondere Wahl zu treffen;
vom Standpunkt der Invarianz ist die zu (16) fihrende
7w = — (p; &) die einzig mogliche.
Far die Variation (16) sei
WEX + o0 =6"(.

&¥ (&) ist eine linear-differentiell von dem willkiirlichen Vektor-
feld & abhingige Vektordichte; ich schreibe explizite

k k k a ke 6 &
@ = BFE + B gan + 191 G
(det letate Iioeffizient ist natmhch symmetrisch in den Indizes
a f). Fihren wir in (15) die Ausdricke (8), (16} ein, so ent-
steht ein Integral dessen Integrand lautet:
6 @k _E Ja, @

al‘k

Wegen

8 4gs

—"g‘ﬁ+gaﬂq): u,’it+‘p"n
und der Symmetrie von W*# ist

1(dg, b _ a
_2-( B+9-ﬁq’x)%8 aﬁl%/; rﬁ’%ﬁ .
Uben wir auf dus zweite Glied unseres Integranden noch eirne
partielle Integration aus, so erhalten wir daher
k

f&(@k(sr) BEE) o +f(__ — I W +f.'x~mk) Sdr=0.

axk

Daraus entspringen nach der oben angewendeten SchluBweise
die Identititen

(an (afft I ‘*\ 4 fwt =0
und

aa;,‘

Die letzte zerspaltet sich in die folgenden vier:

&k TRk o
L 88 _ 81@_’ IL @x_*_f_st’_,,__g}jk

615), aﬂ'}g

a

L — aB
IIL (@iﬂﬂ + 'bi'ga) + ‘a”a@g** =0, IV. ‘biﬂﬁ)’—'_ @ima'*‘ ‘bi’a'gr‘ 0.
Y
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Ersetzt man in ITL. nach IV.
$7°f durch — Hobr — Hhor,
$0 geht daraus hervor, daB

- d g,.uﬁ b4
B 3 e B
5:3;“ gz, 55;“

schiefsymmetrisch ist in den Indizes a f. Fihren wir 9,7

statt ;%% ein, so enthalten ITI. und IV. also ledlghch Sym-
metneaussagen, I1. aber geht iber in

RY-X7]
(arv &+ a@' LR R Y

dx, Oy
Daraus folgt 1., weil wegen der Symmetriebedingungen

&2 @‘ -0 B HePY
GER 6:::',, ! 02, 0y,

=0 1st

Der Invarianzcharakter der Koeffizienten © und $ von &* (&),
insbesondere derjenige der GroBen ©F, 1aBt sich am einfachsten
und vollsténdigsten durch die Angabe beschreiben, daf &* (&)
eine Vektordichte ist (&% aber ein Vektor). Daraus geht hervor,
daB & nicht die Komponenten einer gemisehten Tensordiehte
sind; wir sprechen in diesem Fall von einer Pseudotensor-

dichte.
Beispiel. Fir B =1 ist, wie man sofort sieht,
Uk‘: fik 6992 ,
infolgedessen:
§ =0, §k=fit; SF=0k(—f, f*e, die GroBen § = 0.
Unsere Identitidten liefern also
] fai F) mi

Wi = 3z’ om =0, W =10;
wr=ar, (52 -y tem) 5 ~ 0.

Die in der letzten Zeile stehenden beiden Formeln werden in
der Maxwellschen Theorie durch Rechnung bestitigt; die
Komponenten &F bilden dort die Tensordichte der Eunergie
des elektromagnetischen Feldes, und die letzte Gleichung sagt
aus, dafl aus dieser Tensordichte durch Divergenzbildung dis
ponderomotorischen Krafte entspringen.

9‘
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Feldgesetze und Erhaltungssdtze. Nimmt man in (8) fur ¢
eine beliebige Variation, die auBerhalb eines endlichen Gebiets
verschwindet, und fiir X die ganze Welt oder ein solches Ge-
biet, auferhalb dessen 6 = 0 ist, so kommt

[omdr = [ og+ 1 Wrag,) ds.

Daraus geht hervor, daf in dem Hamiltonschen Prinzip
S6 W dx =0 die folgenden invarianten Gesetze enthalten sind:

i =0, Rr=0.

Die ersten sind die elekiromagnetischen, die zweiten die Gravi-
tationsgesetze. Zwischen den linken Seiten dieser Gleichungen
bestehen 5 Identititen, die oben unter (12) und (17) aufgefiiat
sind. Es sind also im System der Feldgleichungen 5 iiber-
schiissige enthalten, entsprechend dem von 5 willkiirlichen
Funktionen abhingigen Ubergang von einem Bezugssystem zu
einem beliebigen andern. 8' ist die Vekiordichie des elektrischen
Viererstroms, ©;* die Pseudotensordichte der Emergie, H* die
elektromagnetische Felddichte. Im Falle der Maxwellschen
Theorie, die ja nur im Ather gilt, ist, wie es sein muB, 8 =0,
hi* = §* und sind &;* die klassischen Ausdriicke. Es gelten
nach 1. und 1. allgemein die Erhaltungssitze

CES 6 &*

am = O o~ 0
Und zwar folgen die Erhaltungssdtze auf doppelte Weise aus
den Feldgesetzen; es ist nidmlich nicht nur

ag _ an' '
35 = gg > fondern auch = — } %

8 &r
0z

Die enge Bezichung, welche zwischen den Erhaltungs-
sitzen von Energieimpuls und der Koordinateninvarianz be-
steht, ist in der Einsteinschen Theorie cchon von verschiedenen
Autoren verfolgt worden.!) Zu diesen vier Erbaltungssitzen
tritt aber als finfter der Erhaltungssatz der Elektrizitat, und
ihm muf konsequenterweise eine Invarianzeigenschaft ent-
sprechen, die eine fiinfte willkiirliche Funktion mit sich bringt;

13
nicht nur Eg%, sondern auch = I BWE — [, 0%

1) So von H. A, Lorentz, Hilbert, Einstein, Klein und dem
Verfasser,
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als solche erkennt unsere Theorie die Eichinvarianz. Ubrigens
fithrten die dlteren Untersuchungen tiber den Energieimpulssatz
nie zu einem vollig durchsichtigen Resultat. Denn macht man
in der Einsteinschen Theorle keine spezielle Annahme iber
die WirkungsgroBe, so liefert freilich die Koordinateninvarianz
vier Erhaltungssiitze, die sich aber keineswegs als die Er-
haltungssiitze von Energie und Impuls ansprechen lassen, da
sie sich in den klassischen Féallen nicht auf diese reduzieren.
Das hatte mich schon seit langem beunruhigt. Hier aber er-
halten wir die volle Aufklirung: man muf} die Koordinaten-
mit der Eichinvarianz in solcher Weise verkniipfen, wie es
unsere Theorie von selbst mit sich bringt — Formel (16) —,
wn auf die richtigen Iirhaltungssétze gefithrt zu werden. Dieser
ganze Zusammenhang ist offenbar ein sehr starkes Argument
tiw die Richtigkeit unserer These, dafi die Naturgesetze nicht
nur koordinaten-, sondern auch eichinvariant sind.

Es kommt noch dies hinzu. Die elektromagnetischen
(leichungen lauten nach der 2. der Gleichungen in welche (18)
zerfiel, folgendermaBen:

85 - 8 fu 6 fii

o= (wmd Gy 2R + 5f — o).
Ohne noch die Wirkungsgrofie zu spezialisieren, konnen wir aus
der Euchinvarianz allein die gamze Strukiur der Mazwellschen
Theorie ablesen. Von der besonderen Gestalt der Hamilton-
schen Funktion ¥ beeinflubt werden nur die Gesetze, durch
welche sich Strom &' und Felddichte §'* aus den Fundamental-
gréfen ¢, ¢, bestimmen.

Die Feldgesetze und die zu ihnen gehérigen Erbaltungs-
siitze lassen sich nach (18) und (18) am tiibersichtlichsten zu-
sammenfassen in die beiden einfachen Gleichungen

é‘f:i(n) -0, 68 _ 0
0 x; 2 x;

(Hilbert-Kleinsche Form der Feldgesetze).

Kap. III. Durchfiihrung eines speziellen Wirkungsprinzips.

Der Amnsaiz fiir 8. Der weiteren Diskussion lege ieh das-
jenige Wirkungsprinzip zugrunde, das sich analytisch am
leichtesten in seinen Konsequenzen iiberblicken 148t:

W=—1FYg+45l.
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Die Bedeutung von [ und F ist aus Fritherem zu entnehmen,
‘die Konstante f ist eine reine Zahl. Es gilt

OB =—1F(FYg) +1F25Yg+poL.
Bs vereinfacht die Durehrechnung sehr, wenn wir die Eichung
der Welt durch die Forderung, da — F gleich einer (vorzu-
gebenden positiven) Konstanten a ist, eindeutig festlegen; dies
ist moglich, weil F eine Invariante vom Gewichte — 1 ist.
Dadurch erreichen wir, daB die Feldgesetze Differential-
gleichungen zweiter Ordnung werden. Fir & 3 kommt, unter
Fortlassung der Divergenz
5 2Vi8)

(?:v.-

die ja bei der Integration iber die Welt verschwindet:
2 3 a
s(pr+ Ve —22V9 g gy — VI R).

Dividieren wir noch dureh a, setzen f/a = 1 und fithren das
Weltintegral von 6 (3 RVg) durch eine partielle Integration
iiber in das Integral von é @, wobei & nur von den g und
deren ersten Ableitungen abhingt?), so kommt das Wirkungs-
prinzip:

(19) sffr-6+ 2=2B8 yolas —o.

Der Aufbau des Integranden ist klar: A{ und — @& sind die
klassischen Terme der Maxwellschen Elektrizitits- und der
Einsteinschen Gravitationstheorie. Hinzu tritt das ,,kosmo-
logische Glied* (a/4) Vg, das sich hier ganz zwangsweise er-
gibt?), und der einfachste Term, der tiberhaupt nach der Mie-
schen Theorie zur Ma xwellschen Wirkungsdichte hinzukommen
kann und die Existenz der Materie ermoglichen soll: (p; ¢) Vg.
Dabei ist zu beachten, daB nach unserer Theorie dieser Ansatz
die eine unter einer ganz geringen Anzahl von Mdglichkeiten
ist (vgl. dariiber den SchluB der Arbeit) und jedenfalls die
einzige, welche zu Differentialgleichungen von nicht héherer

1) @ist die in Binsteins auf p. 114 zitierter Arbeit mit } &* be-
zeichnete Grofle,

2) Von Einstein eingefithrt in: Sitzungsber. d. PreuB. Akad. d.
Wissensch.- 1917, p. 142,
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als der zweiten Ordpung fithrt. Insbesondere steht es hier
durchaus nicht in unserm Belieben, tiber das Vorzeichen des
Terms (¢; ¢9) etwa anders zu verfigen, als es in (19) geschieht.
Naeh dem Gesagten ist bereits klar, daB das Prinzip (19) mit
den der Nachpriifung durch die Erfahrung zuginglichen Ge-
setzen des elektromagnetischen und des Gravitationsfeldes
auBerhalb der Materie im Einklang ist.

Variation der g¢; liefert die Maxwellschen Gleichungen

@ ik 38— .

(20) A T L
Pie elektromagnetische Felddichte ist hier also == §**, und der

Ausdruck rechter Hand die Stromdichte 8. Daraus folgt die
Divergenzgleichung

3 o
(21) %iizo.
Variation der g;; liefert die Gravitationsgleichungen
(22) — By +egn =39+ A5,

wo S¥* die Maxwellschen Energie-Impulskomponenten sind
und
o=}R+ L.“i’?_(?_'qﬂ .
Verjingen wir, so folgt
R—a+ }(p;9)=0 und darauf 0=% .

)ie erste Beziebung liefert wegen — F = a von neuem (21),
den Erhaltungssatz der Elektrizitit, der, wie sich so bestitigt,
doppelte Folge der Feldgesetze ist. Die rechto Seite von (22)
ist, ganz im Einklang mit der Mieschen Theorie,

= 4(8h — @)

im Ather iiberwiegt das erste Glied, das zweite kommt allein
im Innern des materiellen Teilchens (Atomkern oder Elektron)
zur Geltung.

Unserer Theorie liegt eine bestimmte Elektrizitatseinheit
zugrunde. Nenne ich oV

23

(x die Einsteinsche Gravitationskonstante, ¢, die Licht-
geschwindigkeit im Ather) den Gravitationsradius der Ladung e,
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50 kann man diese Einheit, wie aus (22) folgt, so charakteri-
sieren: es ist diejenige Ladung, deren Gravitationsradius

= Y% 7 ist. Diese Liinge ist sicher enorm groB, da sonst die
Gleichung (20) der Erfabrung widerspricht; wenn die Zahl
B =1 ist, hat sie die GroBenordnung des Weltradius. Unsere
Elektrizititseinheit und ebenso die Wirkungseinheit ist dem-
nach jedenfalls von kosmischer GroBe. Das ,,kosmologische
Moment, das Einstein erst nachirdglich seimer Theorie einfiigte,
haftet der unseren von ihren ersten Grundlagen her an.

Noch zwei Bemerkungen tuber den statischen Fall! Die
statische Welt ist von Hause aus geeicht (vgl. Kap. I); es
fragt sich, ob bei dieser ihrer natiirlichen Eichung F = const.
gilt. Die Antwort lautet bejahend. Denn eichen wir die Welt
um auf die Forderung F = const., so nimmt die metrische
Fundamentaliorm den Faktor F an, und dg = ¢ dz, ist zu
ersetzen durch iF

(Pdro—T

Die Gleichung (21) liefert dann
3% |, 9%, 8% _ _ar
8x1+6x,+6x,—0 (F‘~ E?z.-)’

und daraus folgt F' = const. — Die zweite Bemerkung ist

diese: Im statischen Fall lautet die (00)te der Gravitations-
gleichungen (22):

c(Ac-{-%c) =3¢*+ A8,.

Darin ist 4 der zum Raum mit der metrischen Fundamental-
form do? gehorige Poissonsche Differentialoperator. Die
rechte Seite ist hier positiv; unser Wirkungsprinzip fithrt also
in der Tat za einer positiven Masse und anziehenden, nicht ab-
stoBenden Kriiften zwischen diesen.

Mechanik. Die auf der Substanzvorstellung beruhenden
Ansitze, durch die man bisher den Ubergang vom Energie-
Impulsprinzip zu den mechanischen Gleichungen zu bewerk-
stelligen pflegte, welche die Bewegung eines Materieteilchens
regeln, exweisen sich in unserer Theorie als unmdglich, da sie
den zu fordernden Invarianzeigenschaften widersprechen. Ub-
rigens fithren sie, wie ich hier beildufig bemerke, schon in der
Einsteinschen Theorie aus eben demselben Grunde, um
dessentwillen wir sie hier ganz verwerfen miissen, zu einem
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falschen Wert der Masse. Der einzig haltbare Weg, der unter
Voraussetzung der Existenz materieller Teilchen zu einer wirk-
lichen Herleitung der mechanischen Gleichungen fithren kann,
wurde von Mie in dem 8. Teil seiner bahnbrechenden ,,Grund-
lagen einer Materie® eingeschlagen?) und neuerdings von Ein-
stein zum Beweis der integralen Erhaltungssitze fir ein iso-
liertes System beschritten.?) Man denke sich um das materielle
Teilchen ein Volumen £2 abgegrenzt, dessen Dimensionen grofl
sind gegeniiber dem eigentlichen Konzentrationskern des Teil-
chens, klein gegeniiber denjenigen Abmessungen, in denen das
duflere Feld sich merklich dndert. Bei der Bewegung be-
schreibt £ in der Welt einen Kanal, in dessen Innern der Strom-
fuden des Materieteilehens hinflieBt. Das Koordinatensysters,
bestehend aus der ,,Zeitkoordinate’ z, =1t und den ,,Raum-
Loordinaten** =z, , z,, sel so beschaffen, daB die ,Riume*
2y = const. den Kanal durchschneiden (der Durchschnitt ist
das eben erwihnte Volumen £2). Die Pseudotensordichte der
Gesamteneorgie werde mit ©F begeichnet. Die im Raume
2, = const. iiber das Gebiet €2 zu erstreckenden Integrale J,
von ©,° sind die Energie (1 = 0) und der Impuls (1 =1, 2, 3)
des Teilchens. Integriert man in der gleichen Weise jede der
vier Erhaltungsgleichungen
o G¥
(23) =L 0

8w !

die oben allgemein bewiesen worden, so liefert das erste Glied
(k = 0) die zeitliche Ableitung dJ,/dt; das Integral @ber die
deei andern Glieder ergibt aber nach dem GauBschen Satz
einen ,,Kraftflu8“ dureh die Oberfliche von £, ausgedriickt
durch ein iiber diese Oberfliche zu erstreckendes Integral:
die Komponenten der von auflen auf das Teilchen einwirkenden
Feldkraft*. Diese aus der Trennung von Zeit und Rawm
hervorgehende Scheidung liefert die fiir die Mechanik charakte-
ristiseche Gegeniiberstellung von ,, Trdghestskraft d J;[dt und
Teldkraft. »

Der Integrand des Wirkungsprinzips (19), dessen Kon-
sequenzen wir jetzt verfolgen, heiBe 8. Da SBdz keine
Invariante ist, kann die in Kap. IT zum Beweis der Erbaltungs-
sitze angewendete Uberlegung nicht ohne weiteres beibehalten

1) Ann, d. Phys. 40, p. 1. 1913.
2) Sitzungsber. d. Preufl, Akad. d. Wissensoh, 1918.
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werden. Aber es ist auch jetzt &' fBdx = O filr eine Varia-
tion 8, die nach (14) durch eine unendlich kleine Verschiebung
im eigentlichen Sinne hervorgerufen wird: m = 0, & konstant.
Damit dies zutrifft, mu8 man {berhaupt keinerlei Voraus-
getzungen iber LB machen. Ist

08 = @*dg,; + Bhidga,

gesetzt, so folgt daraus auf Grund der Giltigkeit des Hamil-
tonschen Prinzips die Formel

(24) -a(fi:éi_) = 0 mit @‘k _ %a‘ik 4+ agaﬂ Gabk l ikn

Dies sind aber nicht die Erhaltungssatze fiir Energle und
Impuls. Vielmehr miissen wir, um diese zu bekommen, die
Maxwellsehen Gleichungen zundchst in der Form arschreiben:

) (n FYY .6_71 ika)
0z, 0
=V,

ax..

hierin & = — (g; &%) zu setzen und die so hervorgehende Glei-
chung mit 2 multipliziert zu (24) addieren. Dann kommen
die Gleichungen (28) zustande, und zwar wird

8gaB map s _ 3 £ fha _
&F= B} + E@“ Afiaf¥e — A, 8%,

Diese Energiedichte setzt sich aus drei Teilen zusammen:
1. dem nur im Innern des materiellen Teilchens merk-

lichen Glied
A} @) 0F— 84,
2. dem zum MaxWellsehen Feld gehorigen
ML} — fiaf*e},
8. der Gravitationsenergie

(SC - G)N + 22 g“ﬁ @b

Wir denken uns den auflerhalb des Kanals herrschenden
Wertverlauf der g, glatt tiber den Kanal ausgedehnt, indem
wir die feine tiefe Furche, welche die Bahn deg Materieteilchens
in das metrische Antlitz der Welt reifit, ,ausglitten*, ,,iiber-
briicken*, und bebandeln jenen Stromfaden als eine Linie in
diesem ausgeglitteten metrischen Felde. FEs sei ds das zu-
gohorige Eigenzeitdifferential. Wir konnen zu einer Stelle des
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Stromfadens ein solches Koordinatensystem einfithren, daB dort
ds? =dry® — (d,? -+ day? + dxg?)
wird, die Richtung des Stromfadens durch
dzg:da;:dzy:dey =1:0:0:0

gegeben ist und die Ableitungen aay;.,e verschwinden. Fir den

an dieser Stelle gefithrten Querschnitt x4 = const. des Strom-
fadens wird dann auch (approximativ)

Ji=dJdy,=Jdg=0
gein wie Im statischen Fall, vorausgesetzt, daf die Innere
Siruktur des Teilchens die gleiche ist, wie wenn es in diesem
Koordinatensystem dauernd rubte; eine bei guasistationdrer
Beschleunigung zuldssige Annahme. Ebenso wird dann von

den iiber den Querschnitt des Stromfadens erstreckten Inte-
gralen

f 8ide, ([1'2 dx,

dort nur das Ote nicht den Wert 0 haben, sondern gleich dex
Ladung e des Teilchens sein (die nach dem Erhaltungssatz
eine von der Zeit unabhingige Invariante ist). Unter solchen
Umstinden fillt in dem betrachteten Moment von den iiber
die Oberfliche der Kapsel £ zu erstreckenden Integralen, den
., Kraftflitssen*, der von 8. herrtthrende Anteil fort; wesent-
lieh dafur ist, daB die Ausdriicke 8. nicht nur linear, sondern

quadratisch von den Differentialquotienten 839: abhingen.

Der von 1. herrithrende Anteil ist zu vernachlissigen,
da auBerhalb des Teilchens 8' =0 igt. Es bleibt nur 2., und
dieser Tell liefert die ponderomotorische Kraft des elektro-
magnetischen Feldes nach der Maxwellschen Theorie: ef;
(f. ist hier das duBere Feld; die Bebauptung ist wenigstens
dann richtig, wenn dieses Feld relativ zum Teilchen zeitlich
nicht zu stark variiert). Wir bekommen die Gleichungen

dJ;
ar - efoi-
Kebren wir zu einem beliebigen Koordinatensystem zuriick, so
treten an Steile der erhaltenen Formeln die folgenden:
. dx;
Ji=mu, w0 u=—_=
ist und ein Proportionalititsfaktor, die , Masse’” m, auftritt;
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dimu) 1 dgap B e oo f gk
{25) T s Pam mucuf =e- f, . u*.

Die g, wie die f;; beziehen sich hier auf die ausgeglittete
Metrik. Die Ladung e ist konstant. Multipliziert man die letzte
Gleichung mit u; und summiert iber ¢, so findet man

am _ o

ds ’
also ist die Masse gleichfalls konstant. Von der Wahl der
Konstanten a hingt sie in solcher Weise ab, daB m=mVa
ist (m unabhingig von a).

Der AnschluB an die gewohnlichen Formeln ist erreiclt;
wegentlich fiir ihre Giiltigkeit ist, daf die Eichung durch
F = const. normiert wird. Eine Uhr miBt bei quasistationdrer
Beschleunigung das Integral fds der dieser Normierung ent-
sprechenden Eigenzeit. Diese Ergebnisse sind aber gebunden
an das hier zugrunde gelegte Wirkungsprinzip.

Das Problem der Materie. DaB sich aus den Erhaltungs-
sitzen konstante Ladung und Masse fiir ein Materieteilchen er-
geben, erklirt noch nicht, daf alle Elektronen die gleiche
Ladung und Masse besitzen und bestindig beibehalten; denn
die Teilchen sind doch niemals so vollstindig gegeneinander
1soliert, als daB nicht im Laufe langer Zeitriume betrichtliche
Abweichungen sollten entstehen kénnen. Dies muB vielmehr
daran liegen, daB die Weltgesetze nur eine diskrete Anzahl
statischer Losungen gestatten, die ein stabiles Korpuskel dar-
stellen. Damit kommen wir zu dem eigentlichen Problem der
Materie; 148t es sich auf Grund des hier vorausgesetzten
Wirkungsprinzips 16sen? Es scheint, als sei diese Frage zu
verneinen, da Mie gezeigt hat, daB die Hinzuftigung eines
Gliedes zu der Maxwellschen Wirkungsdichte, das lediglich
eine Funktion von g =V ¢, ¢ ist, gewiB dann die Materie
nicht. erméglicht, wenn diese Funktion nicht fir ¢ =0 min-
destens in 5. Ordnung verschwindet.!) Diese Erkenntnis ent-
springt aber bei ihm daraus, da Regularitit der statischen
kugelsymmetrischen Losung im Unendlichen zu fordern ist.
Hier werden diese Losungen jedoch zweifellos nicht zu einem
unendlichen, sondern einem geschlossenen Raum fithren, so
daB ganz andere Regularititsforderungen zu stellen sind. —

1) Ann. d. Phys. 89, p. 14. 1912.
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Noch einen zweiten Punkt muf ich bertibren, ehe ich zu expli-
ziten Rechnungen iibergehe. Es ist eine Tatsache, dafl am
Elektron reine Zahlen auftreten, deren GroBenordnung ginz-
lich von 1 verschieden ist; so das Verhiltnis des Elektronen-
radius zum Gravitationsradius seiner Masse, welches von der
Grofenordnung 1040 ist; das Verhéltnis des Elekironen- zum
Weltrading mag von #hnlicher Grofenordnung sein. Das
scheint dazu zu zwingen, in das Hamiltonsehe Prinzip von
vorn herein eine reine Zahl von enorm groBem Werte auf-
zunehmen, wie das durch unseren Ansatz geschehen ist: die
Konstante f. Andererseits hat doch dies Zugestindnis, daf
dem Welthau gewisse reine Zablen von zufalligem numerischen
Wert zugrande liegen sollen, etwas Abstruses. Ein Ausweg
aus dem Dilemma ist wohl nur dadurch moglich, dafl man
annimmt, das Weltgesetz schreibe keinen bestimmten Wert
dieser Zahl § vor, sondern verlange nur, daB sie eine Konstante
ist; mit andern Worten, es miifite lauten: Jede auflerhalb
eines endlichen Weltgebiets verschwindende virtuelle Variation
der Metrik, fir welche 6./ [dx verschwindet, macht auch die

Variation von .
f 172V g dx

zu Null. Dadurch wiirde das Problem der Materie zu einem
..Eigenwert‘-Problem: nur zu gewissen diskreten Werten von
B gehoren regulare Losungen. Ihnen entsprechen mogliche
Korpuskeln, die aber doch alle neben- oder ineinander, sich
gegenseitig feine Modifikationen der inneren Struktur auf-
zwingend, in derselben Welt existieren. Merkwiirdige Kon-
sequenzen firr die Organisation des Weltalls scheinen da auf-
zuddmmern und die Moglichkelt einer Erkldrung seiner Rule
im groBen, Unruhe im kleinen.

Im statischen kugelsymmetrischen Fall haben wir die
zwel nur von der Entfernung r =V z,% + ,% 4 x,% abhingigen
Skalarfelder ¢ und @ und das Linienelement des Raumes de?,
dem wir unter Benutzung einer geeigneten Entfernungsskala
die Gestalt verleithen konnen

(7,2 4 dxy? 4 dzy?) + p (2 dx; + 2, Ay + 75 d2g)%,
wo auch p eine nur von r abhingige Funktion ist. Ich setze

7

w=~Aht=134pr? A=]/g—=kc; %:u, r‘;p =9
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{der Akzent bedeutet Ableitung nach 7). Duwreh die vorge-
nommenen Normierungen ist das rdumliche Koordinatensystemn
bis auf eine Drehung festgelegt, die Funktionen ¢ und ¢ big
auf einen gemeinsamen konstanten Faktor, u, v, w vollstindig.
Das (ohne weiteres hinzuschreibende) Wirkungsprinzgip liefert
die Differentialgleichungen

R
! A A = T w- q}z T
pr® \  ar? 3 P wrt Aoyt
(26) O R R o
‘ oY, 3 ewrt 4
{ 4 g 4T T

Das Problem ist 4. Ordnung und von solcher Art, daB der
Mathematiker hoffnungslos vor thm die Segel streicht. Irumerhin
kapn ich die Ordnung um 1 reduzieren, indem ich die vorhin
mit u, v, w bezeichneten Funktionen einfithre. Als Variable
benutze ich statt r das Quadrat »% = p und finde

9 . dv | 3uwg
D) 2og, tvH5t =0,

21

dw w? . o
(D) 2()-d—g~+w(w—l‘——4~(a9 +3ulwy — 2irh = (.
AuBerdem ist r (u A4)'= v 4; setze ich hierin den aus (26) sich
ergebenden Ausdruck fir A'/4 ein, so kommt
j au 3 uwtw?— =
(D) 2Qd9+4guw v=21,
Diese Differentialgleichungen (D) bestimmen u, v, w; durch
eine Quadratur erhilt man hernach 4 aus

@7 dlg 4

= 3w
—F(uw) .

Schreibt man die Anfangswerte: u beliebig, v = 0, w =1 vor,
so erhilt man durch Potenzreibenansatz liosungen, die den
Gleichungen formal Geniige tun; in der Theorie der Differential-
gleichungen wird gezeigt, daB sie konvergieren.t) Wir erhalten
demnach oo im ,,Pol” p = 0 regulire Losungen.

Eine Liosung, die den Feldverlanf in einem existenzfihigen
Materieteilchen darstellt, wird zu einem gesehlossenen Ruum

1) Picard, Traité d’Analyse 8, p. 21,
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filhren. Der Aquator dieses Raumes werde bei g = p, erreicht.
Fir die Umgebung des Aquators hat man die durch

e ==g(l —2%)
eingefithrte GroBe z als Uniformisierende zu benutzen. Dann
mufl w fir z=0 in 2. Ordnung unendlich werden, ¢ und ¢
werden regulir bleiben und ¢ fiir z == 0 gewiB nicht verschwinden.
A wird unendlich der 1. Ordnung, u und v bekommen also bei
z =0 Nullstellen 1. Ordnung. Setze ich

% " 5 _
T =8 =05 w-r=w,

l) 9

$0 werden @, 7, @ regulire und brigens gerade Funktionen von
zsein, Ich bemerke, da8 naeh (27) Ig 4 eine monoton wachsende
Funktion von p ist; das Vorzeichen in dieser Gleichung ist
gliacklicherweise so gerichtet, dafl es ein Wachstum von 4
dber alle Grenzen als moglich erscheinen 1aft. Benutze ich
22 =t als unabhingige Variable, so entstehen die Differential-
gleichungen

2td—’z+n~390(l—t)fﬁw?—l__l?—:o,
d7 28 Qoo
(D) Jeegt+ Yo —Shaw=o,
dw w(z —-3t+2) 7 g 24t
l2t— ’ L1+t + 4—(0590—{—3901&2-@1;— 1-—1‘)=O
und
dlg 4 3 _
(28) FEL =L@,

Darch Vergleichung der konstanten Glieder der Potenz-
entwicklung ergeben sich daraus fiir ¢t = 0 folgende Anfangs-
werte

_ o g, — 4 ~ V3e — 4
T =~ =L W= .
2V39° ’ it ®Q — 4

Zu ihnen gehort, wie aus dem oben angefithrten Existenzsatz
hervorgeht, eine einzige regulire Losung des Systems (D) samt
einem A, das unendlich wird wie 1/Jt (denn die Potenz-
entwicklung der rechten Seite von (28) beginnt mit demn
Gliede — 1/2t). Jedem Werte von g, entspricht demnach
eine am Aquator regulire Losung des Problems, und indem
man g, variiert, erhilt man eine Schar von ool solchen Feldern.
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Von ihnen konnen pur diejenigen in Betracht kommen, die
zu Werten
4

2
00 > ("o > %——)

gehoren, da w positiv sein mufl; also zu Radien kosmischer
GroBe! In der dreidimensionalen Mannigfaltigkeit aller Lo-
sungen des Gleichungssystems (D) bhaben wir demnach die
eindimensionale der am Pol und die eindimensionale der am
Aquator reguliren Felder. Diese beiden Mannigfaltigkeiten
werden sich im allgemeinen so wenig ,schneiden® wie zwei
Gerade im Raum; wohl aber ist zu erwarten, daB es einzelne
begondere Werte von 1 geben wird, die Eigenwerte, fiix welche
ein solcher Schnitt eintritt, d. h. eine Losung, eine ,,Eigen-
funktion‘* existiert, die sowohl am Pol wie am Aquator regulir
bleibt. Zu einem wirklichen Existenznachweis der Eigenwerte
sind die gegenwirtigen Mittel der Analysis kaum ausreichend.

Das mutmapliche Weligesetz. In der durch die Ein-
gteinisch aufgefaBte Gravitation erweiterten Mieschen Theorie,
wie sie Hilbert dargestellt hat?), wird an die Hamiltonsche

Funktion W (= B/V¢) nur die Forderung gestellt, daB sie
eine Invariante gegeniiber Koordinatentransformation ist. Diese
Forderung liaBt fiir sie noch einen weiten Spielraum ibrig,
Durch unser Postulat, daB W auBerdem eine Invariante vom
Gewichte — 2 sein muB gegeniiber Abinderung der Eichung,
wird der Spielraum stark eingeengt, doch immer noch nicht
in solechem MaBe, daB dadurch W eindeutig bestimmt wire.
Nehmen wir an, da8 W rational aus den Kriimmungskompo-
nenten gebildet ist, so bieten sich, soviel ich sehe, nur die
folgenden 5 Moglichkeiten dar:
1. die Maxwellsche =1 f,f%;

2. nach dem gleichen Muster kann man aus der Vektor-
kriimmung bilden: 4 F,;, Fi*, Dabei ist die Multiplikation als
Zusammensetzung der Matrizen zu deuten. Der Ausdruck ist
selber eine Matrix, aber seine Spur L ist ein Skalar vom Ge-

wichte — 2: o
.L = ]F;"kFgl .

Ist *L die analog aus der Richtungskrimmung gebildete In-
variante, so gilt L = *L 4 1.

1) D.Hilbert, Nachr.d.Ges. d. Wissensch, zu Gottingen 1915. p.395.
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3. Man vertausche in dem Ausdruck von L im zweiten
Faktor F4* die Indizes § und ¢ miteinander.

4. Aus dem verjingten Tensor F{ , = F, cntspringt der
Skalar F,; Fi¥,

5. Die oben benutzte Invariante F2

Die aufgestellte Behauptung meint, daB sich jede In-
variante der angegebenen Art aus diesen 5 Grofen linear mit
numerischen Koeffizienten zusammensetzen 1ia8t.

Das in den vorigen Absdtzen durchgefithrte Wirkungs-
prinzip besitzt diese Konstitution: seine Hamiltonsche Funk-
tion war eine lineare Kombination von 1. und 5. Ich glaube,
es darf behauptet werden, daB dieses Wirkungsprinzip alles
leistet, was die Einsteinsche Theorie bisher geleistet hat, in
den tiefer greifenden Fragen der Kosmologie und der Kon-
gtitution der Materie aber eine entschiedene Uberlegenheit
zeigt. Dennoch glaube ich nicht, daB in ihm die in der Wirk-
lichkeit exakt zutreffenden Naturgesetze beschlossen sind. Im
Hinblick auf die eigentliche Gréfiennatur der Kriimmung er-
scheinen mir némlieh die Invarianten 8.—5. als kiinstliche Bil-
dungen neben den beiden natiirlichen, den ,,Hauptinvarianten*
1. und 2. Téauscht mich dieses fsthetische Vertrauen nicht
(dem die Vierdimensionalitit der Welt recht gibt), so wiirde
also das Weltgesetz so lauten: Jede auferhalb eines endlichen
Gebiets verschwindende virtuelle Anderung der Metrik, fiir welche
8/ 1dz =0, erfillt auch die Gleichung 6 f&dx = 0. Die Kon-
gequenzen dieses Wirkungsprinzips gedenke ich in einer Fort-
setzung dieser Arbeit zu verfolgen.

Die Fruchtbarkeit des nouen Gesichtspunktes der Kich-
invarianz hétte sich vor allem am Problem der Materie zu
zeigen. Die entscheidenden Folgerungen in dieser Hinsicht
vorschanzen sich aber noch hinter einem Wall mathematischer
Schwierigkeiten, den ich bislang niecht zu durechbrochen vermag.

(Eingegangen 7. Januar 1919.)

Annalen der Physik. IV, Folge. 39. 10





