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1. Uber die physikalischen Grundiagen
der Einsteinschen Gravitationstheorie;

von Friedrich Kottler.

In dem Bestreben nach einer physikalischen Ableitung
der Einsteinschen Gravitationstheorie habe ich in einer
kurzen Arbeitl) 1916 die sogenannte Aquivalenzhypothese
zur Grundlage zu machen gesueht. Diese Untersuchungen
muBten infolge lingerer Felddienstleistung unterbrochen werden.
Nach meiner Riickkehr aus dem Felde habe ich sie wieder
aufgenommen und gefunden, daB der dort eingeschlagene Weg
zu Widersprichen mit der Erfahrung fiihrt, da8 also die
Aquivalenzhypothese, wic sie aus der Minkowskischen Kine-
matik gefolgert werden muB, nicht ohne weiteres zu Recht
besteht. 2) _

Ich babe daher im folgenden einen anderen Weg ein-
geschlagen. Ich erhalte die Einsteinsche Theorie auf Grund
einer Abinderung des Newtonschen Trigheitsgesetzes. Es sind
hierbei zweierlei Beschrinkungen gemacht: Erstens der Be-
griff der berechtigten Bezugssysteme. Dies bedeutet eine
gewisse Aufrechterhaltung des Minkowskischen Postulats
der konstanten Lichtgeschwindigkeit, derart, da8 die De-
terminante der Koeffizienten des ds?in kartesischen Koordinaten

g=—2¢*

invariant bleibt. Nur solche Systeme licfern Ubereinstimmung
mit der Newtonschen Naherungstheorie in den Newtonschen

Koordinaten.
Zweitens die Beschrinkung auf stationiren Charakter
aller Gravitationsfelder.

1) F. Kottler, Uber Einsteins Aquivalenzhypothese und die
Gravitation. Apn. d. Phys. 50. p. 955. 1916, — A. Einstein, Uber
Friedrioh Kottlers Abhandlung usw., L. c. 1. p. 639. 1916.

2) Vgl. unten § 38.
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Im ganzen hoffe ich, durch diese Arbeit einen Beitrag
zu der FErkenntnis des Wertes der neuen Einsteinschen
Theorie zu liefern, durch welche meiner Ansicht nach das
Problem der Gravitation, das drei Jahrhunderte offen ge-
lassen hatten, endlich geldst ist.
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1. Das Trigheitegenets.
1. Das Newtonsche Triigheitsgesctz.

Das Triagheitsgesetz der Newton- Galileischen Mechanik
ist bekanntlich das erste Newtonsche Axiom: corpus omne
perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter
in directum, nisi quatenus a viribus impressis cogitur statum
illum mutare. Stammt dieses Tragheitsgesetz -aus der Ex-
fahrung? ,,Hat man,” so fragt Polncaréi), ,jemals mit
Kérpern experimentiert, die der Einwirkung aller Krifte ent-
zogen waren? Man gzitiert gewohnlich das Beispiel emneér
Kugel, die gohr lange auf einem Marmortisehe - rollt; aber
warum sagen wir, dafl sie keiner Kraft unterworfen ist? Ist
gie elwa zu weit von allen dbrigen Korpern entfernt, um von
ihnen keine merkliche Einwirkung crfahren zu kénnen? Aber
sie ist doch um nichts weiter von der Erde entiernt, als wenn
man sie frei in der Luft luslieBe; und jedermann weill, dab
slo in diesem Falle dem Kinflusse der Schwere unterlicgen
wirde, der von der Anziehungskraft der Frde berribrt.”

Wir sind also mit der Erfahrung keineswegs im Widex-
spruche, wenn wir das erste Newtonsche Axiom aufheben.
Im Gegentell, wenn wir an dessen Stelle die Aussage setzen:
»»Bin sich selbst iberlassener Korpor fallt”, sind wir it der
alltiglichen Frfahrung in bestemn Einklange. Wie ist dieses
Tragheitsgesetz zu verstehen?  Offenbar so, daB von uer
Gravitation nicht abstrabicrt werden darf. Hine Mciccilk,
welcho wie die Newtonsvhe dic Gravitation der Materie nicht
als wesentlich und anerschaffen ansieht?), ist unzuli sig.
Unsere Aufgabe ist es also, das Trigheitsgesetz so zu modifi-
zieven, daB aus ihm die stindige Gegenwart der Gravitation
in alivie physikalisehen Eischelnungen folgt.

2. Die ibrigen Newtonschen Axiome,

Vorerst ein Wort aber die Gbrigen Newtonschen Axiome
in divsem: Zusammenhange. Sie sind samtlich von der neuen
Méchanik bereits aufgegeben.  Das, woduwrch sich diese
neue Mechanik von der Newtonschen unterscheidet, ist be-
kanntlich die Beriicksichtigung der endlichen Ausbreitungs-
geschwindigkeit aller Storungen, als welche die Lichtgesehwindig-

1) H. Poincaré, La science et I’hypothése, chap. VI, p. 113.
2) Newton an Bentley.
26*
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keit angenommen wird. Von diesem Gesichtspunkte fiel als
erstes der Newtonschen Prinzipien das von der Gleichheit
der Aktion und Reaktion. Auch das zweite Newtonsche
Axiom, da8 Kraft und Beschleunigung proportional seien,
muBte sufgegeben werden, als die Abhingigkeit des Propor-
tionalitétsfaktors, der Masse, von der Richtung erkannt wurde,
welche zur Folge hat, daB Kraft und Beschleunigung im
allgemeinen mnicht gleichgerichtet sind. SchlieBlich muBte
gogar der Newtonsche Grundbegriff der absoluten Zeit ge-
opfert werden, indem auch hier bei der Definition der Gleich-
zeitigkeit an verschiedenen Orten die endliche Bignalgeschwin-
digkeit 1hre Rolle spielt.

Die Unterschiede der neuen Mechanik gegen die Newton-
sche Mechanik sind hier allerdings nur sogenannte Effekte
zweiter Ordnung, welche Wegfallen, wenn man die Relativ-
geschwindigkeit des Systems gegen die Lichtgeschwindigkeit
vernachlissigt. Im Falle relativer Ruhe stimmen die Newton-
sche und die neue Mechanik sogar exakt iiberein.

Die in 1. angekiindigte Modifizierung des Trigheits-
gesetzes geht nun ebenfalls auf die endliche Lichtgeschwindig-
keit zurfick, wic wir spéter sehen werden. Wir werden dann
gleichzeitig sehen, daB die Gravitation jedoch in gewissem
Sinne ein Effekt erster Ordnung ist. '

3. Die Veréinderlichkeit der Lichtgeschwindigkeit
als Fundamentalannahme.

Die Fundamentalannahme, die wir zur Erreichung des
angekiindigten Zieles machen, ist diese:

Im leeren Raume ist in der Nihe von Materie die Licht-
geschwindigkeit veridnderlich.

Man kann hiervon zweierlei Interpretationen geben. Erstens
eine rein phinomenologische: Die Zeitmessung héngt von der
Gegenwart der Materie ab und wird durch sie beeinflufit. Wir
wollen gleich hinzufiigen, daB auch die RaummaBe, wie das
Spitere lehren wird, beeinfluBt werden miissen.

Zweitens eine anschaulichere fiktive: Wir denken uns
statt des leeren Raumes das Medium, den Ather, als Um-
gebung der Materie. Dann kénnen wir sagen: Durch die Ein-
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bettung der Materie entstehen wm Ather gewisse Dichteinderungen,
als deren Folge die variable Lachigeschwindigkeit auftritt. Die
Folge dieser Dichteinderungen sind gewssse (fiktvwe) Spannungen,
die der Ather auf die Materie ausiibt. Bes einer ¢solierten Masse
heben sich diese Spannungen gegemseiltg auf. Ist moch eine
Masse anwesend, so sind die Spannungen auf der dieser Masse
néheren Seste stirker gestort; infolgedessen kommt ein Uber-
gewicht der Spannungen der anderen Seite zustande, oder die
beiden Massen ziehen sich an.

Man erinnert sich hier einer gewissen Analogie mit der
Le Sageschen Gravitationstheorie. Nur sind es hier nicht
AtherstoBe, sondern Atherspannungen.

4. Die Relativit&t des Trigheitsgesetzes.

Wir werden spiter sehen, daB die Anziehung als Folge-
rung aus der Abnahme der Lichtgeschwindigkeit bei An-
niherung an die Massen ohne die Atherhypothese gezogen
werden kann (§ 10).

Vorerst aber stellen wir fest: Unser Ziel, die Gravitation
unlésbar mit der Materie zu verkniipfen, ist vorbehaltlich der
mathematischen Formulierung, dureh unsere Fundamental-
annahme erreicht. In einer Verinderung von Zeit (und Raum)
gipfelt die eingefithrte Modifikation des Tragheitsgesetzes.

Aber dieses Trigheitsgesetz ist von der Gegenwart einer
oder mehrerer Massen in der Umgebung abhéngig. Das neue
Tragheitsgesetz ist relativ, das alte war absolut. Das scheint
eine Komplikation zu sein. Sie wird aufgewogen durch die
Vorteile der neuen Auffassung. Dies erkenmen wir aus den
folgenden Betrachtungen.

5. Die Uniformit&t der Gravitation.

Die Gravitation war fiir Newton ablosbar von der Materie,
Sie bildete bei ihm- ein separates Kapitel der Phymk, wie eg
die Elektrizitit, die Koh#sion, die Kapillaritit usw. sind.
Im Vergleich mit den genannten Naturkrdften zeigt aber die
Gravitation ein abweichendes Verhalten; sie ist unabhingig
von der:chemischen und strukturellen Beschaffenheit der Materie.
Alle Korper erfahren die gleiche Fallbeschleunigung, wie schon
Galilei wuBté. Es gibt keine Dispersion der Gravitation,
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wie die astronomischen Verfinsterungen gezelgt haben. Diegem
Komplex von Eigenschaften bezeichnen wir kurz als die Uni-
formitdt der Gravitation.

Von dem erdffneten. Gesichtspunkte aus ist dies aber
nichts: Verwunderliches. Raum und Zeit, auf deren Eigen-
schaften die Gravitation zuriickgeht, sind ja selber uniform.
So setzen wir sie bei unserer Betrachtung der. AuBenwelt
voraus. Die gemeinsame Fallbeschleunigung aller Kérper.ist
dann ebensowenig verwunderlich als das gleichartige Vor-
halten aller. Kérper im Newtonschen Tragheitsgosetze.

6. Die Energetik der Gravitation.

Aber noch einer anderon Schwierigkeit begegnete die
Newtonsche Mechanik bei ihrer Behandlung der Gravitation.
Durch deren .Gleichstellung mit den elektrischen, chemischen,
molekularen usw., Kriften liegt die Frage nahe: Kann, die
Gravitationsenergie in andero Energieformen iiber_gefuhrt_ wer-
den? Man hat nun vergeblich nach einer Umvmndlung der
Gravitation in Wirme gesucht. Es gibt ja wohl einige Phy-
siker, die z. B, das Glihen der Metcore jenseits der Atmo-
sphire hierauf zuriickfiihren wollten. Kein Experiment hat
dieso Anschauung bisher bestitigt.

Im Hipblick hierauf hat die alte Mechanik ihre Bezoich-
nung ,konservative Krifte erfunden. Konservative Krifte
sind reine Bewegungskrifte (Helmholtz). Keine andere
Kraft auBer der Gravitation ist aber rein konservativ. Wie
kommt es zu dieser Sondorstellung der Gravitation, wenn
sie wirklich nur ein Seitenstiick zur Elektrizitdt usw. wire?

Von unserem Gesichtspunkte ist hier weiter nichts Ver-
wunderliches, so. wenig wie es verwunderlich ist, daB der
isolierte Korper des Newtonschen Tragheitsgesetzes kon-
gervativ war. Wir werden infolgedessen auch nicht mehr von
Gravitationskrifton reden. Damit soll zum Ausdrucke kommen,
da8 die zugrundehegenden Gravitationsspannungen fingiert
gind, dhnlich, wie eg die Trigheits- und Zusatzkrifte des
d’ Alem bertschen Prinzipes waren. Mathematiseh findet dies
seinen Ausdruck darin, daB die Gravttatmnsspannungen, wie
wir sehen werden, automatlsch aus dem Impulsenerglesatz
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dem Analogon zu Newtons Bewegungsgleichungen, aus-
fallen (§ 24).%)

II. Die Voraussetsungen.

Nachdem solchermaBen die Vorteile der neuen Auffassung
geniigend belegt zu sein scheinen, gehen wir an die Formu-
lierung der mathematischen Aufgabe.

Gesucht ist also diejenige Abdnderung des Triagheits-
gesetzes, aus Eigenschaften von Raum und Zeit folgend, daB
gich aus ihr die Gravitationserscheinungen ergeben. Da die
Newtonsche Theorie diese bis auf wenige Ausnahmen gut
darstellt, muB sie oder die auf ihr fuBende Minkowskische
Mechanik sich als erste Naherung der neuen Theorie ergeben.

7. Das Trigheitsgesetz bei Minkowski.

Welches ist nun das Triigheitsgesetz bei Minkowski?
Denn auf dieses, nicht auf das Newtonsche, haben wir ja
offenbar aufzubauen.

Man weiB, daB fir die Minkowskische Mechanik eine
Art Union von Raum und Zeit stattfindet, die ihren Aus-
druck i der vierdimensionalen Symbolik Minkowskis findet.
Hierbei spielt die quadratische Differentialform

1 —ds? =dz? + dy? + dz? — 2 di?

eine Hauptrolle, vergleichbar einem Bogengesetze der Diffe-
rentialgeometrie. Genauer gesagt, entspricht. dieses Bogen-
gosetz einer euklidischen Geometrie. Ein euklidischer Raum
(wie allgemein jeder Raum konstanter Kriimmung) ist all-
geitlg symmetrisch.

Welche Bedeutung hat physikalisch dieses ds2? Min-
kowski deutet ds als die Eigenzeit eines bewegten Beob-
achters. Denn man weiB, da8 die Zeit bei Minkowski nicht
mehr absolut ist, sondern vom Bewegungszustande des Be-

1) In diesem Sinne habe ich 1916 gesagt, daB die Gravitation
kinematischen (im Gegensatz .zu: dynamischen) Charakter hat. Eine
Auffassung, als wiirde ich damit gemeint haben, daB sie kinematisch
vorgetiiuscht werde, wie es nur bei den gewissen Spezialfillen der Theorie
(vgl. Kap. VI) tatsiichlich der Fall ist, kann nur auf ein MiSverstindnis
meiner Ausfiihrangen zuriiokgehen.
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obachters abhéngt. Der Unterschied ist bekanntlich der,
daB Beschleunigung sozusagen den Gang einer Uhr verzogert.
Das heiBt: Unter allen moglichen Bewegungen, die einen Be-
obachter von einer gegebenen Anfangslage in eine gegebene
Endlage iberfithren, erkennt man die unbeschleunigte an der
mitbewegten Uhr; sie weist ein Maximum der Zeitdifferenz auf.
Dies ist das Triigheitsgosetz von Minkowski. Mathematisch
gesprochen heift dies: Das Integral

f ds

i
wird fir die aus dem Trigheitsgesetze folgende Bewegung
ein Extrem.

Man iiberzeugt sich leicht, daB die Extremalen dieses
Integrals, die Geodédten des Minkowskisehen S,, euklidische
Gerade sind. Aus der bekannten Kinematik von Minkowski
folgt, daB dann die zugehorigen Bahnen ebenfalls Gerade
des gewohnlichen Raumes sind und daf sie mit gleichférmiger
Geschwindigkeit - durchlaufen werden; das heiit aber, das
Minkowskische Tragheitsgesetz ist identisch mit dem New-
tonschen. ’

8. Das generalisierte Bogengesets.

Zufolge unsorer Fundamentalannahme ist die Licht-
goschwindigkeit in der Nahe von ponderabler Materie variabel.
Dies geht zuriick auf eine Veréinderung des ZeitmaBes. Diesemn
Standpunkte Rechnung tragend, ist der allgemeinst mogliche
Ansatz zu machen:

‘
() —~ds ='k§:—iq“‘ (z, 2,2, 2,) dz, d=,,

wo die g,, Funktionen von 2, z, #3 2, und =z, z, z; irgend-
welche drei raumartige Koordinaten, 2, eine reélle geitartige
Koordinate ist. Hierbei sind allerdings die RaummaBe auch
verindert; ferner ist durch die g,, gy gs¢ €ine Anisotropie
der Lichtgeschwindigkeit (Abhéngigkeit von der Richtung)
eingefithrt. DaB auch diese Effekte von der Gegenwart der
Materie herrithren, ist noch zu rechtfertigen, wenn es gleich
aus der Atherhypothese evident ist, daB die Diehteiinderung
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des Athers ihrerseits auf gewisse Léngenausdehnungen in
der Materie zuriickwirkt, daB ferner unter Umstdnden eine
anigotrope Struktur des Athers denkbar ist.

9. Bereclitigte Bezugssysteme. Die Leithypothese.

FolgendermaBon kommen wir zur Erkenntnis, daB wir
die RaummaBe ebenfalls einer Anderung unterwerfen miissen.
Die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit war ein grundlegendes
Postulat der Minkowskischen Mechanik. Man kann nun
dieses Postulat in einem gewissen Sinne aufreeht erhalten.
Niémlich —¢? st bei Minkowski nicht bloB der Koeffizient
von dt? in der Form ds2, sondern auch der Wert von

1 0 o0 0
_lo 1 0o o
=10 0o 1 o

0 0 0 —c
der Determinante simtlicher Koeffizienten des ds2. Benutzen
wir also kartesische Koordinaten, so kann man dem Umstande,
daB die Newton-Minkowskische Mechanik mit konstanter
Lichtgeschwindigkeit ithr Auslangen zu einer Beschreibung der
Naturerscheinungen findet, Rechnung tragen, indem man fiir (2)
vorschreibt :

®) g=—c.

Hat man andéreé als kartesische Koordinaten, so ist diese
Bedingung der Invariang der Determinante sinngemiB =zu
dndern.') Es wird sich tatsidchlich zeigen, daf wir mit Hilfe
von (8) die bestmoglichste Anniherung an die Erfahrung
durch die Newtonsche Theorie erzelen, wobei z, zg x5 als
gewohnliche kartesische Koordinaten, s oder eine zu s pro-
portionale GroBe als Zeit verwenflet werden, die Lieht-
geschwindigkeit konstant gleich ¢ genommen wird,

Die exakte Darstellung ist freilich (2), wobei die Kon-
stanz von ¢ nur in der Beziehnng (8) oder in einer analogen
auftritt. Nur solche Bezugssysteme wollen wir als berechtigt
gelten lasgen. )

1) Bie ist nicht identisch mit der von Einstein hie und da ver-
wendeten Beschrinkung }/ — g = ¢!

2) Diese Auszeichnung gilt nur, solange wir anf dem Boden
Ne wtonacher Raumzeitanschauung stehen. Im allgemeineren Fall sind
alle Berugssysteme gleichberechtigt.
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Man erkennt nun sofort, daB mit einer Verinderlichkeit
der Lichtgeschwindigkeit auch eine der RaummaBe Hand
in Hand gehen muB. Nimmt beispielsweise die Lichtgeschwin-
digkeit lings einer Koordinate ab, so muB wegen der Invarianz
von g der Koeffizient der betreffenden Koordinate in ds? zu-
nehmen, d. h. es erfolgt eine Streckung in der Richtung des
Sch erefeldes. -

10. Die Anziehung infolge der Schwere.

Auf (2) und der Hypothese (8) errichten wir nun mit
Hilfe des Minkowskischen Trigheitsgesetzes unseren Aufbau
der neuen Theorie. Die Lichtgeschwindigkeit nimmt bei An-

niherung an die Materie ab. Gesetzt also, ein Beobachter
2

wiirde eine Eigenzeituhr, die das f ds abzulesen gestattet,

1
im Schwerefelde beobachten. Zum Beispiel ein Spiegelpaar
von festem Abstande, zwischen dem ein Lichtstrahl hin und

her zirkuliert. Der zuriickgelegte Lichtweg ist dann f ds.

Angenommen, der Beobachter mift an zwei Stellen des
Schwerefeldes mit Hilfe der Lokalzeit z. B. einer schwingenden
Saite, die Dauer eines Hin- und Herganges seiner Lichtubr.
Er findet dann an der Stelle des Schwerefeldes mit kleinerem
Seh erepotential (klemerer Lichtgesechwindigkeit) den gréBeren
Wert der Zeitangabe seiner Lokaluhr fiir den Gang der Licht-
ubhr. Nach dem letzteren richtet sich aber die Trigheit. Es
entspricht dem eingepflanzten ,,Beharrungsvermégen® der
Materie, diejenigen Orte aufzusuchen, wo das f ds die groBt-
moglichsten Werte erreicht. Dies ist ja antropomorph aus-
gedriickt, die mathematische Aussage des Minkowskischen
Tragheitsprinzips. Wir sehen also ohne Zuhilfenahme des
Athers, allerdings auch mit einer metaphysischen Beimengung,
die' Anziehung der Materie gegen die Stelle des Minimums der
Lichtgeschwindigkeit. Der exakte Standpunkt ist natiirlich
der rein mathematische (die bekannte bloBe Beschreibung der
Ereignisse durch die Differentialgleichungen), von' dem frei-
lich die Vorstellungskraft keinen Gewinn hat.



Grundlagen der Ewnsteinschen Gravitationstheorie. 411

III. Das Feld des ruhenden Massenpunktes.

Die Grundlage der Newtonschen Theorie sind die
Keplerschen Gesetze. Mit Beriicksichtigung der Unter-
schiede zwischen Minkowskischer und Newtonscher Me-
ohanik, also bei Vernachlissigung der Effekte zweiter O1dnung,
missen sie sich aus der nemen Theorie ergeben, wenn wir ein
im Sinne von § 11 berechtigtes Bezugssystem benutzen. Das
Keplersche Problem ist dabei das Zweikorperproblem mit
Vernachléssigung der angezogenen Masse gegeniiber der Masse
des Zentralkorpers, der als Massenpunkt behandelt wird, kurz
das Schwerefeld des rubenden Massenpunktes.

11. Das zugrundegelegte Bogengesetr und seine Extremalen.
Das Feld des ruhenden Massenpunktes ist statisch, frei

von ¢ Es ist radialsymmetrisch und isotrop; wir haben bloB

eine Streckung in der Richtung der Radienvektoren. Wir

setzen daher an:

(4) —ds? =g, (r) dr? -+ 1> dH? 2-r2sin? Y de? -- g4 (r) di2.

Dabei sind r & ¢ gewohnliche Polarkoordinaten, deren Ur-
sprung in den Massenpunkt verlegt wird; g, und g, sind Funk-
tionen von der Entfernung r allein. Die Bedingung (8), daB
wir ein zur Newtonschen niherungsweisen Darstellung be-
rechtigtes Bezugssystem vor uns haben, verlangt in sinn-
gemiBer Anwendung auf Polarkoordinaten:

g=—résin2§¢c?,
Die Invarianz von g bedingt also

G194 =% .
Wir schreiben also

(42) —det=dr* 4 7249 4 rsin? 9 dg? — g, df?
mit der unbekannten Funktion g, (7). Da die Lichtgeschwindig-
keit in der Richtung der Radienvektoren variiert, setzen'‘wir
(4b) go=c>—kmf(r),
wo k die Newtonsche Gravitationskonstante,

6,7.10-8 gr-! cm® see—?,

m eine Massenkonstante, die Newtonsche schwere Masse des
Magsenpunktes ist. Denn fiir k =0 oder m =0 hitten wir
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keine Gravitation und g, miiBte gleich ¢? sein. Erfahrungs-
gemiB kann die Anderung der Lichtgeschwindigkeit im Schwere-
felde keine groBe sein, sonst wire ja die Newtonsche Theorie
mit konstanter Lichtgeschwindigkeit keine Naherung erster
Ordnung. Es ist daher in

k
g0= (1= 1)
der Ausdruck k—:,ﬁ f({r) von zweiter Ordnung.

Wir haben somit endgiltig

1

— ds? = — dr® + r?d 3 + r2sin® & dep?
(40) 1521

—(1-2270) ae

und hiervon sind die Extremalen zu bilden, um das Trigheits-
gesetz fir das Schwerefeld des ruhenden Massenpunktes zu
erhalten.

Fiir ein allgemeines
¢
—ds? =3 g, dzdz,
k=1

sind bekanntlich die Euler-Lagrangeschen Differential-
gleichungen der Extremalen
d [ dzy L Ogim dr dza . :
W(Z{ Iin du) 12 T Gu de =0 i=h384,
wobel % ein Parameter, so daB die Nebenbedingung erfillt ist;
ds\?

(d—“) = const = D%,

Man hat die Fille zu unterscheiden.

1. D2 =0; dann hat man es mit Lichtstrahlen zu tun.

2. D2 > 0; dann hat man es mit den Weltlinien krifte-
freier Punkte zu tun. Man nimmt dann passend D? =¢?,
s0 daB u eine (Minkowskische) Eigenzeit wird.

Wir beschrinken uns auf den Fall 2 und nehmen ds = cdi.
Man findet dann

— e2du? = !

k
1-=F 70

dr? 4 r?d 3t + r?sin® $ dg?

_c2(1 LT ))dt’
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mit den Differentialgleichungen

A B =l el <o,
ci

é‘% (7-2 %) — r2gin % cos & (%)2 =0,

a‘i(rzsinz{i q’) =0,
dt

du((c—k mf (1)) u) =0

und den Integralen

rigin? ¢ 42 — const = B,
du -
(¢ — kmf(r)) 2f _ coust = ¢ — A.
du

Man zeigt leicht, daB die Bewegung in einer Ebene durch
den Ursprung vor sich geht, als welche wir die (invariable)

Ebene 8 —x/2
nehmen. Man hat dann die Integrale
—dut= L drtrd g —c-(1 _’”_"‘f( )dtz,
1- 25 F 0
%% _ B,
(" — kmf) ot = c2— 4

Das letzte ist bekanntlich nach Minkowski der Energie-
satz, den Ja die vierte Bewegungsgleichung Minkowskis
Liefort. Also muB 4/¢? von zweiter Ordnung sein. Ebenso
ist B/c? von zweiter Ordnung.

Dureh Einsetzen und Einfithrung der unabbéngigen Varia-
blen ¢ an Stelle von u, erhdlt man schlieBlich die einzige
Relation

(5a) B‘( ( )) +B. L (1 — )_kmf(r)+24-‘:—:=o.

do
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12, Die Newtonsche erste Niherung. Keplers Gesetze.
.. 8
r, ¢, ¢ mit T U

als Zeit bilden nach Voraussetzung (§ 9) ein berechtigtes
Bezugssystem, liefern also die Newtonsche Darstellung exakt
bis auf die Minkowskischen Effekte zweiter Ordnung. Bei
deren Vernachlissigung st68t man also auf Keplers Gesetze.
Diese liefern B als Konstante des Flachensatzes, 4 alg (nega-
tive) Gesamtenergie und die Keplersche Form des inter-
medidren, zu (5a) analogen Integrals

= 1\? 1 2
(5b) B=(d7)+52._r_, —km-2 124 =0,
o |
Bei Vergleich mit (5a) findet man bis auf die Effekte zweiter
Ordnung Ubereinstimmung, wenn

Da unsér Bezugssystem berechtigt war, ist dies die exakie
Form von (fr). Mithin haben wir gefunden

— 2-—,.__1___, .2 2 2 22in2 2
o) ds _—1_ T 1 dr? +7r?2d$* - r?*sin* ddo
T Ty .
I —cz(l_?k:l.i) die?
[+ r

als Ausdruck des Sehwerefeldes eines rubenden Massenpunktes,
der in GroBen erster Ordnung die Keplerschen Gesetze exakt
liefert.)

13. Die Effekte zweiter Ordnung. Perihelbewegung.

Gehen wir Jetzt zu den Effekten zweiter Ordnung, die
den charakteristischen Unterschied von Minkowskis und
Newtons Mechamk ausmachen und auf die Beriicksichtigung
der endlichen Ubertragungsgeschwindigkeit der Stérungen
zuriickgehen. Man hat zufolge (5a) mit

. 2
rey=—

1). Zuerst angegeben von K. Schwarzschild, U_ber das Gravi-
tationsfeld eines Massenpunktes nach der Einsteinschen Theorie. Berl.
Ber. p. 189. 1816.
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2 U e
/ RGN - ko)
?km '1‘2 2km [ 1 24 4 1
VIR - BT R A VB
mithin ein elhptlsches Integral.

F (1/r) = 0 ist eine Gleichung dritten Grades fir 1/r.
Wir haben

e 2k |1 Voo f1
— =" — e - — — —w
ﬁkr) ¢ (/r 1(1}(\7' 2'(7 (3)
Sei bezeichnet B
=g (1 — L"),
km )
/ A ko
| A( RN TS
$0 haben wir 2| T 3w

(1N 2fm (15 2 {1 1 _
Flo)="% (— ‘ ) oo\ T wama =0

Bei Vernachlissigang der Kffekte zweiter Ordnung hétten
wir lima =@y, lime =¢;, wo a, die halbe groBe Achse,
g die numerische Exzentrizitit Keplers ist

. 1) . 1 Cil 1
lim F (i S L R _,,“) .
) \7 a0(1+50))( +ao(1+e
Wir haben infolgedessen zwei Wurzeln, etwa 1w bzv\ Wy, 1IN
der Nihe von ¢ 1

o bzw. S,

(1 + & Gl — &)
die dritte, ws, in der Nahe von 2km/c2. Jede dieser Wurzeln
liefert einen Extremwert von 1/r, within einen Secheitel der
Planetenbahn, Fiir eine durchaus im Endlichen gelegene
Bahn kommt der Wert w, nicht in Betracht, da wegen der
Kleinheit von km/c? (vgl. §14) r ungeheure Werte bekime.
Wir beschriinken uns also auf w; bzw. w,, wobel w, offenbar
das Perihel, w, das Aphel liefert, da

wy < w, .

Mithin ist der Winkelabstand Perihel-—Aphel

Wy

| ‘5]
o= | - -
JvEa e
[ s -
/ ‘/ (— - wl) (uz - —1—) (1 - “’Zm E 4w 4w ] )
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denn
2EM (0, + 0, + ) =
Man fiihre ein
-}r—=w’_——co*zp+ +w’
und erhalt

dy
fl/ ‘Mm Zﬂcosw%js"")

Bei Beschrinkung auf Glieder zweiter Ordnung liefert dies

m=fdup(1+"—;'—’[ _ 1;+34’%%}+...)
Y]

3km

x5

Es ist aber bis auf GroBen zweiter Ordnung

oy )+

1 1 2
T oap(l +8) + ag (1 — &) (1 — 8%’

0 0
w, +w, ~ w,° + w,

mithin in GréfBen zweiter Ordnung gena-u
12 a2 g,?
Fra =7+ EF AT
wo T,, die Umlaufszeit des Planeten gemiB dem dritten
Keplerschen Gesetze

8
4na,

-—To"— =hm
eingesetzt wurde. Dies liefert das Fortschreiten des Perihels
um 24 n? ao

¢ To (1 — &%)

pro Umlauf, die sogenannte Perihelbewegung, wie sie beson-
ders am Merkur vermoge der groBen Exzentrizitit seiner Bahn
und seiner groBen Schnelligkeit tatséchlich beobachtet wurde.?)

So ergibt sich aus der neuen Mechanik eine der auf-
fallendsten Diskrepanzen der Newtonschen Mechanik, gegen
die Erfahrung einfach als Effekt zweiter Ordnung, auf der-

1) A, Einstein, Erklirung der Peribelbewegung des Merkur aus
der allgemeinen Relativitdtstheorie. Berl. Ber. p. 831. 1916.
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gelben Basis, auf der die Abbhingigkeit der Masse von der
Geschwindigkeit seinerzeit von Lorentz eingefithrt und an
der Erfahrung bestitigt wurde.
14, Zahlenwerte.
Zur Illustration folgen einige Zahlenwerte:
Zentralkorper Planet (Trabant) km/c? in km mittlere Entfernung in km

Sonne Merkur 1,4 5,7 - 107
” Enckescher Komet 1,4 4,97 .10 Y

Erde Mond 4,34.1073 3,84 » 10°

Mars Marsmond Phobos 4,48 -107° 9,34 - 108

Man ersieht hieraus die allgemeine Kleinheit von hm /c2
gegen die vorkomienden Entfernungen, also die praktische
Konstanz der lichtgeschwindigkeit. Bemerkenswert ist, daf der
Enckesche Komet ebenfalls Perihelanomalien zeigt, wie dies
zu erwarten steht, da die numerigchen Verhiltnisse ungefihr
wie beim Merkur liegen. Die Astronomen deuten hier die
Beobachtungen gewohnlich anders, im Sinne einer Verfrihung
des Perithels (Encke, Olbers). Vermutlich liegt auch hier
eine Perihelbewegung vor.

Noch ein Wort iiber die vergeblichen Erklarungsversuche
der Perihelbewegung aus der Theorie der retardierten Poten-
tiale (Elementargesetze von Weber, Riemann, Lorentz,
Gerber usw.): Da die Gravitation nichts mit Wellenaus-
breitung zu tun hat, liegen diese Versuche in falscher Richtung,
ebenso wie wenn man die Lorentzsche Massenverdnderlichkeit
auf retardierte Potentiale zuriickfihren wollte. Der Effekt
ist wesentlich stationdrer Natur.

IV. Das allgemeine statische Feld.

Der erste Punkt unseres Programmes ist gelost: Die
Planetenbewegung ist als kriftefreie Bewegung durch eine
Abdnderung des Tragheitsgesetzes gedeutet, die ihren Grund
hat in der Beeinflussung von Raum- und ZeitmaBen durch
die Anwesenheit eines Zentralkorpers. Es wire demmach als
nichster Punkt das allgemeine statische Feld zu analysieren.
Dieses wird bekanntlich bei Newton durch die Poissonsche
Differentialgleichung

a2V AN A4
i T g T ae = Ak
1) Periheldistanz.
Annalen der Physik. 1V. Foige. 56.

1o
-1
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beherrseht, wofir man auch die Gausssche Divergenz-
beziehung
80X  0Y 62

schreiben kann. X Y Z sind die Feldstirken der Gravitation.
p ist die Dichte der schweren Masse Newtons. Wenn wir
vorhin m ohne weiteres als Konstante behandelt haben, so
erfordert die Einfithrung von u eine Untersuchung, die wir
hier anschliefen.

15. Der Newtonsche starre Korper und die sogenannte
inkohérente Massenstrémung.
Die Minkowskische Mechanik fithrt alle Masse auf die
Trigheit der Energie zuriick. Sie setzt im einfachsten Falle
der Ruhe R

#==
wo ¢ die ruhende Energiedichte ist. Treten Spannungen im
Korper auf, so liefern diese gleichfalls einen Beitrag, z. B.
tiir einen isotropen dufleren Druck p hitte man?)

L 4
P

als trige Masse usw. Allgemein gesprochen, ersetzt sie die
Newtonsche Masse durch den ganzen Temsor T, :r=1,234
der Spannungen, des Impulses und der Energiedichte.
Welches ist dieser Tensor in unserem Falle? Hierzu be-
denke man, daB Newtons Grundidee der starre Korper ist.
Im Falle der Ruhe fallen also alle elastischen Spannungen
und der Impuls weg; es bleibt nur die Komponente T™), die
Energiedichte, bestehen. Diesem starren Korper Newtons
entspricht daher bei Minkowski der Tepsor
Pon = o 2% 3 ih=1,2,3,4.
Das Minuszeichen rithrt davon her, dal wir duferen Druck usw.
als positiv rechnen und die Trigheitskrifte als negative Reak-
tionskréfte ansehen. Die Spannungen, die dieser Tensor fiir
den Fall der Bewegung aufweist, sind scheinbare Spannungen,

1) In der Planckschen Fassung nimmt man den énneren Druck

positiv und findet 2 2; P als Dichte der trigen Masse
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ebenso wie die Lorentzkontraktion eine scheinbare Deformation
ist und nur vom zugrundegelegten Bezugssysteme abhingt.
Die wirklichen elastischen Spannungen sind die Relativspan-
nungen (Laue), die auf das einfachste mit den Ruhespannungen
zusammenhingen.

Nun, diese Relativspannungen und ebenso der Relativ-
energiestrom verschwinden fiir den obigen Tensor und nur
tir diesen. Es handelt sich hier also um die relativistische
Minkowskische Ubertragung des Newtonschen Begriffes
des Systems diskreter Massenpunkte, die ihre Abstinde bis
auf die Lorentzdeformation unverindert beibehalten. Keinerlei
elastische Spannungen sind zwischen den Massenpunkten
tatig. Man spricht daher auch von einer inkohdrenten Massen-
stromunyg.

Ist nun dieser Standpunkt des starren Korpers Newtons
in seiner Minkowskischen Ubertragung bei der Betrachtung
der schweren Materie gerechtfertigt? Keineswegs.

Zuerst die fiktiven Atherspannungen, die Gravitations-
spannungen des duBeren Feldes. Diese fallen, wie wir sehen
werden, aus den Bewegungsgleichungen aus, sie sind also
keine elastischen Spannungen, und der Newtonsehe Stand-
punkt wire gerechtfertigt. In der Tat verlangt die Form
unseres [régheitsgesetzes (die geoditischen Differentialglei-
chungen) fir den Massenpunkt, wie wir sehen werden, den
Tensor der inkohérenten Massenstréomung (§ 22).

Dabei ist nun etwas vernachlidssigt: ndmlich das Eigen-
feld des Massenpunktes. Dies tun wir ja gewdhnlich bei der
Einbringung eines Probekorpers in ein dufleres Feld. Wollte
man aber dieses Kigenfeld mitberiicksichtigen, so ist sofort
klar, daB es dann irgendwelcher Kohésionsspannungen im
Probekorper bedarf, um ihn entgegen der Wirkung des Eigen-
feldes zusammenzuhalten. Diese Spannungen sind elastischer
Natur, und es kann daher der inkohirente Tensor nicht mehr
gelten (Ndheres Kapitel VI).

Wir werden aber diese Spannungen, die zweiter Ordnung
sind, im folgenden vernachldssigen und wollen als Tensor
der Materie . dz; da

T =—+5 o5
ansetzen, d. h. wir vernachlissigen bei der Betrachtung eines
Volumelementes den EinfluB des Eigenfeldes.

27
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Mithin haben wir eine erste Anniherung an den Newton-
schen Standpunkt volizogen. Wir haben den starren Korper
adoptiert.

Aber noch sind Unterschiede zuriickgeblieben, die ge-
wissen Effekte zweiter Ordnung, durch die Minkowski und
Newton sich unterscheiden. Wir wissen, daB Minkowski-
sche und Newtonsche Mechanik sich exakt nur fiur den Fall
der relativen Ruhe decken.

Wenn wir also die Poissonsche Theorie exakt wieder-
finden wollen, miissen wir die betrachtete Stelle der Materie
als ruhend annehmen. Bei ihrer Kleinheit konnen wir dann
auch die FEinwirkung des Eigenfeldes vernachlissigen und
finden so noch einmal eine Rechtfertigung fir die Annahme
des starren Tensors.

Wir geben nun an diese Aufgabe, die das Analogon zu
unserem Vorgange bei den Keplerschen Gesetzen ist, die
wir ja auch exakt als Effekie erster Ordnung fanden.

18. Das zugrundegelegte Bogengesetz und seine Extremalen.

Das allgemeine statische Feld Newtons ist frei von ¢
und isotrop. Mithin haben wir

2,
() —ds? ==1>.1!]z,4 (2, 2, 2z, dx,  — g, (2, z, z5)dE?,
=

Hierin sind die z; «, 3 irgendwelche Lagrangesche gene-
ralisierte Koordinaten. Wenn das Bezugssystem berechiigt ist,
go mubB sein

! Coo v
9 2 Hs O Ty 8y Oy i
| I
g= I Jas Gz O | _ ' 0y a5 4y (=)= —a-c?
951 I s O | | 1 Oy Gy

| 0O 0 0 ~ Y |
Hierin sind die @,, die Koeffizienten von

3
d8’=>la dz,dz, =dz* +dy* +d2*
u=l :
dem dreidimensionalen Bogengesetze Newton-Lagranges,
wie es z. B. im Ausdrucke der kinetischen Energie

]

QT — Eal dz, dz,

yi2y 0 du du
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bei Lagrange auftritt. u ist hierbei wieder s/c, die Newton-
sche Zeit, da die Materie nach Voraussetzung ruht.
Zufolge eben dieser Voraussetzung ist

dry,  dwy _ day
ds ds ds
also
I (11:; d.L‘ dl 2 d‘ 2
- 1=l}’.:9;,. ds -ds‘ — 9. (7,;) =" G4 (d—s) s
woraus
a1
ds Vi,
folgt.

Die Extremalen liefern mit Benutzung dieses Wertes

d &  dz,\  1ég, 1
»d—s(%‘g,_#-d—:-}-{——,—” =0, i=123

2 6x; gy

d | dt
i l92) =0
Die vierte Gleichung zeigt uns, daf die von uns angenommene
Ruhe nicht zeitlich andauern kann, da sie mit dem obigen
Werte von dt/ds nicht vertriglich ist. Wir miissen uns daher
auf den speziellen Fall der momentanen Ruhe beschrinken
und deuten dies an, indem wir die Koordinaten stricheln.
Ein solcher spezieller Fall der momentanen Ruhe im Schwere-
felde ist z. B. der Umk<hrpunkt eines aufwirts geworfenen
Stoines.

Wir haben also die drei Gleichungen, bei Einfithrung

L
von = ‘(_

L(Z ,da:#’) _Pléy‘i,_ci,=0 A=123.

du e du 2 02 i

Bei Dyrchfithrung der Differentiation und Beriicksichtigung
von

ds  ds  ds =0
kommt
3—1 ,d:t ¢ ag“’_
20w + Toaa=0 =123

Die Auflosung dieser drei Gleichungen nach den drei Un-

bekannten ‘f;zf—- liefert
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d ) 3 s 89 &
Tt + Elg H a E——'—O Z.=1,2,3.

Hierin sind die g*# die zu g;, adjunglerten Unterdeterminanten
von ¢, gebrochen durch g.

In Newtonscher Ausdrucksweise haben wir mithin fir
die Feldstirke der Gravitation die Komponenten

(8) X'w=__g an 0w Z 19,8,

a’y N

17. Anwendung der Poissonschen Gleichung.

Wir konnen jetzt die Poissonsche Gleichung anwenden,
denn die unmittelbare Umgebung der betrachteten Stelle der
Materie ruht. Zu berviicksichtigen ist hierbei, daf wir mit
Gauss die Divergenz der Feldstidrke zu bilden haben, jedoch
in generalisierten Koordinaten. Man findet fiir soleche Koordi-
naten, fir die also

2 alu dz, dz,

1‘“_
leicht die transformierte Form der Divergenzbeziehung fur
einen Vektor, wie es die Feldstirke ist. Es kommt

div X = o {2 (Va X0) + 72 (Va X®) + 52 (Vax®) |-

Dies angewendet, ergibt zufolge (8)

vr- (s 2 (< '(z)[ 13944])
dle—ﬁ{lEE ami,(zg I +

uw=1 20 Ty
léq(lu) 6944 O00 1 23: da’ é '(Aﬂ)agu}
2= 8z, 0x g =8z 2 éz,
—4aky. '
Hier kann man zufolge der Invarianzbeziehung ¢ = —a’c?

substituieren und hat schlieBlich, indem man noch p = TS" setzt

1 894 1 S 000 dgd 1
g/t — L 90 ) L (ly)'-_“_._i._

s

3 3

1 dyg , 6q 4n1c ,
E; 2 (lys 44 —

2.‘/,/1:1_ 6‘%' =1 €954



Grundlagen der Einsteinschen Gravitationstheorte. 423

18. Einfithrung der Differentialinvariantentheorie.

Bevor wir weitergehen, bedarf es der Einfilhrung einer
neuen Vektoranalysis.

In der alten Mechanik verwendet man dreidimensionale
Vektoren, d. h. GréBen, denen unabhingig von den Koordi-
naten fir die

3
d8% = Ealﬂ da,dz =da2*+ dy* 4 dz?
Au=1 '
sel, eine Bedeutung zukommt. Ein solcher Vektor war z. B.
die Kraft
X X® X0
vorhin; wie immer wir auch die Koordinaten definieren, ob
sie kartesische oder generalisierte seien, immer reprisentiert
XD XD X® dieselbe Strecke nach Richtung und GréBe. Man
sagt: X muB sich wie die Koordinatendifferentiale trans-
formieren. Also in neuen Koordinaten z," z,” ;" hat man
Xm = é P (LA M——
= 1 LR )
Nur Vektoren (Tensoren) haben eine physikalische Bedeutung,
unabhingig vom Koordinatensystem.
Minkowski hat vierdimensionale Vektoren eingefithrt.
Bei ihm sind ja Raum und Zeit in einer Art Union verbunden,
fiir die ebenfalls ein

—ds? = i a, dr,dx, — c?d1? = dz® + dy? + dz* — c*de?

Aypu=1 " :
gilt. Dieses Gesetz sagt aus, daB nur solche Koordinaten-
transformationen zuldssig sind, die das ds? erhalten. Hierbei
sind auBer den gewdhnlichen Raumtransformationen auch
Raumzgeittransformationen zugelassen, deren physikalische Be-
deutung eine kinematische ist, nimlich des Ubergangs zu
einem relativ gleichformig bewegten System (Lorentztrans-
formation).

Was bedeutet nun diese Erhaltung des ds2? Offenbar
dig Beibehaltung des grundlegenden Trigheitsgesetzes und
der damit zusammenhingenden Lichtausbreitungsgesetze bei
allen irgendwie moglichen Auffassungen von Raum, Zeit und
Bewegungszustand.
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In diesemm Sinne ist diese Kovarianz auch fir das ver-
allgemeinerte ds® zu fordern. Denn das Trigheitsgesetz ist
das Fundament aller Mechanik und Physik, auf dem erst das
iibrige Gebiude errichtet wird. Die Unverriickbarkeit dieses
Fundamentes, das eben ist die allgemeine Eingteinsche Ko-
varianz.

Diese Kovarianz fithrt auf die Einfithrung der Differential-
invarianten. Ein Vektor 4® A® 4® 4® igt dann beim Uber-
gang zu neuen Koordinaten z’ charakterisiert durch die Be-
ziehungen

4G » 02 .

B = k}—,lA() 7o i=1,2,8,4
(Kontravariante 1. Ordnung). Analog definiert man Kontra-
und Kovarianten hoherer Ordnung.

Die Verinderlichkeit der MaBstibe von Punkt zu Punkt
bringt es mit sich, daB die Komponenten eines Vektors sich
dndern, erstens infolge der Anderung des Vektors selbst,
zweitens infolge der Verdnderung der MaBstibe. Nur die
erste Anderung ist offenbar vektorieller Natur. In den Diffe-
rentialquotienten 94 /9« stecken aber beide; die letztere muB
daher eliminiert werden. Dies geschieht mit Hilfe einer neuen
Art Differentialrechnung, dem absoluten Differentialkalkiil
von Ricei und Levi-Civita, der den gewohnlichen Diffe-
rentialquotienten Zusatzglieder anfiigt, die von der Verinder-
lichkeit der Mafstibe herrithren. Sie enthalten die sogenannten
Dreiindizessymbole Christoffels zweiter Art, niémlich

ik ) |2k 1 wi) (0915 L 8oy, Ogu

o] - e B ).
Sie selbst sind nicht vektoriell, wohl aber sind es die aus
ihnen gebildeien Vierindizessymbole zweiter Art

. - hry hs hr ps} {hs P
rard =0l -a ) + 3 (0 H-
0z, 0z,
Insbesondere sind die von Einstein hieraus gebildeten GroBen ?)
1) A. Einstein, Die Grundlage der allgemeinen Relativititstheorie,

Ann, d. Phys. 49. p. 769. 1916, wo man Niheres iiber den absoluten
Kalkill findet. Einstein bezeichnet K,; mit — B,;.
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4‘ .
K,.=2> {lu], 19y
q=1
Kovarianten zweiter Ordnung.

19. Anwendung.
Wir berechnen fir ein Bogenelement
3
—ds?= Zlgl,u (%, 2, %) dz) dx, — g,, (% 7, 75) di
T M=

den Wert von

wofilr man zunfolge der Eigenschaften der Vierindizessymbole
auch schreiben kann

= Flo e = 3ol ol + S0
=2 3 - e

R 7
Es ist (man hat ja —g¢,, als Koeffizienten zu nehmen)

4y & , 169
{2.} —2.9(“)['1'?5‘;—;]7

{F')'} =1 i (/(_lv) 8 gav —_ L dg _ 1 09y
1

-3

0 1dg ) 1 69, 09

- - 9 (o awm|_ 2 54 b (A ) 14, 14
Lo I‘E::I&:m (‘q ) [ 2 é’mu] + 2g“§g f éz, 0z,

1 dg
—_ Ap) 2284, 9

4 g g dz, g dm
Wenn wir damit die Poissonsche Gleichung (9) vergleichen,
so ist die linke Seite genau — K,,’, mithin

. 4k ,
L o Jua &

})
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Bedenken wir noch, daB der Tensor des starren Korpers

: dz; da
(K = 2T T
T ¢ ds ds
sich in unserem speziellen Falle auf das eine Glied
T'4) — — g —1—,
. e
reduziert, also
I, =—¢g9,
ist, so baben wir gefunden
’ x ’
(9a) K =— I I,
Hierin ist gesetzt
8nk
X = c‘ .

20. Ableitung der Einsteinschen Gleichungen aus der
Poissonschen Gleichung.

Die Beziehung (9a) ist der kovariante Ausdruck der
Poissonschen Gleichung fiir den speziellen Fall, daB der
Tensor der Materie den Newtonschen starren Korper ent-
spricht, sich also im Falle der Ruhe auf das einzige von Null
verschiedene Glied 7744 reduziert. Diese Eigenschaft des Ten-
sors kann auch folgendermafBen zum Ausdruck gebracht werden.

Sei 4 (i %) % dx: dxx
T=i,§19ikT =—i’kh=,i9.'k'6"d'?‘ﬁ=8:

denn es besteht die Beziehung
4
— d82 = Egikdxidxk s
i, k=1

50 Ist
@) = g. y‘ = Tg, T0w = 6 =0 ip=1,23.
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Mithin wird
dxi dxx ) c

SER) = — q(ik)T_*_ L) I —— (g(ik)+ d—T_
N s 8

ein Tensor, dessen Komponente im Falle der Ruhe verschwindet
(es ist ja g4 = —1/g,,).

Keohren wir zur kovarianten Form der Poissonschen
Gleichung

(9a) K, =— =T,/

44 2 44
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zuriick. Diese ¥orm ist, da wir, ein berechiigtes Bezugssystem
haben und die Materie ruht, mithin die Effekte zweiter Ord-
nung wegfallen, die exakte Form, genau so wie wir die exakte
Form der Keplerschen Gleichungen bei Weglassung der
Effekte zweiter Ordnung fanden.

Welches ist nun aber die Form der Poissonschen Glei-
chung bzw. der ihr entsprechenden Relationen, wenn die
Materie nicht ruht ? Die Bezichung (9a) ist ja offenbar speziali-
siert fiir ein Koordinatensystem mit einer besonderen Orien-
tierung der Zeitkoordinate z',, eben fir Ruhe. Gehen wir
zu einem anderen Bezugssystem iiber, etwa den ungestrichelten z,
so erhalten wir

: dar 0w P dxn fwi

ILJZ:lKhiW ‘gz, = ?hleizima—x[s
denn die Relation (9a) muB ja vektoriell sein. Da nun dieses
ungestrichelte Bezugssystem, in welchem die Materie nicht
mehr ruht, willkiirlich ist, insofern die absolute Translations-
geschwindigkeit der Materie willkiirlich 1st, so folgt, dag8

4 % g Oz, Oux;
h’%,l(ffhi + 5 m') Tzl Gm 0

unabhingig von den Werten 0x/dz', befriedigt sein muf,
wofern nur die Nebenbedingung beriicksichtigt wird

4
4 ¥ d d i
8y=S8: 25 95 _ g

i oz, duz,
die far den Tensor T,,; besteht. Das heiBit aber
(9b) Ky, =""%Thi + ATy — g 1), hi=1,23,4

wo 1 eine noch zu bestimmende Konstante (Lagrangescher
Multiplikator) ist.

21. Bestimmung des Multiplikators aus dem Impuls-
energiesatz.

Analog wie die GroBe T gibt es auch eine GroBe
4
K = z,q(hi)Khi
h,i=1
Man definiert nun mit deren Hilfe folgende GroéBen
G, =19, K- K, hi=1,28,4.

hi
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Ausgeschrieben lauten diese

s = 30 B 0" Kow = By
Hierbei ist
4 - 4
K= {hpip} = 5 20 piig)
p=1 g=1
worin
= 1 (6 8 _ g 9'0yq
(hp,lQ) — P) (a ? thaxq i;‘a;Paa'.q 6:5;.51'

$> gen ([he] [PE) _ [Ri] [pa
2o (] = [V1)
das Vierindizessymbol erster Art (Riemannsymbol) ist, das
bekanntlich durchwegs im euklidischen Raume verschwinden
mul.

Diese Riemannsymbole haben gewisse symmetrische und
zyklische Eigenschaften; so ist beispielsweise die Relation

I{hi = I(ih

eine Folge derselben. Eine uns hier interessierende Relation
ist die folgende

(hd, kD + (hd, Im)y + (i, mA)y =0

Hierin bedeutet
By

i kD = -2 (hik SIATERY) i) r, k)
(b8 hly = 52 - (14, n—z{, (ré k) =3 ' [ (hr kD)

¢
{]‘m} (hiyr 8 — r:{ }(hz,kr)
den kovarianten Differentlalquottenten von (h4, ki) nach z_.
Aus dieser Relation leitet man leicht ab, daB die wichtige
Tdentitit

¢
(10) S 40 Gy = 0
r,e=1
besteht. Diese Identitit hat die Form der Tensordivergenz,
die den Impulsenergiesatz charakteristert. Namlich, es lautete
dieser bei Minkowski z B. fiir einen Tensor T,

a1, 67;2 UTH CTu

8 x, ax + EEA + EEN =0 usw.
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Hier treten an Stelle der gewéGhnlichen Differentialquotienten
kovarian