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Einleitung. 
Die Schwierigkeiten, die sich der Durchfuhrung von Kauf- 

ma nns klassischen Untersuchungen als Priizisionsmessungen 
zur Entscheidung zwischen den Theorien des starren und des 
deformierbaren Elektrons entgegenstellen, sind allgemein be- 
kannt. 

In Anbetracht dessen ist ein Vergleich zwischen beiden 
Theorien auf einem anderen Gebiete als dem der Ablenkung 
von /?-Strahlen sehr erwunscht. Als solches bietet sich 
uns nach Aufstellung der Theorie der Feinstruktur wasser- 
stoffiihnlicher Spektren durch Sommerfeld2) die Spektro- 
skopie. Sommerfeld fand die Feinstruktur, als er den1 
Bohrschen Model1 neben der azimutalen auch eine radiale 
Quantenbedingung auferlegte und Impuls und Energie des 
Elektrons nioht durch die Formeln der gewohnlichen Mechanik, 
sondern der Relativitatstheorie ausdriickte. W. Lena stellte 
darauf in einem Feldpostbriefe an Sommerfeld die Frage, 
wie sich die Feinstruktur bei Anwendung der Abraham- 
schen Formeln ergeben wurde; man muSte, falls es die Me& 
genauigkeit erlaubte, auf diesem Wege zwischen A braham und 
Loren t z- Einstein entscheiden konnen. 

Diese Bemerkung gab die Veranlassung zu vorliegender 
Arbeit. Danach hiitten wir im folgenden genau so zu ver- 
fahren wie Sommerfeld,  nur muSten wir statt von den 
relativistischen Formeln fiir Impuls und Energie von den 
A brahamschen Gebrauch machen. In mathematisoher Hin- 
sicht zeigt sich dabei, daS sich der exakten Ausfiihrung des 

1) GekIirzte Dhrtation dea Verfassere. Miinchen, Februar 1917. 
2) Ber. d. Miinch. Akad. p. 426. 1916; Ann. d. Phys. 61. p. 1. 1916. 
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radialen Phasenintegrsls groSe Schwierigkeiten in den Weg 
stellen, die bei der Relativitat nicht auftreten. Wenn man 
sber Impuls und Energie in Potenzreihen von 

V 
B=y 

entwickelt und diem je  mch der verlangten Genauigkeit fruher 
oder sptiter abbricht, wird die Rechnung ziemlioh einfach. 
Bei Elnfnhrung allgemeiner Koeffizienten in die Potenzreihen 
lassen sich sogar die Spektralformeln mit Abrahamachem 
und Lorentzschem Elektron gleichzeitig herleiten. Diese 
Ntiherungsrechnung wird in uI19erer Arbeit meimal ausgefiihrt. 
Nechdem die beiden Quantenbedingungen aufgestellt sind, 
wird die Integration machs t  in einer ersten Ntiherung 
bewerkstelligt, deren Genauigkeit zur Priifung bider Theorien 
an den von Pas c h en 1) gemessenen Helinmlinien ansreicht . 
Urn das Verhalten des von Sommerfeld als streng wasser- 
stoffiihnlich ermittelten L- Termes der Rontgenspektren zu 
stndieren, ist eine weitere Niiherung notig , die ebenfalls 
ausgefiihrt wird. Es zeigt sich in beiden Fiillen, daS die 
Beobachtungen nur mit der Relativitiitstheorie ubereinstimmen. 

I. Die ernte Nitberung und die FeinatmLtur der Bslmerlinien. 

9 1. Die Quantenbedingungen. 
Das Bohrsche Model1 des Wasserstoffs besteht bekannt- 

lich am einem Elektron, das einen positiv geladenen Kern 
in quantenhaft ausgezeichnetm Bahnen umliiuft. Das Elek- 
tron besitzt die Elementarladung - e ,  der Kern, wie wir der 
Allgemeinheit wegen ennehmen wollen, die Ladung + E .  
Fiir den Sonderfall des neutralen Wasserstoffatom ist E = e ,  
f i i r  den des ionisierten Heliums E = 2e. 

Wenn sich das Elektron im Abstande r von dem ruhend 
(Kernmasse = 00) angenommenen Kern befindet, ist die Ener- 
giekonstante des Systems 

s E  W = T - -  (1) r '  

worin T die kinetische, - eE/r  die potentielle Energie bedeutet. 
A h  Koordinaten des Elektrons wiihlen wir auJ3er seinem 

Abstande r vom Kern d m  Winkel 9 ,  den es, von einer be- 

1) Ann. d. Phys. 60. p. 901. 1916. 
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liebig wrihlbaren Anfangsrichtung an gerechnet, durchlaufen 
hat. DaS diese Koordinaten die dem Problem angepaBten 
Koordinaten sind, wwde schon von Sommerfeldl)  ver- 
mutet und folgt streng aus der allgemeinen Regel E p s t e i n s 
und Schwarzschildsa) iiber die Koordinatenauswahl. 

Wir legen So mm e r f e 1 d s Quantenbedingungen zugmnde, 
nach denen fi i r  jeden Freiheitsgrad (Koordinate q#) mit dem 
zugehorigen Impulse pi das ,,Phasenintegral" ein ganzes Viel- 
faches (ni) des Planckschen Wirkungsquantums h ist; also 

Der am Integralzeichen befindliche Kreis bedeutet, daB die 
Integrationsgrenzen so zu nehmen sind, daB ,,jede Koordinate 
erstreckt wird uber den vollen Bereich, den sie zur eindeutigen 
Bezeichnung der Phasen des Systems zu durchlaufen hat".4) 
Bei unserem zyklischen Azimut g~ ist dies der Bereich von 
0 bis 2n, bei unserem Fahrstrahl r das doppelt zu durch- 
laufende Gebiet von rrnin. bis rmm. Wir haben demnach die 
Quantenbedingungen 

a) die azimutale: 
2n 

~rnror.j  dtp = n h ,  

$(me) dr = n'h. 

0 

b) die radiale: 

Bei unserer Bewegung gilt offenbar der Fllichensatz 

wobei p die Flachenkonstante bedeutet. Aus dem Quanten- 
integral a) erhiilt man also in altbekannter Weise 

Smr2c# dtp = p l d t p  = 2 n p  = n h ,  

p = - .  

Die Quantenbedingung b) rechnen wir in eine fur alles Folgende 
wichtige Form um. Die radiale Komponente (mt )  ergibt sich 

m r 2 @  = p ,  

ex 2n 

0 0 
n h  

(2) 2 n  

1) Ann. d. Phye. 61. p. 1. 1916. 
2) Ann. d. Phye. 60. p. 489. 1916; 61. p. 168. 1916. 
3) Berl. Ber. 1916. p. 648. 
4) A. Sommerfeld, 1. c. p. 7. 
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am dem Gesamtimpuls (mv)  und seiner Komponente in Rich- 
tung des wachsenden q ( s k u t a l e r  Imp& = m r @) zu 

mP = i m =  f i r n v ) ~ - f  rs - 
Die Quantenbedingung b) lautet also 

Dies la& sich ausfiihren, wenn m v  als Funktion von r be- 
kannt ist, was aber nicht ohne weiteres der Fall ist; vielmehr 
ist m v  als Funktion von B gegeben. Da aber auoh die kine- 
tische Energie T als Funktion von bekannt ist, UiSt sich 
der Impuls nach Elimination von durch T und damit ver- 
moge (1) durch r ausdriicken. 

5 2. Nliherungen far  Impnle nnd Energie. 

Nach Abraham') schreibt sich der Impuls, wenn m, 
die ,,Ruhmasse" des Elektrons bedeutet, 

mu = t m o c E s  1 (y 1n __ I + @  - 1) 
1 - P  

= m o c g  (1+,8'+gT?a4+...) 6 9 , 

die kinetische Energie *) 

1) Vgl. z. B. Abraham, Theorie der Eloktri5itbit II, 3. A d . ,  

2) Bei Abraham (1. c.) iat die Energie des Elektmm ( h i  ihm 
p. 162 n. 176. 

mit W bemiohnet) 

In dieam Anedrnoke steokt noch die elektrostetkhe Energie + nr, e' dea 
ruhden Elektmm, die hier offenbar nioht in Betrsoht kommt nnd 
dahsr abmaiehen iat. Aoe dieeem Grunde steht in der Klrmmer bei UUB 

- 2 stett - 1, aodnmh die kinefieobe Enepeie 80 ,,UOITI&I%" ief, daS 
ftir = 0 anoh T = 0 wid. 
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Die entsprechenden Gleichungen der Relativitiitstheorie lauten: 

0 P(1  +9pa+gp4+. . . ) ,  m o o @  
V 1 - P  

mu= -=== P m c 

Ersichtlich konnen wir, wenn wir uns auf Potenzen mit p4 
beschriinken, allgemein fur beide Falle anseteen: 

(5) T = ?fl( l+ 2 b@B). 

Aus der letzten Gleichung folgt, wenn wir als allererste Niihe- 
-g 

nehmen, 

(4) m v  = m , c B ( 1 +  a@% 

2T P = m,# 
p = + 1  2T -L). 2T 

m, c* 0 0  0% 

Wir haben ferner 

(6) { 
worin zur Abkurzung gesetzt ist 

(m v)' = moa ca pa (1 + 2 a pa) 
T T 

= 2m0T I 1 + 2 ( 2 a  - 4 3 1  = 2 m o f ( l  + Y - ) ,  

y = 2 ( 2 a - b ) .  
Im Abrahamschen Falle ist 
( 6 4  a = + ,  b = 2 ,  y = # ,  

im Lorentzschen Falle 
(6 b) a =  #, b = $ ,  y = + .  

Um (mu)2 als Funktion von r zu schreiben, benutzen wir (1) 
und erhalten 
(7) (tnu)a-$ = 2 m  o (  W +  - e : ) [ 1 + * ( ~ + 3 ] - 7 T *  Pa 

$ 3. Dan radiale Phaaenintegral. 

Wir schreiben (3) jetzt folgendermafien: 
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Darin ist, wie der Vergleich mit (7) seigt, 

Die hier eingefiihrte, fiir die Feinstruktur wichtige GroBe 

bedeutet, wie leicht zu sehen, das Verhaltnis der GesohWindig- 
keit im innersten Bohrschen Kreise m Lichtg;ett&wihdig- 
keit; sie ist elso von der Ordnung p. Wir diirfen denma& 
bei konsequenter Nilherungsrechnung nicht weiter als bis m 
a4 gehen. 

Urn die genannte Bedeutung von Q rn zeigen, erinnern 
wir an die Bohrsche azimutale Quantenbedingnag ffir die 
Kreisbahn beim Wasserstoffatom 

n b  m r z o  = - 
277' 

(o = Winkelgeschwindigkeit), ferner an das Gleichgewicht der 
C o u 1 om b schen M e h u n g  mit der Zentrifugalkraft 

m r8 wz = ez . 
Durch Division der ersten in die letste Gleichung folgt, wenu 
wir auSerdem beiderseits durch G dividieren, 

T O  2 n e '  a 
c noh  n 

Fiir n = 1 ist aber r o die Geschwindigbit auf der innersten 
Kreisbahn, wodurch die behauptete Bedentang von a nach- 
gewiesen ist. 

Nach der Vorschrift in.$ 1 haben wir in (8) die Inte- 
gration nech r langs der reellen Achse von r,,,,,,. bis rmm. rn er- 
strecken, und von da wieder muck.  Der Integrand 

p , d r  = ( m i )  d r  = ( m P )  d t  
ist so sicher positiv, wie der Fortschritt der Zeit positiv ist. 
Daher ist beziiglioh des Vorzeichens der Qnadratmzel 

-=-=---. 

P, = 
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zu sagen, daB diem positiv sein muB bei positivem d r (auf 
dem Wege von rmh. nach rmax.), negativ beim negativen d r (auf 
dem Wege von r,, nach rmip.). rmax. und rmi,,. sind gegeben durch 
die Nullstellen des Radikanden; diese sind zugleich die ,,Ver- 
zweigungspunkte" des Integranden in der komplexen r-Ebene. 
Auch die Integration1) werden wir weiterhin in der komplexen 
r-Ebene ausfiihren, indem wir das Integral uber &en Um- 
lsuf um den ,,Verzweigungsschnitt" zwischen rmin. und r,,,. 
auf dem oberen Blatte der Riemannschen FlLche unserer 
Quadratwurzel nehmen. Im Sinne der obigen Vorzeichen- 
festsetzung sind die beiden ,,Ufer" des Verzweigunpschnittes 
in untenstehender Figur mit + und - bezeichnet. Die Werte 
der Wurzel an anderen Stellen der komplexen Ebene konnen 
danach leicht bestimmt werden. Man gelangt z. B. zum 
Werte T = 0 vom positiven Ufer des Verzweigungsschnittes 
aus mittels einer negativen Drehung durch den Winkel A um 
den Verzweigungspunkt rmin. Die Wurzel md3 also dort mit 
dem Faktor 

e 2 = - '  1 

versehen werden. Nach dem Punkte r = 03 gelangt man 
vermittels einer positiven Drehung durch II um den Ver- 
zweigungspunkt rmax. Dies bringt den Faktor 

i z  -- 

mit sich. 

Fig. 1. 

Unseren Umlauf M den Verzweigungsschnitt ziehen wir 
nun zu einem Umlauf um die singuliiren Stellen zusammen; 
diese bestehen aus den Polen in den Punkten T = 0 und r = 00. 

Wir haben hier die Residuen N bzw. U zu bilden und ihre 
Summe nach dem Cauchyschen Residuensatze mit - 2 II i 

1) A. Sommerfeld, Physik. Zeitschr. 1916. p. 600. 
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(das Minuszeichen wegen des negativen Umlads) m multi- 
plizieren, um sofort den Wert des gesuchten Integrals zu be- 
kommen. Das Residuum N fiir den Nullpunkt findet man 
aus der dort giiltigen Entwicklung - 

2B C B i~ + 7 + -p = + T r  + ...), 
als Koeffizienten von 1 Jr eu 

N =  VF. 
Den Unendlichkeitspunkt transformieren wir durch reziproke 
Radien in den Nullpunkt. Wir haben also 

und die Entwicklung 

Das Residuum U fur 
'1 ?=-=a 
8 

ist der Koeffizient von d s l s ,  also 

Wir haben also schlieljlich 

Hierin ist nach unseren obigen Vorzeichenbetrecht~en 1/c' 
als Nullpunktsbeitrag eine negativ-imaginare GroSe, 12 als 
Beitrag von dem unendlich fernen Punkte eine positiv- 
imaginare GroBe. 

$ 4 .  Berechnung der Energie. 

Setzen wir in (11) die Werte fur A ,  B und C aus (9) ein, 
80 erhalten wir 
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Es sei mu Abkiirzuna 

dann wird 

2- 
m, c9 

und mit Riicksicht auf (10) 

Hieraus ersieht man, dal) W/m,,ca von dey Ordnung as ist. 
Infolgedessen miissen wir bei konsequenter Niiherung auf der 
rechten Seite mit der ersten Potenz von W / m , c 2  abbrechen 
und schreiben 

-- - a3 ( 3 ' ( 1 + 8 7 5 )  - W 
T?aQ c' 2 L' 

oder, indem wir rechter Hand f i i r  W/m,cs die allererate 
Niiherung 

a9 (:)' 

worin N die Rydbergsche Zahl fur unendlich g r o h  Kern- 
masse (unbeweglichen Kern) bedeutet. Nach Paschen  (1. c.) ist 

N = 109757,18 Wellenzahlen cm-l . 
Es wird also 

Hierin ist jetzt fur L der Wert (12) einzufiihren und nach 
Potemen von a2 zu entwickeln. Es ergibt sich 
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Kunmehr wird 

odrr 

Durch diese Formel haben wir endgultig die Energiekonstante 
der Bewegung eines Elektrons um einen E-fach geladenen 
Kern gefunden. Da bei der Bewegung ein n-faches azimu- 
tales und ein n’- faches radiales Wirkungsquantum voraus- 
gesetzt wurde, wollen wir diese Energie mit W,,,. bezeichnen. 
Analog ist WmIm, die Energie in einer anderen Bahn mit 
azimutalem Quantum m und radialem Quantum m’. Geht 
das Elektron von der Bahn ( m ,  m’) groaerer Energie uber 
auf die Bahn (n, n’) geringerer Energie, so ist die frei- 
werdende Energie W,,,, - W,,,, ein Mag fiir die Wellenzahl v 
der dabei ausgesandten Spektrallinie. Es gdt hier die be- 
kannte Bohrsche Prequenzbedingung 

Hiernach kbnnen wir ohne weiteres aus den Gleichungen (13) 
und (14) eine Formel zur Darstellung des Balmerspektrums 
gewinnen. 

(1 4) wm, I# - wn, nt = * 

4 5. Die Feinstrnktur der Balmerlinien. 
Wir wollen die Spektralformel nicht explicite hinschreiben, 

sondern nur bemerken, daB sie aus einem positiven Term 
besteht, der der Endbahn entspricht, und einem negativen, 
der von der Anfangsbahn herruhrt. Die Energie in (13) hat 
negatives Vorzeichen ; im ersten positiven Term der Spektral- 
formel tritt also die Energie mit umgekehrtem Vorzeichen 
auf. Dies haben wir zu beachten, wenn wir im engsten An- 
schlu6 an Sommerfeld (1. c.) nach der Feinstruktur fragen, 
die durch den ersten Term, die Endbahn, bedingt wird. 1st 
z. B. n + n’ = 2, so kann 

n = 2 ,  n’=O und n = l ,  n ’ = 1  
sein. n = 0, n’ = 2 ist ausgeschlossen. Geht also ein Elektron 
von einer beliebigen Ausgangsbahn auf die durch n + n‘ = 2 
bedingte Endbahn uber, so konnen zwei Spektrallinien, ein 

Annden d r  Phydk. IV. Folge. 6?. 40 
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Dublett, entstehen. Die Differenz ihrer beiden Wellenzahlen 
ergibt sich aus (13) und (14) mit Beachtung des uber das 
Vorzeichen Gesagten : 

w1.1 - w.0 Na4 E 4 = - -- = (15) h 2 y & ) -  
Die Linie (1,l) gehort dabei ersichtlich zu einer (ellipsen- 
iihnlichen) Bahn von groberer Energie als die Linie (2,O) 
(Kreisbahn). Letztere, die wegen der mutmaSlich groI3eren 
Wahrscheinlichkeit des Vorkommens von Kreisbahnen die 
intensivere ist, liegt daher nach Rot zu, erstere nach Violett. 

1st n + n' = 3 ,  so gibt es die Moglichkeiten 
n = 3 ,  n ' = 0 ;  n = 2 ,  n ' = 1 ;  n = l ,  n r = 2 ;  

dies gibt Veranlassung zu einem Triplett mit den Schwingungs- 
differenzen 

Der Abstand der Linien (3,O) und (2,l) verhalt sich zu dem 
der Linien (2,l) und (1,2) wie 1: 3. 

Entsprechend lauten die Gleibhungen fur ein Quartett 

Das Abstandsverhaltnis ist 1 : 2 : 6. 

Q 6. D ie  Feinetruktur mit etarrem und deformierbarem 
El e k t ron. 

Wir kommen zu dem Hauptzwecke unserer Arbeit, nam- 
lich anzugeben, wie sich die Feinstruktur iindert, je nachdem 
der Rechnung die Abrahamsche oder die Lorentzsche 
Elektronentheorie zugrunde gelegt wird Zunachst erkennen 
wir, daI3 Dubletts, Tripletts, Quurtetts usw. auftreten und durch 
den Nenner n + n' = 2 , 3 , 4  usw. als solche charakterisiert 
werden, ganz uncrbMm davon, w e l c h  Wert die Koeffizhten 
a und b in den Ausdriicken fur Impuls und Energk (GZ. [a] 
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und [SJ)  besitzen. F e m r  ist das Abstandsverhii2Dnis der EinzeG 
l i n h -  in den Tripktts, Qwrrtetts usw. uncrbhti.hgig WYIZ a und b. 

Uagegen tritt in allen d Y der Faktor 2 y = 4 ( 2 ~  - b) 
auf, der im Abrahamschen Falle nach (5a) gleich 4/6, im 
Lorentzschen nach (5b) gleich 1 zu setzen ist. Fur den 
Fall 2 y  = 1 gehen unsere Gleichungen genau in die von 
Sommerfeld') abgeleiteten uber, wie es sein muB. Das 
Wasserstoffdublett kann also nach der Theoris dss stamen Elek- 
trons nur 4/6 ma1 so p o p  sein w i e  das nuch der The& des 
deformierbaren. Dieser Unterschied von 20 Proz. mu% sich 
bei genauen Messungen bemerkbar machen. Sehr genau ge- 
messen ist die Feinstruktur von Paschen*), zwar nicht an 
Wasserstoff, aber an einfach ionisiertem Helium ( E  = 2 e ) ,  
das sich streng wasserstoffiihnlich verhalt, bei dem aber wegen 
des Faktors (Ele)' die Schwingungsdifferem 16mal groI3er 
ist als beim Wasserstoffdublett. Die hieraus riiokwlirts g s  
reohnete GroBe des Wasserstoffdubletts ergibt sich dabei 
nach Paschen eu 

Na' AUK = 2 y = 0,3645 f 0,0045. 

Ohne diem Beobachtungen in Zweifel zu ziehen, wollen wir 
den Spielraum dv, weiter nehmen, indem wir als vollig sicher 
hinstellen, daB dv, zwisohen 0,55 und 0,58 liegt. Dann ist 
zu schreiben 

Dsnach wird wegen (15) 
d V, = 0,865 f 0,015 . 

-- 
N 2 7 '  

( N  = 1,097 10'). 

Im relativistischen Falle (y = *) berechnet sich hieraus 

im Abrahamschen Falle (a = &) 
a* = (5,52 & 0,22) 10-5; a = (7,29 f 0,15)* 

a* = + (5,52 f 0,522) - 10-6 = (6,65 f 0,28) * 

a = (8,15 f 0,17)- 
. 

. 
Diem empirisch-spektroekopischen Werte von a haben wir 

nun mit dem Werte zu vergleichen, der sioh am der theore 
tischen Bedentung 

berechne t. 
2ne' a =  - 

a h  
-- 

1) Ann. d. Phys. 61. p. 62. 1916. 
2) Ann. d. Phys. SO. p. 901. 1916. 

40+ 
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Sommerfeld hat bereits gezeigt., daB der relativistische 

= 7,29. 10-3, u2 = 5,30.10-5 Wert 

mit den besten Beobachtungswerten 

vollkommen in Einklang ist. Der Wert fur u2 nach Abraham 
ist aber um 20Proz. groBer. Selbst wenn man, um einen mog- 
lichst groBen Wert von a zu bekommen, densicher zu groBen 
Wert e = 4,8. 10-lo und den sicher zu kleinen Wert h= 6 3 .  
nimmt, wird 

Der Wert von a, der sich aus der Feinstruktur mit der 
Theorie des starren Elektrons ergeben wiirde, namlich 
w enigs tens 

ist damit trotz der weit gesteckten Grenzen fur Av,  noch 
lange nicht erreicht, wiihrend sich der Wert auf Grund der 
Relativitiitstheorie ganz zwanglos den Beobachtungen fugt. 
Daraufhin diirfen wir wohl behaupten, dap die tatslichlich 
beobachtete Grope der Feinzerlegung von wasserstoff ahnlichen 
Spektrallinien durch die Formek der Bohr- Sommerf eldschen 
The& nur dann exakt wiedergegeben wird, wenn man dem 
Elektron die von der Lorentz- Einsteinschen Theorie g e  
f orderten Eigenschaften beilegt. Bei Anwendung des A b r ah am- 
schen Elektrons ist eine Obereinstimmung auf keine Weise zu 
erzielen. 

e = 4,76. 10-lo, h = 6,51 . 

= 7,65 . l o -3  , u2 =5,s6 . lo-5.  

u = 7,98. ; (3 = 6,37. lo-" 

11. Die sweite Niiherung und der L-Term der RZintgenepektren. 

$ 7. Allgemeinee iiber dae L-Dnblett.  

In der sogenannten L- Serie der Rontgenspektren tritt 
eine Anzahl von Linien auf, die sich paarweise derart zu- 
sammenfassen lassen, daB je ein Dublett von konstanter 
Schwingungsdifferenz ent,steht. Es sind bis jetzt fiinf solcher 
LDubletts innerhalb der L-Serie bekannt. Nach umeren 
Betrachtungen in 8 6 mu0 ein Dublett, wenn es einem wasser- 
stoffahnlichen Spektrum angehort und mit konstanter GroBe 
in der ganzen Serie auftritt, dem ersten Term der Serienformel 
mit dem Nenner n + n' = 2 entsprechen. In der Tat konnte 
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Sommerfeldl)  diesen L-Term aus dem Dublett der L-Serie 
berechnen und fend den Nenner mit aller Schiirfe zu 

n + n' = 2,000. 
Alle seine Rechnungen setzten dabei das Elektron als deformier- 
bar im Sinne der Lorentz-Einsteinschen Theorie voraus. 
Wir wollen nun sehen, ob dieses Resultat erhalten bleibt, 
wenn wir statt des Lorentzschen das Abrahamsche Elek- 
tron benutzen. 

Unsere bisherigen Formeln genugen nicht zu diesem 
Zwecke. Wiihrend namlich im Gebiete der optischen Spektren 
das Wasserstoffdublett nur mit den feinsten experimentellen 
Hilfsmitteln zu trennen und zu messen ist, besteht sein Ana- 
logon im Gebiete der Rontgenspektren bekanntlich aus weit 
auseinanderfallenden Linien, so daS es trotz der vorlaufig 
noch unvollkommenen rontgenspektroskopischen Apparate ge- 
nauer meBbar ist als jenes. Die GroSe des in Rede stehenden 
Dubletts, das bis jetzt bei den Elementen von der Ordnungs- 
zahl 2 = 30 (Zn) bis 2 = 92 (U) im periodischen System 
gemessen worden ist, ruhrt von dem Umstande her, daB, wie 
bekannt, die Kernladung mit der Ordnungszahl zunimmt 
und in den Formeln (15), (16) und (17) f i i r  die Feinstruktur 
in der 4. Potenz auftritt. Mit Riicksicht darauf, daB die Zahl 
der in den Rontgenspektren wirksamen Elementarladungen 
des Kerns nicht ganz so grog ist wie die Ordnungszahl 2, 
ist das kleinste gemessene L-Dublett in Schwingungszahlen 
nicht ganz 30'mal so groB, wie das Wasserstoffdublett, das 
gro8te nicht ganz 924mal so groB. Bei groSen Kernladungen 
ist, da, unsere Rechnungen nach Potenzen von u. E / e  fort- 
schreiten, diese Grof3e nicht so klein wie bei Wasserstoff und 
Helium, so daS zur Anpassung an die MeBgenauigkeit eine Ent- 
wicklung des Energieausdruckes bis a6 (E/e)6 notwendig wird. 
Da, wie in Q 3 gezeigt wurde, a und von gleicher GroBen- 
ordnung sind, miissen wir auch unsere Ausgangsformeln fur 
Impuls und kinetische Energie bis zu p6 fuhren. 

0 8. Zwei te  Ngherungen fur  Impuls  nnd Energie .  
Nach Abraham ist der Impuls 

mu = m , c B ( l  + $ p 2  + & g S ' ) ,  

1 )  Ann. d. Phys. 61. p. 125. 1916. 
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die kinetische Energie 
m,, c* T=- 2 (1 + +p2 + +p4>. 

In  der Relativitatstheorie hingegen ist 

mv = mot@ (1  + +Pa + 983, 
(1 + 3p2 + ggq. 9 l i 0  ca p f = 

Um beide Fiille zu umfassen, schreiben wir 

Aus G1. (19) folgt, wenn man in der Klammer b2 durch die 
erste Naherung 

ersetzt, 

h r i n  ist zur Abkiirzung gesetzt : 

B, = 2 b12 - b 2 .  

Aus (18) wird 

(184 (mv)2 = nto2 c2 8 2  (1 + a a, 8 2  + A ,  84)  , 

A ,  = u12 + 2 a, . 
worin die Abkiirzung gebraucht ist 

Durch Einsetzen von (20) in (18e) ergibt sich weiter 

Hierin ist 

y = 2 (2 a,, - b,) , 
6 = 4 ( A ,  + B, - 4  a, b,) =4 (uI2 +2a2 +2b12-bbp - 4 a,b, j .  
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Fiir das starre Elektron gilt 

fiir das deformierbare Elektron 

Unter Benutzung der GI. (1) ($ 1) 
C E '  T =  W + -  

erhalten wir Bus (21) 

8 9. Das radiale Phasenintegral. 

Wenn wir schreiben 

so zeigt ein Vergleich mit (23), daS mit Beriioksichtigung 
der azimutalen Quantenbedingung 

n h  p = -~ 
272 ' 

A ,  B, C, D die Bedeutung haben 

I 6 D =  2 8  m,e,  (3. 
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Wir haben fruher ($ 4) gesehen, daS W/m,c2 eine 
kleine GroBe von der Ordnung a2 ist. Es ist daher konsequent, 
wenn wir spiiter die in den Klammern auftretenden GroBen 

- bzw. (5)' 
m, cp 
W 

durch die vorher in (Gl. 13) gefundene Niiherung ersetzen, 
nach einem iihnlichen Verfahren, wie es bei p2 in 5 8 an- 
gewendet wurde. Wir kennzeichnen die durch den fruheren 
Niiherungswert zu ersetzenden GroBen mit einem Querstrich. 
AuSerdem konnen wir die dreigliedrigen Klammersummen 
durch Produkte von Binomen ausdriicken, wenn wir beachten, 
d aB 

(?n:*)' 

von der Ordnung a6 ist und bei der Ausrechnung der Binome 
nicht mehr beriicksichtigt zu werden braucht : 

Wir haben nun das Phasenintegral 

auszufiihren, und zwar wollen wir dies, iihnlich wie in 5 3, 
in der komplexen r-Ebene tun. Die Integration') ist ur- 
sprunglich wieder von rluin. bis rIIIPx. und zuruck zu erstrecken, 
wobei das Vorseichen der Wurzel positiv ist bei positivem, 
negativ bei negativem dr. In  der komplexen r-Ebene ent- 
sprich t dies einem Umgang um den Versweigungsschnitt 
mischen den Verzweigungspunkten rl und r2,  die durch die- 
jenigen beiden Nullstellen des Radikanden gegeben sind, die 
fiir D = 0 nicht in den Nullpunkt rucken. Das Hinzutreten 
zweier weiterer, fur D = 0 verschwindender Verzweigungs- 

1) A. Sommerfeld, Miinch. Ber. 1916. p. 157. 
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punkte kennzeichnet das Integral als ein elliptisches ; der 
Integrationsweg charakterisiert es als ein sogenanntes voll- 
stiindiges elliptisches. 

Fur die praktische Ausrechnung genugt es vollkommen, 
zu schreiben, wenn wir beachten, daS D eine sehr kleine 
GroSe ist, 

n d r .  
2 n c’ 

Die Verzweigungspunkte rl’ und r2’ des jetzt verkiirzten 
Radikanden 

sind nicht mehr mit denen (TI und r2) des unverkurzten Radi- 
kanden identisch, um die ursprunglich der Integrationsweg 
gelegt werden sollte. Man kann aber den Umlauf jedenfalls 
so nehmen, daB auch rl’ und r2) mitumfal3t werden; infolge- 
dessen gilt f i i r  die Ausrechnung das in Q 3 Gesagte. 

1)as erste Integral fanden wir dort nach (11) zu 

worin I/C eine negativ-imaginiire, 12 eine positiv-imhginiire 
GroBe ist. 

Zu dem zweiten Integral rechter Hand liefert, wie man ohne 
weiteres sieht, der Punkt T = 00 keinen Beitrag. Der einzige 
darin vorkommende Pol ist dPr Punkf r = 0. Wir kiinnen 
also unseren Umlauf einfach uni die singuliire Stelle r = 0 
zusammenziehen. ]>as Residuum N’ im Kullpunkte wird ge- 
funden ails der dort giiltigen Entwicklung 

als Korffizient von d r l r  
\ 

N’ = - 4 B D . C - ” . .  



626 K .  Glitscher. 

Damit haben wir 

Q 10. Berechnung der Energiekonetanten. 
Im folgenden setzen wir zur Abkurzung 

(27) A l r = n ' h + 2 n i ( C ' l * -  $BBC-'l.). 

Aus (26) wird dann . B  L h  = 2 ~ 1 -  V A  
und 

Setzt man fiir A und B die Wert,e von (25b) ein, so erhiilt man 

2m, W = 

und mit Behandlung von w / m o c 2  als kleiner GroBe und Be- 
rucksichtigung von (10) 

Nach dem bei G1. (25 b) Gesagten haben wir hier w / m o  c2 
durch einen der friiheren Naherungswerte (Gl. [lS] aus 8 4) 
auszudrucken. I n  der bequemsten Form entnehmen wir die 
Niiherung gleich aus (28) selbst, als 

-- m, w cp - -&(; )P[1-+7$(3]  a 

Dies in (28) eingesetzt, ergibt 

Hierin haben wir L wieder seinen Wert nach (27) zu geben 
und mit Riicksicht auf die Werte von B, C und D nach 
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Potenzen von a2 zu entwickeln, wobei in den hoheren Glie- 
dern wiederum W mit W vertauscht werden kann. SchlieSlich 
ergibt sich l) : 

Fur den Fall des relativistischen Elektrons ist nach (22b) 
y = 3, 6 = 0, so daS die zweite geschweifte Klammer in (SO) 
fortfallt; der ubrigbleibende Tril stimmt genau mit der 
Sommerfeldschen Formel uberein. Fur das starre Elektron 
ist nach (22a) 

2 . 4  y = - - ,  n = - -  
175 '  

so da% wir dafur speziell die Gleichung erhaltcln 

$ 11. D s s  L - D u b l e t t  mit  etarrem und deformierbarem 
Ele k t ro n. 

Schon M o s e ley fand bei seinen Messungen an Rontgen- 
spektren, daW die Schwingungszahl der einem Element yon 
der Ordnungszahl 2 im natfirlichen Systeme angehorenden 
Linie ungefahr proportional dem Quadrat dieser Ordnungs- 
zahl ist. Um uns diesen Tatsachen ampassen, haben wir 
in (SO) ( E / e )  durch 2 - d zu ersetzen, worin d eine noch 
zu bestimmende Konstante ist. Nehmen wir fiir die L-Serie 
n + n' = 2 mit den Moglichkeiten n = 2, n' = 0 und n = 1, 
n' = 1, so erhalten wir aus (31) und (14) den L-Term bzw. 
L'-Term. L und L' sind die Charakteristiken der Endbahnen, 
auf die ein Elektron von irgend welcher Anfangslage iiber- 
geht, wenn die Dubletts der L-Eerie entstehen (vgl. 5 5). 

1) Nliherea siehe in der Dissertation. 
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Es ist 
(n = 2, 12' = 0) 

( n =  1, n'= 1) 

Daraus folgt die Dublettdifferenz 
I A v = E - L  

(321 Na' na 5 S nr 
= 2y 7 (2- 4' ( 1  + 5 7 (2- A)2 + + - (2 - * 

- 7 -  J 

Wie Sommerfeld') gezeigt hat, kann man unter Zugrunde- 
legung der experimentellen Daten, ausgehend von der letzten 
Gleichung, in der man sich den Nenner g4 vor der Klammer 
durch b4 ersetzt denken moge, A (bei Sommerfeld 2 genannt) 
und b berechnen. Indem er 

2-  A 
b 

graphisch darstellte, lagen die erhaltenen Punkte genau auf 
einer Geraden, so daB aus deren Neigung b zu ermitteln war. 
b ergab sich genau zu 2,000, womit riickwiirts alle Annahmen 
uber die Wasserstoffahnlichkeit als zu Recht bestehend aus- 
gewiesen wurden. A wurde gleich 3,5 gefunden, so daB das 
,,relativistische" L-Dublett nach (32) und mit dem Werte 
y = 4 (nach [22]) in unserer Naherung genau wiedergegeben 
wird durch 

Mit dem Abrahamschen Elektron miiBte das Dublett nach 
(32) darstellbar sein durch 

1) Ann. d. Phys. 61. p. 125. 1916. 
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Hierin sind A und b neu zu bestimmende Konstanten. In 
erster Naherung ist, wenn wir von den Klammerkorrektionen 
absehen, nach (33) und (34) 

Wegen der oben erwahnten Linearitat der rechten Seite muB 
sein 

(35) 

Wir fiihren diese ersten Naherungen in die Klammern von (34) 
ein und erhalten durch Vergleich mit (33) 

.'[Z - 3,5)2) 

( 1 + 0,02 CcZ (2 - 3,5)8}, (2 - 3,5)4 - -- 
1' 

{ 1 + 0,005 up (2 - Y , ~ ) P ]  
2- A Z -  3.5 -- - -- 

b 

Der EinfluS der Klammerkorrektion ist vollkommen ohne 
Belang, so daB das Resultat in (35) erhalten bleibt. 

2- A - 
b 

els Funktion von 2 aufgetragen, wird auch jetzt merklich 
eine gerade Linie, aus der sich die Konstanten A = 3,5 und 
b = 1,892 ergeben. Die Kernladungscharakteristik A bleibt 
im Falle der Relativitiit und des starren Elektrons die 
gleiche, woraus man schlieBen kann, daJ3 sie in keinem 
direkten ursachlichen Zusammenhang mit dem kreisenden 
Elektron steht. Der Termnenner jedoch, der sich im Falle 
des deformierbaren Elektrons exakt gleich 2 ergab und damit 
die Erkliirung des L-Dubletts im Sinne wasserstoffihlicher 
Spektren nachtraglich rechtfertigte, wird mit dem starren 
Elektron gleich 1,892, so daB von einer Deutung des L-Du- 
bletts im quantentheoretischen Sinne keine Rede mehr sein 
konnte. Wer daher an der Sommerfeldschen Theorie der 
Rontgenspektren festhalten will, ist genotigt, das starre 
Elektron abaulehnen. 
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Sueammen faeeung. 

Im ersten Teile dieser Arbeit werden Formeln f i i r  die 
Feinstruktur wasserstoffahnlicher Spektrallinien auf Grund 
des Bohrschen Modells und der Sommerfeldschen Theorie 
der Feinstruktur entwickelt in einer den Beobachtungen an- 
gepaBten Genauigkeit (erste Naherung). Die Rechnung ist 
so gefuhrt, daB die Ausdrucke fur Impuls und kinetische 
Energie des im Bo hrschen Model1 auftretenden Elektrons all- 
gemein nach Potenzen von f i  = v/c fortschreiten. Es werden in 
den fertigen Formeln fur die noch unbestimmten Koeffizienten 
einmal die entsprechenden Werte der Abrahamschen, dann 
die der Lorentzschen Elektronentheorie eingesetzt. Ein Ver- 
gleich mit den Messungen von Paschen zeigt, da% die tat- 
sachlich beobachtete Feinstruktur durch die Formeln der 
Relativitiitstheorie mit den besten Werten der universellen 
Konstanten N, e und h zwanglos erkliirt werden kann, wie 
auch Sommerfeld fand, daB die Abrahamsche Theorie 
hingegen mit keinen zulassigen Werten von e und h die rich- 
tige GroBe der Feinstruktur n-iederzugeben vermag. 

Im zweiten Teile wird eine zweite Naherungsrechnung 
ausgefuhrt und auf das Dublett der L-Serie der Rontgen- 
spektren angewendet , aus dem S o m m e r f e 1 d den sogenannten 
LTerm berechnen und als streng wasserstoffahnlich nach- 
weisen konnte, wenn er die relativistische Elektronenmasse zu- 
grunde legte. Unsere SchluBformeln sind so gehalten, daS 
die numerischen Werte sowohl aus der Theorie des deformier- 
baren wie der des starren Elektrons darin eingesetzt werden 
konnen. Dabei ergibt sich fi i r  letzteres der Termnenner 1,892 
statt 2,000. Die Wasserstoffiihnlichkeit des Dubletts der 
L-Sene geht also bei Anwendung der Theorie des starren 
Elektrons verloren und seiner Erklarung wiirde damit der 
Boden entzogen. 

Das Ergebnis beider Teile spricht, wie auch die neueren 
Messungen von 6/m, zugunsten der Relativitiitstheorie. 

Meinem hochverehrten Lehrer, f i n .  Prof. Sommerfeld,  
spreche ich auch an dieser Stelle meinen warmsten Dank fiir 
sein hilfreiches Interesse an dieser Arbeit aus. 

(Eingegangen 14. Mai 1917.) 




