
134 

2. Cfrurtditr4ge xu edner TheorCe der ELektrdsdtUt 
wnd der Grawltatbn; 

von Ern R t  Red cl~srt  ti U c h er. 

Einleitung. Die Moglichkeit einer elementaren mathematischen Er- 
kliirung der Elektrizitiit und der Gravitation. 

I. Hauptteil .  Die Elektrizitiit. 

mentalgroh: 
1. Abschnitt. Geometrische Deutung der elektrischen Fund&- 

2. Abschnitt. Elektron und Ather. 
3. Abschnitt. Coulombs Gesetz. 

1. Abschnitt. Die Verzerrung und Kriimmung des Raumzeit- 

2. Abschuitt. Die tmziehende Wirkung der Gravitation. 
3. Abschnitt. Der EinfluB der Gravitation auf die elektrischen 

4. Abschnitt. Die Gesamtwirkung aller Elektronen und die 

SchluD. Der EinfluB deriMaterie auf die elektromagnetischen Funda- 

11. Hauptteil .  Die Gravitation. 

kontinuums infolge der Elementardrehung. 

FundamentalgroBen. 

Weltfunktion. 

mentalgrobn und der Atombau. 

E i n 1 e i t u n g. 
Die M6glichkeit einer elementaren ma themathhen  ErJsliirung 

der Elektrisitiit und der Gravitation. 

Die Versuche, die riitselhafte Wirkung der Gravitation 
zu erklaren, sind durch die Schopfung der Relativitiitstheorie 
in ein neues Stadium getreten und haben in den Ansatzen 
von Miel) und Eins te in2) ,  deren Theorien dann durch Hi l -  
be r  t 3, zusammengefabt worden sind, bereits zu befriedigenden 
Ergebnissen gefuhrt. Wenn im folgenden versucht aerden 

1) G. Mie, Grundlegen einer Theorie der Materie, Ann. d. Phys. 

2) A. Einstein,  Die Grundlage der allgemeinen Relativitiitstheorie. 

3) D. Hilbert ,  Die Grundlagen der Physik. Nachr. d. Kgl. Ges. 

87. p. 571. 1912; 89. p. 1. 1912; Po. p. 1. 1913. 

Ann. d. Phys. 49. p. 769. 1916. 

d. Wiss. 1915, Math.-physik: K1. H. 8. p. 395. 



soll, eine neue Erklarung fi i r  die grundlegenden Gesetze der 
Elektrizitlit und der Gravitation, die von Maxwell, Cou- 
lomb und Newton, zu bringen, so ist dies damit begrundet, 
daS es mir gelungen ist,’eine einfache geometrische Deutung 
f i i r  den elektromagnetisohen Sechservektor %u finden, am der 
unter Hinzunahme weniger vereinfachender Hilfshypothesen 
diese Gesetze sich mit Notwendigkeit ergeben. Dabei ist 
einerseits die Klippe der Explosion des Elektrons durch Ab- 
stoSung seiner eineelnen Teile vermieden, die in den Theorien 
von Mie und Eins te in l )  noch vorhanden war, andererseits 
aber ein Weg gewonnen, der eu einem gewissen Verstilndnis 
fiir das Auftreten der Mieschen Weltfunktion fiihrt. 

Die grundlegende Annahme, alles physikalische Sein, sei 
es Materie, Gravitation oder Elektrisitat, ist geometrisch zu 
erglliren, d. h. die mit diesen Begriffen verbundenen Vor- 
stellungen sind auf rein mathematische Eigenschaften des 
vierdimensionalen Raumzeitkontinuums zuriickzufiihren, uber- 
hebt mich der Notwendigkeit, gewisse Minimaleigenschaften, 
wie sie in den geodatischen Linien und den Hamiltonschen 
Integralen vorkommen, vorauszusetzen. Das ganze physi- 
kalische Problem wird eu einem geometrischen, da alle mog- 
lichen Mannigfaltigkeiten Erscheinungen eeigen miissen, die 
der Elektrizitiit und der Gravitation entsprechen, wenn sie 
einer Veranderung unterworfen werden, die wir als den elektro- 
magnetischen Sechservektor deuten, und dabei stets die ein- 
fachsten Nebenannahmen gemacht werden. 

I. Hauptteil. Die BlektrisitiiHt. 
1.  Absobnitt. Geometrische Deutong der elektriechen 

F II ndam en t a1 g r  6 Ben. 
Die gewohnliche Relativitiitstheorie von Loren t z untl 

E ins te in  hat Minkowski*) eur Schopfung seines vier- 
dimensionalen Raumzeitkontinuums gefiihrt, in dem man die 
Euklidische Geometrie als gultig ansehen kann, wenn man 

1) Vgl. H. R e i h e r ,  Eigengravitation dea e!ektrischen Feldee, 
Ann. d. Phys. 60. p. 106. 1916. 

2) H. Minkowski, Reurn und %it. Vortrag, gehslteo3 auf der 
80. Versammlung deutscher Naturforscher und h t a  en Kijln 1908; 
vgl. Fortschr. d. Math. Wissensch. in Monographien, von 0. Blumen- 
thel,  Heft 2: Das Relativitiitsprinzip. p. 66. 
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der einen Veranderlichen, die der Zeit entspricht, nur ima- 
@re Werte zuschreibt. Unter dieser Voraussetzung kann 
also die Minkowskische Welt als lineare Mannigfaltigkeit 
von vier Ausdehnungen angesehen werden. Es muI3 ihr also 
jegliche Kriimmung im Riemannschen Sinne fehlen. 

Dies ist aber nicht mehr ohne weiteres der Fall, wenn 
man die gemohnliche Relativitiitstheorie durch Eins te ins  
Verallgemeinerung ersetzt; es mufl vielmehr die Wahl der 
zulhsigen Koordinatensysteme bedeutend eingeschriinkt wer- 
den, wenn der Bedingung genugt werden 8011, daI3 unsere 
Welt als ein krummungsfreies Raumzeitkontinuum angesehen 
werden kann. Ob diese Annahme den Tatsachen uberhaupt 
entspricht, mufl die weitere Untersuchung lehren. Wenn aber 
unsere Welt krummungsfrei ist, so liegt ohne besonderen 
Grund keine Veranlassung vor, von der gewohnlichen Rela- 
tivitatstheorie abzuweichen. Diese legt bekanntlich ein ortho- 
gonales geradliniges isometrisches Koordinatensystem zugrunde, 
und dies ist such das einzige, das die Gleichwertigkeit aller 
Raumzeitpunkte zum Ausdruck bringt. Der Forderung der 
Isometrie wird durch die Festsetzung der Lichtgeschwindigkeit 
gleich 1 oder besser gleich i genugt, was Minkowskil) durch 
die ,,mystische" Gleichung 

~ O O O O O  km = f-1 sec 
ausdriickt. 

Zur Annahme einer von der gewohnlichen abweichenden 
Relativittitstheorie wird man also erst durch die Existem 
ungleichartiger Raumzeitpunkte gefuhrt. Solche muI3 es aber 
unzweifelhaft geben, da sonst jede Erfahrung unmoglich ware, 
und sie sind nach allgemeinem Dafurhalten in den Elektronen 
und der Materie gegenuber dem freien Ather vorhanden. Daher 
nimmt Eins te in  mit Recht an, daI3 in unendlicher Entfernung 
von allen Elektronen die gewohnliche Relativitiitstheorie gelten 
mufl, d. h. das M i  n ko w s ki sche Raumzeitkontinuum un- 
gestort ist. 

Die Storung, die durch die Elektronen erzeugt wird und 
uns also zur Apnahme eines von dem gewohnlichen abwei- 
chenden Weltkoordinatensystems zwingt, wird nun bekannt- 
lich als der elektromagnetische Sechservektor aufgefaflt. Dieser -- 

1) I. c. p. 66. 



ist daher nichts anderes als eine Anderung der einfachen Be- 
ziehungen der einzelnen Rauns~gitelemente der Minko ws ki - 
schen Welt zueinander und wird von mir durch eine Drehung 
derselben gegen den Nomuhustand definiert. Diese Drehung 
erfolgt selbstverstandlich, da es sich um vier Dimensionen 
handelt, im allgemeinen in zwei ,,dualen", d. h. zueinander 
senkrechten, sich aber nur in einemPunkte SchneidendenEbenen, 
z. B. der x,, q-1) und der %Ebene. Aus diem Definition 
des elektromagnetischen Sechservektors durch die Drehung 
des vierdimensionalen Raumzeitelementes gegen den Mi n - 
kows kiscfien Normahustend folgen unmittelbar die Max- 
wellschen Gesetze und unter Hinzunahme weniger einfacher 
Hypothesen auch die von Newton und Coulomb. 

Die hderungen, die in einer Mannigfaltigkeit durch 
Drehung ihrer Elemente gegen den Normalzustand eintreten, 
lassen sich ganz unabhiingig von ihrer physikalischen Bedeu- 
tung f i i r  unsere vierdimensionale Welt in jeder beliebigen 
betrachten, die mehr als eine Ausdehnung besitzt, und es 
wird zur Veranschaulichung der Ableitungen dienlich sein, 
ah solche Mannigfaltigkeit zuniichst eine Ebene zu behandeln, 
wobei auch furs erste von dem imaginiiren Charakter der 
Verhderlichen zo abgesehen werden 8011. Der Minkows ki - 
sche Normalzustand dieser Ebene wird durch ein rechtwink- 
liges, geradliniges und isometrisohes System ausgedriickt , 
degsen Koordinaten x,, und x1 heiSen sollen, wobei xo dem 2~ 
und x1 dem x der gewohnlichen Bezeichnungsweise entspricht. 
Aus diesem Normalzustand soll nun ein Storungs- oder Span- 
nungszustand dadurch hergeleitet werden, daS sich jedes 
Fbhenelement um einen Winkel dreht, der naturgedS 
von seiner Lage stetig abhangen soll. Durch diese Drehung 
wird jedes System senkrechter Trajektorien in ein ebensolches 
iibergefuhrt. Insbesondere gilt dies auch fiir die Parameter- 
linien xo = const. und x1 = const. der Normalkoordinaten, 
die in die Parameterkurven = const. und l1 = const. eines 
neuen orthogonalen Systems, das Spannungssystem heil3en 
soll, verwandelt werden. 

Analytisch kann dieser ifbergang durch die Gleichungen 
ausgedriickt werden : 

etatt mit 4, urn von der Dimensionad unabhiingig en win. 
1) Ich bezeicbe allgemein die zeitliche Koordinate mit dem Index 0 
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fi d&, = dx,cosi? - d x , s i n 9 . ,  1 yx d &  = d x ,  sin 6 + d x ,  c o ~  9.. 
(1) 

Darin bedeutet 6 den Drehungswinkel des Elementes der 
Mannigfaltigkeit; die GroBen g sind durch die Formeln ge- 
geben : 

Sie sind auch, wenn 6 in jedem Punkte bekannt ist, nicht 
vollig bestimmt, da sie dadurch gelindert werden konnen, 
dal3 man neue Veriinderliche durch to = fo (xo) und t1 = fl (x3 
mit ganz willkiirlichen Funktionen fo und fl einflihren kann, 
ohne dab an dem Aussehen des Spannungssyatemes etwas 
gelindert wird. 

Das Quadrat des Linienelementes ist 

(3) a s2 = a zo2 + a z12 = go a t o 2  + 9, a f12 . 
Das Element der f,-Linie d si folgt hieraus zu: 

(4) 

Ubertriigt man diese Beziehungen auf mehrere Dimen- 
sionen, so erhalt man nicht durch jede beliebige Drehung 
der Elemente aus einem Orthogonalsystem wieder ein neues; 
es muB vielmehr die Drehung bestimmten Bedingungen ge- 
nugen, die im vierdimensionalen Falle der einen Gruppe der 
Maxwellschen Gleichungen entsprechen, die den elektro- 
magnetischen Sechservektor als Rotation des Viererpotentials 
erscheinen lafit. Darauf sol1 spater noch eingegangen werden. 
Die Gleichungen (2) bis (4) konnen ohne weiteres auf mehr 
Dimensionen ubertragen werden. 

Um die zweite Gruppe der Maxwellschen Gleichungen 
herzuleiten, betrachte ich zunachst wieder in der Ebene die 
Krummung der Parameterkurven des Spannungssystems. Eine 
leichte uberlegung liefert die Beziehung 

d Si = 1/Xd ti. 

aa-11 
a 8t I et 
- - 1 - 1 ,  

worin ei der Kriimmungsradius der fi-Linie ist. Urn die 
Vorzeichen zu bestimmen, setze ich fest, daB die Kriimmungs- 



radien positiv in der Riohtung von den Mitt.elpunkten aus 
zu rechnen seien; d a m  ergibt sich: 

(5) 

Ersetzt man hierin d st durch G d  t i ,  so erhalt man 
nach Multiplikation mit vz: 

Hieraus kann man die Abhangigkeit der Drehung 6 von 
2, und ermitteln: 

a 4  -= - -+ - -  aset,  a a a r ,  
as, a t ,  a ~ ,  a t ,  axo' 

also nach (1): 

Lost man diese Gleichungen nach der Kriimmung l / e l  
auf, so erhalt man: 

1st das Koordinatensystem so gelegt, daJ3 die Anderung 
der GroBe 6 in der Richtung zo verschwindet, so ist die Glei- 
chung (8) zu ersetzen durch: 

(9) 

Eine solche Wahl des Koordinatensystem ist wenigstens 
fur die niichste Umgebung eines beliebig gewiihlten Punktes 
moglich. Da nhmlich das zulassige Wertsystem von 6 nur 
einfach unendlich ist, so mussen, von Ausnahmefallen ab- 
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gesehen, in der Nachbarschaft jedes Punktes andere vor- 
kommen, fur die der Wert der Drehung derselbe ist wie fur 
den ersten; solche Punkte ,,gleicher Drehung" lassen sich 
durch Kurven verbinden, die ,,Isogonen" heiSen sollen. Die 
xo-Achse sol1 nun in dem betreffenden Punkt so gelegt werden, 
daS sie entweder mit der Isogone oder ihrer Tangente zu- 
sammenfallt. 

Eine andere Ableitung der Gleichung (9) kann dieiTat- 
sache benutzen, daS fur 

z o = y ,  zl=z: t g a = y ' ,  s i n a s - -  Y' vw2 
und 

V i T p  -~ __ [' = - 
Y" 

ist. Dann ist aber: 

Beim Ubergang zu mehr als zwei Ausdehnungen konntr 
es zunachst zweifelhaft erscheinen, ob an dem Begriff der 
Isogonen festgehalten werden kann. 

Als fiir einen fliichenhaften Vektor stehen namlich fiir 

die Drehung 6 bei n Dimensionen a fach unendlich 
vie1 Werte zur Verfugung, so daB es zweifelhaft erscheinen 
konnte, ob in der Nachbarschaft eines Punktes sndere mit 
gleicher Drehung vorkommen, die mit ihm durch eine Iso- 
gone verbunden werden konnen. Durch die Bedingung, da6 
durch die Drehung ein orthogonales System in ein anderes 
ubergefiihrt wird, d. h. durch die erste Gruppe der Max- 
wellschen Gleichungen, wird aber die Moglichkeit der Wahl 
des Drehungsvektors so beschrankt , daS dies tatsiichlich 
uberall, wiederum von Ausnahmepunkten abgesehen, wo die 
Isogonen zu einem einzigen Punkte entarten, moglich ist. 
Legt man nun wieder die xo-Achse in die Richtung der Iso- 
gonen, so erhalt man an Stelle von Gleichung (9) oder (10): 

*(a- 1) 

1 1 1  
=- (x+x+K+...).  
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Diese Gleichung entspricht der ersten a m  der zweiten 
Gruppe der Maxwellschen Gleichungen, wenn diese auf ein 
Ruhkoordinatensystem bezogen sind. Sie wird ergiinzt durch 

(12) Div, sin 6 = 0 (i = 1,2,!3 . . .) , 
die ohne weiteres d a m  gegeben ist, wenn der Drehungsvektor 
in eine einzige Ebene fiillt, die auBerdem die q-Achse enthiilt. 
Wie man spiiter sehen wird, ist dies fur die Elementarwirkung 
eines Elektrons der Fall. Die elektrische Ruhdichte entspricht 
also der mittleren Krummung des E1,$sE,-Raumes im Span- 
nunpsystem. 

In einem Koordinatensystem, dessen q-Achse in die 
Richtung der Isogonen fiillt, ist also auch die zweite Gruppe 
der Maxwellschen Gleichungen erfullt, wenn man dem Sinus 
des Drehungswinkels die Bedeutung des elektromagnetischen 
Sechservektors und der mittleren Krummung des durch dic 
Drehung aus dem x1 xs q-Raum entstehenden El t2 &-Raumes 
die tier elektrischen Ruhdichte gibt. 

In einem derartigen System ist es nun auch moglich, die 
GroBe sin 8 selbst als Differentialquotient einer anderen Funk- 
tion - q darzustellen. Wandert man niimlich l b g s  einer 
x,-Linie, so wird man immer neue tl-Linien schneiden und 
bei jedem Schritt d x1 ein Stuck - d q einer (,-Linie, das 
zwischm einer E,-Linie und ihrer Nachfolgerin liegt, hinter 
sich lassen. Die Summe - q aller dieser Stucke kann als 
Potential angesehen werden. Diese netinition laSt sich un- 
mittelbar auf mehrere Dimensionen ubertragen; es muB nur 
die xl-Linie durch eine beliebige Gerade des x1 x, x,-Raumes 
und die El-Linien durch die t,t,E,-Riiume ersetzt werden. 
Deren Existenz war ja als einschriinkende Bedingung fur die 
Wahl der 6 gefordert worden; man sieht jetzt ein, daB sic 
AnlaB zur Definition der GroBe q gibt. Damit ist, zuniichat 
im Ruhsystem, das Potential gegeben, als dessen Ableitungen 
die Komponenten des elektrischen Vektors erscheinen. Da 
nach (4) : - d q = - lzd to ist, laBt sich dieses Potential auch 
in der Gestalt 

(13) ! l=-$lG&o 
angeben. Wire go = 1, so wiirde Q die Differenz der beiden 
Werte der Koordinate to in dem betrachteten und einem be- 

Annalen der Pbyslk. IV. Folge. 62. 10 
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liebigen, aber festen zweiten Punkte sein, so daB fur diesen 
Grenzfall Q durch die Koordinate to bis auf eine Konstante 
ersetat werden konnte. Fur verschiedene t1 &,-Rliume ist 
die Integrationskonstante zweckmaBig so zu wiihlen, daB die 
Punkte gleicher Drehung auch gleiches Potential besitzen. 
Es wiire dann in dem Grenzfall go = 1 nicht to, sondern to- xo 
als Potentialfunktion zu wiihlen. 

Bisher war ein Koordinatensystem zugrunde gelegt worden, 
dessen xo-Achse in die Richtung der Isogonen, d. h. der 
Linien, lgngs deren sich die Drehung 6 nicht andert, fiillt, 
so daB die FundamentalgroBen, niimlich Drehung, mittlere 
Krummung und Potential, von xo unabhiingig ausfallen. Nun 
soll untersucht werden, inwiefern die Wahl dieses Systems 
eine BeschrHnkung der Allgemeinheit darstellt ; zu diesem 
Zweck sind die Isogonen einer eingehenden Priifung zu unter- 
ziehen. 

Zunlichst ist es selbstverstiindlich, daB zwei Isogonen 
sich nirgends schneiden durfen, da sonst das im Schnittpunkt 
liegende Raumzeitelement zwei verschiedenen Drehungen unter- 
worfen ware. Sonst liiBt sich uber die Isogonen ohne weiteres 
nichts aussagen; sie konnen krumm oder gerade sein. Sind 
sie nirgends gekrummt, so mussen sie in einer Ebene not- 
wendig parallel werden, um obiger Bedingung zu genugen. 

Sol1 die Annahme, daB die FundamentalgroBen von zo 
unabhangig sind, nicht nur fur die Nachbarschaft eines Punktes, 
sondern allgemein gelten, so mussen die Isogonen geradlinig 
sein. Da die Wahl der Achsenrichtungen des Normalsystems 
von vornherein beliebig ist, so kann stets die xo-Achse in die 
Richtung dieser geradlinigen Isogonen gelegt werden ; ein 
solches System heiBe Haupt- oder Ruhsystem, wahrend jedes 
andere Normalsystem als Nebensystem bezeichnet werden soll. 

Sind die Isogonen gekrummt, so kann man ein Haupt- 
system nur fur die allernhhste Nachbarschaft eines Raum- 
zeitpunktes annehmen und ist gezwungelr, die Achsenrich- 
tungen zu andern, wenn man von einem Punkte zum andern 
ubergeht. Dabei aber bietet sich in einem besonderen Falle 
die Moglichkeit, an den Achsenrichtungen festzuhalten, wenn 
man in senkrechter Richtung zu den Isogonen, also in riium- 
licher Richtung, fgrtschreitet, namlich dann, wenn diese 
Parallelkurven, d. h. senkrechte Trajektorien einer Schar 
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hearer  Raume sind. Diese Bedingung stimmt mit der Forde- 
rung uberein, die man allgemein an die sogenannten Welt- 
linien benachbarter Punkte starrer K o r p r  etellt, und es wird 
sich herausstellen, daS wir die Isogonen als Weltlinien an- 
sehen konnen. In  diesem Sonderfalle ist also ein und dasselbe 
Hauptsystem fur den ganzen z, z8 % - R a w  giiltig und nur 
eine Beschriinkung auf ein kleines Stuck der Isogonen selbst, 
also in der zo-Richtung, notig. 

Geht man nun ron einem Haupt- oder Ruhsystem zu 
einem Nebensystem uber, dessen q-Achse nicht mehr in die 
Richtung der Isogonen fallt, so mussen sich die entwickelten 
Gleichungen den Siitzen der Relativitiitstheorie anpassen, 
(1. h. eine Gestalt annehmen, die bei einer derartigen Um- 
formung unveriinderlich ist. Die Drehung 6 ist, wie gesagt, 
ein Sechservektor ; dagegen erscheinen Potential und Krum- 
mung als Vierervektoren, die in die Richtung der Isogonen 
fallen. Ilaraus ergeben sich dann die fur jedes Normalsystem 
gultigen Maxwellschen Gleichungen, die einerseits den Sinus 
des Drehungswinkels als Rotation des Potentials, endererseits 
die negative mittlere Krummung als Divergenz dieses Sinus 
erscheinen lassen. 

2. Abschnitt. .Elektron nnd Ather. 

Durch die Krummung der Isogonen werden naturlich 
auch die Systeme der Parameterkurven der Spannung, d. h. 
die &Kurven, beeinfluBt,, da sie ja mit den Richtungen des 
jeweiligen Hauptsystems den Winkel 6 bilden. Jedoch be- 
halten die t, & t,-Riiume die Eigenschaft, untereinander kon- 
gruent zu sein, da ja  die Isogonen als Parallelkurven voraus- 
gesetzt waren; aber jeder Raum dieser Schar erscheint gegen 
den benachbarten nicht nur verschoben, sondern wegen der 
Krummung der Isogonen auch gedreht. Nur wenn diese 
Raume Hyperkugeln oder, da die Werte von 4 als rein ima- 
giniir vorausgesetzt werden, gleichseitige Hyperboloidriiume 
sind, hnn von dieser Drehung abgesehen werden, da diese 
Raume sich nach allen Richtungen invariant verhalten. Sol1 
daher die Richtungsiinderung der Isogonen ohne drehenden 
EinfluB auf die E,tzEs-Riiume sein, so mussen diese als gleich- 
seitige Hyperboloidriiume angenommen werden. Sie durfen 
naturlich keine zeitlichen Richtungen enthalten und mussen 

10 
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daher zweischalig sein; von den beiden Schalen darf selbat- 
verattindlich nur eine vorausgesetzt werden. Es ist aber nicht 
notig, diese Schale sich bis ins Unendliche erstrecken zu lessen; 
vielmehr wsd sich herausstellen, daB man sich auf einen 
kugelformigen Ausschnitt aus dieser Schale zu beschriinken 
hat, dessen Radius a gegen den Krummungsradius e Jes 
Hyperboloids verschwindend klein ist (a : e = ca. 1 : loe1). Ein 
solcher Ausschnitt liegt zwischen zwei parallelen x1 x2 5- 
Raumen, von denen der eine ihn im Mittelpunkt beruhrt, 
wiihrend der zweite ihn nach auBen begrenzt, indem er den 
Hyperboloidraum in einer Kugelfliiche mit dem Radius a 
schneidet. Die Isogonen bilden eine Schar paralleler Linien, 
die auf dem ersten dieser Raume senkrecht stehen; auf 
ihnen sind alle die dem gegebenen kongruenten Hyper- 
boloidraume aufgereiht. So entsteht eine zylindrische oder 
im Falle der Krummung der Isogonen zylindroidische Rohre, 
die Primiirrohre heiBen moge; sie ist die Weltrohre eines 
Elektrons , wiihrend dieses selbst sich in dem zweiten 
x1 x2 5-Raurn als Kugel mit dem Radius a zeigt. Dadurch 
ist seine Begremung nach auBen gegeben; seine innere Natur 
aber wird durch den Hyperboloidraum bestimmt, und es ist 
leicht, unter den gegebenen Voraussetzungen die drei elek- 
trischen FundamentalgroBen zu bestimmen. Es ist zuniichst 
offenbar, daI3 ein Drehungsvektor nur in den durch die so- 
Achse des Hauptsystems, die den Mittelpunkt des Hyper- 
boloidraumes mit dem seines kugelfiirmigen Ausschnittes, d. h. 
des Elektrons, verbindet, gelegten Ebenen auftreten kann. 
Bezeichne ich mit T den Abstand irgendeines Punktes des 
Hyperboloidraumes von der xo-Achse, so ist 

i@. sin 8 = - - = - i r  
e (14) 

Die Einfiihrung der imaginiiren Einheit i wird der Tat- 
sache gerecht, daB auf der x,,-Achse nur imaginare Werte 
der Koordinaten vorkommen konnen. Aus Gleichung (14) 
ergeben sich die anderen FundamentalgroBen : 

3 i  Div,, sin 9. = - -= - id, 
e (15) 

i rr 
2 e  

q = - + const = - icp. 



Durch diese Gleichnngen sind der Reihe nach der elektro- 
statische Vektor CF, die Ruhdichte d und das elektrostatische 
Potential Q, in jedem Punkte des Elektrons gegeben. Aus 
der Dichte ergibt sich die Gesamtladung e durch Integration 
uber r in den Grenzen von 0 bis a zu 

In der Grenzkugel nehmen die FundamentalgroSen die 
Werte an: 

aq 

2 @  
Tp = - - + const. 

Da die Primiirrohre rliumlich beschriinkt ist, ist es notig, 
auch noch den ubrigen Teil des Raumzeitkontinuums, den 
ich das Sekundiirgebiet nennen will, zu betrachten; denn die 
Drehung 8 der Elementerteile wird, weil sie eine stetige 
Funktion sein 9011, sich natiirlich in dieses Gebiet fortsetzen. 
Far dieses sind zunlichst nur die GroBen 6 und q in der kugel- 
formigen Begrenzung bekannt; in welcher Weise sich ihre 
stetige hderung vollzieht, wird erst durch den Wert der 
GroSe d, die der mittleren Krummung des &Ea&-Raumes 
entspricht, bestimmt. Die geringste Abweichung vom Normal- 
zustand erhiilt man, wenn man diese gleich 0 annimmt. Da 
nun ein Drehungsvektor nur in den durch die q,-Achse ge- 
legten Ebenen auftreten kann, ergibt sich durch Umrechnung 

Gleichungen auf riiumliche Polarkoordi- dei Max w el 1 schen 
naten: 

(21) sin 

und hieraus folgt, : 

In Gleichung (22) ist die Integrationskonstante weg- 
gelassen, damit das Potential im Unendlichen verschwindet. 
l)a es eine stetige Funktion sein soll, lassen sich die Konk 
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stanten der Gleichungen (16) und (20) hieraus bestimmen, 
und es wird genauer: 

Sind die FundamentalgroBen wie ebeh angesetzt gegeben, 
so ist, da der stetige Ubergang der GroBen q und 19 uberall 
gewahrt ist, damit das Sekundargebiet mit der Primblrrohre 
in Einklang gebracht. Durch seine bloBe Existenz gibt also 
der Hyperboloidausschnitt, d. h. das Elektron, AnlaB zur 
Drehung samtlicher Raumzeitelemente, also zur Storung des 
elektromagnetischen Gleichgewichtes, in dem umgebenden 
Sekundargebiete, das wir mit dem Ather identifizieren 
konnen. 

Wenn nun die Isogonen gekrummt sind, so sol1 drr Ein- 
fachheit halber nur der Fall besprochen werden, dab ihrr 
Krummung konstant ist, daB sie also gleichseitige Hyperbehi 
sind, deren Mittelpunkte samtlich in einer Ebene des z1 z2 5- 
Raumes liegen. Das Stuck des Hyperboloidraumes, das wir 
als das Wesentliche des Elektrons erkannt hatten, lag zwischen 
zwei parallelen z1 z2 q,-Riiumen, einem Tangenten- und einem 
Sekantenraum ; da die Isogonen auf ersterem senkrecht stehen, 
mussen ihre Krummungsmittelpunkte auch in diesem Raume 
liegen. Von diesem besitzt der Sekantenraum, in dein die 
Grenzkugel des Elektrons liegt, den Abstand 

i a* b = - i ( ( I / a $ i q - p - p ) - - -  
2e  

vorwarts oder ruckwiirts in zeitlicher Richtung. Auf dieseni 
Raume stehen die 1sogone;n keineswegs mehr senkrecht; ist 
ihr Krummungsradius 0, so bilden sie mit der Senkrechten 
vielmehr einen Winkel 6, der durch die Gleichung 

gegeben ist. Da 0 nicht fur alle Punkte des Elektrons gleich, 
sondern von dem dem Krummungsmittelpunkte nachsten bis 
zum fernsten sich um ungefahr 2a iindert, sind auch die 
Werte von 6 f i i r  die einzelnen Punkte im allgemeinen nicht 
gleich; wenn aber (L nur sehr klein ist, kann man ohne groBen 



Fehler den Wed des Mittelpupktes als fiir alle gultig an- 
nehmen. 

Die Kriimmung der Ieogonen bringt elso in diesem Sinne 
doch eine Drehung der Raumzeitelemente gegen ihr Haupt- 
system urn diesen Winkel 6 hervor, wenn sie auch wegen 
der Invarianz des Hyperboloidraumes gegen eine Richtungs- 
anderung keine Verlagerung der einzelnen Teile des Elek- 
t rons gegeneinander erzeugen kann. 

3. Abschnitt. Conlomba Gleneta 
Diese Krummungsdrehung 6 ist nun insofern von groBer 

Bedeutung, als sich durch sie ein Elektron in das Feld eines 
anderen, d. h. in dessen Sekundargebiet, einfiigen kann, ohne 
daB die Stetigkeit des Drehungsvektors gestort wird. Es wird 
sich also jede Primiirrohre in einem fremden Sekundiirgebiet 
so kriimmen, daI3 ihre Krlimmungsdrehung der Elementar- 
drehung des betreffenden Sekundargebietes in diesem Punkte 
entspricht. Hieraus erkliirt sich die gegenseitige Anziehung 
und AbstoBung der Elektronen. Die Wirkung findet aber 
immer nur zwischen ganzen Elektronen, nicht zwischen den 
Teilen eines einzelnen unter sich statt; denn jedes Elektron 
befindet sich mit seinem Sekundargebiet im Ausgleich, da, 
wie fruher ausgefiihrt, in der Grenze der stetige Obergang 
des Potentials und der Drehung gesicthert ist. 

Ob Anziehung oder AbstoBung erfolgt, ergibt sich aus 
folgender Betrachtung. Die Drehung der Elementarteile des 
Feldes erfolgt so, daB die [,-Linien nach dem Kriimmungs- 
mittelpunkte des erzeugenden Elektrons hin konvergieren. 
Die Isogonen des zweiten Elektrons miissen sich dieser Rich- 
tungsiinderung anbequemen; sie werden also in dem Grenz- 
raum seiner Weltrohre ebenfalls nach dem Mittelpunkte des 
ersten weisen. Liegt nun der Kriimmungsmittelpunkt des 
zweiten auf derselben Seite, so werden sie bei der Anniiherung 
an diesen erst den Beruhrungsraum senlcrecht durchsetzen, 
also ihre urspriingliche Neigung zum erzeugenden Elektron 
wieder aufgeben miissen. Ihre Krtimmung wird sie also von 
dem ersten hinwegfiihren. Bei ungleicher Lage der Kriim- 
mungsmittelpunkte der Elektronen tritt natiirlich das Gegen- 
teil, also Anziehung, ein. Diese Erscheinungen sind durch 
die imaginiire Natur der Zeitachse bedingt. In einer nur reellen 
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Mannigfaltigkeit ergeben gleiche Zeichen Anziehung, ungleiche 
AbstoBung (vgl. Fig. l).l) 

Fig. 1. 

Die Starke der elektrischen Wirkung ergibt sich aus der 
Gleichsetzung der beiden Werte von s i n 6  in (21) und (23), 
wobei die Radien der beiden Elektronen durch die Indizes I 
und I1 unterschieden und hohere Potenzen von a2/e2 ver- 
nachliissigt werden : 

- iu l :  - i .: 
d . - = X . - .  1 1 
2e11 011 41 r* 

-_ - -  
2 411 41 41 r' ' 

Hieraus liiI3t sich die Krummung 1 /sI, die als Beschleu- 
nigung zu deuten ist, berechnen: 

Durch Multiplikation mit 

erhalt man hieraus : 

1) Die beigegebene Figur stellt einen Schritt liings der ro r,Sbene 
dar. In der Bfitte zeigt sie die Primiirrohre eines ruhenden ElekOrons 
mit eingezeichneten to- und t,-Linien, die das Feld im Innern und in1 
Aubrn bestimmen. Die drei senkrechten Geraden sind die beiden Grenz- 
und die Mittelisogone. Rechts ist die abges tohe  Primiirriihre eines 
Elektrons gleicher Kriimmung und links die angezogene eines solchen 
entgegengesetzter Kriimmung der El-Linie gezeichnet. Die gestrichelten 
Linien sind die Taugenten, auf denen die Isogonen der bescbleunigten 
Elektronen senkrecht stehen. 



Nun war 
4 n a 3  

Y 
die Ladung e eines-Elektrons; deutet man 

als seine triige Masse nt, so erhiilt man f i i r  l/o = B: 

das Coulombsche Gesetz. Bemerkenswert 
Gleichung : 

die Ladung und trage Masse eines Elektrom 
setzt. 

ist noch die 

in Beziehung 

11. Hauptteil. Me Gravitation. 

ko n t i n uu m s info 1 g e d e r E 1 em e a t ar d re h n n g. 

In den bisherigen Ableitungen ist noch keine Rucksicht 
darauf genommen worden, daS durch die Drehung der Ele- 
mentarteile eine Verzerrung herbeigefiihrt worden ist. Diese 
sol1 nunmehr Gegenstand der Untersuchung sein, bei der ich 
auch wieder zunachst eine reelle Ebene als gegebene Mannig- 
faltigkeit annehme. In dieser wurde das normale zo %-System 
durch die Drehung in das Spannungssystem der toEl iiber- 
gefuhrt. Durch dieselbe Drehung kommt aber, wenn die 
G-Linien wieder in die Richtung der Isogonen fallen, ein 
zweites Spannungssystem, das zum ersten in b a u g  auf die 
q-Linien in den kleinsten Teilen symmetrisch liegt, in die 
Lage des Normalsystems. Fur dieses zweite Spannungssystem 
gelten dieselben Gleichungen wie fur das erste, nur ist das 
Vorzeichen des Winkels 6 umzukehren. Da die Drehung es 
aber an Stelle des Normalsystems setzt, so erleidet dieses Ver- 
zerrungen, die durch die Gleichungen (3) und (4) ausgesprochen 
werden, wenn in ihnen td durch zi ersetzt wird. Es ist also 

1. Abachnitt. Die Verzerrung und RrUmmung den Baumzeit- 

ds2 = 9 o d ~ 0 2  + g1 dz , ' ,  - (28) 
(29) d r i  = I/gidzi. 
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Die GroBen fi geben also die Verzerrungen an, die 
hiermit als Folge der Elementardrehung erscheinen. In1 
1. Abschnitt des I. Hauptteiles war aber bemerkt worden, 
daB ihr Wert nicht vollig bestimmt, sondern von der An- 
nahme der Funktionen ti = f i  ( x i )  abhiingig ist. Entsprechend 
sind auch in den Gleichungen (28) und (29) die GroBen gi 
von zwei Funktionen f o  und f l  abhangig, die aber als Argu- 
ment nur 5, haben kiinnen, da im angenommenen Haupt- 
system alle Werte nur von 2, abhangen. Diese Funktionen 
konnen dadurch festgelegt werden, daB man in Gleichung (1) 
die Werte von 

8 h !% und - b xo r? r0 

als gegeben annimmt. Das Niichstliegende wiire, diese GroSen 
als konstant,, k,, und k,, anzusehen, da die to- und t,-Linien 
parallele kongruente Kurven mit den Gleichungen 

sind. Das liiSt sich aucli fur das Innere eines Primarstreifens, 
der in der Ebene der Primlirrohre der mehrdimensionalen 
Mannigfaltigkeit entspricht, durchfuhren und gibt zu den 
Gleichungen AnlaB : 

Man uberzeugt sich aber leicht, daB durch Einfuhrung 
einer neuen Veranderlichen, die ubrigens mit qlk ,  uberein- 
stimmt, an Stelle von 5, die GroBe ix gleich 1 gemacht 
werden kann. Es ist deshalb von vornherein zweckmaBiger 

zu wiihlen, wogegen man an 

als dem naturlichsten Ansatz fur das Innere des unbeein- 
fluBten PrimPrst.reifens festzuhalt,en hat. Unter diesen Vor- 



aussetzungen') erhiilt man: 

Um nun zur vierdimensionalen Raumzeitmannigfaltigkeit 
ilberzugehen, fuhre ich riiumliche Polarkoordhten ein, die 
den Mittelpunkt eines Elektrons sum Pol haben; dann liegt 
der Drehungsvektor nur in der q ,qEbene ,  wenn z, den 
Radiusvektor bezeichnet. 

Fur solche Koordinafen gilt nun im unverserrten System: 

Die Verzerrung beschriinkt sich nun auoh hier autdas 
erste Glied, da sie im meiten wie oben beseitigt werden kann 
und fiir das dritte und vierte von vornherein nicht in Betracht 
kommt. Es gilt demnach nach der Drehung: 

(8%) a 82 = a 5 2  + a z12 + z12 a z22 + s12 COB* 5, a 5 2  . 

d x O a  + d x 1 2  + x l a d z Z a  + x l a ~ ~ 2 x a  dx3'.  COBS 6 (33) d 2  - 
kO* 

Diese Gleichung kann aber nur f i i r  das Innere der Primiir- 
rohre gultig sein, da aus ihr die Riemannsche Kriimmung 
der vierdimensionalen Mannigf altigkeit sich berechnet als 
[vgl. Gleichung (SS)]: 

Es kann nun nicht angenommen werden, da8 der Ein- 
flu8 des Elektrons sich auch auf die Kriimmung des Sekundiir- 
gebietes erstreckt ; diese mul3 vielmehr dieselbe bleiben, wie 
wenn kein Feld vorhanden wiire, also gleich 0. Dann kann 
im Sekundiirgebiet Gleichung (33) nicht richtig sein, womit 
auch ihre Voraussetzung 

hinfiillig wird. Es ist vielmehr: 

anzusetzen und die Funktion go so zu bestimmen, daB die 

- All 
a 6 0  

a %a 
-- 

(95) a 82 = go a 5 %  + a z12 + $,a a 5,* + q C O S ~  z2 a 5 2  

1) Wiirdeman 

twtza, 80 erbielte man wider die kvercerrteEbeine. M k a t e  erecheint 
aber wegm der Parallelitiit der &-Liniem nicht 80 mt&lich wie der gewiihlte. 



152 E. Reichenbticher. 

Riemannsche Kriimmung P verschwindet, aber in der Grenz- 
kugel go mit seiner ersten Ableitung sich stetig an die Innen- 
werte anschlieSt, wahrend es in der Unendlichkeit den nor- 
malen Wert 1 annimmt. Bei der Berechnung von P mul3 
beachtet werden, daB go nur eine Funktion von z1 sein k a ~ .  

Die Komponenten des E i ns t e i n schen Fundamentalt ensors 
sind, da der Index 4 meinem Index 0 entspricht: 

911=1, 9za=z12y 9 s s = z 1 8 ~ 3 a ~ ~ ,  94=90- 
Alle anderen Komponenten verschwinden, wodurch die 

Fundamentaldeterminante, die ich mit G bezeichnen will, 
gleich gogl gags wird und der kontravariante Tensor gfi' 
die reziproken Werte des kovarianten g,, annimmt. Das 
Christoffelsche 3-Indizessymbol 1. Art 

ist nur von 0 verschieden, wenn zwei der Indizes gleich sind. Nur 
in folgenden Fiillen ergibt sich ein Wert, der nicht verschwindet : 

Es existieren auch nur die entsprechenden 3-Indizessymbole 
2. Art: 

1) Ich bediene mich hier der abkureenden Schreibweise Einstein8 
(1. c. p. 781), die die Summationszeichen wegliist, da steta nur iiber zwei- 
feoh auftretende Indizee zu eummieren ist. 



1) Vgl, Anmerkung suf vorhergehender Seite. 

Von den Komponenten des Kriimmnngstensors 

verschwinden alle mit ungleichen Indizes, was an sich selbst- 
verstandlich ist und Rich such bei der Durchrechnung be- 
sttitigt. Die iibrigen werden: 

Daraus berechnet sich die Gesamtkrummung 

1) Vgl, h e r k u n g  suf vorhergehender Seite. 
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Durch Umformung erhiilt man hieraus: 

Setet man hierin 
COB¶ 4 

9 0 = 7 '  

so erhiilt man Gleichung (34). Sol1 nun die Riemannsche 
Kriimmung auSerhalb der Elektronen verschwinden, so muB 

(37) 9 0  = (cz - $)2 

sein. In der Primiirrohre war 

Die Konstanten cl, c2 und ko lassen sich daraus bestimmen, 
daB erstens go im Unendlichen gleich 1 wird und eweitens 
in der Grenzkugel, also fur z1 = a, sowohl 

stetige Funktionen sind. Aus der ersten Festseteung folgt : 
(39 a) cz = 1 ,  
aus der zweiten die Gleichungen: 

(39 b) 

(39 c) 

as c1 = - ep + 2aq ' 

Die GroSe vgo, die nach (37) und (38) zu bestimmen ist, 
stellt die verihderliche Lichtgeschwindigkeit dar. Sie erreicht 
in der Unendlichkeit den grooten Wert 1 und nimmt im 



Mittelpunkt des Elektrons ihren klejnsten Wert an. Durch 
Anhaufung vieler Elektronen kann die Lichtgeschwindigkeit 
merklich verandert und der Lichtstrahl daher gekriimmt 
werden, wie es die Einsteinsche Theorie verlangt. Dies 
erkennt man am besten, wenn man die Gravitation betrachtet, 
deren Potential durch die GroSe v& bestimmt wird. 

2. Abschnitt. Die  aneiehende Wirkung der  Gravitat ion.  

Um die anziehende Wirkung der Gravitation zu erklaren, 
braucht man nur daran zu denken, daB in dem verzerrten 
System das EinheitsmaS in zeitlicher Richtung sich im Ver- 
hliltnis der GroSe 1 andert. Die Isogonen einer zusammen- 
hangenden Primarrohre konnen daher nich t mehr geradlinig 
bleiben, sondern mussen eine Kriimmung erleiden, die der 
hderung dieser Funktion entspricht. Daraus aber wird sich 
die Gleichung (67) in Eins te ins  Arbeit') ebenfalls ergeben, 
so daB sich die Einfuhrung geodatischer Linien erubrigt. 

Am einfachsten ist die Kriimmung der Isogonen zu be- 
handeln, die den zo-Linien des Feldes parallel laufen, da ihr 
Krummungsradius u selbstverstiindlich in die Richtung des 
Gradienten der Funktion l / f i  fiillt, deren skalare Katur, 
wie alsbald nachgewiesen werden soll, aus der der Krum- 
lnung 9 hervorgeht. Fur diese Isogonen ist wie fur ebene 
Kurven: 

1 1  1 o:c +- do = ~ : - d-9 vso us,+ fi 
also 

Sind die Isogonen irgendwie anders gerichtet, so fiillt 
doch ihr Krummungsradius wenigstens in die Ebene, die von 
dem Gradienten und der z,-Linie gebildet wird. In diesem 
allgemeineren Falle ist es mijglich, daB die Isogone auch in 
diese Ebene fallt; dann soll die Krummnng longitudinal 
heiSen. Steht die Isogone dagegen auf dem Gradienten senk- 
recht, so heiBt die Krummung transversal. Fiir die longh-  
dinale Krummung laSt sich obige Formel (40) ohne weiteres 

1) 1. c. p. 817. 
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auch anwenden, da lg go ein Skalar ist. Wenn dagegen die 
Isogone nicht in die xou-Ebene hineinfiillt, so ist das Problem 
der Kriimmung nicht mehr zwei-, sondern dreidimensional, 
und es muS, da offenba,r eine zur xou-Ebene senkreohte Linie 
uberhaupt nicht mehr gekrummt'wird, in Formel (40) auf 
der reohten Seite der Faktor cos2 p hinzugefugt werden, wobei 
y der Winkel zwischen der Isogone und der zou-Ebene ist. 

Es ist niimlich allgemein 
1 - = -  I coszv+-ssin"y, 

Q Ql =* 
worin 1 /ul die longitudinale Krummung nach Gleichung (40). 
l /u2 aber die Krummung der Senkrechten auf der xo a-Ebene 
angibt. 

Nun bedeute z, irgendeine raumliche. d. h. zu xo senk- 
rechte Richtung : dann ist die Krummung einer Raumkurve 
durch die Gleichung: 

a P, = - -- ('09 (x, 0) 

U d s* 

gegeben. Hierin ist d s, das zu x, gehorige Langendifferential, 
d s das der Isogone, und das Minuszeichen ist gesetzt, weil 
der Krummungsradius vom Mittelpun kt aus gerechnet werden 
sollte. Setzt man dies in (40a) ein, so erhalt man: 

Gibt nun r die Richtung des Gradienten an, so kann 

gesetzt werden, da die Differentialquotienten in allen zu r 
senkrechten Richtungen verschwinden. Also wird: 

Ferner ist 
COB ( x ~  (7) = cos (r o) cos (r ZJ + cos (zo c) cog (xo zJ 

7-c und 

da u in der rOr-Ebene liegt. Ebenso ist 
(rc) = y - (.zo 4, 
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0 = cos (su) = COB (ru) COR (rs) + cos (%a) cos (z,g), 

cor (r 8) te; (r a) - - - - I + - - - - .  coo' (r 8) -' (20 8) 

d. h. 
(z, a) ' cod (r u) 

Setzt man dies ein, so erhtilt man: 

ops, = i [colP(r a) cos (r ZJ + COB (r a) 008 (Zo .J 
d8' 2 a r  

COB (r,, a)] maa v .  
Nun ist cos (20 sr) = 0, da z, senkrecht anf z, steht. 

Es kann 

gesetzt werden, wghrend 
1 d r i q  rda-\' l d r i '  

und 

also 

ist. So wird 

. \  
Ferner ist 

und in den m senkreohten, also unverzerrten Richtupgen 
bnn d s, = d a!, gesetzt werden; daher erhlrit man schlieSlioh: 

Fiir die R u h h h l e ~ g n n g  fiiillt d s mit a so = ifi a t 
muammen, und es ist dann, da der Nenner gleich 1 wird, 

Anadan dm Phydt IV. Fdge. 1. 11 
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genau die Einsteinsche Gleichung (67)1), da sein gra mit go 
ubereinstimmt. Aber nicht 3 go, sondern 4 lg go ist als Gravi- 
tationspotential amusehen. Da die skalare Natur dieser GroSe 
nachgewiesen werden kann, ist der Gravitationsvektor der 
Gradient dieses Skalars und daher, wie Mie? angenommen, 
ein Vierervektor. Er steht auf dem Grenzraum der die Gravi- 
tat.ion erzeugenden Primiirrohre senkrecht. 

Aus Gleichung (40b) kann in bekannter Weise die Be- 
wegung eines Korpers um einen anziehenden Mittelpunkt 
hergeleitet werden ; aus ihr ergeben sich die beiden folgenden 
nach Einfuhrung ebener Polarkoordinaten: 

q = rcos c p ,  xz = r sin 9 ,  3c, = const.: 

A und B sind Integrationskonstanten, c ist die normale 
Lichtgeschwindigkeit.8) Ferner ist fur das Feld eines Eiek- 
trom nach (57): 

also fiir das Feld sehr vieler in einer kugelformigen Mssse 
vereinigten Elektronen 

Yo=(.--), b q  

worin b eine von der Gesamtmasse dieser Elektronen ab- 
hiingige Konstante ist. Aus Gleichung (41) folgt: 

9 0  = (c - +)*, 

Aus (42) ergibt sich: 
1 2 A i  1 

d s  crq  d q  
-=-.-. 

1) 1. 0. p. 817. 
2) a. Mie. Ann. d. Phys. 46. p. 26. 1913. 
3) Ea iet fiir dieaea Problem zweckmaliiger, dime nicht gleich 1 

zu eetmn, da aioh eonet die Konstentm nicht in den gebriiucblichen Masan 
ergeben. 
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Dieser Wert sol1 in (43) eingesetat werden. 
B e-' 

und fur l / r  = k: 
- .  ' Bc-' 

(1 - $k)' 

Urn diese Differentialgleiehung zu lijolen, e&se ioh 

vernachliissige also hiihere Potemen von b k/ca als die zweite. 
Dann ist bekanntlich 

1 +ecosAcp d k  8 A  k =  - 3- - s i n A y ,  
P dcp P 

d. h. die Bahn ist eine Ellipse mit Perihelbewegnng, die wegen 
1 < 1 vorschreitet. M8n erhYlt niimlioh in (44) dnrch Ein- 
setzen: 

Dann wird 
- 8% i s  

der KoeEzient von cosa A 'p : - 

derKoeffizientroncosI'p: E(l -g)-m p, 
?' 

P' 
s B b  e 

d.e Abmlatglied: ~ + ( 1 - 4 ~ ) ~ - ~ ~ ~ + ( 1 - ~ ) ~ .  8' 1% SBb', 1 2 B b l  B 8' 

Durch Nnllsetsen dieser & o h  mhiM man: 
S Bb' A'= 1-- (46) 4A.o' ' 

(46) 4 A' c' 4A'd ' 
B b p - 1 - -  3 Bb' 

A' B 1' 1' + - = - ( l - S Y ,  
I' 

P' P' P' 
11' 

f 
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Am der letzten Gleichung ergibt sich wegen des groBen 
Wertes von c: 

Dam aber liefert (46) aus demselben Grunde: 
4 A' b N -  
P '  

und setzt man diese Werte in (45) ein, so bekommt man: 
12 A' ).Z = 1 - -- 

' V'B 
und 
(48) 

Nun war 

6,. die ,veranderliche Lichtgeschwindigkeit, kommt ihrem 
Normalwert c so nahe, deS 

gesetzt werden kann, und so erhalt man aus (42): 
a s =  - - i c a t  

d. h. A ist die Flaahengeschwindigkeit. 
Bei einer geschlossenen Bahn ist, wenn T die Umlaufs- 

zeit und a die Halbachse der Ellipse ist ( E  ist die numerische 
Exzentrizitii t) : 

-- 
(49) Bf- na')/1 - 82. 

Ferner ist der Halbparameter der Ellipse : 

(50) p = Q (1 -&2)  . 
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Fiihrt man diem Werte in (48) eih, 80 erh4t man: 
6 ns a* 

cy F(1 - e') 
1 - 1 -  

Nun schreitet das Perihel bei jedem U d e d v o r  um 

Durch diem Perihelwanderung unterscheidet sich also die 
Bahn eines um ein Anziehungszentrum sich bewegenden Kijr- 
pers von der ~assischen Il'heoric. 

Es eriibrigt sich noch, den Begfiff der schweren Masse 
und ihre Diohte zu definieren. Urn dabei den AnsohluB an 
die klassische Mechanik zu wahren, ist die Poissonsche 
Gleichung 

als Amgangspunkt zu wahlen, in det % das Gravitations- 
potential, x die Gravitationskonstante und b die Massen- 
dichte bedeuten. Fiir den Fall eines einzigen Elektrons ist 

(53) AOI = 4 n x b  

8 = 4 k 90 

bekannt; es muS aber noch dcr Pur ein dreidimensionales 
kartesisches Koordinatensystem geltende Differentialoperator A 
nnserem allgemeineren System mit 4 Ausdehnungen angepafit 
werden. Bekanntlioh kann er durch die beiden aufeinander- 
folgenden Operatoren Grad und Div eraetzt werden, die fiir 
beliebig vie1 Dimensionen definiert sind, so daI3 also, da der 
Gradient des Potentials der Gravitationsvektor ist, die mit 
4 n x  multiplizkrte Massendichte als dessen Divergem auf- 
tritt. Nun sind aber die Operatoren von Grad und Div in 
einem allgemeineren System andera m definieren ale im kar- 
tesischen; die aUgemeinen Farmeln hat Einstein1) angegeben. 
Ieh miichte aber fiir orthogonale Systeme lieber eine andere 
Form vorziehen, indem ich nicht die ko- und kontravarianten 
Tensorkomponenten A , A,, usw. Einsteins,  sondern .die 
Projektionen auf die fiarameterlinien- und -Fl&chen einfiihre. 
Dabei will ich Skalare stets mit deutschen, Vierervektoren steta 

1) 1. c. die Gleichungan (35), (36) und (40) dea 5 11. 
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mit kleinen la@inischen oder griechischen, und Bechservehren 
mit den entsprechenden groSen Buchstaben bezeichnen. Zwi- 
schen den Projektionen 1 und M,, und den Tensorkompo- 
nenten 8, und A,, besteien dann die Beziehungen: 

(54) I/& = A, 9 

(55) lJs,M,', vs,= 
Die von mir angewendete Bezeichnungsweise ist 5war nur 

tur orthogonale Systeme anwendbar, hat aber dann den V o w ,  
bei Transformationen der Gestalt z6 = f 6  (x$, die die Form 
des Systems nicht beeinflussen, die Komponenten 1, und M,, 
unverhdert zu lassen, was fiir die der kovarianten Tensoren 
nicht zutrifft. Rechnet man nun fur diese Projektioned die 
in einem kartesischen System geltenden Gleichungen : 

(56) 

um, so erhiilt man folgende Beziehungen'): 

(n 7) 

Hierin ist jede Komponente oines Vierervektors /9 oder QD 

oder 1 mit. der entsprechenden des Fundamentaltensors fi 
oder 1 multipliziert, desgleichen jede Komponente des 
Sechservektors M mit den beiden entsprechenden von fi 
oder 1 fi. Die Determinante I/ go g, g, g8 ist mit )1G bezeichnet. 
Die Gleichungen (57) stimmen mit den Einsteinschen uber- 
ein, wem man die Formeln (54) und (55) berucksichtigt. 

Urn also die Massendichte b zu b e s t k e n ,  ist in Glei- 
hung (678) der Vierervektor gleich dem der Gravitation, 
d. h. gleich dem Gradienten der Funktion )lggo zu setcen: 

1) Die Sahreibweise eatspricht der M a t ~ h m m h ~ q  (vgl. s. B. 
H. Minkowski, Gmdgleichungen fiir die elektromagnetisobem Vor- 
giinge, Math. Annal. 68. f 11. p. 496f).. 



Im riiumliohen Polarkoordinatgmyebm vorlgbniinden alle 
Differentialquotienten mit Ausnahme demr nach 2, oder r ;  
man erhglt also: 

(59) 

Nun wQr nach (36): 

Ee ist eleo die Massendichte: 
b=-. R 

(so) 8n x 

Damit ist auch der Beweio fur die skalmre Natur des 
Gravitationspotentiak~ +lgg, gegeben, da die Kriifnmnae $, 
die - abgeeehen von der Konstanten 8nx - als Divergenz 
seines Gradienten sich ergibt, netiirlich sMar ist. 

Die Kriimmung 4? und damit die Maesendichte b ver- 
sehwindet uberall im Sekundiigebiet ; in der Primgrrohre 
iet sie mar nicht gexm Lonstant, soadern w h  (84): 

4 

Da aber r gegen e vemhwindepd Mein ist, wie wir als- 
bald bestiitigt sehen werdep, hat die Krihmung dc iiberall 
mit grobr Anniiherung den Wert wie im Mitteppnnlrt, d. h. 6/ea. 

Um die gesamte echwere Masae e b s  Elektmns zu finden, 
mnS die Dichte b Sber den r&umlichen Quemhnitt der 
Primiirrohre integriert werden. A h  ist die Rnhmesee: 

Urn aberebtimmung nit dem W0rt.e der trlsgen Masse 
[vgl. Gleichung (as)] zu erdelen, ist die Gravitationslionstante 

1 
;x=- (62) 8 n' a' 

zu wtwn. 



Aus Gleichung (400) folgt nun, wenn mit r zusammen- 

ar 1 dgo 
f a t  : 

und wenn die Beschleunigung mit bezeiehnet wird, ergibt 
sich fur die Schwerebeschleunig im Felde eines Elektrons: 

-- dt9 -- - - 2 d r  ' 

also bei Vernaohlisssigung hoherer Potenzen von aa/e2: 

wenn wieder die Indizes I und I1 das snziehende von dem 
angezogenen Elektron unterscheiden. Durch Multiplikation 
mit der triigen Masse 

erhiilt man: 

das Newtonsche Gesetz. Der Wert der Gravitationskon- 
stanten ist durch Gleichung (62) mit dem Radius des Elek- 
trons in Beziehung gesetzt, und man muB daher annehmen, 
daS die Radien slimtlioher Elektronen, auch die der bis jetzt 
unbekannten positiven, einander gleich sind. 

Fiir ein negatives Elektron 1aI3t sich a aus 

(271 

berechnen. Ich benutze dazu die Werte: 
6 

m 
_ -  - 1,73 . lO-'g-'/-cm*/*, e = 1,56 . 10-aOg'h cm'h, 

iind erhslte : 

(64) a = 1,35 . 10-13cm. 
Nun ist die Gravitstionskonstante 

x = 6,68 . lo-* g-' cm3 s e r 2  
gegeben. Man erhiilt also in Gleichung (62) verschiedene Be- 
nennungen und kann daher diem aufeinander zuriickfiihren. 



Benutzt man noch Minkowskis Gleichung 

so erhalt man: 
1 sec = 3 .  10IOi cm , 

1 
8 - (1,SBn - 10-'9* cms ' 

1 g = - 8 - (1,35 I - 10-ls)a. 6,88 . 10-8cm6 S ~ C - ~ ,  

1 g = + 8 - (0,45 I 10-as)a .6,68 . 

x 6,68. 10-ag-lcm*sec-z = - 

cms , 
(66) I g = i,u7 .10-8acm3. 

Damit sind siimtliche physikalische GroSen auf eine 
W e i t ,  das cm, zuriickgefiihrt. In diesem MaSe ergibt sich 
fur die Gravitationskonstante : 

1 
8 (1,35 * 10-'*? 

x = - - - - - -  eme2, 

x = - 0,686 . I Oa4 (66) 

(67) me = 0,9 - g = 0,963 - cms. 

(68) 

Die Masse eines Elektrons wird : 

Die Ladung eines Elektrons er halt man au: 
c. = - 1,66 - 10-aog'/*cm'i* = - 1,til . 10-Mcm2. 

Hieraus kann man den Kriimmungsradius e des nega- 
tiven Elektrons berechnen. Es war: 

4n a' c =  - 
0 '  

(17) 
also 

4n i , ~  .10-89 
1,61- lo-" _ -  4n a8 e = - -  

6 

(69) p = - 1,91 . 1Oecm. 
Dieser Wert ist mehr ah tausend Trilliwen ma1 grobr 

als der Radius a.l) 

8. Abrchnitt. Der EinflnB der Gravitation auf d ie  elektriechen 
Fund a m  en  t a lgr  6 Ben. 

Wendet man die Gleichungen (66b,c) und (67b,c) auf 
die elektrischen GrOSen: Dichte, Feldstiirke und Potential 

1) Ee iat interemant, dsD €I. ReiDner @ miner Arbsit: b die 
E t g q p -  dea edektzimhm Fed&, Ann. d. P&p. 60. p. 116-117. 
1000, faat doaselbe Verkltnie fiir mine Konatantesl 1 d . a  amohnet 
( A :  a = 3. W1). 



an, die ich im veraerrten System mit 6, M und x beaeicboen 
will. so wird 

'ao = - l/g, Mo, 6, d r  

wihend alle anderen Komponenten von x ,  M und d ver- 
schwinden. Im Sekundtirgebiet ist do= 0, b der Prim8r- 
robe = 3/e1) zu setzen, um an der Bedingung festzuhalten, 
daS der E1€,&-Raum uberall die gleiohe mittlere Kriim- 
mung hat. 

Da nun in (67c) die Veraerrung, die durch die Gr60e go 
gegeben ist, nicht auftritt, erhiilt man auch die Feldstgrke Mol 
wie im unverzerrten Systeme, also anBen 

a a: 
0 rs 

[Gleichung (21)], innen 
i r  

[Gleichung (14)J; wieder ist aber damn au erinnern, daJ3 die 
Komponenten des kovarianten Tensors wegen Gleichung (66) 
davon abweiohen. 

Dagegen wird, da go in (57b) auftritt, dao Potential ge- 
iindert. Aubn erhiilt man 

-- 

-- 
e 

mit 

also 

(70) 

Diem Gleichung k a ~  auch ersetat werden durch 

F'iir r = a  war 

1) Infolgedeersn bleibt auoh die Geeemtldrrng einer Elokhwu~ un- 
4% a) 

Verrbndsat - - 
e 
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Im Innern liefert (57b) degegen: 

Die Konstmte C iet so m besthmen, daS fiir x = a wider 
der Wert von ;la in (71) herouskommt: 

Hieraus erhiilt man fiir den Mittelpunkt, da 
1 4 -  I% - Ti;;; - u'-e;s 

fur r = O  ist: 

Die Werte des elektrostatischen Potentials (p erhiilt man 
eus xo wieder duroh Division durch -i. Man bnn der Glei- 
c h u g  (72) auch die Gestalt geben: 

Des Produkt 1; xo stellt die Komponente des kovarianfen 
Vierervektors dar. 

4. Abschnitt. Die Oesamtrirkung aller Elektronen umd die 
Weltfunktion. 

Aus den bisher eatwioblttqi Gleiohungen fiir daa slek- 
trische und das Gravitationsfeld eines eiguehen Elekkom 
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ist es nun leicht, das gesamte Weltbild zu konstruieren. Alles 
physikalische Geschehen spielt sich in der vierdimensionalen 
Raumzeitmannigfaltigkeit ab; diese zerfallt in die Primar- 
rohren der positiven und negativen Elektronen, die samtlich 
in dem Radius a und wahrscheinlich auch im Absolutwert 
von 4 ubereinstimmen, und in das kriimmungsfreie Sekundar- 
gebiet des Athers. Die elektrischen Wirkmgen der positiven 
und negativen Primiirrohren sind einander entgegengesetzt, 
weil der elektromagnetische Vektor von der ersten Potenz 
von abhangt; dagegen addieren sich die Gravitations- 
wirkungen beider Art01.1, in die nur das Quadrat von e eingeht. 
Bei keiner Wirkung wird aber eine hderung der Riemann- 
schen Krummung S oder der mittleren Kriimmung des auf 
den Isogonen oder Weltlinien senkrechten Spannungsraumes 
erzielt, die die Massendichte bzw. die elektrische Dichte an- 
&en. Fiir den Ather verschwinden beide; fur die Primar- 
robe ist S mit groBer Genauigkeit 

die elektrische Ruhdichte f SJe. 

desaen Bogendiff erential durch 
(75) d s a  = gP, ,dx ,dxv  l} 
gegeben ist, ein zweiter Skalar, die Lichtgeschwindigkeit 1 , 
g e d B  folgender Gleichung zu bestimmen: 

.(p Div Grad Ig 1 = - 
die die Verallgemeinerung der Gleichung (36) darstellt. Dabei 
miieeen die g,, mit ihren Ableitungen der Bedingung geniigen, 
daB sich aus ihnen der an der betreffenden Raumzeitstelle 
herrschende Wert von 9, d. h. entweder 0 oder 

64' + I r a  

Aus S ist dann in einem allgemeinen Koordinatensystem, 

76) 2 '  

(pa + r4' 
ergibt. Ferner ist die nahere Bestimmung von 1 so zu treffen, 
daS diese GroBe fiir ein einzelnes Elektron in l/go iibergeht. 

1) Ich whlieBe mich such hier wider der abkiirzenden Schreib- 
webe Einstein8 an und verwende netiirlich jetzt allgemein lro- und 
kOntaeVerienta Tensoren. 



Man kann in Gleichung (76) die Differentialoperatoren m- 
setzen : 

(77) 

Die Komponenten dP der elektrischen Diohte erfiillen die 
Gleichung 

im Innern der Primarrohren und verschwinden im Sekundtir- 
gebiet siimtlich. Der elektromagnetische Seobervektor M, 
ist gegeben durch 

das elektrische Viererpotential durch: 

Das Gravitationapotential ist lg I, sein Gradient der Gravi- 
tationsvektor. 

Um nun die Weltfunktion $ zu bestimmen, die die beiden 
Hilbertschen Axiome I und 114) erfiillt, suohe ich fiir den 
Fall der Ruhe die Energiedichte zu bilden. Diese zerftillt in 
einen Ted, der sich auf die Gravitation beziieht, und einen 
elektromagnetischen. Jeder Teil besteht wieder am mei 
Summanden, einem potentiellen, der das Produkt der be- 
treffenden Dichte mit dem Potential ist, und einem kinetischen, 
der das Quadrat des Feldvektors e n f a .  f i r  die Gravi- 
tation ist 

worin 

sein 8011, offenbar eine Invariante, da $, kovarhnt und $' 2, 
kontravariant, beide vom 1. Range smd. Daeselbe gilt fur 
den ebktromagnetischen Teil : 

- 
1) Vgl. (68) nnd (80) nnd Einstein 1. 0. p. 797, Gleiahung (36)- 
2) Vgl. 670 and Einetein 1. c. p. 798, Uleiohung (lo). 
3) Vgl. 67b und Einstein 1. 0. p. 797. UliOahung (36). 
4) 1. c. p. 396. 
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mit 

delul “i%M,, iet ein kovarianter Tensor 8. Ranges, aus dem 
durch ultiplikation mit gem ein gemischter Tensor entsteht, 
der durch meimalige ,,Verjiingung,,’), d. h. durch Einsetzung 
von p fiir e und a fiir u in einen kovarianten Tensor pv 1. Ranges 
iibergeht. 

Das h tegrd  iiber ein beliebiges Stuck do der vierfach 
ausgedehnten Raumzeitmannigfaltigkeit 

(828) Pv = 9fia%J$v; 

kann nach teilweiser Integration durch ein ebensolches utmr 
die dreidimensionale Oberfliiche d V  von d o ersetzt werden: 

worin der Index n andeutet, daS die Komponenten der kontra- 
varianten Vektoren 2 und p in der Richtung der Normalen 
ant diem Oberfische su nehmen sind: 

Setzt man nun fest, daS ihre Variation auf diem Obcr- 
flthhe verschwinden 5011, so folgt: 

Jeder Teil Sjl und &, von 8, sowie diese Funktion selbst 

Die Ausrechnung liefert : 
erfiillt also die beiden Hi 1 be r t schen Axiome. 

1) Vgl. A. Einstein, 1. c. p. 784f. 
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(7 7) 

Nun war 

Die Massendichte b war 
it 

8 n x  ' - 
der Skdar 

sbllt das Quadrat des CtiavitationsveLtors dar. 

(86) 81 = b a l e  I + G-Q' 

ltMn als die Energidohte der Gravitetion fib den Rube- 
rmstend angemhen werden. 

Entephend wird: 

1 
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(86) @B = q,dQ + )%I2 
die elektromapetische Energiedichte im Ruhezustande dar. 

Die Summe beider Energiedichten e'rfiillt also die an die 
Weltfunktion gestellten Anspriiche; insbesondere ergeben sich 
die beiden Hi1 b e r t schen Axiome als Folgerungen aus dem 
Bufbau des gesamten Weltbildes aus den Primiirrohren der 
einzelnen Elektronen und dem Sekundgrgebiet des freien 
Athers. 

SchluB. 
Der Einflu6 der Materie auf die elektromagnetieohen 

Fnndamentalgrollen nnd der Atomban. 

Zum SchluB mochte ich noch ganz kurz zwei Fragen 
streifen, die sich bei jeder Theorie der Materie und der Elek- 
trizitlit aufdriingen. Bekanntlich andern sich die elektro- 
magnetischen Gleichungen durch den EinfluB der Materie, 
was durch die magnetische Permeabilitat und die Dielek- 
trizitlitskonstante ausgedriickt wird. Dime hderung muB 
nun nach unserer Theorie durch die Verzerrung des Raum- 
zeitkontinuums geleistet werden, die ja selbstverstihdlich 
innerhalb der Materie, d. h. in der Niihe sehr vieler Elek- 
tronen ani stiirksten ist. Diese Verzerrung driickt sich ja auch 
in der hderung der Lichtgeschwindigkeit 1 aus, die ja  eben- 
falls durch die beiden obigen matenellen Konstanten beein- 
flu& wird, und zwar erfolgt die hderung im richtigen Sinne, 
da die veranderliche Lichtgeschwindigkeit 1 am kleinsten 
innerhalb der Elektronen wird, wiihrend sie um so mehr 
wschst, je weiter man sich von diesen entfernt. 

.. Eine zweite Frage ist die nach dem Atomban. Nach 
unserer Theorie setzt sich die Materie restlos aus positiven 
und negativen Elektronen zusammen, die gleiches Volumen, 
gleiche Masse und absolut gerechnet gleiche Ladung haben. 
Es unterliegt nun aber wohl kaum mehr einem Zweifel, dal3 
wir es in den Atomen mit einem positiv geladenen Kern und 
sehr wenigen freien negativen Elektronen zu tun haben (oder 
anch mit einem neutralen Kern). Nach unserer Theorie ware 
dann der Kern aus einer groBeren Menge, uber tausend, Elek- 
tronen beider Arten mit einem geringen UberschuB der posi- 
tiven zusammewusetzen, die sehr eng aneinanderliegen und 
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sich gegenseitig sehr fest binden. Das letetere erscheint trotz 
des Uberschusses der positiven Ladung wohl moglich, da bei 
Einordnung der Elektronen mit abwechselndem Vorzeichen 
in ein Raumgitter die Anziehung der naheren die AbstoSung 
der ferneren uberwiegt. 

(Eingegengen 7. November 1916,) 

Annden der Physik. l V .  Folge. 32. 12 




