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2 A. Sommerfeld.

Die folgende Reihe von Aufsitzen gibt den Inhall zweier
Mitteilungen wieder, die ich Ende des vorigen und Anfang
dieses Jahres der Minchener Akademie!) vorgelegt habe,
teils in gekurzter, teils in erweiterter Form. Die Kirzungen
sind dadurch ermoglicht, daf einige Unsicherheiten im Quanten-
ansatz und Skrupel iiber die Art seiner Anwendung inzwischen
beseitigt werden konnten. Auch habe ich {rithere qualitative
Bemerkungen rzum Starkeffekt fortgelassen, da dieselben in-
zwischen von anderer Seite zu einer vollstdndigen quanti-
tativen Theorie verarbeitet sind, ebenso Andeutungen uber
die Auffassung der Linienspektren von wasserstoffunshnlichen
Flementen, denen es alsbald dhnlich ergehen moge. Die Er-
weiterungen betreffen namentlich folgende Punkte, die hier
neu hinzugefiigt sind, in Teil 1. Genauere Besprechung der
von mir vermuteten Quantenungleichungen und Intensitdts-
regeln, mit Ricksicht auf die Erfahrungen uber den Stark-
effekt und die Feinstruktur der Heliumlinien (§ 6); Quante-
lung der Keplerellipse nicht nur nach ihrer Grofe und Ge-
stalt, sondern auch nach ihrer Lage im Raume, falls diese
physikalisch bestimmbar ist (§ 7); Vergleich mit der Struktur-
theorie des Phasenraumes, die gleichzeitig mit mir unter all-
gemeineren Gesichtspunkten von Hrn. Planck?2) entwickelt
worden ist (§ 8); Vergleich mit den Auffassungen von Schwarz-
schild3), die dieser vom Boden der allgemeinen Mechanik
aus entwickelt hat, und mit der Theorie des Starkeffektes
von Epstein?) (§ 10). Ferner in Teil II: Nahere Betrach-
tung der Grenzfille der relativistischen Keplerellipse und
ihrer Ausartung in Spiralform; Bedeutung des universellen
Momentes p, (§ 3); geschlossene Form der Serienformel fir
wagserstoffihnliche Spektren (§ 4); Einfihrung des univer-

A. Sommerfeld, Sitzungsber. der Miinchener Akad. d. Wiss. 1915.
p. 425 u. 459.

2) Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 1915. p. 407 u. 438; Berliner
Akad. d. Wiss. 1915. p. 909. Vgl. auch den zusammenfassenden Auf-
satz Plancks in diesen Annalen 50. p. 385. 1916, aus dem mir durch
freundliche briefliche Mitteilungen des Verfassers einige Punkte vor dem
Drucke bekannt geworden sind.

3) K. Schwarzschild, Zur Quantenhypothese, Berliner Akad. d.
Wiss. 1916. p. 548.

4) P. Epstein, Ann. d. Phys. 50. p. 489. 1916. Vorliufige Mit-
teilung in der Physik. Zeitschr. 17. p. 148. 1916.
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gellen Momentes p, in den Quantenansatz nach Planck
und Vergleich mit der Erfahrung bei der Balmerschen Serie
(§ 6); genaue Bestitigung der Feinstruktur an den Helium-
linien von Paschen (§ 10); spektroskopische universelle Kin-
heiten (§ 12). In Teil 111 konnte die Theorie der Rontgen-
spektren wesentlich vervollstindigt werden durch das in-
zwischen hinzugekommene Beobachtungsmaterial, besonders
von M. Siegbahn und seinen Mitarbeitern. Dasselbe Dublett,
das in der K-Serie auftritt, konnte in der IL-Serie zwischen
vier verschiedenen Linienpaaren nachgewiesen werden (§ 3),
auBlerdem zwischen zwei weiteren Linienspektren ein anderes
Dublett, das wir 4-Dublett nennen (§ 4). Die Dubletts lassen
sich zur willkiirfreien Isolierung deés L-Terms und weiterhin
der K-, M- Terme usw. verwenden und fihren so zu Spektral-
formeln der verschiedenen Roéntgenserien, lediglich auf Grund
des Kombinationsprinzipes, ohne sonstige Voraussetzungen
iiber das Atommodell oder iber die analytische Form der
Spektralgesetze (§ 7). Trotz der Zweifel tber die exakte
Gultigkeit des Kombinationsprinzipes, die sich aus den Mes-
gungen von Siegbahn iiber die M-Serie ergeben (§8), ist damit
der Weg gebahnt, um sichere Anfschlusse @iber die Struktur
der innersten Teile der Atome von Schwermetallen zu erhalten.

Bei der numerischen und graphischen Untersuchung der
Rontgenspektren hat mich Hr. K. Glitscher aufs sorg-
gsamste unterstiitzt. Hrn. Kollegen Paschen, mit dem ich
seit langerer Zeit in regem Gedankenaustausch stehe, mochte
ich herzliech danken fiir die stete Bereitwilligkeit, mit der er
mir seine Messungs- und Rechnungsresultate zur Verfiigung
gestellt hat, und fur die unschidtzbare Forderung, die er meiner
Theorie durch seine Experimentierkunst geleistet hat.

I. Theorie der Balmerschen Serie.

Die Theorie des Balmerschen Wasserstoffspektrums scheint
auf den ersten Blick durch die wunderbaren Untersuchungen
von N. Bohr zum AbschluB} gebracht zu sein. Bohr konnte
nicht nur die allgemeine Form des Seriengesetzes, sondern
auch den Zablenwert der darin eingehenden Konstanten und
seine Verfeinerung unter Bericksichtigung der Kernhbewegung
erkliren., Man darf sogar sagen, dafl die Leistungsfahigkeit
der Bohrschen Theorie vorliufig beschrinkt ist auf diese

1*



4 A. Sommerfeld.

Wasserstoffserie und auf die wasserstoffihnlichen Serien (ioni-
siertes Helium, Rontgenspektren, Serienenden sichtbarer Spek-
tren). Trotzdem mochte ich zeigen, daff auch die Theorie der
Balmerserie noch wesentlich zu vervollstindigen ist durch die
Betrachtung nichtkreisformiger (also im Falle des Wasser-
stoffatoms elliptischer) Bahnen. Dabei wird zugleich die
Sonderstellung des Wasserstoffspektrums beleuchtet: Wahrend
die anderen Elemente eine Reihe verschiedener Serien (Haupt-
serie, Nebenserien und ihre Kombinationen) und verschiedener
Serientypen aufweisen (einfache Serien, Dublett-, Triplettserien),
hat der Wasserstoff (von dem Viellinienspektrum abgesehen)
nur die einzige Balmersche Serie. Nach der hier vorzu-
tragenden Auffassung erklirt sich dies daraus, daB in der
Balmerschen Serie eine Reihe von Serien zusammenfallen,
dafl némlich jede ihrer Linien auf eine gewisse Anzahl ver-
schiedener Arten entstehen kann, nicht nur durch Kreis-
bewegungen, sondern auch dureh elliptische Bahnen von ge-
wissen Exzentrizititen, wie sich m allen Einzelheiten durch
experimentelle Tatsachen belegen 1ift. Diese eigenartige
Linienkoinzidenz, die beim Wassewstoff nur durch die be-
sondere Kinfachheit der Keplerschen Bewegung oder, was
dasselbe ist, durch die hesondere Einfachheit der Konstitution
des Wasserstoffatoms zustande kommt, kann, wie man leicht
tbersieht, ber anderen Elementen nicht mehr statt haben.
Hier werden vielmehr die den verschiedenen Ellipsenbahnen
analogen, aber entsprechend komplizierter gestalteten Bahn-
typen je zu verschiedenen Linien fithren, die sich weiterhin
in verschiedene Serientypen anordnen lassen werden. Das
allgemeine Serienschema wiirde dann nicht mehr von zwei
ganzen Zahlen n und m, sondern (vorbehaltlich weiterer Ver-
allgemeinerung) von vier ganzen Zahlen n, n’ und m, m’ ab-
hingen, in der Form

+ = @) — @ (mm),

und die Besonderheit des Wasserstoffs besteht darin, dall
hier @ (n,n') =@ (n +n’) = (n + n')~2 ist.

Far die allgemeine Auffassung des Naturgeschehens lernen
wir aus der Schirfe der Spektrailinien oder aus der ihr Rech-
nung tragenden Quantentheorie der Spektrallinien: Die statio-
niren Bahnen der Elektronen im Atom (und weiterhin im
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Molekiil) bilden kein Kontinuum, sondern ein Netzwerk. Der
Phasenraum, als Mannigfaltigkeit aller denkbaren, auch der
nicht stationdren Zustinde, ist von den Bildkurven der stationdren
Bahnen maschenartig durchzogen. Die Grofe der Maschen st
durch das Plancksche h bestimmdt.

§ 1. Allgemeine Formulierung des Quantfenansatzes.

Vor jeder Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung
hat man sich die Frage nach den gleichwahrscheinlichen Fillen
(nach der Richtigkeit der zn benutzenden Wiirfel) vorzulegen.
Auf dem Gebiete der statistischen Mechanik liefert hierfir
den einzigen Anhaltspunkt der Liouvillesche Batz. Dieser
sagh bekanntlich aus, daf gleichgrofe Elemente des ,,Phasen-
raumes‘ (q, p) gleichwahrscheinlich sind, insofern und weil
sie zeitlich ineinander ubergefithrt werden. ¢ sind die Lagen-
koordinaten, p die zugehérigen Impulskoordinaten

oT
r= EYE
T ist die lebendige Kraft, und man hat so viel Koordinaten g
und p, als man Freiheitsgrade des Systems hat. Indem man
die Elemente /7 (dq dp) des Phasenraumes betrachtet, operiert
man von Anfang an mit kontinuierlichen Wahrscheinlichkeiten.
Die Quantentheorie ersetzt diese durch diskrete Wahrschein-
lichkeiten und betrachtet statt des Phasenelementes dgdp als
Elementarbereich der Wahrscheinlichkeit, nach Planck?) ein
Phasenintegral von endlicher Ausdebnung. Im Talle des
linearen Oszillators der Strahlungstheorie (ein Freiheitsgrad)
handelt es sich um ein zweifach ausgedehntes Integral in der
Phasenebene (g, p):

qudp=h;

im Falle allgemeinerer Mechanismen von | Freiheitsgraden
wirde an dessen BStelle zundchst das 2f-fach ausgedehnte
Integral tiber den Phagsenraum der (g, p,) treten:

i=f
(3 [mdg dp)=nr.

i=1
In der Tat bildet dieses Integral den Ausgangspunkt der in
der FEinleitung genannten neuesten Arbeiten von Planck.

1) Vgl. z. B. Solvay-Kongref I, p. 99 der franzisischen Ausgabe.
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Die wie es scheint vollkommene Bestimmtheit der atomistischen
Elementarvorginge, insbesondere die BSchirfe der Spektral-
linien, verlangt aber bei f Freiheitsgraden nicht eine, sondern
f Quantengleichungen zur Festlegung dieser Vorginge. Planck
geht nun so vor, daB er auf Grund sehr allgemeiner Uber-
legungen die vorstehende eine Quantenbedingung je nach
der Natur des Mechanismus und nach der ,,Kohdrenz seiner
Freiheitsgrade'* nachtriglich zerlegt in mehrere (gegebenen-
falls in f) verschiedene Quantenbedingungen. Ich habe da-
gegen, geleitet durch die Erfahrungen bei der Balmerserie,
von vornherein den Quantenansatz nach den f Freiheits-
graden des RSystems zerlegt, indem ich, eine geeignete Wahl
der Koordinaten g; vorbehalten, statt der einen Gleichung (a)
die folgenden f Gleichungen postulierte:

(b) Jdgdp, =k, i=1,2 ...

Natiirlich ist die Handbabung dieses weiter gehenden und
spezielleren Ansatzes viel bequemer als die Durchfithrung
des vorsichtigeren und allgemeineren Standpunktes von Planck.
DaB beide Ansdtze in allen bisher untersuchten Fillen zu
identischen Resultaten fithren, werden wir in § 8 sehen.
Fine zwingende Begrimdung fiir diese Ubereinstimmung kann
ich zurzeit nicht geben, ebensowenig, wie ich die Berech-
tigung des zerlegten Quantenansatzes (b) allgemein begrinden
kann. Der Ansatz (b) moge daher als unbewiesene und — ebenso
wie der Ansatz (a) — vielleicht unbeweishare Grundlegung der
Quantentheorie gelten.

Freilich wire zu fordern, dafl unser Ansatz, wenn er alg
Fundament der Quantentheorie dienen soll, hinreichend be-
stimmt formuliert werden sollte. Dazu wire notig, einerseits
eine allgemeine Regel fiir die Auswahl der ,,geeigneten Ko-
ordinaten ¢ des Systems, andererseits eine Vorschrift iuber
die Grenzen der Integration fiir jede dieser Koordinaten.

Leider 146t sich eine allgemeine Regel fiir die Koordinaten-
wahl zurzeit kaum aufstellen; es wird nétig sein, hierfiir weitere
Hrfahrungen an speziellen Beispielen zu sammeln. Bel unseren
Problemen werden wir durchweg mit Polarkoordinaten (ebenen
und rdumlichen) auskommen. Auf eine vielversprechende Regel
von Schwarzschild und Epstein iiber die Koordinatenwahl
kommen wir in § 10 zuriick.
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Beziiglich der Festlegung der Integrationsgrenzen in (b)
geben wir folgende Vorschrift: Es soll jede Koordinate q erstreckt
werden diber den vollen Bereich, den sie zur eindeutigen Bezeich-
nung der Phasen des Systems zu durchlaufen hat. Bei einem
cyklischen Azimut in der Ebene ist dieses der Bereich von 0 big
27, bel einer Neigung im Raume (geographische Breite ) der
doppelt zu durchlaufende Bereich von @min bis Pmax, bel einem
Fahrstrahl » das ebenfalls doppelt zu durchlaufende Gebiet von
Pmin bIS Tmax bei der betreffenden Bewegung. Demgegeniiber
hatte ich in meinen urspringlichen Arbeiten die Vorschrift
unter Beschrinkung auf periodische und quasiperiodische
Bahnen so gefalit (unter quasiperiodischen Bahnen solche
von der Art des sphirischen Pendels verstanden, auf denen
jedem Punkte ein spéterer zugeordnet werden kann, von -
dem ab die Bewegung entsprechend verlinft): Es soll in
jeder Koordinate g die Integration tber die volle Periode
der Bahn erstreckt werden. Diese Vorschrift fithrt zwar fir
periodische Bahnen zu denselben Ergebnissen wie die obige,
nicht aber fur die quasiperiodischen relativistischen Kepler-
ellipsen. Infolgedessen ging durch meine urspriinglichen Arbeiten
eine Unstimmigkeit der Zahlenwerte mit der Erfahrung, ins-
besondere hinsichtlich des Wasserstoffdubletts; diese Un-
stimmigkeit konnte ich erst in einem Nachtrag, eben durch
Anderung der Integrationsgrenzen in dem Quantenansatz,
heben, wofiir ich eine Begrindung (durch ein mitgefithrtes
Koordinatensystem) gab, die ich jetzt nicht mehr fur stich-
haltig halte. Ich mdehte betonen, daBl Planeck bei seiner
konsequenten Strukturierung des Phasenraumes sogleich auf
den obigen richtigen Ansatz gefithrt wurde, den ich erst auf
dem Umwege itber die Erfahrung gewonnen habe.

DaB man den Verdnderlichkeitsbereich der Koordinaten
im Phasenraum, nicht denjenigen auf der Bahnkurve als
Integrationsbereich zu wihlen hat, kann man sich durch fol-
gende Betrachtung verstindlich machen, die an die Vor-
stellungen der statistischen Mechanik ankniipft. Unser mecha-
nisches System sel ein Magsenpunkt, der sich um ein An-
ziehungszentrum auf einer Keplerellipse bewegt. Die statisti-
sche Mechanik betrachtet die Gesamtheit aller gleichartigen
mechanischen Systeme bei kontinuierlich verdnderten Anfangs-
bedingungen. Halten wir z. B. die Gestalt unserer FEllipse
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fest, also auch ihre Periheldistanz, so bleibt noch eine Rich-
tung, etwa die vom Anziehungszentrum nach dem Perihel,
fiir die statistische Auswahl frei. Die Gesamtheit aller unserer
Ellipsen wird erhalten, wenn wir das Azimut ¢ des Perihels
von O his 27 variieren lassen. Uber diesen Bereich ist daher
die Integration nach ¢ zu erstrecken. Man bemerke nun,
daB sich an dieser Uberlegung nichts éndert, wenn man von
der gewéhnlichen gzur relativistischen Mechanik iibergeht,
wobei die periodische Keplerellipse zu einer quasiperiodischen
Bahn mit vorriickendem Perihel wird. Die statistische Mannig-
faltigkeit der Bahnen wird auch hier bestimmt durch die von
0 bis 27 variierende Richtung, z. B. nach dem Anfangs-
perihel. Der Integrationsbereich in ¢ ist daher aueh hier 2=
und hingt nicht von der Gestalt der Bahn ab.

Wir wollen unserer Quantenbedingung (b) jetzt eine be-
quemere Form geben. Indem wir ein bestimmtes der f Ko-
ordinatenpaare (g, p,) betrachten und dasselbe weiterhin mit
(g, p) bezeichnen, denken wir uns in der g, p-Ebene die Bild-
kurven einer einfach unendlichen Sehar von Bahnkurven
konstruiert und betrachten die Fliche zwischen irgend zweien
der Bildkurven. Sind die Bildkurven geschlossene, so ist die
Fliche direkt definiert. Andernfalls nehmen wir an, dal
sie durch Hilfslinien (vgl. das Beispiel des rotierenden Massen-
punktes im nichsten Paragraphen) zu geschlossenen erginzt
werden konnen, infolge irgend welcher Periodizitits- oder
Symmetrieeigenschaft der Koordinate g. Innerhalb der un-
endlichen Schar unserer Bildkurven zeichnen wir nun eine
diskrete Menge aus durch die Forderung (b), nach der die
Fliche zwischen der m—1ten und der nten dieser Kurven
gleich % sein soll. Bezeichnen wir die Ordinaten dieser Kurven
der Reihe nach mit py, py, Pes - - ., 50 schreibt sich unsere For-
derung bei Ausfithrung der Integration nach p folgendermafen:

[fdpdg={p,dq—[p,_,dg=Hh,
also fir n =1,2,8,...
[pdg— Jpydq=1,
fpzdg—fpldq=h,
fpsd‘l—fpz dg=nh,
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durch Summation folgt:

J(a—p)dg=nk.

Wir wollen annehmen, daf wir als Anfangskurve unseres
Systems eine soleche withlen kénnen, fir die

f Podg=0
ist. Dann vereinfacht sich die vorstehende Gleichung zu
M) [padg=nk.

Die links stehende Grofle nennen wir das Phasenintegral
fiir die Koordinate g.

Das Phasenintegral soll also fiir jede Koordinate q ein Viel-
faches des Wirkungsquantums sein.

Wir zeigen,.dafl das Phasenintegral eine notwendig posi-
tive GroBe ist, daB die Quantenzahl n also eine wirkliche
(positive) Zahl ist. Wir denken uns zu dem Ende solche
(orthogonale) Koordinaten g benutzt, daf in der quadratischen
Form T nur die quadratischen Glieder (4,/2)4,% nicht die
Produktglieder ¢; ¢,, auftreten, wobei wegen des positiven
Charakters von T die als Funktion der Koordinaten zu den-
kende Funktion 4 > 0 sein wird. Dann wird der zu ¢ = g,
gehorige Impuls p = 4 ¢; und daher das Phasenintegral

fprdq=[d4dg= [Adg*dt >0,

wegen d ¢ > 0, wie behauptet wurde.

Die Einfihrung orthogonaler Koordinaten in T ist irnmer
moglich; die spiter zu benutzenden Polarkoordinaten geniigen
von selbst diesert Bedingung.

Von befreundeter BSeite bin ich darauf aufmerksam ge-
macht worden, dafl Hr. A. Wilson?) bereits frither als ich
den Quantenansatz (I) formuliert hat, und zwar genau gleich-
lautend mit (I), einschliefilich der obigen Vorschrift fir die
Integrationsgrenzen. Als einzige Anwendung behandelt Hr.
Wilson unter Hinzunahme einiger weiterer Hypothesen das
Gesetz der schwarzen Btrahlung. In einer zweiten Note?)
rechnet er beildufig das Phasenintegral fiir die r-Koordinate

1) A. Wilson, Phil. Mag. Juni 1915.
2) A. Wilson, Phil. Mag. November 1915.
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der Keplerellipse aus, iibereinstimmend mit den Gleichungen (9)
und (10) unseres § 4. Bestimmte Folgerungen fiir die Auf-
fassung der Balmerserie oder fur die sonstige Theorie der
Spektren werden daraus aber nicht gezogen. Eine Arbeit
von Hrn. Ishiwara, auf die Hr. Wilson verweist, und die
einen dhnlichen Quantenansatz zu enthalten scheint, war mir
nicht zuginglich.

§ 2, BEinfachste Anwendungen, Quantenbedingung fiir die azi-

mutale Bewegung in der Keplerellipse.

Wir wenden unseren Quantenansatz (I) zunichst auf
zwei wohlbekannte Beispiele an, den geradlinig schwingenden
und den kreistérmig rotierenden Massenpunkt. Da es sich
beide Male nur um einen Freiheitsgrad der Bewegung handelt,
kann unser Ansatz nichts Neues liefern. Das Charakteristische
desselben, die Anwendung auf jede Koordinate einzeln, kommt
erst bei einem System von zwei Freiheitsgraden zur Geltung.
Als solches behandeln wir anschlieBend die Keplersche Be-
wegung.

1. Der geradlinig schwingende Massenpunkt. Wir erinnern
an eine berithmte, bei Planck nicht hingezeichnete Ellipsen-
figur der Planckschen Strahlungstheorie. In der Zustands-
ebene der ¢, p (¢ = Ausschwingung aus der Ruhelage, p = m ¢)
besehreibt der Resonator eine Ellipse, deren Hauptachsen-
verhiltnis a/b durch die Natur des Resonators gegeben und
gleich 2zym ist (v = Eigenschwingungszahl des Resonators,

a= V?mVV, b= 2;’, %
W = Energiekonstante). Die Gesamtheit der Bahnen des Re-
sonators bildet also ein System #hnlicher Ellipsen; der Ruhe
entspricht die Nullellipse mit ¢ = b = 0, p, = g, = 0. Durch
unsere Bedingung (I) werden innerhalb dieses Ellipsensystems
diejenigen ausgezeichnet, deren Flicheninhalt gleich n h ist;
die bei der Bedingung (I) gemachte Annahme

f Podg=0
ist bei unserer Nullellipse natirlich erfullt. Die quantenhaft
auszuzeichnenden Ellipsen sind also diejenigen, fiir die
abm=mnh, also W=nhy

gilt. Somit folgt, wie wohl bekannt, im ¥alle des linearen
Resonators die Vorstellung der Energiequanten hy aus der

’
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Forderung der endlichen Wirkungsquanten h, insbesondere "aus
der Formulierung dieser Forderung durch unser DPhasenintegral.

2. Der rotierende Massenpunkt. Handelt es sich um einen
Massenpunkt m, der auf dem Kreise vom Radius a mit der
gleichformigen Winkelgeschwindigkeit o rotiert, so ist

7=, T=%a2¢2 =—Z—la2a)2,
P =%;—1 = ma?@ = ma®w = const.

Die Zustinde gleichférmiger Rotation werden in der (g, p)-
Ebene durch Gerade parallel der g¢-Achse dargestellt, und
zwar durch Sticke solcher Geraden von der Linge 27, die
also z. B. (vgl. Fig. 1) von ¢ =— =
bis ¢ = 4+ x reichen; der Ruhe
des Massenpunktes entspricht die
Nullgerade p, =0, d. h;das .Stuc}s ,‘2’;7
der g-Achse von ¢= — m bis
g = + 7w Unter diesen Zustands-
geraden zelchnet unser Phaseninte-
gral (I), das sich hier wegen p = pema? w fiir Kreis
const. sofort zu 27 p berechnet, p=mr? @=mabw firtllipse
diejenigen aus, fur welche 27p =
nh ist. Wir haben also eine
unendliche Folge dquidistanter Strecken im Abstande h/2s;
je zwei aufeinanderfolgende bestimmen ein Rechteck vom
Flacheninhalt h, entsprechend unserer urspringlichen Forde-
rung (b) in § 1. Aus demselben Prinzip also, aus dem beim
schwingenden Massenpunkt die diskreten Energieelemente W=nhy
abgeleitet wurden, folgt beim rotierenden Massenpunkt die For-
derung der diskreten Impulsmomente p = nh/2 7. Diese ist
bekanntlich von Ehrenfest?!) in der Theorie der spezifischen
Wirmen eingefithrt und bildet nach dem Vorgang von Nichol-
son die Grundlage der Bohrschen Theorie der Spektrallinien.

3. Die azimutale Quantenbedingung fiir die Keplersche
Bewegung. Es ist der Hauptgegenstand dieser Arbeit, die
Anwendung des Ansatzes (I) auf die Keplersche Bewegung
zu studieren. Die Keplersche Bewegung finde unter dem
EinfluB einer Newtonschen oder Coulombschen Xraft

P

.

7T 15 4 9@

Fig. 1.

1) P. Ehrenfest, Verh. d. Deutsch, Phys. Ges. 1913. p. 451,
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statt, zundchst um ein festes Zentrum. Aut die Bewegung
im Azimut ¢ koénnen wir die vorige Figur direkt iibertragen.
Die zugehorige Impulskoordinate ist hier die Flichenkonstante p,
die Zustandskurven werden also wieder Geraden parallel der
g-Achse; unser Ansatz (I) zeichnet unter diesen diejenigen
quantenhaft aus, fiir welche gilt

(1) fpdg=pj§¢p=2np=nh.
0

Wir wollen betonen, dall wir, um unserem quanten-
theoretischen Standpunkt getreu zu bleiben, die dynamisch
definierte Flichenkonstante p, nicht eine durch die mittlere
Umlaufsgeschwindigkeit o definierte, nur kinematisch be-
stimmte Grofe dem Quantenansatz unterwerfen miissen. Der
Zusammenbhang zwischen p und o ist der folgende:

p=mabo =ma’)l—¢lo

{a, b grofe und kleine Hauptachse der Ellipse, ¢ numerische
Exzentrizitit, a b o doppelte Fliche der Ellipse, geteilt durch
Umlaufszeit, oder mittlere Flichengeschwindigkeit).

Hr. Bohr beschrinkt sich fast durchgehends auf die
Betrachtung von Kreishahnen und gibt fir Ellipsenbabnen
keine bestimmte Quantenvorschrift. Der Bohrsche Quanten-
ansatz fiir Kreisbahnen,

mato = 20
T 2a?
den wir soeben unter 2. besprochen haben, folgt natiirlich
fir £=0 aus unserem Quantenansatz (1) fiir die Ellipsen-
bahnen.

Bevor wir auf die Einzelheiten der Keplerbewegung und
den Quantenansatz fur die radiale Koordinate eingehen, mdge
eine allgemeinere Frage aufgeworfen werden, die das Ver-
haltnis unserer Theorie zu der Quantenstatistik tberhaupt
und zu den beiden Planckschen Formulierungen derselben
betrifft. Sind unsere quantenhaft ausgezeichneten Bahnen
die einzig moglichen stationiren Bahnen, oder sind sie nur
Grenzfille von Bereichen verschiedener Wahrscheinlichkeit, n
denen auch alle Zwischenfdlle moglich sind? Oder anders
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ausgedriickt: Liegen in den samtlichen Phasenebenen (g, p)
die unser System vertretenden Bildpunkte notwendig auf
den quantenhaft ausgezeichneten Grenzlinien unserer Zu-
standsgebiete, oder sind sie gleichmiBig tber die einzelnen
Zustandsgebiete ausgestreut? Planck vertritt bekanntlich
jetzt konsequent den zweiten Standpunkt. Die Verhiltnisse
bei den Spektrallinien scheinen sich aber am natiirlichsten
dem ersten Standpunkte anzupassen. Es ist vor allem die
Schédrfe der Spektrallinien, die zusammen mit der Bohr-
schen Frequenzbedingung eine kontinuierliche Verteilung der
Phagenpunkte auszuschlieBen scheint, wie sie die zweite Planeck-
sche Theorie vorsieht. Sodann die Ausstrahlungsverhiltnisse:
Unsere stationdren Bahnen missen notwendig gegen die ge-
wohnliche elektromagnetische Ausstrahlung ,.immun¢ sein —
sonst konnten sie nicht stationdr und das Atom nicht bestindig
sein. Dagegen zeigt die Dispersion Bohrscher Molekiile, daf3
die Nachbarbahnen, in die das System durch duBere Krifte
von auffallenden Lichtwellen versetzt wird, regulir elektro-
magnetisch strahlen und eben dadurch Refraktion und Dis-
persion erzeugen. Auch dieser Umstand scheint gegen den
zweiten Planckschen Standpunkt zu sprechen, bei dem ja.
kontinuierliche Emission auch fir die Zustinde innerhalb der
Blementargebiete des Phasenraumes ausgeschlossen wird. FEine
Entscheidung zwischen beiden Standpunkten soll in diesen
Bemerkungen nicht enthalten sein; wie bekannt, hat der erste
hier in gewissem Sinne bevorzugte Standpunkt seine ernstlichen
Sehwierigkeiten. Aber es soll betont werden, dafi bei den
weiteren Diskussionen iiber die allgemeinen statistischen Auf-
fassungen die Schirfe der Spektrallinien und Ahnliches als
ein vielleicht entscheidendes Argument beriicksichtigt werden
muB. Im ibrigen wird fir alles Folgende am besten an-
genommen, daf die stationiren Atombahnen durch unsere
Quantenbedingungen vollkommen bestimmt sind, daB die
Bildpunkte der Atomzustinde jeweils genau auf den Grenzen
der Elementargebiete der Wahrscheinlichkeit liegen. Eigent-
liche statistische Fragen wiirden des weiteren erst auftreten,
wenn wir die Hiufigkeit des Vorkommens der einen oder:
anderen Atombahn bestimmen wollten. Diese Fragen wiirden
die Intensitit der einzelnen Spektrallinien betreffen, werden
aber hier nur provisorisch gestreift werden (vgl. § 6).
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§ 3. Die Energie der Keplerschen Bewegung.

Bekanntlich benutzt die Bohrsche Theorie noch an einer
anderen Stelle einen Quantenansatz, indem sie die emittierte
Schwingungszahl dureh die Energiedifferenz des Uberganges
aus der urspriinglichen in die spitere Bahn des Elektrons
ausdriickt:
1n hv=W,—W,.

Ich glaube, daB diese Verwendung der Quantentheorie, die
Bohrsche Frequenzbedingung, trotz ihrer auBerordentlichen
Leistungsfihigkeit in Hinsicht auf das Kombinationsprinzip
der Spektrallinien, doch nur provisorisch ist. Um z. B. beim
Starkeffekt die scharfe Polarisation der Zerlegungslinien und
die spiter (§ 7) anzugebende diesbezigliche Regel wirklich
zu verstehen, wird es notig sein, den Ubergang im einzelnen
zu verfolgen und sich nicht zu begniigen mit einer pauschalen
FEnergiebilanz. Dazu aber miiften ganz neue Gesetze der
Mechanik gefunden werden. Handelt es sich doch in der ge-
wohnlichen Mechanik stets um Vorginge, bei denen Energie
und Impuls im Prinzip erhalten bleiben, hier dagegen um
Ubergiinge, bei denen Energie und Impuls in charakteristischer
Weise abgedndert werden.

Um den Bohrschen Ansatz (II), dem wir uns natiirlich
einstweilen anschlieBen miissen, verwenden zu konnen, miissen
wir die Energie der Keplerschen Bewegung durch die Flichen-
konstante p und die Exzentrizitit ¢ ausdriicken. Wir konnten
uns hierbei auf wohlbekannte Tatsachen der Mechanik stiitzen.
Iech ziehe es aber vor, die Formeln kurz abzuleiten, teils
wegen anschlieBender Verallgemeinerungen, teils weil mir die
folgende Ableitung besonders einfach scheint.

Nimmt man die Kernladung gleich + e und die Kern-
masse zuniichst als oo an und beschreibt die Bewegung des
Elektrons m teils durch rechtwinklige Koordinaten z, y, teils
durch Polarkoordinaten r, ¢, mit dem Kern als Zentrum,
so gilt e
p=mrigp,

d . et d . et .
{2) JFME= — 5008, —my=—_Gsing.

Ersetzt man

d . d P a
(3) Wdurch (p—d;—— mrt %-




Zur Quantentheorie der Spektrallinien. 15
und fihrt man die Abkirzung ¢ = 1/r ein, so wird
mi = fz dd (reosg)= —p (a sin @ + — coqu)
my’=?w(rsm ) = —i—p(o—cos:p—g—wsin(p) .

Statt (2) kann man also schreiben:

» d . do

m® dg (0‘ sin (p—|— ——— €08 (p)

p2 d2 2
== coscp(d 3 +0')— ——-cosq;

P4 (5 cosp— -2 sin )

mr: de ¥ do 4

2

P d*o _ e .
mr2sln(p(w+6 ——FSln(p.

Indem man den Faktor

cos ¢ sin ¢
- bzw. —

beiderseits hebt, folgt aus beiden Gleichungen gemeinsam:

d*c m e?
(4) d¢? + o= !

also durch Integration

g =
Nimmt man ¢ = 0 zum Perihel, so wird

de "
([ B=0 wegen d—q)=0fur =0,

(42) 14 42
_ mé 1+s _ 0(0) m e

! A = 7 zawegen1_&_0(11)_..1 ok

l T m et

Wir erhalten also die gewohnliche Polargleichung der
Ellipse in der Form

(5) o=2 =21 4¢cos ).

r p
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Hieraus folgt wegen (8)

. p dr p do é :
Fam P LT P LT C gin g,
mr: de m deg P
®) )

reg = pragn =%o‘=-;~(l+acos¢).

Fir die kinetische Energie erhilt man nach (6):

T=

m m
2

0+ 7Y = - 5 (¢ sin @+ (14 cos )

met (14 &
=5 (T eeg),

fir die potentielle Energie nach (5):

V= ——e:———— —7:’0—284(1 + & cos.g),
fir die Gesamtenergie also
4
) W=T+V=— ’;”; (1— &),

Das Wesentliche an diesem Resultat ist die Art, wie die
Exzentrizitit ¢ in dasselbe eingeht. Daf die Gesamtenergie
(ebenso wie bei Bohr) mit negativem Zeichen erscheint, braucht
uns nicht zu iiberraschen. Ist sie doch nur bis auf eine will-
kiirliche additive Konstante definiert. 7. B. wirden wir
nach der Relativitatstheorie noch die weit uberwiegende
MaBenenergie m ¢2 und M ¢® des Elektrons und des Kernes
hinzuzufiigen haben, durch welche der Ausdruck fir W sofort
positiv werden wiirde.

Tragen wir in (7) unseren Quantenansatz (1) ein und
schreiben wir zur Unterscheidung e, statt &, so ergibt sich

mit Benutzung des Bohrschen Wertes fiir die Rydberg-
sche Konstante N. Dieser Ausdruck von W hingt in kon-
tinuierlicher Weise von der Exzentrizitit e, ab. :Bilden wir
in gleicher Weise die Energie W,, fiir eine andere Bahn von
der Exzentrizitit e, und dem Impulsmomente 25 p = mh,
so folgt durch den Quantenansatz (II) nicht die Balmer-

sche Serie
v (L 1
v= (W - W)
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mit scharfen, ganzzahlig durch m und n definierten Linien,
sondern

(8) Y= N(L‘g"2 — "8"'2),

n2 m2

also eine Folge von Schwingungszahlen, welche bei kon-
tinuierlich verinderlichen Exzentrizititen vollkommen un-
scharf wiire: keine diskrete Serte, sondern ein verwaschenes Band.

Wollen wir also dem Elektron nicht tiberhaupt verbieten,
auBer Kreisen auch Ellipsenbahnen zu beschreiben, so ergibt
sich unabweislich die Forderung, auch die Exzentrizititen
quantenhaft zu arithmetisieren und an gewisse ganzzahlige
Werte zu binden.

§ 4. Quantenbedingung fiir die Exzentrizitit.

Wir iibertragen den Quantenansatz (1) wortlich von der
azimutalen Koordinate ¢ = ¢ aut die radiale Koordinate ¢ = r.
Der zugehérige Impuls ist

or .
P.="g7 =mr
im Falle unendlicher Kernmasse. Wir betrachten unser Phasen-

integral f pdqg= f p,dr und setzen dasselbe nach (I) gleich
einem ganzen Vielfachen n’ von k; also

27
e ar
(9) fpra’r:fmrdr—-afmrd(pd(p—nh.

Die Integration nach r ist zufolge der Vorschrift in § 1
iiber den vollen Variabilititsbereich der r-Koordinate von der
Periheldistanz 7y, == (1 —¢) @ bis zur Apheldistanz rge, = (1 +¢)a
und wieder zuriick zur Periheldistanz zu erstrecken; indem
wir nachtriglich ¢ als formale Integrationsvariable wihlen,
erzielen wir die einfacheren Integrationsgrenzen Null und 2 s
und eindeutige Abh#ngigkeit des Integranden von der Inte-
grationsvariablen.

Zur geometrischen Veranschaulichung unseres Ansatzes (9)
betrachten wir in der Phasenebene ¢, p die Bilder eines Systems
von Bahnkurven, indem wir ¢=r und p=yp, als recht-
winklige Koordinaten benutzen. Die Ordinaten p der auf-
einanderfolgenden quantenhaft auszuzeichnenden Kurven des
Systems mogen wie in § 1 als pg, Py, Pgr - - . unterschieden

Annalen der Physik. 1V. Folge, 51. 2



18 A. Sommerfeld.

werden. P, sel im. besonderen eine Kreisbahn, fir welche
also # =0, py =0 ist, so daf, wie in §1 angenommen wurde,

f Podg =0
wird. Unser Bahnsystem sei etwa durch konstante Werte der
Tlachenkonstante p (fir die wir aber hier der Deutlichkeit
wegen | schreiben wollen) bei wachsenden Werten der Exzen-
trizitit ¢ definiert. Die Bildkurven dieses Bahnsystems sind
P

Fig. 2.

simtlich geschlossene Kurven; jede folgende schlieBit die vor-
hergehende ein. Als Gleichung des Systems ergibt sich nach
(5) und (6) durch Elimination von ¢

p? 1 me\t _ [(mee)?

I +(q T) —( r )’
also eine Gleichung vierter Ordnung zwischen den Variablen p
und g mit-den Konstanten f und me?/f und dem Parameter e.
Der Flachenring zwischen zwei aufeinanderfolgenden Kurven
der Reihe pg, pys Py - - -, die durch unsere Quantenbedingung (9)
aus der Gesamtschar herausgehoben werden, ist konstant
gleich k. Ubrigens sind die Einzelheiten der Figur und der
Kurvenform fiir unsere Zwecke belanglos und hier nur der
gréBeren Anschaulichkeit wegen wiedergegeben.

Wir haben nunmehr das Phasenintegral in Gleichung (9)
durch die Exzentrizitit ¢ auszudriicken, wobei wir uns auf
die fritheren Formeln fiir die Ellipsenbewegung zu stiitzen
haben. Zunichst ist nach der Ellipsengleichung (5)

dr 1 do pie sin ¢
de o> do  me (1+ecosg)?’

andererseits nach (6)

_ mé's

sin ¢,
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daher nach (9)

* 2

_ sin? ¢
(9a) j}rdr—zwz Grscosgy ¥
V]

Das Integral laBt sich durch partielle Integration um-
formen und auf ein bekanntes Integral reduzieren. Man hat
nimlich:

Hnmn?(pd(p _ cos pd o - 7 1 _
(9b) & (1+zscos4q))2 - f1+scosq> f(l+ecosq> l)d(’)'

Nun ist aber bekanntlich (am bequemsten durch Inte-
gration in der komplexen Ebene der Variablen ei® zu veri-

fizieren):

27
1 de _ 1

27 T+ecosg Vi-g '
1

(9¢)

Man findet also nach (9), (9a), (9b) und (9¢):
(10) fpdr=2np(v—l_?—l)—nh

Benutzen wir neben dieser radialen die azimutale Quanten-
bedingung 2 7 p = n kh, so ergibt sich

1. n n?
— —1= s 1—¢% = Ta .
1—g? n n+n')

(1)

Die gewiinschte quantenmifige Heraushebung ausgezeich-
neter diskreter Werte der Exzentrizitdt ist damit gefunden.
Nunmehr tragen wir diesen Wert in den Energieausdruck (7)
ein, zugleich mit 27z p = n h, und erhalten
e 272 m et 1 Nbh
(ITT) W = Giny = "

Dieses Resultat ist von schlagender Bestimmtheit. Nicht
nur sind die weiterhin zulissigen Energiewerte ganzzahlig
diskret geworden, sondern es hat sich der frithere Nenner n32
gerade herausgehoben, derart, daB das Resultat nur noch
von n + n' abhingt. Die Energie ist also eindeutig bestimmt
durch die Summe der Wirkungsquanten, die wir auf die azi-
mutale und die radiale Koordinate beliebig verteilen kénnen.

2*
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Es scheint ausgeschlossen, daB ein so prézises und folgen-
reiches Ergebnis einem algebraischen Zufall zuzuschreiben sein
konnte.

Aus dem Energieausdruck (III) ergibt sich nun sofort die
Balmersche Serie, wenn wir neben der Bahn mit den Quanten-
zahlen n, n’ (Endbahn des Klektrons) eine zweite mit den
Quantenzahlen m, m’ (Anfangsbahn des Elektrons) betrachten.
Nach der Frequenzbedingung (1I) erhilt man n&mlich

1 1

¥ v =¥ (G~ Ty

d. h. die Balmersche Serie in neuem Lichte, abhéngig von
vier ganzen Zahlen, die sich aber beim Wasserstoff sozusagen
rafallig auf zwel ganze Zahlen reduzieren. Durch Zulassung
unserer quantenhaft ausgezeichneten Ellipsenbohnen hat die
Serie nichts an Lanienzahl gewonnen wund michts an Schérfe
verloren. Sltait des verwaschenen Bandes, von dem' wir {rither
sprachen, haben wir wieder die diskreten Balmerlinien, aber
in  auferordentlich vervielfachter Mannigfaltigkeit threr Er-
zeugungsmoglichkeiten.

§ 5. Die zu einer Balmerlinie gehdrenden Ellipsenbahnen.

Wir wianschen uns ein Bild za machen von Anzahl und
Gestalt derjenigen Bahnen, welche zu demselben Werte der
Energie W Anlaf geben. Hs sind dies nach (III) alle die-
jenigen Ellipsen, fir welche n + #’ denselben Wert hat, z. B.
den Wert n 4+ %" =2 wie in dem ersten Terme der sicht-
baren Balmerserie oder den Wert m --m' = 38,4,5,... wie
in dem zweiten Term.

Nach (1) und (11) ist
2 _ 22
(12) 2ap=nh, 1l—¢ = wrE
Aus der Ellipsengleichung (5) folgt fiir das Perihel (¢ = 0;
r=a (1—e¢)) oder das Aphel (p =, r=a (1 +¢)):

1 me? - 1
(13&) me—)=7(1i5), 3:180 a=7n?_1_—_§'
Andererseits ist nach Definition der Exzentrizitéit

(18b) b=Y1—fa = 7 _1

o e? Vi-é& *
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Setzen wir die Werte von p und 1 — &2 aus (12) in (183a, b)
ein, so folgt:

h? , h? ,
(14) a=W——~2(n+n)z, b=mwu(n+n).

me
Yir die Diskussion kommt namentlich in Betracht, dal
die ganzen Zahlen n und n' notwendig positiv sind, wie in § 1
allgemein gezeigt wurde. Wir erhdrten diese ebenso einfache
wie folgenreiche Tatsache in unserem Falle folgendermalen:
Bei ungeren (orthogonalen) Polarkoordinaten r ¢ wird

p,=mi, pp=mrig,
fprdr=fm7‘2dt, fp¢ciq>=fmr2¢2dt.

Beide Phasenintegrale sind so sicher positiv, als’ der Fort-
schritt der Zeit positiv ist. Also haben wir stets eine positive
Zahl von Quanten n und »'. Beziglich der Zulissigkeit des
Wertes Null ‘ist folgendes zu bemerken. %' = 0 bedeutet
nach (12) e¢==0, also eine Kreishbahn, die wir jedenfalls als
moglich erkliren werden. n =0 aber bedeutet p =0, also
Ausartung der Ellipsenfliche in eine doppelt zahlende Gerade.
Eine solche Bahn ist geometrisch unméglich, weil sie sozusagen
durch den Kern hindurchiithren wiirde, und dynamiseh un-
zulissig, weil dabei die Geschwindigkeit unendlich grofi werden
miibte. Hier mufite also bereits eine relativistische Erginzung
einsetzen, die wir in Teil 1T (vgl. besonders § 8) geben. Schlieffen
wir einstweilen relativistische Betrachtungen aus, so ist es
nur folgerichtig, auch die Bahnen n = 0 als unwirklich auszu-
schlieBen; in den folgenden Figg.8a, b, ¢ sind sie punktiert
eingetragen.

Zu den (leichungen (14) ist zu bemerken, daB a bei ge-
gebenem o + n’ fest, b verinderlich ist. Wie es sein mub,
gilt nach (12) und (14) stets 0 = ¢ <1, b = a.

Wir zihlen jetzt die bei den Balmerlinien maBgebenden
Fille auf:

n+n = 2, zwei Miglichkeiten.
wW=0 n=2 =0, b=a,

7

W=1 n=1, e=l/§3—,b=f‘.

2
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m -+ m = 3, drei Moglichkeiten.

m=0, m=3, ¢=0, b=a,

. 5 3
m=1 m=2, a=1—/§—,b=?a,

, Vs 1
m =2 m=1, a=—3—,b=-3—a.

SH=

nen'=2 mm-3 mem'-4

Fig. 3a. Fig. 3b. Fig. 3e.
m -+ m' = 4, vier Moglichketten.

m =0, m=4, ¢=0, b=a,

. V1 3
m=1, m=3, EzT, b=:a,
V12 2
m =2 m=2, 5=T,b=—4—a,
, V15 1
m=3 m=1 e="—, b=

usf. Soll H, erzeugt werden, so kommen dafir als Endbahnen
die zwei in Fig. 8a (n + n' = 2) verzeichneten, als Anfangs-
bahnen die drei Bahnen in Fig. 8b (m 4+ m’ = 8) in Betracht;
im ganzen gibt es hiernach

2.3=6

Erzeugungsarten fiir H,. Ebenso fir H, (Ubergang aus einer
der vier Bahnen von Fig. 3¢ (m +m' =4) in eine der zwei
Bahnen von Yig. 3a)

2.4=28
Erzeugungsarten, allgemein mit n 4+ n'=N, m +m' = M
die Anzahl
(15) N.M.

Diese Zahl (15) ist nur arithmetisch bestimmt. Wir werden
gie im nichsten Paragraphen auf Grund guantentheoretischer
Vermutungen zu verkleinern, im § 7 auf Grund erweiterter
Voraussetzungen demgegeniiber wieder zu vergréBern haben. In
jedem Falle erscheint eine Wasserstofflinie in unserer Auffassung
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als eine ziemlich komplizierte Uberlagerung verschiedener diskreter
Vorginge. .

Zu den Figg. 8a, b, ¢ ist noch zu bemerken, dal sie der
Ubersichtlichkeit wegen zunichst konzentrisch gezeichnet sind,
withrend sie in Wirklichkeit konfokal verlaufen. Halten wir
nimlich in unserer Zeichnung, wie es der Wirklichkeit ent-
spricht, die Lage des Kernes fest, so fallen in jeder Figur
nicht die Perihele und Aphele, sondern diejenigen Brennpunkte
der verschiedenen Bahnen zusammen, in denen sich der rihende
Kern befindet. Auf diese Weise entstehen aus den Figg. 3a, b, ¢
die Figg. 4a, b, ¢, welche hiernach die wirklichen Verhéltnisse
besser darstellen.

O © ©

Fig. 4a. Fig. 4b. Fig. 4e¢.

§ 6. Quantenungleichungen und Intensitétsfragen.

Im vorigen Paragraphen wurde die Zahl der verschiedenen
Erzeugungsarten einer Balmerlinie durch den Ausdruck (15)
bestimmt. Diese Bestimmung war aber nur provisorisch und
mufl durch Hinzunahme quantentheoretischer Erwigungen
und spektraler Erfahrungen verfeinert werden. Von vorn-
herein sei bemerkt, daB die folgenden Uberlegungen nicht
zwangldufig aus den bisherigen Voraussetzungen folgen. Sie
sind daher hypothetischer als das Vorangehende und héngen
von den besonderen Umstédnden des Versuches ab.

Erster Ansatz der Quantenungleichungen. — Bei der Be-
trachtung der Energie und des Energieumsatzes im Sinne
der Bohrschen Frequenzbedingung (II) ist es uns geldufig
zu sagen: Die Energie ist eine positive GroBe; bei Prozessen,
die von selbst vor sich gehen, kann sie nur abnehmen (durch
Energieausstrahlung); bezieht sich m, m’ auf die Anfangshahn,
n, n' auf die Endbahn, so folgt hieraus fiir die Balmerlinien
als selbstverstédndlich

mtm >n-+n
Nun zeigten wir aber fiir die Balmerlinien, daB auch unsere

Phasenintegrale und die ihnen proportionalen Quantenzahlen
einzeln positive Grofen sind. Es liegt nahe anzunehmen, da8
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eine Verinderung dieser GroBen bei freiwilligen Ubergingen
ebenso einseitig stattfindet wie die der Energie, ndmlich im
abnehmenden Sinne. Hiernach wird man nur solche Ubergdnge
als moglich ansehen, ber denen keine der beiden Quantenzahlen
zungmmt. Man wird also verlangen

(16) m=n, m=n.

In der Tat haben sich diese am nichsten liegenden ,, Quanten-
ungleichungen* bei der Prifung des verfigbaren Beobach-
tungsmaterials im groBen und ganzen auffallend bewdhrt, in
dem Sinne, dall Ausnahmen von dieser Regel unter mormalen
Umstinden tmmer nur mit sehr kleiner Intensitdt, also in sehr
seltenen Fallen, auftreten.

Hiernach reduziert sich die im vorigen Paragraphen an-
gegebene Zahl (15). Z.B. sind bei H, von den sechs frither auf-
gezihlten Ubergingen nach (16) nur die folgenden vier zulissig:

m=3 m =0

ik(n =2 27 =0
m=2 m'=1 <x
n=1, o =1
m=1 m =2 /7(
Ebenso fallen bei Hy, H, ... je zwei Ubergiinge fort.

Die Anzahl der Erzeugungsarten wiirde mit n +n' = N und
m 4 m' = M > N allgemein betragen:
(17) N(M—N+1),
z. B. bel der von Ritz und Paschen entdeckten ultraroten
Kombinationslinie des Wasserstoffs N =8, M = 4

8.2=26 .

Bs sel bemerkt, daB die analoge linie von ionisiertem
Helium fir uns in Teil II von hervorragender Wichtigkeit
werden wird. Diese Heliumlinie ist es vornehmlich, die uns
veranlaBt, eine zweite Moglichkeit fiir die Quantenungleichungen

in Erwigung zu ziehen. Es zeigt sich niimlich, daB wunfer nor-
malen Umstinden die Quantenungleichung

(18) m = n

ausnahmslos gilt, wihrend die Bedingung m = n nur im groben
richtig ist; bei verfeinerter Beobachtung stellen sich Linien
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heraus, welche diese Bedingung verletzen. Dabei ist folgendes
zu betonen: Nach unserem bisherigen Standpunkt (gewohn-
liche Mechanik) fallen die verschiedenen KErzeugungsarten
einer Balmerlinie genau zusammen und ist daher eine Pra-
tung der Quantenungleichungen an der Erfahrung unmdoglich.
Wir werden aber in Teil I1 sehen, dal wegen der verinder-
lichen Masse des Klektrons (relativistische Mechanik) dieses
Zusammenfallen nur angenihert ist und daB jede Erzeugungs-
art zu einer gesonderten Linie Anlaf gibt. Infolgedessen ge-
stattet die Feinstruktur der Wasserstoff- und der wasserstofi-
dhnlichen Linien, unsere Quantenungleichungen an der FEr-
fahrung zu prifen: sie fihrt zu dem Ergebnis, dafl bei der
gewohnlichen Gleichstromanregung die Bedingungen (18) genan,
die Bedingungen (16) nur im groben gelten.

Eine Trennung der verschiedenen Erzeugungsarten in
groBerem MaBstabe als die Relativitdt, bewirkt ein &uBeres
elektrisches ¥eld (Starkeffekt). Wie ich schon in der ersten
Fassung dieser Untersuchung vermutete und wie inzwischen
durch die Epsteinsche Arbeit bestiitigt wurde, ist daher die
Komponentenzahl der Balmerlinien im Starkeffekt fir die
Frage der Quantenungleichungen besonders lehrreich. Nicht
nur macht das Anwachsen der Komponentenzahl mit der
Seriennummer deutlich, wie sich mit wachsender Serien-
nummer die Erzeugungsmoglichkeiten der Balmerlinien ver-
vielfachen, sondern man iberzeugt sich aus dem Epstein-
schen Vergleich der beobachteten und errechneten Kom-
ponenten, daB eine mit (16) und (18) analoge, grobe und
feinere Quantenungleichung auch hier besteht. Die Verhalt-
nisse sind nur analog denen der feldfreien Balmerlinien, nicht
damit identisch, weil beim Starkeffekt (ebenso wie im folgenden
Paragraphen) drei Quantenzahlen statt der bisherigen zwei
auftreten. Epstein bezeichnet dieselben mit n,, n,, ng (bzw.
My, My, Mg), WObel 1y, 1y und m,, m, parabolische, ng und mq
azimutale Quanten sind. Die ersteren gehtéren ndmlich (vgl.
§ 10) zu parabolischen Koordinaten, die man in einer Ebene
durch die Kraftrichtung einfithrt; die letzteren beziehen sich
auf ein Azimut, das man um die Kraftrichtung herum zdhlt.
Die Quanten ny; und m; bedeuten ebenso wie unsere azimu-
talen Quanten n und m (bis auf den Iaktor h) Flichen-
konstanten. Die Epsteinschen TFeststellungen kommen nun
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auf folgendes hinaus: Setzt man n" = n; + ny, n =0, und
entsprechend m’' = m; + my, m = my, so bleiben unsere DBe-
dingungen (16) und (18) als grébere und exakte Regel auch fiir
den Starkeffekt bestehen; das azimutale Quantum kann also
aueh hier ausnahmsweise zunehmen, wobei die betreffende
Linie stets sehr schwach ist; die Summe der parabolischen
Quanten, welche die Rolle des fritheren radialen Quantuimns
iibernimmt, kann niemals zunehmen.

Von dem jetzigen Standpunkte aus gesehen, sieht das
Schema der Quanteniiberginge z. B. bei H, so aus:

m=3, m =290
\;(n=2 7 =0

m=2, m=1 §<7f
/A
m = 1, m, ] 2 /
Die Balmerlinien H,, H P H_, ... besitzen hiernach 5, 7, 9, ...
Erzeugungsarten (und bestehen, wie in Teil II gezeigt werden
wird,* aus ebensoviel Linien bzw. Satelliten). Allgemein ergibt
sich mit m +m’= M, n +n'= N als Anzahl der nach (18)
zulidssigen Ubergange
(19) N(M— N“).

n=1 ' =1.

2

Diese Zahl liegt natiirlich zwischen den beiden Zahlen (15)
und (17), indem bei (15) alle arithmetisch moglichen Uber-
giinge mitgezdhlt wurden, bei (17) aber die Uberginge durch
die engeren Bedingungen (16) beschrénkt wurden.

Die aus (18) sich ergebende Keinstruktur hat eine ge-
wisse Ahnlichkeit mit den sogenannten vollstindigen Ryd-
bergschen Dubletts und Tripletts, die bei der ersten Neben-
serie der IKlemente, besonders von hoherem Atomgewicht,
beobachtet werden. Doch wollen wir hierauf erst in Teil II,
§ 9, eingehen.

Intensititsfragen. — Die Frage der Quantenungleichungen
ist im Grunde eine Intensititsfrage: die genaue Quanten-
ungleichung (18) behauptet, dal gewisse Linien die Intensitit
Null haben, die im groben geltende Bedingung (16), daB
andere Linien eventuell mit geringer Intensitit auftreten
kénnen. Wenn wir nun auch am Ende von § 2 die Inten-
sitdtsfragen im allgemeinen zurtickgeschoben haben, wollen
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wir hier doeh etwas tiber die verhiltnismiBige Héufigkeit des
Auftretens der in den Figg. 8a, b, ¢ gezeichneten Bahnen und
die daraus zu folgernde mutmaflliche Stirke der zugehorigen
Komponenten aussagen, mehr, um eine bestimmte Regel fiir
die spiateren Zeichnungen zu haben, als um damit quantitative
physikalische Behauptungen aufzustellen. Die punktierte Bahn
in Figg.8a, b, ¢ haben wir fiir unmoglich erklart (Haufigkeitsmall
Null); den Kreis werden wir fir die wahrscheinlichste Bahn
halten (wir legen ihm z. B. das H#ufigkeitsmaB 1 zu). Dann
liegt es nahe, die Ellipsenbahnen der Figg. 3a, b, ¢ der Reihe
nach zu bewerten bzw. mit den Héiufigkeitsmallen /55 %/,
Yss 3/s 3y 1/, und allgemein mit
m
m+m

Daraus folgt dann weiter fiir die Intensitit einer Linie, die dem
Ubergange von (m, m') zu (n, n') entspricht, bei einfachsten
Annahmen:

m

n
(20) sz_. m+m'’
vorausgesetzt, dafi dieser Ubergang nicht durch Quantengleichungen
behindert ist. Das IntensititsmaB ist so getroffen, daf die
stirkste Linie der Feinstruktur, die dem Ubergang von Kreis
zu Kreis entspricht, mit der Intensitdt 1 versehen ist. Unsere
Regel (20) ist aber noch zu ergéinzen durch die Vorschrift,
daB ber Verletzung der Bedingungen (16) oder (18) die Intensitéit
oklein'* oder Null sein soll.

Fiar H, und Hj ergeben sich sonach folgende Schemata:

3\
.

=) 3

H O W~ D WA b0 w3
e DS DO DO DS ke e = DD DS

b ek et = DO OO MR HEHOOC
—

W OWR O b=
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Unsere Intensitidtsregel wird, ebenso wie unsere Angaben
iber die Komponentenzahl, natiirlich erst dann praktisch,
wenn wir uns von der Moglichkeit der Auflosung der Fein-
strukturen tberzeugt haben. Hiervon handelt Teil II. Ins-
besondere gibt Fig. 2 daselbst eine graphische Darstellung
der vorangehenden Schemata fir H, und H,. Weitere Bei-
spiele in den dortigen Figg. 8, 4, 5, 6.

Wie gesagt, will unsere Intensititsregel nur einen vor-
laufigen und ungefihren Anhalt geben. Auch empirisch pflegt
ja die Intensitit nur ungenau geschitzt zu werden und in
hoherem Grade, als die Liage der Linien, von den niheren Um-
stinden der Anregung ahzuhéingen.

Es igt nun sehr merkwiirdig, da Paschen bei der oben
genannten He-Linie eine Form der Anregung gefunden hat,
welche die Giltigheit unserer Quantenungleichungen in der einen
oder anderen Form aufzuheben scheint: die stoffweise Anregung
durch Entladung grofer Elektrizititsmengen. Hier wird also
nicht nur die Bedingung m = n, sondern auch die Bedingung
m’ = n' durchbrochen. Es treten scheinbar alle NJM-Linien
auf, die nach (15) moglich sind. Gleichzeitig scheint in diesem
Falle unsere Intensititsregel (20), soweit sich dies nach dem
bloBen Anblick beurteilen 14Bt, genau zu gelten. Da in diesem
Falle die Behinderung dureh Quantenungleichungen augen-
scheinlich fortfillt, liegen die Verhéltnisse fiir die Ausbildung
der idealen Intensitdten vielleicht einfacher wie bei der ge-
wohnlichen Anregung durch Gleichstrom. Wir kommen auf
diese Anregung in Teil II, § 10, zuriick, wo sie uns fir die
Bestimmung der idealen GroBe des Wasserstoffdubletts wichtig
werden wird. Natiirlich darf man aus dem einzelnen Fall keine
weitgehenden Schlisse ziehen. Immerhin ist es fir die DBe-
urteilung der Quantenungleichungen und der Intensititsfragen
lehrreich, daB diese von den niheren Umstinden der An-
regung des Leuchtens abhéngen; man kann also nicht erwarten,
daB sie einer so einfachen und allgemeingiiltigen Theorie zu-
ganglich sind wie die Liage der Linien.

§ 7. Quantenbedingung fiir die Lage der Bahn im Raume.

Von unseren beiden Quantenzahlen » und n’ bestimmt »
die Grofle der Bahn (genauer gesagt: die in der Zeiteinheit
vom Radiusvektor tiberstrichene Fliche, vgl. GL (1)), n’ die
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Gestalt der Bahn (vgl. Gl (11), wo die Exzentrizitit durch das
Verhiltnis n'/n dargestellt wird). Es entsteht die Frage, ob
sich auch die Lage der Bahn ,,quanteln‘ laBt.

Dazu muB allerdings wenigstens eine Bezugsrichtung oder
eine Bezugsebene im Raume ausgezeichnet sein, sei es durch
ein #ulleres elektrisches oder magnetisches Ield oder durch
die Konstitution des Kernes selbst, z. B. einen diesen um-
gebenden Elektronenring. Bei dem kriftefreien Wasserstoff-
kern dagegen ist die Lage der Bahnebene aus Mangel an allen
Bezugsstiicken physikalisch unbestimmt und daher auch nicht
quantentheoretisch bestimmbar. Wenn wir trotzdem eine
Quantenbedingung fiir die rAumliche Lage der Bahn am Wasser-
stoffmodell entwickeln werden, so ist dies folgendermaBen
gemeint: Wir denken uns durch eine (dulere oder innere)
physikalische Ursache eine Richtung im Raum ausgezeichnet,
lassen aber die Stiarke derselben zu Null abnehmen, so daB
wir wieder genau dieser Ursache quantitativen Verhéltnisse haben
wie bel der Bewegung im Felde des
reinen Wasserstoffkernes, aber mit der
Moglichkeif der Orientierung gegen eine
Vorzugsrichtung (oder Vorzugsebene).
Diese Richtung koénnen wir dann zur
Achse, diese Ebene zur Aquatorebene
eines rdumlichen Polarkoordmaten-
systems 7, ¢, v wihlen; vgl. Fig. 5,
in welcher der Kreis K P nicht die
Bahn selbst, sondern die Spur der
Bahnebene auf der Einheitskugel be- Fig. 5.
deutet.

Sei a die Neigung der Bahnebene gegen die Aquatorebene
des Polarkoordinatensystems, ¢. das in der Bahnebene ge-
messene Azimut; ¢ und w moégen beide von der ,,Knoten-
linie“ OK aus gezihlt werden, d. h. von der Schnittlinie}der
Bahnebene mit der Aquatorebene. Den drei Koordinaten
y, ¥ r entsprechend haben wir jetzt drei Quantenbedingungen:

2z

(21 fpwdw=n1/z, fp0d0'=nzh, fprdr=n'h.
0

Die angeschriebenen Integrationsgrenzen im ersten Phasen-
integral entsprechen (vgl. § 1) dem Variabilititshereich des
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betreffenden Winkels; die Grenzen des dritten Phasenintegrals
sind wie frither dureh 7y, und 7,,, bestimmt. Dieses Integral
148t sich daher wie in § 4 ausrechnen und liefert (vgl. Gl. (10))

(21a) 2np(V—l‘_7_1)=n//¢.

p ist wie frither die Flichenkonstante fiir die Bahnebene, das
ganze Impulsmoment. Da der Flichensatz auch fiir die Aquator-
ebene gilt, ist auch p,= const., und zwar berechnet sich p,,
als Komponente des ganzen Impulsmomentes p:

Py = p CO8 &,
Daraufhin liefert die erste Gleichung (21)

(21D) 2apeosa=mnyh,
und es bleibt nur noch die zweite Gleichung (21) za behandeln.
Nun ist

T =2 (2 + r2 9% + r2sin? 9 47,

also

pﬁ=—g—T—.=m7'2{.}.

Da andererseits gilt
p=mrig,
kénnen wir schreiben:

2z
a9 d-9\2
pi=pit frias=p[182far
V]

Die Integration nach ¢ wire von oy, =n/2— a bis
Pmax = /2 + o und wieder zuriick bis ¥, zu erstrecken;
dem entspricht in ¢ die Integration von Null bis 27, Den
Zusammenhang zwischen ¢ und ¢ entnimmt man aus dem
schraffierten spharischen Dreieck K P der Fig. 5. Nach dem
Sinussatz ist

cos d=sinasing ,
also

—sin&-22 = sin ¢ cos ag)r_ sintacos g
de P dgp | ~ 1—sinesin®ep "’
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Daher unser Phasenintegral

sin? ¢ cos® @
fpﬂd& Pf 1 —sin® ¢ sin? q)drp.

Fine einfache Umformung des Zihlers ergibt

1— sin? o sin®
P

2n
fpﬁ.dﬂf—pf1_0082q_81n2081n2(pd¢=])(2‘}!—0082&«]).
0

Hier ist zur Abkﬁrzung gesetzt

2n

J = _ 2d ¢
1-—- sm2 esin?p J 1+4cos?o+ein®a cos2¢
0

4

_ 1 f dy _ _sin’ =9
T 1+cosfe,) L+yeosy 1= T¥coa’ £ 549
0

Dieses Integral hat genau die Form des in Gleichung (9¢)
ausgewerteten. Daher ergibt sich mit Riicksicht auf das ver-
doppelte Integrationsgebiet:

4n 1 27

- e ’
1+ coste VY1 -—p? cos e

letzteres wegen der Bedeutung von #. Also schlieBlich
@1c) [pod & =2mp(l—cos ) =mh.

Aus den Gleichungen (21b, ¢) folgt nun

7y
n, + ny

(22) 2ap =(n + n,)k, coS ¢ =

Hiermit ist unser Ziel, die Quantelung der ridumlichen Lage,
erreicht. cos a kann nur gewisse rationale Werte annehmen.

Das Nihere zeigen die Figg. 6. Wirsetzen n, + n, = n und
haben n + 1 quantenmiflig ausgezeichnete Werte von cos a,
unter denen sich stets die Werte 0 und 1 befinden (ftixr n, =0
bzw. n, = 0). Die Anzahl der ausgezeichneten Werte von «
betrigt demnach 2n, da die Werte @ = 0 und a = 7/2 einfach,
alle iibrigen Werte doppelt zu rechnen sind. Die maschen-
artige Struktur des Phasenraumes, von der in der Einleitung
die Rede war, wird durch diese Figg. 6 besonders augenfillig.
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Die Bedeutung von n = m, + n, ist genau die frithere,
wie aus dem Zusammenhang von »n und p in der ersten Glei-
chung (22) hervorgeht. Indem wir n in zwei Zahlen n; und n,
zerlegen, was auf » -+ 1 Arten geschieht, erhéhen wir ent-
sprechend die Anzahl der verschiedenen Erzeugungsmoglich-
keiten einer Balmerlinie. Vom Standpunkte der gewdhn-
lichen Mechanik aus entstehen hierdurch natiirlich keine neuen
Linien, da die Energie der Bewegung nur von der Quanten-
summe n; 4 7y +n’ abhiangt. Insbesondere entspricht dem

VAN
N @

Fig. 6a. Fig. 6b. Fig. 6c.

Umklappen einer der Bahnen von Fig. 6 in eine andere
Bahn der gleichen Figur die Energiedifferenz Null. Wahrend
aber die frither aufgezéhlten Erzeugungsarten relativistisch
getrennt werden, ist das mit den neu hinzukommenden Kr-
zeugungen auch relativistisch nicht der Fall. In der Tat
fehlt ja auch bei relativistischer Behandlung die DBezugs-
richtung, an der wir die Lage der Bahnebene im Raume
messen konnten; auch die relativistische Energie der Kepler-
ellipse (vgl. Tel II, § 2) héngt dementsprechend nur von
der Quantensumme 7, + n, = n ab.

In Hinsicht auf die physikalischen Anwendungsméglich-
keiten dieser Uberlegungen fiigen wir nur noch zwei Bemer-
kungen hinzu:

1. Das Auftreten scharfer Polarisationen bei der elek-
trischen und magnetischen Zerlegung der Spektrallinien ist
vom Standpunkte des Bohrschen Modelles aus véllig un-
verstindlich, solange man nur mit azimutalen und radialen
Quanten arbeitet. Die hier eingefithrten ,,Richtungsquanten
geben die erste Moglichkeit einer Beziehung zwischen Polari-
sation und réumlicher Lage der Bahnebene, so wie umgekehrt
die Tatsache der Polarisationen eine geordnete Lage der Bahn-
ebenen fordert. In der Tat ist es Epstein in der mehrfach
genannten Arbeit iiber den Starkeffekt gelungen, eine durch
greifende empirische Polarisationsregel im AnschluB an eine
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Quantenzahl aufzustellen, die mit der Lage der Bahn zu-
sammenhingt. Sie heift bei Epstein ng und entspricht ihrer
Definition nach (durch die Flichenkonstante in der Aquator-
ebene) unserem obigen n, (mutatis mutandis, da bei Epstein,
vgl. unten § 10, die Koordinaten anders zu wéhlen §ind wie
bei ung). Die Epsteinsche Polarisationsregel lautet nun
folgendermaflen: Es entsteht eine p-Komponente, wenn die ge-
nannte Quantenzahl beim Ubergange von der ersten in die zweite
Bahn wm eine gerade Zahl, eine s-Komponente, wenn sie um
eine ungerade Zahl von Einheiten springt. An ein Verstandnis
dieser reichlich  bizarren Polarisationsregel ist wohl erst dann
zu denken, wenn es gelingt, im Sinne des Anfanges von § 3
die Bohrsche Frequenzgleichung in ein &dquivalentes Be-
wegungsgesetz fiir den Ubergang aus der ersten in die zweite
Bahn umzudeuten.

2. PFir die Darstellung des Starkeffektes (selbst in dem
hier angenommenen Limes einer verschwindenden Feldstérke)
sind die Formeln dieses Paragraphen ungeeignet, wie der Ver-
gleich mit der Epsteinschen Arbeit zeigt. Dagegen konnten
sie fiir den Zeemaneffekt nitzlich sein. Wir begrinden dies
durch folgende Symmetricbetrachtung: In dem Polarkoordi-
natensystem der Fig. 5 sind die Richtungen ON und OS
gleichberechtigt; die Nord-Siid-Achse ist also zweiseitig, im
Gegensatz zu dem polaren Charakter eines elektrischen Feldes.
Dagegen ist die Aquatorebene der Fig. 5 eindeutig aus-
gezeichnet. Dies entspricht der Symmetrie eines magnetischen
Feldes, dessen Kraftlinien senkrecht zu dieser Ebene ver-
laufen. In der Tat zeigen Betrachtungen, die an die Rech-
nungen dieses Paragraphen anschlieBen und dieselben durch
Einfihrung eines Magnetfeldes erginzen, auffallende Ana-
logien zu den Tatsachen des Zeemaneffektes, sowohl in Hin-
sicht auf die Linienverschiebung wie auf die Polarisation.!)

§ 8. Vergleich mit der Planckschen Theorie,

Wie in § 1 betont, fihrt unsere Quantenforderung (I)
in allen bisher behandelten Fillen zu denselben Krgebnissen

1) Anm. bei der Korrektur. TIch habe dies inzwischen in der
Physikalischen Zeitechrift 1916 naher ausgefithrt: ,,Zur Theorie des
Zeeman-Effektes der Wasserstofflinien, mit einem Anhang tiber den Stark-
Effekt .

Annalen der Physik. IV. Folge. 51. 3
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wie die allgemeinere Strukturtheorie des Phasenraumes von
Planck. Dies trifft nicht nur zu bei den Systemen von einem
Freiheitsgrad (§ 2), wo die Ubereinstimmung selbstverstind-
lich ist, sondern auch bei dem Keplerschen Problem. In der
Tat sind die diesbeziiglichen Resultate Plancks?!) mit unseren
FErgebnissen in § 5 vollig identisch. Hr. Planck hat dies
inzwischen ndher ausgefithrt, Ann. d. Phys. 50. p. 401. Eine
Abweichung bestand aber urspriinglich in der weiteren Ver-
wertung dieser Formeln fir die Theorie der Spektrallinien. In
dieser Hinsicht glaube ich, daB die in Teil 1I und III zu be-
sprechenden Erfahrungstatsachen fiir meine Behandlung ent-
scheiden. Indessen kann diese Frage gegenwirtig ausscheiden;
es moge sich hier vielmehr um die fiir die eigentliche Quanten-
theorie wichtigere Frage handeln: Kann mein direkter Quanten-
ansatz fiir die Phasenintegrale die allgemeinen Uberleqgungen
Plancks ersetzen?

Als Material zu dieser Frage behandle ich den von Planek?)
untersuchten riumlichen harmonischen Oszillator nach meiner
Methode. Die Bindung des Oszillators sel quasielastisch-
isotrop. Die Bahn ist eine Ellipse. Sind z y und r ¢ die Ko-
ordinaten des Massenpunktes in der Bahnebene, o und b die
Hauptachsen der Ellipse und zdhlt man ¢ von der Lage z = -+ q,
y = 0 an, so sind die Bewegungsgleichungen

z=oacoswt, y=>bsinwt ;
die Flachenkonstante wird
p=mabow .
Unsere azimutale Quantenbedingung verlangt
(28) 2np=2mmwab=mnh.
Fur die radiale Quantenbedingung bilden wir
ri=z&+yy=—(a*—dY)wcoswtsinwt,

<2 109
2 = (a? — b¥)? cos* wisin*w ¢ .
a?costwt+ 0% sinw it

1) M. Planck, Berliner Akad. d. Wiss. 16. Dezember 1915.
2) M. Planck, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 1915. p. 445. Vgl
auch Ann. d. Phys. l.c. §9.
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Daher bei Einfithrung von 2wt =y

. 3 . m (a® — b?)? ? ' sin? 2wt dt
fprdl_mfr dt = 7 a2+b*+a2—b“

2 cus 2wt
_ m(a2—b2)2wf sinydy _ o=
T T4 + B 1475cosy ’ T et b
Die Frage der Integrationsgrenzen -fordert hier ein Wort

der Erlauterung. Unsere Regel ,,von ry;, bis ry,x und zurtick
ZU Tmi'* bedeutet hier: von

bis . 7T
mt...-——z— bis wl—-{-?,

also von
¥y=—a bis y=-4am.

Diese Regel fiihrt also hier, anders wie bei der Keplerellipse,
zu einer Integration iiber die Héilfte der Bahn. DaB diese
Regel auch jetzt zutrifft, folgt (mit Benutzung einer freund-
lichen brieflichen Bemerkung von Hrn. Planck) daraus, daB
sich in der zweiten Hilfte der Bahn der Bewegungszustand
in Hinsicht auf die r-Koordinate wiederholt, daB also die halbe
Bahn bereits den ganzen Phasenbereich derr-Koordinate darstellt.

Nun folgt durch leichte Umformung

+ 7
sin®ydy 1 1 dy 27 2n¢ {l 'ﬁ}
fl +7ncosy 7)) Trneosy T =7 V=2

-t

Nach der Bedeutung von 7 ist aber
— 2ab —— (@—b)2
Vl“"?2=ag—+b—27 1—1/1'—"7227;2‘:7)3-
Setzt man alles dies in die radiale Quantenbedingung ein,
g0 ergibt sich

24) fp, dr=Zmwla—10E=nh.

&

Die Gleichungen (23) und (24) stimmen vollstindig tber-
ein mit Gleichung (65) von Planck in der soeben in Anm. 2)
zitierten Arbeit. Dadurch wird der Eindruck befestigt, daB
unsere speziell und bestimmt formulierte Quantenvorschrift die
allgemeine Auflosung des von Planck gestellten Problemes ent-
hdlt. Zu fordern bliebe nur noch (vgl. § 1) eine Erginzung
unserer Vorschrift in bezug auf die Wahl der Koordinaten.

In der Sprache der mehrdimensionalen Geometrie 1Bt
sich das Verhdltnis unseres und des Planckschen Stand-

3*
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punktes fiir ein System von f Freiheitsgraden so bezeichnen:
Planck teilt den 2f-dimensionalen Phasenraum in Zellen vom
Rauminhalte k' (vgl. Gl (a) in § 1) und bestimmt die
Gestalt der Zellen fur jedes System durch besondere Betrach-
tungen. Wir behaupten, daBl die Zelle f-fach zylindrisch ist,
daB sie nimlich, auf jede der (geeignet gewihlten) Koor-
dinatenebenen (g, p) projiziert, den Flicheninhalt h ergibt
(vgl. GL. (b) in § 1); man kann die Zelle konstruieren, in-
dem man iuber jedem dieser Flicheninhalte # als Basis je
einen geraden Zylinder errichtet und diese f Zylinder zum
Schnitt bringt.

§ 9. BErgénzung betreffend die Mitbewegung des Kernes.

Der in (III), § 4, benutzte Wert fir die Rydbergsche
Konstante N ist bekanntlich nur insoweit richtig, als wir die
Elektronenmasse gegen die Masse des Kernes vernachlissigen
konnen. Bei Beruicksichtigung der Endlichkeit der Kernmasse
tritt an Stelle von m die unten zu definierende, aus Elektronen-
masse und Kernmasse resultierende Masse u. Wir benutzen
diese inzwischen experimentell gesicherte Tatsache, um unseren
Quantenansatz (I) auf endliche Kernmasse zu erweitern.

Zu dem Ende setzen wir zunichst die Formeln fur die
Bewegung von Elektron und Kern um ihren gemeinsamen
Schwerpunkt her. Sind XY R® bzw. zyr¢ rechtwinklige
und Polarkoordinaten fiir Kern und Elektron mit dem Schwer-
punkt als Anfangspunkt, so hat man zuniichst als Flichensatz:

(25) p=mrip+MRD.

Bezeichnet man den jeweiligen Abstand von Kern und
Elektron mit g

o=R+r
und beachtet, dafl nach dem Schwerpunktsatz ist
(26) MR=mr, @®=¢ +x,
so ergibt sich
@) R= g0 =0 also p=po’
mit der Abkiirzung p fiir die ,,resultierende Masse*

M 1 1 1
(28) B=nra W= wmta
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Die Bewegungsgleichungen lauten:
d 1 & 1 e

- e? d 3 .
W‘\_—EFCOS@’WFY—_Mgz sin @,
(29) d 1 ¢ d 1 e
’ — == ——C0Sp, — J = — —— sin .
dt m ¢* ’odt m ¢

Bildet man die Differenz der untereinander stehenden
Gleichungen und schreibt &, % fir 2 —X, y—Y, so erhilt
man, wie bekannt, wieder die fritheren Gleichungen (2) mit
Enue statt xymr. s folgt also bei gleicher Rechnung
wie in § 8 die Bahngleichung (5) und bei entsprechend zu
erginzender Definition von T die Energiegleichung (7) in
Abhingigkeit von der Exzentrizitit ¢ der Relativbewegung,
mit dem einzigen Unterschied, daf tberall, insbesondere in
dem Werte von N, u an die Stelle von m tritt.

Es fragt sich nun, wie in diesem Falle — bei Vorhanden-
sein zweier azimutaler Koordinaten ¢, @ und zweler radialer
Koordinaten r, B — der Quantenansatz zu erweitern ist. Die
Erweiterung mufl so vorgenommen werden, daf schlieflich
wieder der Energieausdruck (III) und die Balmersche For-
mel (IV) zum Vorschein kommt, mit dem einzigen Unterschiede,
daf in dem Wert der Rydbergschen Konstanten p an Stelle
von m tritf. Wir behaupten, daf diesem Gesichtspunkt der
folgende Quantenansatz entspricht, der auch an sich der ein-
fachste und nichstliegende ist:

fp¢d¢+ fP¢d@=nh,
fprdr—i-fPRdR:n’h,

dafi sich also die Phasenintegrale fiir das Elektron und den
Kern additiv verhalten.

Die Bedeutung der hier eingefithrten Bezeichnungen p, P
ist ersichtlich die folgende:

(30)

(o3}
Q

T

7’99:_5‘7;,':"‘7'2‘;’7 Pr= 87‘=m7"
Po=2L _wmpép, P, =2L _Mi.
oo oR

Nach Gleichung (25) ist aber p, +- Pg = p = const., nach
Gleichung (26) iberdies d D = d p. Darauthin wird die erste Zeile
von (80) identisch mit 27 p = n h oder mit Rucksicht auf (27)

(31 2npo’@ =nh.
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Andererseits formen wir die zweite Zeile von (30) durch
die Schwerpunktsbeziehungen (27) um. Wir erhalten

{fprdr": mf’i’d?' = %Iéd(),
(32) {fPRdliszj{dR— (Jé‘l’”)2fgdg,
{fprdr—l—fPRdR=yf()dg=n’lz.

Diese Gleichung entspricht genau dem Ansatz (9) des §4,
mit dem einzigen Unterschiede, daB x4 und p an die Stelle
von m und r getreten sind. In demselben Sinne entspricht
Gleichung (81) der Quantenbedingung fir die frithere einzige
azimutale Koordinate ¢. Die weitere Ausrechnung lauft daher
genau so wie friher und liefert als Resultat, wie verlangt,
die Gleichungen (III) und (IV) fir die Energie und die Serien-
formel, bei abgeindertem N.

Der Ansatz (80) liBt sich auch von folgendem Stand-
punkte aus begriinden. Man wihle von den beiden Koordi-
naten 7, R die eine, z. B. 7, aus aly diejenige, durch die
wir die Dynamik unseres Systems beschreiben wollen. Dann
hat man die andere durch die Schwerpunktsgleichungm r = M B
auf jene zurtickzufithren, insbesondere in dem Ausdruck der
lebendigen Kraft

[/ —ia (7.2+7.2 )—i——(]\’2—|— de')z)
=T<1+—ﬂ)(7‘2+7’2¢2).

Zu der einmal bevorzugten Koordinate r gehort als Impuls-
koordinate des Systems, unter T den soeben umgeformten
Augdruck verstanden:

hom L w1+ 1)
Als Phasemntegml des Systems haben wir jetzt anzu-

sprechen:
= —_ m .,
fprdr = m(l -+ —M)frdr.

DaBl dieses Integral mit (32) identisch ist, folgt auns der
Beziehung (27)
M
=S Mim &
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der zufolge wir erhalten

_ m M2 . .
fprd7 =m (1 + Y)mf?d(’ =Mf£'d9'
Die entsprechende Rechnung unter Bevorzugung von R
als radialer Systemkoordinate liefert

T = %(1 + %)(léh{- R2 ), PR=M(1 + %)R,

[PrdR=u [¢do.
Derselbe Standpunkt (Elimination einer der beiden Ko-
ordinaten, Bevorzugung der anderen) ldBt sich auch bei den

azimutalen Koordinaten einnehmen und fithrt hier entsprechend
auf Gleichung (31).

§ 10. Uber die Wahl der Koordinaten.
Beziehungen zur allgemeinen Mechanik. Vergleich mit der
Schwarzschildschen und Epsteinschen Theorie.

Unsere Quantenforderung (I) leidet an dem o6fter betonten
Mangel, daB sie keine allgemeine Vorschrift fiir die Wahl der
darin zu benutzenden Koordinaten g enthalt. Natiirlich sind
diese Koordinaten nicht willkiirlich wahlbar, sondern miissen
durch die Natur des mechanischen Problems bestimmt sein.
In dem fiir uns wichtigsten Falle des Keplerschen Problems
in der Ebene der ¢, r ist dies der ¥all. Zunéchst ist ¢ als
zyklische Koordinate ausgezeichnet. (Zyklisch heiBt eine Ko-
ordinate, wenn sie weder in dem Ausdruck der kinetischen
noch der potentiellen Energie explizite vorkommt, wenn also
die kinetische Energie nur von dem zeitlichen Differential-
quotienten der Koordinate abhéngt.) Daraus, daB die Koor-
dinate ¢ eine wirkliche meehanische Bedeutung hat, folgt,
daB eine solche auch ihrem Phasenintegral zukommt. Letzteres
war 2zp, also in der Tat durch die Natur des Problems be-
stimmt. Sodann ist die r-Koordinate ihrer Richtung nach als
die zu ¢ orthogonale Koordinate gegeben. ‘Willkiirlich aber
bleibt die MaBbestimmung in der r-Richtung (statt ¢ konnte
man z. B. log r usw. wahlen).

Wir zeigen nun durch direkte Ausrechnung des Phasen-
integrals, daB dieses von der Wahl der MaBbestimmung un-
abhéngig ist. Sei s ein von r verschiedenes MaB fiir den
Abstand des Elektrong vom Kern :

s=[(r),
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also

Mithin folgt

ar 8T
fpﬂh':f;q__— dr = —a——s_—ds=fp8ds,

wie behauptet.

DaBl die Koordinatenwahl andererseits nicht gleichgiiltig
ist, zeigt sich bei der Keplerbewegung unter Benutzung recht-
winkliger Koordinaten zy. Diese sind nicht zyklisch, weil
die potentielle Energie (2% %%~ von ihnen abhéngt (in
Hinsicht auf die kinetische Energie sind auch sie zyklisch).
Hier wire die Forderung

fpwdx = fm:édx = fm.i'zdt= n b
fpydg/ = fmg]dy =fmg]2dt=n2h
verschieden von unserer fritheren Forderung

qup do =nh, fprd7'=n’k

und sinnlos, weil von der besonderen Lage des Koordinaten-
systems der zy abhingig.

Eine allgemeinere, sehr beachtenswerte Regel fir die
Koordinatenwahl gibt Epstein in seiner mehrfach zitierten
Arbeit iiber den Starkeffekt. Ist bei einem beliebigen Pro-
blem von f Freiheitsgraden H die in den Hamiltonschen
Gleichungen vorkommende Summe von kinetischer und poten-
tieller Energie, als Funktion der 2f Variablen ¢ und p auf-
gefallt, W die Energiekonstante, so erhilt man bekanntlich
die Jacobische partielle Differentialgleichung der Mechanik,
indem man in H die p; durch die Ableitungen 9S5/8¢g, der
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unbekannten Wirkungsfunktion (Prinzipalfunktion) ersetzt, in

der Form: 85
Hltor 5qr) =
(Epstein schreibt A4 statt W und W statt S). Man be-
merke hier zundchst, daB die Wirkungsfunktion S nieht nur
dem Namen, sondern auch der BSache nach enge zusammen-
hidngt mit unseren Phasenintegralen und daher mittelbar mit
dem Wirkungsquantum. Wegen
a8

Pi="gq

f
S=Zl;fpidg‘..

Die Jacobische Wirkungsfunktion ist also die Summe unserer
Phasenintegrale, genommen diber alle Freiheitsgrade des Systems,
falls wir dieselben als unbestimmie Integrale, mit variabler oberer
Grenze, ausgefiihrt denken. Dieser formale Zusammenhang
zeigt bereits, daf die Begriffe und Methoden der allgemeinen
Hamilton-Jacobischen Mechanik far unsere Quantenpro-
bleme mit Vorteil herangezogen werden konnen.
' Es sei nun moglich, bei geeigneter Wahl der ¢, die Jacobi-
sche partielle Differentialgleichung durch ,,Separation der
Variabeln** zu integrieren, d. h. durch den Ansatz

wo also jede der Teilfunktionen S; nur von je einer Koordinate ¢,
und tberdies von f Integrationskonstanten a, abhingt. Solche
Koordinaten q; sieht Epstein als die dem Quantenansatz zu
unterwerfenden an. Der Quantenansatz selbst lautet dann
nach (I):

(34) fl’,"’]. fa_“ dq, —fi‘?i dg,=[8]=mnh.

Dabei bedeutet [S;] ersichtlich den Periodizititsmodul der
Wirkungsfunktion S oder der Teilfunktion S, fir die Ko-
ordinate g;, d. h. den Zuwachs, den S, erfihrt, wenn ¢, den
zur Darstellung aller Bewegungsphasen erforderlichen Bereich
(vgl. § 1) durchlduft. Die guantenmiBig ausgezeichneten Be-
wegungen sind also solche, fiir welche die Periodizititsmoduln

wird nimlich
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der Wirkungsfunktion ganze positive Vielfache des Wirkungs-
quantums £ sind. Die Gesamtheit der ausgezeichneten Be-
wegungen wird daher tbersichtlich dargestellt durch die Punkte
eines (bei f Freiheitsgraden f-dimensionalen) Gitters mit der
fiir jede Koordinatenrichtung gleichen Gitterkonstanten h.

Beim Starkeffekt (Bewegung des Elektrons unter dem
gleichzeitigen EinfluB des Wasserstoffkernes und eines homo-
genen elektrischen Feldes) liefert die obige Regel aufler dem
Azimut ¢ um die Feldrichtung als bevorzugte Koordinaten
die sog. parabolischen, d. h. die Parameter derjenigen kon-
fokalen Parabelschaar, die durch den Kern und das unend-
lich ferne Zentrum des homogenen elektrischen Feldes defi-
niert werden. Diese letzteren schwanken bei der Bewegung
zwischen festen Grenzen, wihrend die Integrationsgrenzen
fir @ durch die festen Zahlen 0 und 2n gegeben sind. Es ist
angesichts der Epsteinschen Frgebnisse unverkennbar, dafl
diese Koordinaten und die zugehorigen Quantenbedingungen
die fiir den Starkeffekt richtigen sind. Kbenso bestitigt sich
die Regel bei der Keplerschen Ellipse (auch der relativistischen),
indem hier unsere Polarkoordinaten die Integration durch
Separation der Variablen erméglichen.

Dabel scheint es, als ob die Forderung (88) nicht nur
formal erwiinscht, sondern auch sachlich begriindet ist. Nehmen
wir ndmlich an, wir hitten Koordinaten ¢, benutzt, fiir die
sich S nicht in X8;(q,) zerlegen laBt, so wirde in der nun-
mehrigen Gleichung (34)

(34a) 95 g =n

5e hy, i=1,2..f

die linke Seite nicht wie vorher eine durch die Integrations-
grenzen von ¢; bestimmte Konstante, sondern eine Funktion
der g, (3 = 1) sein. Man mifte diese g, erst daraus eliminieren
mit Hilfe der weiteren Integrale des Problems, nach Jacobi
gegeben durch

0S
(35) vaa—=‘8", x=1,2,...f.

um Gleichung (84a) als Gleichung fir die Bestimmung der
Integrationskonstanten auffassen zu koénnen. Infolgedessen
geben die Gleichungen (34a) f Gleichungen zwischen 2 f Kon-
stanten, namlich den f Konstanten £, aus (35) und den bei
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der Integration der Jacobischen Differentialgleichung auf-
tretenden, in S enthaltenen f Konstanten a,. Dagegen stellen,
wenn Separation der Variablen moglich ist, die Gleichungen (34)
f Gleichungen fiur die f Konstanten a, allein dar, da sich die
Periodizitatsmoduln [S;]lediglich aus der Bauart der Funktionen
S,, d. h. aus den in die S, eingehenden Konstanten a, berechnen.
Da unter diesen Konstanten auch die Energie W enthalten ist,
bzw. da W durch diese Konstanten ausgedriickt werden kann,
so erhalten wir das wichtige Resultat: Die Energie W wird durch
die Quantenbedingungen (34) diskontinuierlich, - ganzzahlig fesi-
gelegt, in allen Fdllen, wo sich Koordinaten finden lassen, nach
denen die J acobische Differentialgleichung separiert werden kann.

Damit wire die allgemeine Forderung erfillt, die wir
(vgl. die Einleitung) aus der Schédrfe der Spektrallinien ge-
zogen haben, und die uns zu der Anschauung fiihrte, daf
die stationdren Atombahnen im Phasenraum ein Netzwerk
bilden. Von den in diese Atombahnen eingehenden 2f Kon-
stanten ist alsdann die eine Gruppe, die der «,, gequantelt,
d. h. ebenso wie die Energie an ganzzahlige Werte gebunden;
die andere Grupype, die der f,, bleibt kontinuierlich verénder-
lich. Bei der Keplerbewegung gehért zu der ersten Gruppe
die Flachenkonstante p und die Kxzentrizitit ¢ sowie die
ang beiden zu berechnende Energie W, zu der zweiten Gruppe
die Lage des Perihels in der Bahnebene und die Zeitkonstante ¢,
die die augenblickliche Lage des Elektrons auf der Ellipse
bestimmt. (Bel der rdumlichen Keplerbewegung, § 7, tritt
zu der ersten Gruppe hinzu die Neigung der Bahnebene gegen
die Aquatorebene, zu der zweiten Gruppe die Lage des Knotens
in der Aquatorebene.) Wenn dagegen Separation der Varia-
beln unmoglich ist, hort eine solehe Scheidung der Integrations-
konstanten in zwei Gruppen auf: alle Integrationskonstanten,
ingbesondere die Energie W, hingen noch von kontinuierlich
verinderlichen Parametern ab; die Spektrallinien werden nach
der Bohrgchen Frequenzbedingung verwaschen — es sel
denn, daBl man die Quantenbedingungen (34a) durch f weitere
ganzzahlige Forderungen ergéinzen kann, wolir wir aber zur-
zeit keine Anhaltspunkte haben. Fiir die Schérfe der Spekiral-
linten bildet hiernach die Separation der Variabeln eine hin-
reichende Bedingung; ob sie auch eine notwendige Bedingung
darstellt, it sich vorderhand kaum entscheiden.
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Wir haben die aussichtsreiche Verkniipfung der Quanten-
theorie mit den Methoden der allgemeinen Mechnik bisher
an die Epsteinsche Darstellung angeschlossen. Wir hitten
mit demselben Recht durchweg die Darstellung von Schwarz-
schild heranziehen kénnen. In der Tat hat Schwarzschild
in der in der Einleitung zitierten Arbeit ,zur Quantenhypo-
these* ganz dieselben Gedanken entwickelt wie Epstein, teil-
weise iiber ihn hinansgehend (in der Anwendung auf Banden-
spektren und in der grundsdtzlichen Einfithrung der eleganten
,» Winkelkoordinaten®, die bei Epstein nur als rechnerisches
Beiwerk vorkommen), teilweise von ithm etwas abweichend (in
der Betonung der ,,ausgearteten Probleme®). Schwarzschild
beschrinkt seine Formulierung des Quantenansatzes auf | be-
dingt periodische Bewegungen‘‘, welche nach ihrer Definition
bei Charlier mit den durch Separation der Variabeln zu
behandelnden Problemen im wesentlichen zusammenfallen. Ge-
wisse mehr nebensdchliche Unterschiede bei der Behandlung
des Starkeffektes bespricht Epstein in einem Nachtrag zu seiner
Arbeit. Wenn man noch mit den Schwarzschildschen Ge-
danken unsere Quantenungleichungen in § 6 verknipft, durfte
auch die Schwarzschildsche Methode eine allgemeine und
sichere Grundlage fiir die zukiinftige Anwendung der Quanten-
theorie auf verwickeltere Félle liefern.

II. Die Feinstruktur der Wasserstoff- und der wasserstoff-
dhnlichen Linien.

Die experimentellen Belege fiir die im ersten Teil ent-
wickelten neuartigen Vorstellungen iiber quantenhaft aus-
gezeichnete Elektronenbahnen werden in diesem zweiten Teile
gewonnen gerade aus den unscheinbarsten Krgebnissen der
Spektroskopie, aus dem Auftreten feiner Dubletts und Tri-
pletts, welche nur den Apparaten mit stirkstem Auflésungs-
vermogen zuginglich sind. Die Feinstruktur der Spektral-
linten gibt durch Komponentenzahl und Komponentenabstand
unmittelbare Kunde davon, daB die in den ¥igg. 8 oder 4 des
ersten Teiles aufgezeichneten Bahnen von 2, 8, 4, ... Ellipsen
resp. Kreisen reale Existenz haben, daB also die Dynamik der
stationdren Bewegungen im Atominnern von dem Quanten-
begriff in der Formulierung unserer Phasenintegrale beherrscht



Zur Quantentheorie der Spekirallinten. 45

wird. Damit eroffnet sich. uns ein Einblick in die Einzel-
heiten der Vorginge nicht nur beim Wasserstoff und bei
wasserstoffihnlichen Atomen, sondern bei entsprechendem
Augban auch in die Atomielder der anderen Elemente unter
Verwertung des in den spektroskopischen Daten aufgehiuften
riesigen Materials.

§ 1. Die Keplersche Ellipse in der Relativitdtstheorie.

Auf die Bedeutung der Relativitidtstheorie fiir den Ausbau
seines Atommodelles hat bereits Bohr verschiedentlich hinge-
wiesen. Auch schlidgt er bereits vor, die Wasserstoffdubletts?)
aufzufassen als einen relativistischen Effekt von der Ordnung
(v/e)2. Indem wir diesen Vorschlag aufnehmen, &ndern wir
rugleich den Standpunkt prinzipiell ab: Nach den quanten-
theoretischen Gesichtspunkten des ersten Teiles kann es sich
nicht, wie bei Bohr, um Ellipsen von kleiner oder verschwin-
dender Exzentrizitit handeln, sondern muBl das Dublett semnen
Grund haben in den endlich verschiedenen, diskreten Fxzen-
trizititen unserer ,,gequantelten* Ellipsen.

Alg Vorbereitung leiten wir die relativisiische Bahn des
Elektrons um den Wasserstoffkern ab. Das Ergebnis ist nicht
verschieden von dem z. B. in der Dissertation von Wacker?)
behandelten Planetenproblem. Doch kénnen wir die Rechnung
nach der in (I, §8) benutzten Methode sehr vereinfachen.
Wegen spiterer Verallgemeinerungen sei die Ladung des Wasser-
stoftkerns mit E bezeichnet, die des Flektrons ist —e. Der
Kern wird als ruhend angenommen. Dann wirkt derselbe auch
nach der Relativititstheorie auf das Elektron genau mit der

Coulombschen Kraft — ?;‘:'1 in der Verbindungslinie. Man iiber-

zeugt sich ndmlich leicht, dal die relativistischen Zusatzglieder?)
(,,Geschwindigkeits-** und ,,Beschleunigungsterm®) bei ruhen-
dem Kern verschwinden. Die Bahn ist eben und es gilt der
Flachensatz in der Form

Vieg

1) N. Bohr, Phil. Mag. Februar 1915.

2) Uber Gravitation und Elektromagnetismus, Tibingen 1909. Vgl
auch F. v. Wisniewski, Ann. d. Phys. 40, p. 378 u. 668. 1913.

3) Vgl. z. B. A, Sommerfeld, Zur Relativitatstheorie IT, Gl. (37),
Ann. d. Phys. 83. p. 681. 1910.

(1 mripg=p m=—1r__ B=2I,
c
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Benutzt man . neben den Polarkoordinaten 7, ¢ recht-
winklige Koordinaten z, ¥ mit dem Anfangspunkte im Kern
=71 cos@, Y=7rsing,
so lauten die Bewegungsgleichungen
el

72

d . eE .
COS @, ymyj=——5—singp.

d .
(2) TFmE=—
Mit Riicksicht auf den Flichensatz schreiben wir wie in (I, § 3)

p P 4 _ p 4
me =iz dt me do'
p d(reosg) _
r? deo -

=-—p(0‘ sin(p-}-(i—(;cos (p),

dr

1. 1
]7(—-75111(,0—{——1_—2 dg cos ’P)

maz =

. dao .
my = —l—p(rr coscp——msmrp)
mit der fritheren Abkiirzung ¢ = 1/r. Also gilt auch jetzt

d ma = 4 G sin ¢ +§—5003r
dt B mrt de\ Ty P
Pt d*o .
=‘W(“+ d—(p*) s,
d . % e\ .
2 Y= T (0'—-}— dq)"—) sin .

Die Bewegungsgleichungen (2) gehen daher unter Fort-
hebung des Faktors

08 @ . sing
e bzw. —-
itber in die eine Gleichung

2 Nl
(3) d®o + o= eL(m, — cE.m0 1 _.
dg? P* V-
Die rechte Seite ist variabel wegen 5. Um sie umzu-
formen, benutzen wir die Zeitkomponente der Bewegungs-

gleichungen, welche in bekannter Weise den Energiesatz liefert

; 9 1 el -
(4) : ﬂlOC (—T_—ﬁT'—l>— , = ”/,
W ist die Konstante der Gesamtenergie. Also wird
1 w e E
5 —_—— == 1 —
©) Vi—g +moc?+moc?“—

und Gl. (8) geht iber in
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d® o e B \2 e Em, w
re o5 - (e
Die Integration gibt
6= Acosyg + Bsinygp +C
mit den Abkiirzungen
2 _ 1_ [eE)? __eEm, w )
(6) r=1-(5), -1+ ).
Die Bahn ist also eine Ellipse mit Perihelbewegung. Das
Perihel schreitet wihrend eines Umlaufs um den Winkel
27 .
— =27
4
im Sinne des Umlaunfs vor. A4 und B sind die Integrations-
konstanten. Nehmen wir ¢ = 0 als Anfangsperihel, so wird
ebenso wie (I, §3, GL (4a))

B=0, 4=¢C,

also

) ' - =0=C(l+scosy ).

Nehmen wir andererseits g = 0 als anféngliches Aphel
an, so folgt :

(7a) o= C(l—¢ecosyp).

Ob die Perihelbewegung klein oder groB und daher die duBere
Ahnlichkeit unserer Bahn mit einer Ellipse vollstéindig oder un-
vollstindig ist, hingt davon ab, ob y von 1 weniger oder mehr
abweicht. I'ihren wir die Abkirzung ein

‘ B ) 02
8) po"“‘”%‘: 7“=1_!I),T»:

so ist p, ein fir unser Problem fundamentaler Grenzwert des
Impulsmomentes p; die fragliche Unterscheidung hingt dann
einfach ab von dem Verhéltnis py: p. Der normale Fall ellipsen-

dhnlicher Bahn und langsamer Perihelbewegung liegt vor, wenn

(8a) P> Do-
Dagegen werden wir in § 8 sehen, dal im Falle
(8b) Lim p = p,

die Bahn unter Umstinden spiralig werden kann und jede
Ahnlichkeit mit einer Ellipse verliert.
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§ 2. Die BEnergie der relativistischen Keplerellipse.

Wegen der zeitlichen Unverinderlichkeit von W geniigt
es, eine beliebige Stelle der Bahn zu betrachten. Wir wihlen
als bequemste dag Perihel und verstehen daher zunichst unter
den Zeichen ¢, v, § diejenigen besonderen Werte, welche diese
GroBen fur ¢ = 0 annehmen. Wir haben dann

c=C(l+¢, v=r¢p, f="F.

(4

‘Der Flichensatz (1) gibt daher far ¢ =0

8 po eE(l + 8 w
A —_— =t = 1
( ) Vl—{ﬂ my e yipe ( +mocﬂ)
und der Energiesatz (5)
1 =1+ 114 eiEmo_
(B) I Vi- g my e my, ot
=1 el 31 ] 1 w .
| T+ () ) (1, )

Dureh Elimination von § aus (A) und (B) ergibt sich der
gesuchte Wert von W. Die Elimination erfolgt nach dem
Schema .

(B — (4)* =1
und liefert mit Ricksicht auf Gl (8)

(e (gt —u e G2 =0

Hiernach wird

1% D2 ot —p? g2} — e
1+ ={1+2(1+e)p—£;-;+(1+e)“’—’;”—}

gy ¢ (p* - p,*F

oder nach gehorigen Kiirzungen

W (1- 52)1702)_’/’ l/ P = pt
1 =[14- = .

) Ty e ( + P’ =’ P’ & p’

Naturlich geht dieser Ausdruck bei Entwickelung nach
negativen Potenzen von ¢ fir ¢= oo in den ohne Berick-
sichtigung der Relativitét gefundenen Energieausdruck (I, G (7))
iber. :

Wir benutzen den Ausdruck (9) zundchst, um die Dar-
stellung der Bahnkurve im vorigen Paragraphen etwas zu ver-
einfachen. Statt (6) ergibt sich dann
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mye B
V(e = ph) (P* — & pod)

C=
und statt (7) resp. (7a)

mye B . rRINCE
(10) o= 14 (pg—pf;(pz— &' py%) [lie cos (‘/p;pzpo q:ﬂ '

g€ 8. Das universelle Moment p, und die S8piralbahnen
in der Nihe von p = p,.

Fir p=p, und ¢+ 1 wird nach Gl (10) ¢ = o0, also
r = 0. Die Bahnkurve verlduft also in allen diesen Féllen
in upmittelbarer Nihe des Kerns. Die unendlich starke An-
ziehung des Kerns muB dann durch unendlich grofie Trig-
heitskrifte des Elektrons ins Gleichgewicht gesetzt werden.
Da die Geschwindigkeit relativistisch nicht unendlich werden
kann, muf es also die Masse des Elektrons werden. In der
Tat geben die Gl (9), (A) und (B) des vorigen Paragraphen
im Limes p = pg:

w P’ —p’
M ae= l/p o i

g _ 1 1+6 M
VicE " Vi el T e
Die Geschwindigkeit wird also bei diesen Bahnen gleich der
Lichtgeschwindigkeit ¢ und die Masse gleich unendlich. Inso-
fern bildet das Moment p, eine natiirliche untere Grenze des
Impulses p. Die Bahnen werden unter diesen Umsténden
siamtlich ,,Nullbahnen‘.

Anders, wenn gleichzeitig p = p, und ¢ =1 wird. Dann
hangt die GroBe und Gestalt der Bahnen davon ab, in welchem
Verhiltnis sich p und e den Grenzwerten p, und 1 nihern.
Wir setzen, unter 4 und % kleine GroBen verstanden:

p?— poz = 62?02’
e2=1—72,
und entwickeln Gl. (10) nach Potenzen von & und % unter
Vernachlissigung hoherer Potenzen als 62 und 72 Indem wir

das untere Vorzeichen bevorzugen, also ¢ vom Aphel aus
zshlen, erhalten wir

11 O'=mer(—l—:- ———'6“__— 2) .
(h 2p® \3VE+ +W+'7“(P

Annalen der Physik, IV. Folge. 51. 4
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Ist 9 > 9, so haben wir den vorigen Fall: fir alle Werte von
@ ergibt sich o= oo, also eine , Nullbahn*. Ist < 4, so
konnen wir statt (11) schreiben

=0l
(11a) o ="
wir haben eine aus dem Unendlichen kommende Spirale: far
¢ = 0 wird ¢ = 0, also r = oo, fiir wachsende ¢ wird ¢ = oo,
also r =0, die Spirale umschlingt in unendlich vielen Win-
dungen den Kern, fiir positive ¢ im einen Sinne, fiir negative
o im anderen. Im allgemeinen Falle,
wenn das Verhiltnis 5:0 endlich ist,
haben wir nach (11) fir ¢ =0 ein
endliches oy;,, welches einem end-
lichen 7,,, entspricht, und fur
@ = oo ein unendliches gy,;, Welches
einem verschwindenden 7y, entspricht.
Auch im allgemeinen Falle ist daher
die Bahn eine Spirale, die den Kern
beiderseits unendlich oft umsehlingt,
aber sich stets in endlicher Entfernung
vom Kernehélt. Wir konnen sagen: auf
jeder solchen Bahn fillt das Elektron
aus endlicher (oder im besonderen
aus unendlicher) Entfernung in den
Kern hinein, wobei es sich diesem
asymptotisch ndhert, unmi denselben
schlieBlich mit Lichtgeschwindigkeit
in unendlich kleinem Abstande zu umkreisen. In Fig. 1 ist
einerseits die aus dem Unendlichen kommende Spirale ge-
zeichnet (5 < d), andererseits eine endliche Spirale (etwa 5 = 9).
Wird % > 8, so zieht sich dieselbe als Nullbahn auf den Kern
zusammen. Von den beiden moglichen Umlaufsrichtungen
der Spirale ist die eine ausgezogen, die andere punktiert und
der Deutlichkeit wegen nur bis in die Nihe des Kernes ange-
deutet. Hierbei ist indessen ein Umstand wesentlich zu be-
achten. Mit zunehmender Geschwindigkeit des FElektrons
wichst seine Masse und bleibt daher nicht mehr klein gegen
die Masse des Kerns. Die Annahme eines ruhenden Kerns,
die nur niherungsweise durch- die iiberwiegende Masse desselben

PFig. 1.
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zu rechtfertigen ist, wird daher unberechtigt. Die vorangehen-
den Formeln sind daher quantitativ unzuverlissig.

Ich habe geglaubt, die Mannigfaltigkeit der Linien im
Viellinienspektrum des Wasserstoffs mit der mannigfaltigen
Form der Bahnen in dem hier besprochenen Grenzfalle in
Verbindung bringen zu sollen. Dieser Gedanke scheiterte
bisher an der Unmdglichkeit, solche Bahnen mit den Quanten-
bedingungen in Kinklang zu bringen.” s ist nicht ausge-
schlogsen, dafl dieses gelingen wird, wenn man die im vor-
liegenden Falle unberechtigte Annahme des ruhenden Kernes
fallen 1aBt.

Wir wollen uns noch ein Urteil bilden iber die GroBe des
Grenzmomentes p, im Falle des Wasserstoffatomes (E = e).
Zu dem Zwecke vergleichen wir p, mit dem quantenhait aus-
gezeichneten Momente des néichsten Paragraphen:

h . nh
(12) Py =5 oder allgemeiner p = 5
Fir das Verhaltnis py: p, das wir a nennen wollen, ergibt sich
(12a) a=§9=2~}’:{f=‘mnd 7.10-%,
1

Wir sehen also, daB das relativistische Grenzmoment p, im
Verhiiltnis zu den Quantenmomenten p, recht klein ausfallt.
Es schlieBt sich also gewissermaBen enge an dasjenige Grenz-
moment p, = 0 an, das man ohne Ricksicht auf die Rela-
tivititstheorie aus der Formel p, = nh/2s: entnehmen wiirde.

Im allgemeinen Falle (E = einem Vielfachen von e) hat
man nach der Bedeutung von p, in Gl. (8) statt (12a)

(121) P gE P P E
pl e p‘" n pl n e

Die Grofe der Verhéltniszahl «, die in allen folgenden
Formeln eine wichtige Rolle spielen wird, hat auch ein ge-
wisses literarisches Interesse, Einsteinl) bemerkte gelegent-
lich, daB die GréBe e?/c dieselbe Dimension und GréBenordnung
wie k habe und dachte daran, h auf diese GroBe zuriickzufithren.
Die Schwierigkeit lag in dem groflen Zahlenfaktor. Spéter

glaubte Jeans?) eine genaue Darstellung des Zahlenfaktors

1) A. Einstein, Physik. Zeitschr. 10. p. 192. 1911.
2) J. H. Jeans, British Association in Birmingham 1913; Physik.
Zeitschr. 14, p. 1209. 1915,

4*
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in der Form
k. (4me?

2n e

geben zu konnen. Wir sehen jetzt, dafl dieser Zahlenfaktor
nidmlich unser obiges ¢, die Fundamentalgrofe fir die Be-
schreibung der Feinstruktur der Spektrallinien wird.

§ 4. Quantenansatz und Spektralformel.

Indem wir die Quantenbedingung fiir unsere Phasen-
integrale

1) Jrag={

und die Vorsehrift iiber die Integrationsgrenzen aus (I, §1)
ungedndert ilbernehmen, haben wir die Integration nach ¢
von O bis 27 zu fithren. Da die zu ¢ gehorige Impulskoordinate
p konstant ist, ergibt sich wie in Teil T als azimutale Quanten-
bedingung

nhfir ¢ =r

(14) 2np=mnh.
Bei der zweiten Gl. (13) ist unter p zu verstehen
.dr _ p dr _ do

de P de —-r d(p.

Hier ist m die variable Masse, also von 8 abhingig; in-
dem wir aber den Flachensatz (1) benutzt haben, hat sich die
Masse eliminiert und der Ausdruck fiir p, vereinfacht. Die
Integration ist vom Perihel 7., tber das Aphel r,,. bis
zuriick zum Perihel zu erstrecken. Fiihren wir als bequemere
Integrationsvariable wieder das Azimut ¢ ein, so reicht der
Integrationsbereich, wegen der Perihelbewegung, von ¢ =0
bis ¢ = 2zfy.

Unsere zweite Gleichung (13) kann daher mit Riicksicht
auf GL (7) so geschrieben werden

nh—-—pf———dr jﬁ_—&—_ +pj:
0

2x
- fep L S PR siny _
p,f(l+ecor@yqp)2 F=re yf(1+EGOBW)2dw.
0
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Indem wir hier y = y¢ als Integrationsvariable eingefithrt
haben, haben wir zugleich die Ausfithrung der Integration auf
(I, GL (9b,¢)) zuriickgefithrt. Setzen wir den dortigen Wert
fir unser Integral und zugleich den Wert (8) fiir y ein, so er-
gibt sich als radiale Quantenbedingung:

1 5 ({ 1
15) 2 —— -1 =2 2mp? e — 1) = 2" k.
(15) 2apy (s — 1) = 20V =p} (g = 1) =

Aus (14) und (15) folgt, mit Benutzung der Verhiltniszahl

a in Gleichung (12b):

R AR A ]

(16) 1— Ups®

et (mk +vr—7>7)2 reny/i-E 2]

Setzt man den letzteren Wert in den Energieausdruck (9) ein
(man benutzt bequemerweise die erste der dort angegebenen
Formen), so erhilt man
E\? =l
i

w e

{1t wE |

| ey BT
Schreibt man diese Formel einmal fiir die Quantenzahlen n, n’
und die Energie W,, das andere Mal fiir die Quantenzahlen m,
m’ und die Energie W,, hin, so folgt nach der Bohrschen
Frequenzbedingung (1I) aus I, §8 als relativistischer Ausdruck
des Balmerschen Spekirums im westesten Sinne:

’"——”’! 1+ (E‘Z)?___ ; B
U ey-GRT
)
l”’*’"V“ m)] J

Fir das eigentliche Balmersche Wasserstoffspektrum (E = ¢)
kann man etwas kiirzer schreiben:

amn 1+

(18)

1

l12

(+=" (1 o)

(18a)
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Es 18t also nicht mehr die reine Quantensumme »’ + n,
die den Energieausdruck bestimmt, sondern es kommt wegen
der (von 1 wenig verschiedenen) Grofle a? auch auf die Einzel-
werte von »n’ und 7 an; freilich nur insoweit, als wir Korrek-
tionsglieder von der Ordnung a® beriicksichtigen. Das Ergeb-
nis ist folgendes:

Wihrend nach der gewishnlichen Mechanik die Energie
der m +n' verschiedenen Kreis- und Ellipsenbahnen, die zu
dem gleichen Werte von n -+ n' gehoren, genau dibereinstimmd,
fallt sie mit Riicksicht auf die verdnderliche Elektronenmasse
fiir diese m +n' verschiedenen  Bahnen jeweils ein wenig aus-
ernander. Die hieraus folgende ¥einstruktur des Balmerschen
und der verwandten Spektren werden wir in § 7 diskutieren.

Auf die vorstehende geschlossene Form der Spektral-
gleichung bin ich durch einen Feldpostbrief von W.Lenz
aufmerksam gemacht worden. In meiner urspriinglichen Dar-
stellung hatte ich die im néchsten Paragraph vorzunehmende
Potenzentwicklung nach a schon an einer etwas fritheren Stelle
eintreten lassen, wobei die Ubersichtlichkeit und Geschlossen-
heit der Spektralformel verloren ging.

§ 5. Potenzentwickelung der Energie.

Bei der Entwickelung von Gl (17) nach Potenzen der
kleinen GroBe a? werden wir uns zunidchst, was fir die Er-
tahrungen im sichtbaren Gebiete ausreicht, auf die Glieder
bis a* beschrinken. Als Vorbereitung auf Teil III werden
wir sodann die Entwickelung bis zu den Gliedern mit of er-
gianzen.

Setzen wir voriibergehend

A= +2nl/1— ((;1;:)2,
so folgt zunidchst aus (17)
R LR E 1o

‘mg ¢ ?_F 8 A* \'e
_ _mee® (ENPT1 8 o (E\*
et ()  m -t (5) ]
Nach der Bedeutung von a in Gl. (12a) ist
2 2 2 &
mq;z o 2nk72noe =Nh,
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wo N die Rydbergfrequenz bei ruhendem Kern oder, was
dasselbe ist, ihr Grenzwert fiir unendlich hohes Atomgewicht
1st; also

(192) W= —Nh (-f—)‘ {% -3 (@)2 + }

Hier ist einzutragen
1 [ S PAY -2
defren g (5 4]

2n e

0 =(n’+n) {1 -+ n_("_;n_) <£)2 + } , % = (n'+ n)_4,

womit

= G [ e 5]

Hiernach ist der Einflul der Relativitiat ein doppelter: Einer-
seits bewirkt sie eine genmerelle Erhéhung des Absolutwertes der
Energie von dem prozentrischen Betrage

1 a? E\®
(&1a) Tarwrle)
wir nennen diesen Teil die ,, Relatwitdtskorrektion der Emergie
fiir Kreisbahnen''. Andererseits erhoht sie die Energiekonstante W
der verschiedenen Ellipsen je nach der Grofe ihrer Exzentrizitdt
in verschiedener Weise, mimlich mit zunehmender Exzentrizitit
m zunehmendem Mafle; der prozentrische Betrag dieses Ein-
flusses ist

n a? E\?
21D) e )
wir nennen diesen Teil die ,,Aufspaltung der Energie’. TFir

die Kreisbahnen (n' = 0) fallt natirlich der zweite Teil fort;
der fiir diese iibrig bleibende erste Teil 18t sich leicht direkt
nach den Grundformeln der Relativitat fiir Masse und Energie
berechnen und ist in der Tat schon frither von Herrn Bohr
gefunden worden (vgl. die in § 1 zitierte Arbeit). Beide Ein-
flisse entspringen der gleichen Wurzel, ndmlich der Zunahme
der Masse bei der Annéherung an die Lichtgeschwindigkeit. Da
die Anndherung an die Lichtgeschwindigkeit Hand in Hand
geht mit der Annéherung des Flektrons an den Kern und da
die Ellipsen von gréBerer Exzentrizitit in ihren maBgebenden
perihelen Partien dem Kern immer niher riicken (vgl. etwa I,
Fig. 4 oder II, § 8, wo gezeigt wurde, daB in der unmittel-
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baren Nihe des Kerns die Lichtgeschwindigkeit selbst er-
reicht wird), so ist es verstéindlich, daB die ,,Aufspaltung der
Energie* mit n’ zunimmt, daB aber auch noch fiir n’ = 0 eine
Relativitdtskorrektion zuriickbleibt.
Wir haben jetzt die Entwickelung um zwei Glieder weiter-
zufiihren. Statt (19) und (19a) ergibt sich
w 1 o (E\? 8 of [E\* 5 of [ E\®
I+ = 1—“2“2?(7) +§E(7) —Te_F(e)
35 a8 (E\®
+ o5 78 (T) T
e (b5 5

A? 4 A%\ e 8 A4S
35 ab( E\S
__GTIF(7) +J
und statt (20)
1 o (EV2 o (E\* o (H\® -2
F=["+"—2_n(_) “?iﬁ('e—) “‘15”—5(7) —}
R, . a? E\? at(dn +n) (E
=(n'+ n) 2[1 -+ EYCEY ) (7) +h—*4n3(n+n)2 (7)
o8(8n* + bnn +n? [ E
R e el I
1 E\? a¥6n + ) ( E\*
g = L ot () na(n+n)2(7) +- ]
1 , 3 B\? 1 ,
kmw i s (], Bmeen
In den Ausdruck fir W eingesetzt:
Nh E\? E
e (“) [1+ 1 (n+n)? (7)
ot E n
- + 5 mrar o) (L6 () ( )

e () o a0 (2]

n
n\? »
+18¢ () o4 (5 +8 (7)Y
Die prozentische ,,Relativititskorrektion wird also jetzt
1 «? (E 2 [l 1 o? (E’ 2
(223) 4 (mn+n) e) 2 n+ nY e)

5 ot B\t
+W (n + n'y* (7)}’
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die prozentische ,,Aufspaltung«

n o E\? 1 ot Y
n (n+ WY (7) [1 Ty (7)
n n'\? 1 ot E\+
el el (5} g i ()
n’ 3 n’ 4
S+ G
Wie gesagt, kommt die groBere Genauigkeit der letzten Rech-
nungen nur bei den Rontgenspektren in Frage, wo die Klein-
heit des Waktors a? durch einen verhédltnismiBig groBen Wert
von (E/e)® aufgewogen wird.
Fir den Vergleich mit den Formeln meiner urspriinglichen
Arbeiten sei betont, daB die jetzt mit a® bezeichnete Zahl
frither 4 a genannt wurde. Ich habe némlich definiert

+5 7
l {5+16%’+23(%’)’+8

" n? et . 27 e?
| frither o = W jetzt o« ==
Wegen der einfachen Bedeutung des Verhéltnisses py:p, in
Gl. (12a) schien es mir naturgemiB, jetzt firr dieses Verhiltnis
die einfache Bezeichnung o zu benutzen. Die GroBe von o?

ergibt sich aus derselben Gleichung (12a) zu
(28) a?=rund 5.10-3.

§ 6. Priifung eines von Planck befiilrworteten Quantenansatzes
an der Erfahrung,
Priifung der Relativititskorrektion fiir Kreisbahnen.
Unsere azimutale Quantenbedingung (14) in § 4 ist eigent-
lich nicht konsequent. Geht man nidmlich auf ihrenUrsprung,
die Gleichung (I) in Teil I, § 1 zuriick

@ fpndg=uh,

so setzt dieselbe voraus, daB man in dem System von Bild-
kurven in der pg¢-Ebene eine Anfangskurve wiahlen kénne,
tur die

[p,dg=0

ist. Ist letzteres nicht der Fall, so wiirde an die Stelle von (I)
die ebendort genannte allgemeinere Gleichung treten

(I f(p,,-—-po) dg=mnh.
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Nun sahen wir in § 8 dieses Teiles, daB die Flichenkonstante p
den Grenzwert p, nicht unterschreiten kann, jedenfalls nicht
im Falle £ > 1, da sich alsdann die dort genannte ,,Nullbahn*
einstellt und die Bahngeschwindigkeit gleich ¢ wird. Infolge-
dessen und wegen (I') wirde fir die azimutale Koordinate
q= ¢ die folgende Quantenbedingung an Stelle von (14) zu
treten haben:

nh

2

(24) 2a(p—p)=nh, p=p,+

Tch bin, auf diese Abinderung durch Briefe von Schwarz-
schild und Planck hingewiesen worden. Ks laBt sich nicht
leugnen, daf sie durchaus in der Linie unserer allgemeinen
Uberlegungen liegen wiirde. Schwarzschild begleitete seinen
Vorschlag mit der Bemerkung: ,,die Feinstruktur bleibt dabei
erhalten, aber die Balmerserie wird verdorben®. Planck
hat inzwischen denselben Vorschlag in diesen Annalen als eine
notwendige Folge seiner allgemeinen Theorie abgeleitet. Wir
werden denselben an der Balmerserie prufen und dabei die
Schwarzschildsche Bemerkung erhirten.

Aus der azimutalen Quantenbedingung (24) folgt jetzt
mit den fritheren Abkirzungen p, = h/27, a = py/p;, Wenn wir
uns auf Wasserstoff (£ = e) beschrinken:

P—Py="Npy, p+po=np; + 27,
sz_pOZ = np]l/]+% .

Aus der radialen Quantenbedingung (15), welche ungeéindert
bleibt, berechnet man, dhnlich wie in (16):

1—¢? 1 1/])12

P (wh o\ [ o\
’ (’:n +VP2—P02) (n +n|/1+—gni)
Die Energieformel (9) ergibt daher
w o? s
14 2 =]1a e }
(25) m ¢* { . 2a |2
(n + n]/ 14 T)

Hiernach lautet die geschlossene Formel fiir die (eigentliche)
Balmerserie
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"2 -
Tl 111 4+ - ‘
(n’+n|/1+2—:—>

A

]-

=)
m J

Der Unterschied gegen dle entsprechende Formel (18a) bei
dem urspriinglichen Quantenansatz besteht darin, daB jetzt
unter der Quadratwurzel 2a/n, frither —az/n2 stand.  Der
relativistische Einfluf} ist also jetzt von einer hoheren GroBen-
ordnung: er wird jetzt durch e, friher durch a? gemessen.
Dies zeigt sich auch, wenn wir zur Potenzentwmkelung der
Energie wbergehen; es genigt, dieselbe wie am Anfange des
vorigen Paragraphen bis zu den Gliedern mit a* einschlieflich
zu fiuhren. Setzen wir jetzt abkiirzend

A=n’+nl/1+—27—;x- ,

so liefert (25) zundchst wieder

1 1 o 3 at

1+moc‘ _?F+8A‘+
(26) W— — Nh (.L_i‘ﬁ )
/ - A2 4 A4

Bs wird aber mit der angegebenen Genauigkeit

2y -2
1~=<n’—}-n+a——‘"~)

Al 2n
=0 n T (V= v Tt
% = (0’ + n)~4. )
somit nach (26)
e W= iy = et S

Dieses Resultat vergleichen wir mit dem analogen fritheren (21).
Wihrend das ,,Aufspaltungsglied” ungeéndert geblieben 1ist,
hat sieh die ,,Relativititskorrektion* sowohl der GroBenord-
nung wie dem Sinne nach gegen frither geéindert. Sie wird
prozentisch gemessen durch

"2 2
T Ty gegen frither —

(27a) —
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In Zahlen ergibt sich mit w +n’' =2, a=17.10-3
—17.1073 gegen frither 3.1078,

Es liegt auf der Hand, daB dieser grobe Eingriff in die
Balmergeche Formel schon durch die &lteren und weniger
genauen Messungen widerlegt wird. Sehr genaue Messungen
von Paschen, die gleichzeitig in diesen Annalen verdffentlicht
werden, gestatten uns aber, nicht nur dieses zu zeigen, sondern
zugleich nachzuweisen, daf die frithere Relativitdtskorrektion
(213) mit den Messungen nach, Gr6Be und Sinn vertraglich ist.

Herr Paschen gibt die folgenden Zahlen) an:

H, H, H, Hy

i’ 6564,6592 4862,7116 4341,7066 4102,9114

N’ 109678,205 109678,164 109678,167 109678,198
/' ist eine korrigierte Wellenlinge; sie entspricht derjenigen
Stelle der diffugen Intensitdtsverteilung, die zu der starksten
Linie der Feinstruktur, zu dem Ubergange von Kreis in Kreis
gehort. Diese Korrektion ist natiirlich recht diffizil und nur
mit Hilfe der in § 8 zu entwickelnden theoretischen Resultate
ither die Feinstruktur moglich, A’ unterscheidet sich von dem
direkt beobachteten 2 um 2—5 Einheiten der drittletzten Dezi-
male. N’ ist aus 2’ nach der Formel

1 Nai 1
P ( 2t m:i)
berechnet.

Wir fragen nach der theoretischen Bedeutung von N'.
Fiir die Kreisbahnen betrigt die prozentische Relativitats-
korrektion Im ersten bzw. zweiten Term der Balmerschen
Serie nach (21a)

L bzw o 1
4 2 : 4

%]
Die Serienformel wird also

1 N o 1 N o? 1
7=§?('+7‘22‘)“7ﬁ(‘ T‘m?)

(3= 2 [ e )

Aug dem Vergleich dieser Formel mit der Definitionsgleichung
von N’ folgt

’ 02 1 1
(28) N=N[1+T(--+ ”

2 2
2 m*

1) Vgl. die vorangehende Arbeit von Paschen p. 935.
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Die prozentische Relativitatskorrektion der Rydbergschen
Konstanten wird also gleich der Summe der prozentischen
Relativititskorrektionen der beiden Balmerschen Terme.
Die folgende Tabelle enthilt die Werte von 108. 4 N’/N,
wobei die Differenzen A N’ genommen sind zwischen den
Linien H, und Hy, H, und H,,H, und H;, und zwar in der
ersten Zeile die aus der vorigen Tabelle entnommenen Beob-
achtungswerte, in der zweiten Zeile die nach (28) berechneten
theoretischen Werte, Z. B. ergibt sich nach (28) fiir H, und
H; mit a%=5,0.10-°
4N’ o [ 1 1
047 =100, & (-3; — ~é-2»> — 1,04.
Die dritte Zeile enthilt die theoretischen Werte derselben
GroBe, wie sie sich nach (27a) berechnen wiirden *

10

H, - Hy H, - H, H, — H,
beob. 0,37 0,35 0,06
ber. nach (28) 0,61 0,88 1,04
»  w (272) —0,48-10% —1,02.10° ™ ~1,26-108

Die Ubereinstimmung zwischen der ersten und zweiten Zeile
ist bei der genauesten Messung H,— H, befriedigend und bei
den iibrigen ausreichend angesichts der groBen Schwierigkeit der
anzubringenden Korrektionen, in welche auch Intensitatsfragen
mit hineinspielen. Andererseits ist die Nichtiibereinstimmung
zwischen der ersten und der dritten Zeile schlagend. Bie zeigt,
daB es unmdéglich ist, den Quantenansatz dieses Paragraphen
mit den Tatsachen der Balmerserie zu vereinigen. Dies ist
iiberraschend und bedauerlich, da es unleugbar naturgem@Ser
wire, die Quanteneinteilung der azimutalen p, g¢-Ebene von der
unteren Grenze p = p, anstatt von p =0 an beginnen zu lassen.
Eigentiirnlich ist ferner, da$ die Aufspaltungsfragen, zu denen
wir in den folgenden Paragraphen iibergehen, von dem Quanten-
ansatz dieses Paragraphen, wie schon Schwarzschild gesehen
hatte, ebenso beantwortet werden, wie von dem fritheren.'
Auf die Relativitdtskorrektion fiir Kreisbahnen werden
wir in Teil IIT zurii€kgreifen miissen, wo sie um den Faktor
(Eje)* vergroBert wiederkehren wird. Beziiglich ihrer experi-
mentellen Bestitigung im sichtbaren Gebiete sei noch erwihnt,
daB Paschen dieselbe auch aus den He-Linien
v=4N (—317 — ——1—) und v = 4N (—3; _ 1 )

42 52
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entnommen hat. Die Bedingungen sind hier ganstiger wie bei
den H-Linien, weil hier die Trennung der Feinstruktur gelingt,
die unsichere Korrektion auf die Hauptlinien (Kreisbahnen)
also fortfallt.

§ 7. Allgemeine Folgerungen iiber die Aufspaltung.

Es liegt im Sinne des Ritzschen Kombinationsprinzips,
welches seinen addquaten Ausdruck in der Bohrschen Theorie
findet, wenn wir die folgenden allgemeinen Aussagen nicht fiir
die Wellenlinge oder Schwingungszahl der Serienlinien, son-
dern fiir den einzelnen Serienterm formulieren. Die Beobach-
tungen an der Serienlinie ergeben sich aus zwel Serientermen,
einem positiven und einem negativen. Der positive Berien-
term entspricht der dem Vorzeichen nach umgekehrten, also
positiv genommenen Energie der Endbahn, der negative Serien-
term berechnet sich aus der mit dem urspriinglichen, also
negativen Vorzeichen genommenen Energie der Ausgangsbahn.

a) Ein Serienterm mit n +n' = 2 erscheint als Dublett,
entsprechend den beiden moglichen Zerlegungen von 2:

2=2+4+0und 2=1 +1.

(Die dritte Moglichkeit 2 =0 + 2 wurde in (I, § 5) und
in gewissem Sinne auch in II, § 8 aus geometrischen Griinden
abgewiesen.) Die beiden zugehorigen Energiewerte bezeichnen
wir mit Wy o und W, ;. Nach (21) ergibt sich

2 4
Wia—Wao :_%'4_&‘ (%) :

Geht das FElektron von irgend einer Anfangsbahn iiber
einmal in die einzige hier mogliche Ellipse (1,1), das andere Mal
in den Kreis (2,0), so entstehen zwei Linien, deren Schwingungs-
differenz nach der Bohrschen ¥requenzbedingung sich aus-
drilckt durch die dem Vorzeichen nach umgekehrte Energie-
differenz der beiden Endbahnen (1,1) und (2,0) und von der
Natur der Ausgangsbhahn unabhingig ist. (Die negative Energie-
differenz ist zu nehmen, weil es sich um eine Verschiedenheit
der Endbabnen handeln sollte; bei entsprechender Verschieden-
heit der Ausgangsbahnen wiirde die Energiedifferenz mit ihrem
urspriinglichen Vorzeichen mafBgebend sein.)

(29) Ay = — Tu=Wy, _ Nea (1‘1)‘
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. Diese Schwingungsdifferenz ist positiv, d.h. die Linie
n=1, n’ =1 (Bllipse) hat die grofere Schwingungszah] wie
die Linie n =2, n’ =0 (Kreis). Wir haben angenommen
(vgl. I, §6), daB immer die Kreisbahn die wahrscheinlichste
und daB jeweils die Ellipsenbahn um so unwahrscheinlicher
ist, je groBer ihre Exzentrizitit wird. Im besonderen stimmt
damit iiberein, daBB wir die Ellipse mit der Exzentrizitit 1,
welche n” = ( entsprechen wiirde, grundsétzlich ausgeschlossen,
also mit der Intensitdt Null veranschlagt haben. Auf Grund
dieser unserer Intensitatsregel stellen wir fest: Entsteht das
Dublett aus einem positiven Terme, so liegt die stdrkere Linie,
welche der Kreisbahn entspricht, nach Rot hin. Dies ist, all-
gemein gesprochen, der Fall der Nebenserien.. Verdankt dagegen
das Dublett seine Entstehung einem negativen Terme, so liegt
die stdrkere Linie, die die Kreisbahn darstellt, auf der woletten
Seite. Dies ist der Fall der Hauptserie (D, ist stérker und
violetter als D). '

b) Ein Serienterm mit n 4+ n' =8 ¢ibt Anlafi zu einem

Triplett entsprechend den drev moglichen Zerlegungen der Zahl 8:

8=34+0=2+1=1+2.
Die zugehérigen Energiewerte werden mit W,, W, ,,

W, o bezeichnet, wobei sich hier wie im folgenden der erste
Index auf n, der zweite aut n’ bezieht. Die Energiedifferenzen

werden
Nha* 1 B\
”le"W&O:—T'?'(_{)’
Nhao® (2 1 KN+
WI,Z'—WZ,l:“?(T_?) (‘;)
__ Nha* 3 [E\*
- 35 "2\

Die aufeinander folgenden Komponenten haben die Schwin-
gungsdifferenzen

W 114 1 Na* (E\*

0 A%:_-_H_h_sg___Z_T(e),

30) A Wie—We: _ 38 Na® (BN
’ = T (T

Ihr Verhdilinis st also
Avy:Avy=1:8.
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Die in (80) gewihlten Vorzeichen sind fiir einen posi-
twen Term gemeint. Sie entsprechen der Vorstellung, dall
von einer beliebigen Anfangsbahn aus das Elektron ubergeht,
das eine Mal in die Kreisbahn 8,0, das andere Mal in die Ellipse
2,1, das dritte Mal in die exzentrischere Ellipse1,2. Hier liegt
die stirkste Linie, die Kreisbahn, auf der roten Seite und es
stufen sich die Intensititen des Tripletts nach Violett hin ab.
Bei einem negativen Term sind die Aussagen wumeukehren.

¢) Ein Serienterm mit n 4+ n’ =4 ruft ein Quartett her-
vor, entsprechend den vier Zerleqgungsmoglichkeiten

4=440=834+1=2+2=1 43,

Die Energiediffernzen sind
Nha®> 1 [ EN*
W3,1“ W4,0=_~—_(_) ’

4 3 \e
; Nha®* (2 1) [ E\* Nhot 2 (E\*
oo Mo == 25 (5 —5) (5] == =5 (2]
Nha® (3 2\ [ E\* Nhao? E\*
o= Was== 5 (T-5) (5] =2 (5]

Die Schwingungsdifferenzen der aufeinander folgenden
Komponenten sind ‘

Wy, — W, 1 Na* [ E\*
{A%=” “h‘0=?4‘h»’

Wye— Wi 2 Na* (E\

81) Tt S G
| e W=Way g Nat B\

lA”3_ i =2 %)

Ihr Verhdlinis wird also
dv i dv,: Advg =1:2:86.

Beziiglich Vorzeichen und Stdrkeverhéltnis gilt dasselbe
wie unter b).

d) Ein Serienterm vom Charakter 1/5% gibt Anlaf zu einem
Quintett mit Schwingungsdifferenzen der aufeinander folgenden
Komponenten vom Verhéltnis:

1 2 1.8 2 4 38 1_5 5 5

4°3 472781 2 4°12°%6 2
e) Ein Serienterm vom Charakter 1/12 vst in Strenge einfach.
Er entspricht einer und nur einer Kreishahn, Unter den wasser-

stoffahnlichen Termen ist er der einzig einfache Term.

=38:5:10:30 usf.
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f) Liegt die Multiplizitit im konstanten, also positiven
Term, so wiederholt sie sich ungeéindert durch die ganze Serie.
Wir haben Dubletts, Tripletts efc. von konstanter Schwingungs-
differenz, wie sie allgemein von den Nebenserien her bekannt
sind. Aus a) oder b) geht hervor, daB die bei den Nebenserien
beobachtete Intensitdtsabstufung der konstanten Dubletts und
Tripletts (von Rot nach Violett) von unserer Theorie richtig
wiedergegeben wird. Aus h) wird sich ergeben, dafl die im kon-
stanten Term begrindete Multiplizitit im allgemeinen iiber-
lagert wird von einer im variabeln Term gelegenen Multiplizitit
und daB durch deren Hinzutreten sogar das Gesetz der kon-
stanten Schwingungsdifferenzen gestért wird.

g) Liegt die Multiplizitit im negativen, also variabeln
Term und ist der konstante Term einfach (n == 1, Kreishahn),
g0 kommt in der zu beobachtenden Linie die Multiplizitdt
des variabeln Termes rein zum Ausdruck. Entsprechend den
Nummern m - m' = 2, 3, 4, . . . des variabeln Termes wird
die erste Lanic der Serie ein Dubleit, die zweite ein Tripleit,
die dritte ein Quarteti usw. Die Intensitdten stufen sich bei allen
diesen Linien nach Rot ab, indem jedesmal die Kreishahn wegen
des negativen Vorzeichens des Terms die violetteste Linie des
Gebildes wird. Die in Schwingungszalilen gemessene Ausdeh-
nung des Gebildes nimmt mit wachsender Numerierung ab
wegen des Faktors (n 4+ n')* oder, wie wir bei dem variabeln
Terme lieber sagen, (m - m’}* im Nenner des Energieaus-
drucks (21). In diesen beiden Punkten (Verhalten der Inten-
sitit und der Grofle des Gebildes) besteht eine Analogie zu den
Hauptserien der Elemente, allerdings keine vollstindige Ana-
logie; da diejenigen Hlemente, bei denen die gewéhnlichen
Hauptserien beobachtet werden, zu wenig wasserstoffihnlich
sind. Bei Wasserstoff selbst ist die hier beschriebene ,,Haupt-
serie’* ultraviolett, vgl. § 8, 2.

h) Ist sowohl der konstante positive wie der variable
negative Term mehrfach, so mufl zunichst (schon aus ener-
getischen Grinden) die Multiplizitdt des negativen Termse die
aréBere sein. Liefert z. B. der konstante Term ein Dublett,
so entspricht dem variabeln Terme, fiir sich genommen, in der
ersten Serienlinie ein Triplett, in der zweiten ein Quartett etc.
Die Uberlagerung beider Multiplizititen hat man sich zunschst
in der Weise vorgenommen zu denken, dafl die beiden Linlen

Annalen der Physik, IV. Folge. 5l. 5



66 A. Sommerfeld.

des Dubletts in der ersten Seriennummer je aus 3, in der zweiten
aus 4 etec. Komponenten bestehen, die ihrerseits die unter
b), ¢) ete. bestimmten Abstandsverbiltnisse haben. Die Linie
(n -+n', m++m') wirde dann ein Gebilde von im ganzen
NM Komponenten sein, wenn wir abkiirzend N=n + #’,
M =m + m’ setzen, entsprechend den schon friher in I,
Gl. (15) genannten NM Erzeugungsmoiglichkeiten der allge-
meinsten Balmerlinie. Von diesen NM Komponenten fallen
aber bet der gewdhnlichen Art der Anregung (vgl. den Schlufl
von I, § 6) wegen unseren Quantenungleichungen eine Anzahl
aus und zwar eine gréBere oder kleinere Anzahl, je nachdem
wir uns dem ersten oder zweiten Ansatz der Quantenun-
gleichungen in I, § 6 anschlieBen. Die Linien, die nach dem
ersten Ansatz ausfallen, nach dem zweiten aber nicht, treten
jedentalls nur mit sehr schwacher Intensitéit auf, da wie in
I, § 6 hervorgehoben und durch vielfache Erfahrungen bestétigt
wird, die erste Form der Quantenungleichungen als grobe
Regel gilt, fir exakte Messungen aber durch die zweite Form
derselben zu ersetzen ist. Die Gesamtzahl der Komponenten
reduziert sich hiernach auf N(M — N + 1) (GL (17)) bzw. auf
N(M — (N —1)/2) Gl (19). Fiir eine Balmerartige Linte, deren
erster und zweiter Term mehrfach ist, ergibt sich auf diese Weise
ewne verwickeltere Feinstruktur, die sich aus den Multiplizititen
des ersten und zweiten Termes zusammensetzt. Die gegenseitigen
Abstinde der wverschiedenen I{omponenten (oder ,,Satelliten)
sind nach den unter a) bis g) gegebenen Regeln durch einfache
ganze Zahlenverhdlinisse vorauszuberechnen. Die Linden sind
teils reell, teils (nach unseren exakten Quantenungleichungen)
irreal, teils (bei Durchbrechung der groben Quantenunglei-
chungen) wvon sehr geringer Intenmsitdt. Die nichsten Para-
graphen sollen der genauen Beschreibung und Aufzeichnung
dieser Feinstrukturen in einigen charakteristischen Fillen
dienen. Insbesondere sei auf die folgenden Figuren 2—6 hin-
gewiesen, welche die Handhabung der Quantenungleichungen
und die Bestimmung der Komponentenabstinde deutlicher er-
klaren durften, als durch die Besprechung des allgemeinen
Falles zu erreichen ist.

i) Bei wasserstoffahnlichen (z. B. Bergmann-) Termen
anderer Elemente erwarten wir eine #hnliche Feinstruktur wie
bei den eigentlichen Balmerlinien, und zwar um so genauer, je
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wagserstoffihnlicher der betreffende Teym ist, d. h. je weniger
er von der Balmerschen Form abweicht.

k) Uber die wasserstoffunihnlichen Terme, welche nicht die
Form N/n? haben, konnen wir naturgemi8 im wesentlichen nur
negative Aussagen machen. Die beim Wasserstoff zusammen-
fallenden und nur relativistisch getrennten Terme (n, #),
(m, m') werden hier auseinander fallen. Die dabei auftreten-
den Multiplizitdten, die man teils als Multiplizititen, teils als
verschiedene Serientypen (Hauptserie, I. und II. Nebenserie)
deutet, haben ihren Ursprung in der Beschaffenheit des Atom-
feldes und seiner Abweichung vom Felde des Coulombschen
Gesetzes. Die Multiplizitditen werden daher hier von ganz
anderer GroBenordnung. Bei ihrer theoretischen Untersuchung
kann die Aufgabe nicht sein, die Lage und Struktur der Linien
vorherzubestimmen, sondern mull darin bestehen, aus den
spektroskopischen Erfahrungen die Natur des Atomfeldes, also
den Aufbau des Atoms zu ermitteln.

1) Wihrend bei den gewchnlichen Flammen- und Bogen-
spektren Eje =1 ist, hat man in den Funkenspektren E/e = 2.
Handelt es sich um wasserstoffgleiche oder wasserstoffihn-
liche Funkenspektren (Helium), so finden auf sie die voran-
gehenden Schlusse volle Anwendung, mit der MaBgabe, daB
die Komponentenabstiande der Feinstruktur gegeniiber den ge-
wohnlichen Spektren bei sonst gleichen Bedingungen vergrofiert
erscheinen, wegen des Faktors (E/e)* = 16. Bei Funkenspektren
liegen also die Bedingungen fir die Prifung der Theorie ginstiger
wie bei den gewdhnlichen Spektren; man kann hier erwarten, bei
hoheren Seriennummern entsprechend kompliziertere Strukturen
nachzuweisen, wie unter den gewdhnlichen Bedingungen.

m) Die Funkenspektren entstehen in einfach geladenen
Atomen. Bohr hat bereits den Fall von Funkenspektren hoherer
Ordnung (mehrfach geladener Atome) ins Auge gefaBit. Der
duBerste Grenzfall dieser Spektren liegt bekanntlich in der
K-Serie der charakteristischen Rontgenfrequenzen vor, wobei
die Moglichkeit der Aufladung zunimmt mit der Ordnungszahl
der Elemente im natiirlichen System. Bei den Réntgenfre-
quenzen, insbesondere denjenigen der Schwermetalle, werden
also Multiplizititen von makroskopischer GroBe auftreten (vgl.
Teil TII). Hier wird die Priifung unserer Theorie am sichersten
erfolgen konnen.

5*
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§ 8, Die Feinstruktur der Wasserstofflinien.
1. Balmersche Serie.

Der konstante Term 1/22 der Balmerschen Serie gibt An-
laB zu einem Dublett von konstanter Schwingungsdifferenz.
Die GroBe Awy desselben wird uns im folgenden als MaBeinheit
dienen. Bie betriigt nach (29) wegen I = e:

(32) Avg= T = 0,363,
Hierbei ist o?=5,80.107 (vgl. §12) und N =1,097.10°
gesetzt.

Die Beobachtung hat ergeben

iy Av
Michelson . . . H_ 0,14 A-E. 0,32 cm—!
Hy 0,08 0,42 ,,

b .
Fabry und Buisson H_,Z 0,132 ,, 0,307 ,,

Der letate Wert ist der zuverldssigste. Den kleinen Unter-
schied zwischen ihm und dem theoretischen Werte (32) werden
wir im folgenden Paragraphen auf Grund der Feinstruktur von
H, erkliren. Beziglich der Starke der beiden Dublettkompo-
nenten ergibt die Beobachtung in Ubereinstimmung mit der
Theorie (§ 7a) und dem allgemeinen Tatbestand bei Neben-
serien, daB die stdrkere Komponente die rotere ist.

Wegen des variabeln Termes sollen die beiden Dublett-
linten (§ 7h) ihrerseits bestehen: bei H_ je aus einem Tripleit,
bel H, je aus einem Quartetl, bei H je aus einem Quin-
tett ete. von teils reellen, teils irrealen Linien. Die Inten-
sitit dieser feineren und engeren Gebilde fdllt (nach §7g) nach
Rot hin ab, also im umgekehrten Sinne wie die der Dublett-
Komponenten. Man kann die schwécheren Linien dieser
Tripletts, Quartetts ete. etwa als ,,Satelliten’ der Linien des
Wasserstoffdubletts bezeichnen, mufl sich dabei aber gegen-
wirtig halten, daf} die Unterscheidung zwischen Satelliten und
Linien eine duBerliche ist und daf in der ganzen spektrosko-
pischen Literatur noch kein annehmbarer Vorschlag einer
Begriffsbestimmung des Wortes Satellit gemacht ist. Gerade
unsere Feinstrukturen zeigen, daf die ,,Satelliten®, die aus dem
zweiten Term hervorgehen, mit den ,,Linien’ des ersten Termes
eine organische Einheit bilden. Auch folgender Punkt ist all-
gemein im Auge zu behalten: Wenn wir schlechtweg von der



Zur Quantentheorie der Spekirallinien. 69

Intensitit der beiden Komponenten des Wasserstoffdubletts
reden, so ist darunter etwa die Summe der Intensitéiten der-
jenigen Linien und Satelliten zu verstehen, in die die eine oder
andere Dublettkomponente zerfallt.  Unbeschadet der Be-
hauptung, daB die r6tere Komponente intensiver ist, gibt es
bei dieser Satelliten, die ev. schwicher sind als die Satelliten
oder Linien der violetteren Komponente.

Wir erlautern nun die Fig. 2 fiir H, und H,. Die Schwin-
gungszahlen' sind nach rechts wachsend aufgetragen.  Der
Mafstab fir H, mufite doppelt so groB gewdhlt werden, um
die Figur nicht zu undeutlich zu machen. Irreale Linven, d. h.
solche, die nach der genauen Quantenungleichung (vgl I, §6,
Gl. (18)) unmoglich sind, sind punktiert, sehr schwache Linien,

1 I
el
"
]
Av, E
il .
- ll
A 5, Y v
Ha H/&
Fig. 2.

die nach der gréberen Quantengleichung (vgl. ebenda Gl. (16))
fortfallen sollten, die aber nach der genaueren Quantenun-
gleichung noch mdoglich sind, sind durch einen kurzen Pfeil an-
gedeutet. Die nach beiden Quantenungleichungen moglichen
realen Lanien sind ausgezogen, ihre Lénge soll in dem frither
festgesetzten qualitativen MaBie die mutmaBliche Intensitéit
darstellen (vel. 1, §6, GL (20)). Die eingezeichneten und im
folgenden nochmals angefithrten Intensititen stimmen mit der
dort gegebenen Tabelle fiir H, und H, tberein. Es sei auch
hier hervorgehoben, daB diese Intensitdtsregel nur provisorisch
ist und mit den Gleichstrombildern von Paschen nicht ge-
nau stimmt,

Zur kurzen Bezeichnung des Ursprungs der einzelnen
Linien empfiehlt sich die Verabredung: Man nenne die Multi-
plhzititen des ersten Serientermes I, II, .. ., die des zweiten a,
b, ¢, ..., beide 1m Sinne abnehmender Intensititen fortschreitend,
also von der Kreisbahn nach den Ellipsen stdrkerer Exzentrizitit
hin numeriert. Die I, II, . . . folgen einander also von Rot
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nach Violett, die a, b, ¢, .. . von Violett nach Rot. Im einzelnen
ist folgendes zu bemerken. Bei H,, linke rétere Liniengruppe I,
entspricht die Hauptlinie der Entstehungsweise aus zwei Kreis-
hahnen
(Ia) (n, n") = (2,0), (m, m") = (3,0), Intens. = 1.1.

Der Satellit dieser Linie gehoért zu dem Schema
(Ib)  (m,n') = (20), (m,m') = (2,1), Intens. =1 .= -

Der gegenseitige Abstand beider betrigt nach (30) und (32)
. ' 1 Ne* 1 2* 8
(33) A’IJ1=—‘—2‘*—34"*=—2——3‘4—A7}H=§1~AWH.
Die dritte Komponente Ie erginzt Ia und 1b zu dem charakte-
ristischen Triplett des zweiten Termes 1/3% vom Komponenten-
abstande 1:38. Der Abstand von Ic und 1b betrigt daher
(vgl. auch (34))

dv, =34, .
Das Schema fiir diesen Satelliten lautet
(Le) (n,n) = (2,0), (m, m) = (1,2), Intens. klein.
Da Ic unsere grobe Quantenungleichung (16) verletzt, mit
der Ungleichung (18) aber vertrdglich ist, ist die betr. Linie
in der Figur als Pfeil eingetragen. In der Tat haben wir hier
m’ > n' .. abnehmende radiale Quantenzahl,

m << mn..zunehmende azimutale '

Bei H_, rechte violettere Liniengruppe II, ist das Schema
(IT=a) (n,n')y = (1,1), (m,m') = (8,0)
nach unserer Auffassung nicht realisierbar wegen zunehmender
radialer Quantenzahl des Uberganges (Quantenungleichung(18)).
Die zugehorige Linie ist daher in der Figur punktiert gezeichnet.
Die stiirkste Liinie dieser Gruppe gehort vielmehr zu dem Schema

IIb) (s #)=(1,1), (m, m)=(2,1), Intens. = -=

und die schwichste Linie zu

Me)  (m #)=(1, 1) (m m)=(1,2), Intens.= . L.
Der gegenseitige Abstand der beiden letzteren Linien wird

nach (30)
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3 Nu® 3 2¢ 8
(34) AW2=?*gf=??AVH=—AWH.

Entsprechend ist die Figur fir Hy gezeichnet. Die Ab-

stinde der aufeinander folgenden ausgezogenen Komponenten
Ta, 1b, Te der roteren Gruppe I sind hier nach (81)

(35) dvy = Aoy, Aw, = dvg
und die der violetteren Gruppe II, Komponenten ILb, 1fe, 11d
(36) dvy= oo Avg, Av,=— Ay,

Die Komponente 1d ist als Pieil gezeichnet, die Komponente
IIa punktiert eingetragen, da erstere zwar einer abnehmdenden
radialen aber einer zunehmenden azimutalen Quantenzahl,
letztere einer zunehmenden radialen Quantenzahl entspricht.
Wir erkliren daher IIa fiir irreal, Id fiir schwach. Bei HY
und H; bestehen die beiden Liniengruppen des Dubletts je aus
einem Quintett resp. Sextett. In der réteren Gruppe ist die
roteste Linie schwach, in der violetteren die violetteste Linie
irreal. Zeichnerisch wiirden die beiden Liniengruppen selbst
bei groBem MaBstab in sich zusammentliefen, weil die vom
zweiten Term herrithrende Aufspaltung wegen der Nenmner
5' bzw. 6! immer enger wird. Die aufeinander folgenden
Schwingungsdifferenzen sind ndmlich (§ 7d)

beim Quintett
J A%: 5‘*AWH’ A” 4 AWH’ A"'az"i Avg,

(37) 3.5%
] Av4:—53—AvH,
beim Sextett

(38) l An = 534‘4”‘?’ /11;2—10 5 dvns 4”3'2134 Ava s
‘ A'I}4:?A'ﬂ]1, Avﬁz—?ﬁ—AwH.

Wegen der groBen Unschiirfe der H-Linien wird es vorldufig
selbst bei H, schwierig sein, die oben verzeichnete Feinstruktur
experimentell festzustellen. Tiefste Temperaturen wiren natiir-
tich unerliBlich. Wenn einige Beobachter gelegentlich von
mehreren Komponenten der H-Linien sprechen, so liegt es
nahe, diese auf einen ungewollten Starkeffekt zu schieben.
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2. Ultraviolette Serie.
Dieselbe hat die Formel

v:N(%

_%% m=2, 8 4, ...

unter Fortlassung der relativistischen Korrektionsglieder. (Na-
tiirlich miiten wir hier und im folgenden von unserem Stand-
punkte aus eigentlich schreiben m -+ m’ statt m.) Sie ist von
Liyman gemessen worden, neuerdings bis nahe an die Grenz-
frequenz ¥ = N heran. Sie gibt das einfachste Beispiel fiir
den in § 7g) besprochenen Hauptserienfall mit konstantem
einfachen Term. Ihre aufeinander folgenden Linien sollen
hiernach sein ein Dublett, Triplett usw.

Da bei der ersten Linie dieser Serie das Dublett aus dem
zweiten Term entspringt, liegt seine stirkere Komponente
nach Violett. Ebenso sind das Triplett, Quartett, . . der folgen-
den Linien von Violett nach Rot hin abgestuft. Irreale oder
durch Quantenungleichungen geschwiichte Linien kommen
nicht vor, da die Endbahn charakterisiert ist durch (n, n') =
(1,0). Wenn es jemals gelingen sollte, diese Serie trotz ihres
ultravioletten Charakters vollstindig aufzulésen, so wiirde

oo | l b | P, I
4.%, Av, 3.%,,--A\1H 2-%;~AvN Av,,
1
N RTm S 4 3 2o
Fig. 3.

sie eine Musterkarte der von unserer Theorie geforderten Linien-
typen in reinster Form geben, ndmlich die in Fig. 8 darge-
stellte Folge. Damit die Zeichnung nicht zu undeutlich wixd,
ist der MaBstab nach Rot hin schrittweise grofier gewihlt, wie
aus den Untersehriften der Figur zu ersehen ist.

3. Ultrarote Serie.
Von Ritz vorhergesagt und von Paschen in ihren zwei
ersten Nummern beobachtet, ist die Serie

w:N(l _-_1,>, m=4,5, 6, ...

32 m?
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Sie besteht nach unserer Theorie wegen des konstanten
Termes 1/82 der Hauptsache nach aus einem Triplett von kon-
stanter Schwingungsdifferenz. Die von Rot nach Violett auf-
einander folgenden und ihrer Intensitit nach abnehmenden
Komponenten I, II, IIT haben nach (30) die Abstinde:

. 9 4
(39) g
dv, =84y =§7«A1}H.

Hiermit ist aber erst die Hauptstruktur der betr. Linien
bezeichnet; es kommt die Feinstruktur des zweiten Termes
hinzu. Da die Gesamtstruktur fiir die Paschenschen He-Mes-
sungen (von einer einfachen MaBstabéinderung abgesehen) ent-
scheidend ist, wird es nétig, sie im einzelnen zu entwickeln.

I i
‘(_—A—-—\]I —
I oy
: : : : [
L . n
A AA P I i [
d dc ba ¢ ba d c ba

|

Ac—o

i
i

Gleichstrom =& %

Funken ES] §

Fig. 4 betriftt die Linie
v 1 1

¥Tw T e

:
E

Uberlagerung des beschriebenen Tripletts mit einem Quartett.
Die obere Zeile gibt das theoretische Schema, die unteren
enthalten den Vergleich mit der Erfahrung, konnen aber
erst in § 10 erklart werden. Die aufeinander folgenden Kom-
ponenten a, b, ¢, d des Quartetts haben verglichen mit A vy
und dem ersten Triplettabstande A», von Violett nach Rot
die Abstinde (vgl. Gl (35), (36))
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dv) = o Avg = 0211 Ao,
(40) I dv =240 = Avy =042 Av,
|

| 4oy =849, = vy =1,2T 4v,.
Die ganze Ausdehnung des Quartetts
dv) + dv) + Ao/ = 2 Aoy = 1,89 A,

i3t etwa doppelt so groB als der Abstand der beiden ersten
“Triplettlinien I, II. Daher findet ein Ubergreifen der Linien-
gruppe II uber die Liniengruppe I nach Rot hin statt, wéhrend
die Linien IIT gesondert liegen. Irreal sind die Linien
ITa) (v, ) =(1,2), (m, m)=(4,0),
IIb) (n, w)=(1,2), (m m)=(3,1),
ITa) (n, nY=(2,1), (m, m)=(4,0)
wegen m’ < n', schwach die Linien
IId) (n, »)=(2,1), (m, m)=(1,3),
TIe) (v, n)=(8,0), (m, m)=(2,2),
Id) (=, n')=(3,0), (m, m')=(1,8)
wegen m < n, aber m’ >n’. Die Hauptlinie ist Ia, sie hat einen
starken Begleiter Ib nach Rot. Da ITa ausfillt, ist der Triplett-
abstand A»; nur zwischen den Linien b, ¢ und d von I und II
zu messen, ebenso der Triplettabstand Av,, da I1Ia und I1Ib aus-
fallen, nur zwischen den Linien ¢ und d von IT und TII. Alle
auftretenden Abstande zwischen irgend zwei Linien des Schemas
sind In 4 7y ausgedriickt rationale Zahlen.
¥ig.5 gibt in entsprechender Darstellung die Linie 1/82—1 /52
wieder. Auch hier erstreckt sich das Triplett des ersten Termes
mit abnehmender Intensitit nach Violett, das Quintett des
zweiten Termes, in dreifacher Auflage, nach Rot. Die Quintett-
abstinde sind nach (87),

,
A*)/l =

,
4y, =

Al’1,= 3. 53A7/H=Oll A/IJI,

wf o

dv) =2 dv, = dvy =022 4w,

853

dv, =38 4v = ?Awn = 0,60 Adw, .
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Die Gesamtausdebnung des Quintetts ist geringer wie die des
vorigen Quartetts, nimlich 1,04 Ap,. Infolgedessen greift Ile
nur noch eben wber Ia hiniiber. Die Liniengruppe III liegt
wie vorher von den Gruppen I und II abgesondert.

f_‘L 1 r—;lL
N T
N <—— ® dcb\ae decba : e dcpa »V

Fig. 5.

Irreal sind die Linien

IITa) (v, ) =(1,2), (m, m’)=(5,0),

IIIb)  (m, n)=(1,2), (m, m)=(4,1),

IIa‘) (n, "’) = (2, 1), (m: m’) = (5, 0)
wegen m’ < %', Ihnen korrespondieren als schwache Linien am
roten Ende der Gruppen II und I die Linien Ile, 1d, e, bei
denen die grobere Quantenungleichung m > n verletzt wird.
Der Triplettabstand A, tritt viermal zwischen je zwel Linien
b, ¢, d, e von I und II auf, der Triplettabstand A v, dreimal
zwischen je zwei Linien ¢, d, e von II und IIL

1 I I
— P — P’ji
o “”’ ! 'U.,d ! il
" v

= = =

Fig. 6.

Bel den folgenden Linien derselben Serie zieht sich die
Feinstruktur des zweiten Termes, ein Sextett, Septett ete,
schnell zusammen; diese Linien lassen daher das Triplett des
ersten Termes in einfacherer und reinerer Form erkennen. Wir
stellen in Fig. 6 noch die Linie 1/82 — 1/62 dar,
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§ 9. Defekte in den S8chwingungsdifferenzen. Vergleich mit
Rydbergs vollstindigen Dubletts und Tripletts.

Die Figuren 2 bringen folgende merkwiirdige, fiir unsere
Theorie charakteristische Tatsache zum Ausdruck: Will man
die Dublettdifferenz A vy nachweisen, so darf man bei H,
nicht von der Hauptlinie Ta zur stdrksten Linie ITb der zweiten
Liniengruppe messen, sondern mufl von dem Satelliten Ib
ausgehen. Die Schwingungsdifferenz I11b—1Ia ist nicht Awy,
sondern (vgl. (88)):

(42) AwH—Aaﬁ:AwH(l—%)=0,QOAWH.

Wollte man also das Wasserstoffdublett zwischen den beiden
stiarksten Komponenten von H, messen, so wirde man einen
,,Defekt von 10 Proz. finden; #hnlich ber H P Von der Haupt-
linie Ia der einen zur stirksten Linie IIb der zweiten Linien-
gruppe gemessen, ergibt sich nicht Ay, sondern mit Rick-
sicht auf (85)

(42a) AwH—Av1=AvH(1——41§>:0,98AwH,

also ein Defekt von 2 Proz. Miflt man dagegen, unter der An-
nahme, daf die beiden Linien 1Ib und Ilc etwa gleich stark
seien, von der Hauptlinie Ia bis zur Mitte von IIb und IIe,
so ergibt sich ein Defekt von 8 Proz., ndmlich

Av, + dvw 1 {1 1
I T VTR S)
42b) 2 2 (45 24

= 0,97 A‘I/H .

Der Defekt ist also bei H P bereits viel kleiner als bei H_,, bei
H, und H; verschwindet er mehr und mehr, da sich die ganze
Feingtruktur mehr und mehr an die Hauptlinien des Dubletts
herandringt. Der Grund dieser kleineren oder gréBeren Defekte
ist natiirlich stets das Ausfallen der irrealen Linien und die
Notwendigkeit, die Dublettdifferenz zwischen gleichbezeichneten
Linien wie Ib, IIb; Ic, ITc zu messen. Indessen kann man
gerade bei den Wasserstofflinien und dhnlich bei anderen nicht
welter auflosbaren Dubletts sehr im Zweifel sein, was in Wirk-
lichkeit gemessen wird. Es kommt dabei alles auf die unbe-
kannten Intensitidtsverhaltnisse von Hauptlinien und Sateliten
an. Nimmt man z. B. bei H, an, dafl man in Fig. 2 links nicht
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auf die Hauptlinie Ia, sondern auf die Mitte von Ia und Ib
und daB man rechts nicht auf IIb, sondern auf die Mitte von
I1b und ITec einstelit, so wiirde man statt der fritheren 10 Proz.
einen Defekt von 25 Proz. finden. Hiernach wiirde man von
dem Fabry-Buissonschen Werte Ayy;= 0,306 unter Hinzu-
fiigung von 25 Proz. auf den Wert dvg= 0,382 als wahre und
in den héheren Seriengliedern realisierte GroBe des Wasser-
stoffdubletts schlieBen. Diese korrigierte Grofie liegt unserem
theoretischen Wert 0,363 in GIl. (82) schon wesentlich niher
wie der direkt gemessene Wert. Das Quantitative ist hierbei
indessen naturgemif unsicher. Um so sicherer und charakte-
ristischer ist das Qualitative der Erscheinung. Dieses stellt
eines der wichtigsten empirischen spektroskopischen Gesetze,
welches vor allem zur Klassifikation der Nebenserien gefiihrt
hat, in Frage, das Gesetz von den konstanten Schwingungsdiffe-
renzen. Nach unserer Theorie qilt dasselbe fiir wasserstoffihnliche
Linien nur approzimativ fiir die hoheren Serienglieder; wn den
ersten. Gliedern werden bei nichtauflosbarer Feinstruktur zu kleine
Schwingungsdifferenzen gemessen.

Besonders schon ist das Beispiel des I¢ in §11, an dem
ich zuerst darauf aufmerksam wurde, daB die Feinstruktur des
zweiten Termes, auch wenn sie nicht aufgelost werden kann,
sich indirekt bemerklich machen kann in den Schwingungsdiffe-
renzen derjenigen Struktur, die vom ersten Term herriihrt.

Gleiches wie von den Dubletts gilt natiirlich von den
Tripletts der ultraroten Kombinationsserie ete. Man vgl
Fig. 4. Hier ist Aw; zwischen Ib und IIb oder Ie und IIc
ete. zu messen, Aw, zwischen 1lc und IIl¢ oder IId und IIld.
Wollte man dagegen die Schwingungsdifferenzen zwischen den
stirksten Linien Ia, ITb und IIlc messen, so wiirde man statt

Av, und dv, =3 4w,
nach (40) finden
(43) { dv, — dv)/ = dv; (1 - 0,211) = 0,789 4 v,

Avy— Aw/ — Av, = Av (3—0,211—0,42) = 2,37 A, ,
also wesentlich Lleinere Werte der Abstinde, als sie theoretisch
aus dem ersten Term allein berechnet und als in den hoheren
Seriengliedern tatséichlich beobachtet werden (vgl. in dieser

Hinsicht Fig. 5 mit Fig. 4). Auch bei der jetzt in Rede stehen-
den Triplettserie nihern sich mit steigender Seriennummer
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die Triplettabstinde ihren normalen, theoretischen Werten
Avy, A,

Sodann machen wir auf ein weiteres allgemeines Kenn-
zeichen unserer Figuren fiir die Feinstruktur aufmerksam,
welches seinen Grund ebenfalls in dem Ausfallen irrealer Linien
hat: die schrittweise abnehmende Komponentenzahl der Linien-
gruppen I, 11, III, . . . Typische Beispiele dafiir liefern die
vorangehenden Figuren 2, 4, 5:

H,: 8 Komponenten in der Gruppe I

] 2 5 » o9 » I

Hﬂ: 4 T} [T T ” I

3 ’ TR ” II

.. 1 1

Linie v 31 T 4 4 i Y] I I
E] »” » o» » I
. . 2 ” [T ” 11T

Linie &V (Ef - ?) : b 9 PR » 1
4 ”» " il ” II
! . 3 » » oo ” I

Linie N (71— - W) Lom » » n ” I
m—1 % 9 9y 3 II
m—2 ” [T " 111

..... 9 ITIET) ”
m—n+l1,, s » ” n

Diese Komponentenzahlen entsprechen der zweiten Form der
Quantenungleichungen in I, §6; nach der ersten Form der-
selben wiirde die Komponentenzahl in den aufeinander folgen-
den Liniengruppen I, II, . . . gleich, nimlich allgemein gleich
m—n sein.

Wir vergleichen den Inhalt der vorigen Tabelle mit einer
Erscheinung, die in der Spektroskopie der wasserstoffunihn-
lichen Elemente der zweiten und dritten Vertikalreihe des
periodischen Systems (Alkalien und Erden) seit langem bekannt
ist und die eine der schénsten Fntdeckungen Rydbergs dar-
stellt, den sog. vollstiindigen Dubletts und Tripletts. Der Typus
dieser Gebilde ist durch Fig. 7 gekennzeichnet.

Der Deutlichkeit wegen haben wir die punktierten irrealen
Linien eingezeichnet und unsere frithere Benennung 1, II,
111, a, b, ¢ hinzugefiigt. Auch hier haben wir schrittweise ab-
nehmende Komponentenzahl in den Gruppen I, II resp. I,
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II, III. Auch hier sind die charakteristischen Schwingungs-
differenzen Av resp. Av,, Av, nicht zwischen den Hauptlinien
der Gruppen, sondern zwischen Hauptlinien und Satelliten
zu messen. Diese Gebilde zeigten daher zum ersten Male, dal
die Satelliten keine zufilligen, sondern wesentliche Glieder
des Liniensystems sind, daB sie ihren Namen mit Unrecht

ES A

'€| Av 5 "

b a b a'

1 I il
e —r— —~
Av, H I
I : sz J [
= ! 70
c ba ¢ b a C b a
Fig. 7.

fithren. Wiirden wir die Schwingungsdifferenzen 4» von Haupt-
linie zu Hauptlinie messen, so wiirden wir ,,Defekte* konsta-
tieren gegenitber den Awv der hoheren Glieder derselben Serie
oder gegeniiber den A » der verwandten Serien. Die Bezeichnung
dieser Gebilde bei Paschen und seinen Schiilern?) ist

4 j=1, 2, 3 bei Tripl.

%, j=1, 2 bei Dubl

“Die Zeichen p und d weisen auf das Vorkommen bei der (diffusen)
I. N.-S. hin. In unserer Figur sind 4» die Schwingungsdiffe-
renzen der p-Terme, die Abstéinde zwischen unseren a, b, ¢ sind
die Sehwingungsdifferenzen der d-Terme. Setzen wir noch
n’, m’ statt § und 4, so haben wir in der Bedingung m’ = n’
auch der Schreibweise nach genau unsere Quantenungleichung,

und zwar in der zweiten endgiltigen Form vor uns. Ich
schlieBe hieraus:

v=mnpi —md?, zgj{

1. Unsere Quantenungleichung m’ = n' erhdlt durch thre —
freilich etwas unbestimmte — Analogie zu den Rydbergschen

vollstindigen Dubletts und Tripletts eine gewisse allgemeine
Stiitze.

1) Vgl. besonders S. Pppow, Ann, d. Phys. 45. p. 151, 1914, -
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2. Der Ursprung der Bydbergschen vollstindigen Limien-
systeme ist uns zwar, wie die Spekiren der wasserstoffundhnlichen
Elemente diberhaupt, dunkel; er beruht aber hichstwahrscheinlich
auf einer Art Quantenungleichung.

8. Es sind auch ber den wassersioffundihnlichen Elemenien
(iebilde wvon gemischtem Charakter denkbar:  Dublett- Tripletts,
Dublett-Quartetts, Triplett-Dubletts etc., die dadurch enistehen,
daf der p-Term zweifach, der d-Term dreifach ist etc. Das quali-
tative Schema dieser Gebilde diirfte — von allem Quantitativen
abgesehen - himsichtlich der vrrealen Lanien und der auftretenden
Schwingungsdifferenzen divekt durch unsere Figuren 2 efc. ge-
geben sein.

4. Da ber den wasserstoffundhnlichen Elementen die Multi-
plizitdt der Terme micht von der Relativitit, sondern von den
Atomfeldern herrithrt und daher von ganz anderer Grofienordnung
ist, zeigen die vollstindigen Dubletts und Tripletts und die
eventuell moch zu beobachtenden gemischten Limiensysteme den
allgemeinen Charakter unserer theoretischen Feinstrukiuren in
vergréferter, der Beobachtung szugdnglicherer Form wie die
Balmer linien.

§ 10. Positiv geladenes Helium.

Nach Bohr soll das neutrale Heliumatom bestehen aus
einem zweifach positiv geladenen Kern und zwei Elektronen,
welche denselben diametral zueinander auf demselben Kreise
umlaufen. Das einfach ionisierte, positiv einfach geladene
Heliumatom wird dann vollstindig wasserstoffdhnlich, da es
aus einem Kern und einem denselben umkreisenden Elekfron
besteht; das zweifach ionisierte Helium (a-Teilchen) reduziert
sich auf den bloBen Heliumkern. Nun hat die Dispersionstheorie?)
zwar ergeben, daf das Bohrsche Heliummodell unmoglich
richtig sein kann. Andererseits stimmen die Folgerungen, die
Bohr aus der Wasserstoffahnlichkeit des einfach geladenen
Heliums gezogen hat, schlagend tiberein mit den Spektrallinien
derselben. Auch ist die Bohrsche Vorstellung von dem zwei-
fach geladenen Helium der Natur der a-Teilchen durchaus
addquat. Wir missen daher annehmen, dafl das Heliumatom

1) P. Debye, Miinchener Berichte, Januar 1915; A. Sommerfeld,
Elster-Geitel-Festschrift, p. 578. Braunschweig 1915.
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wirklich nur zwei Elektronen besitzt, dafl diese aber im neu-
tralen Atom anders angeordnet sind wie im Bohrschen Modell.
Fir das einfach und zweifach geladene Helium besteht dann
die Bohrsche Vorstellung zu Recht.

Wir werden also gegenwirtig das geladene Helium als
wasserstoffgleich behandeln, mit dem Unterschiede natirlich,
daB E =2e¢ zu setzen ist. Bekanntlich sind die Funken-
gpektren des Heliums frither als Hauptserie und II. Neben-
serie des Wasserstoffs beschrieben worden und sollen auch
hier der Kiirze halber so bezeichnet werden. Auf die charakte-
ristische Verschiedenheit der Rydbergschen Zahl, welche
die Zugehérigkeit zum Helium beweist, brauchen wir zunichst
nicht einzugehen, da es uns nur auf die Differenzen der Schwin-
gungszahlen ankommt, nicht auf deren Absolutwerte.

1. Sog. Hauptserie des Wasserstoffs.

Thre Formel ist im Groben, von Relativititskorrektion und
Aufspaltung abgesehen:

1 1
1/=4N(?—?), m=4,56...

Der konstante Term bedingt ein Triplett von konstanter
Schwingungsdifferenz durch die ganze Serie mit dem Kom-
ponentenabstand 1: 3 und mit nach Violett abnehmendem Inten-
sititsverhiltnis. Wegen des Fakiors (E/e)* = 16 sind die ab-
soluten Werte der Schwingungsdifferenzen hier aber 16 mal giin-

stiger wie wn dem analogen Falle der wltraroten Wasserstoffserie
(§8, GL (39)), ndmlich:
(44) dv, = B Ay, dv, =2
Infolgedessen hat . diese von Paschen sehr genau ge-
messene Serie die erste, ins einzelne gehende Bestédtigung
unserer Theorie gebracht; es wurde an 1hr nicht nur das von
dem ersten Term herrithrende Triplett 1:8 erstmalig erkannt,
sondern auch der Einflufl des zweiten Termes, der sich in den
Satelliten des Tripletts und in den Defekten der Schwingungs-
differenzen seiner Hauptlinien zeigt, besonders deutlich im
ersten Seriengliede m = 4, wihrend er in den héheren Gliedern,
wo sich die vom zweiten Term herrithrende Feinstruktur zu-
sammenzieht, mehr und mehr zuricktritt. In dem MaBe, wie
gich das Zutrauen zu der Theorie bei der genaueren Diskussion

Annalen der Physik. IV. Folge. 51. 6

A’I/H.
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der Paschenschen Messungen stirkte, konnten auch die von
der Theorie geforderten schwicheren Satelliten auf den Paschen-
schen Platten entdeckt werden; umgekehrt konnten auch die
Aussagen beziiglich der Quantenungleichungen, in denen, wie
friher . hervorgehoben die Theorie einen gewissen Spielraum
offen 148t, durch den Vergleich mit den Messungen erginzt und
berichtigt werden.

In meiner ersten Verdffentlichung habe ich nur das erste
Serienglied mit m = 4 zum Vergleiche benutzt und zwar nur
die drei stirksten Komponenten desselben. Ich betonte, ohne
noch auf die Defekte in den Schwingungsdifferenzen zu achten,
dafl diese genau das theoertische Abstandsverhiltnis 1:3 er-
geben. Genauer besehen ist dieses Ergebnis gewissermalen
ein Zufall. Nach §9, Gl (43) sind diese Abstéinde nicht A,
und Av, =3 Ay, sondern 0,789 A», und 2,37 Av;; es ist
aber zufillic gerade 2,37 =8.0,789, so daB trotz unserer
Defekte das Verhaltnis 1:8 erhalten bleibt. Der vollstindige
Vergleich mit der Theorie mufl aber nicht nur die Hauptlinien,
sondern auch sémltiche Satelliten, nicht nur die Lage der
Linienmitten, sondern auch die Linienbreiten, nicht nur das
erste, sondern auch die hoheren Serienglieder beriicksichtigen.
Dieser Vergleich ist von Paschen selbst durchgefithrt. Das
Krgebnis desselben ist in den Figg. 4, 5, 6 bereits mitgeteilt.

. 1 1 , . . . .
Fig. 4, Zi—V = = Kombination von Triplett und

Quartett.

Die oberste Zeile stellt das theoretische Schema dar und
ist in § 9 beschrieben. Irreale Linien sind punktiert, ,,schwache‘
Linien durch einen Pfeil angedeutet. Das Schema war urspriing-
lich fiir Wasserstoff gemeint, ubertrigt sich aber quantitativ
genau auf He--, bis auf den 16fach vergroBerten MaBstab.
Die zweite Zeile darunter gibt die Paschenschen Messungen
einschlieBlich Linienbreite und Intensitédt. Von links beginnend
konstatieren wir: Die Linie Id ist schwach angedeutet; sie
wurde auf den Platten erst entdeckt, nachdem sie theoretisch
gefordert war. Die Linie I1d ist starker und mit X¢ verschmolzen.
Ia und Ib sind nicht getrennt. Ile¢ kann zwischen den beiden
starken Linien Ia und IIb, deren Abstand nur 0,1 A betragt,
nicht wahrgenommen werden. Die Mitte der nichsten beob-
achteten starken Linie {illt niher an IIb als an Ila; wir
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schlieen daraus, daf Ila unserer HKrwartung gemifl irreal
(oder schwach) ist. IITd ist als breite Linie vorhanden. Ille
ist stirker als IIId, wie wir es erwarten. IIIa und IIIb sind
irreal. Die Messung bestatigt also das frither (§9) betonte
Ubereinandergreifen der beiden Gruppen II und I, das Aus-
fallen einzelner irrealer lLinien, die Intensititsbetonung der
Hauptlinien gegeniiber den Satelliten. Die Messung entspricht
der Anregung durch Gleichstrom. Auf die Bedeutung der
untersten Zeile von Fig. 5 kommen wir sogleich zuriick.

Fig. 5, ;VW = —?}-; — -51—2, Kombination von Triplett und
Quintelt.

Die theoretische Linie le ist in der Beobachtung ange-
deutet. Id kann neben der benachbarten starken Linie nicht
wahrgenommen werden. Diese starke Linie selbst entspricht
Ia, Ib, I¢ und erhilt noch einen Beitrag Ile von der Linien-
gruppe I, die in diesem Seriengliede noch eben nach I hiniiber-
greift. Die nichste starke Linie rithrt von IIb und Ilc her,
wenn wir 11a als irreal erklaren und annehmen, daf IId neben
der starken Linie nicht wabrzunehmen ist. Die Gruppe III
liegt getrennt; Ille ist schwach vorhanden, IIl¢ und IIId
durch eine stirkere Linie vertreten, deren Mitte mit IIlc zu-
sammenfallt.  Letzteres entspricht unserer Erwartung, dafB
IITa, b irrveal sind; jedenfalls liegt IIla bereits an der Linien-

grenze.

Fig. 6, 5 = 3 — wr» Kombination des Tripletts mit
etnem sehr engen Sexiett.

Die Struktur des zweiten Termes ist nirgends mehr auf-
gelost, die drei Gruppen I, II, I1I liegen getrennt und bringen
die Struktur des ersten Termes rein zum Ausdruck. Dasselbe
Bild bieten die hoheren Serienglieder dar. Paschen hat sie
bis m=9 gemessen. Wir schlieBen hieran drei wichtige Be-
merkungen:

1. In der untersten Zeile von IFig.4 ist zum Vergleich
mit der gewchnlichen Erregung dureh Gleichstrom eine Auf-
nahme mit stoBweiser Erregung des Leuchtens durch Funken
gesetzt. Hier zeigt sich, daB die vorher drrealen Linien 1Ila,
I1Ib realisiert werden. Wir schlossen daraus in I, § 6, daB die
Form der Quantenungleichungen von den ndheren Umstinden
des Versuches abhingen.

6*
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2. Die Intensititen im IFunkenbilde entsprechen ganz
unserer Erwartung wie sie in I, §6, Gl (20) und zwar ohne
Riicksicht auf die ev. Intensitdtsschwichung durch Quanten-
ungleichungen formuliert war: Die Hauptlinte der Gruppe I
ist stirker als die Hauptlinie von 11, diese wieder stirker als die
Hauptlinie von III. Dieser Umstand gab am Ende von I, §6
zu der Vermutung AnlaB, daB im Funkenbilde die Intensitéits-
verhiltnisse sich einfacher und prinzipieller ausbilden kénnen
als im Gleichstrombilde, wo sie durch Quantenungleichungen
behindert sind. Dagegen haben wir im Gleichstrombilde eine
durchgehende Abweichung gegeniiber unserer Erwartung: Die
Hauptlinie der Gruppe I1 erweist sich starker als die Haupt-
linte der Gruppe I. Dies wiirde heillen, dafl nicht der
Ubergang von Kreisbahn in Kreisbahn, sondern der Uber-
gang einer gewissen Kllipsenbahn in eine andere Ellipsen-
bahn bevorzugt wird. Eine Erklirung hierfiir steht natiirlich
ginzlich aus.

8. Es wiare sehr verlockend, insbesondere wegen der in
§12 zu ziehenden SchluBifolgerung auf die ,,spektroskopischen
Einheiten*, aus den Figg. 4, 5, 6 den genauen Wert des Wasser-
stoffdubletts Avg und damit den Wert unserer Konstante a?
der Feinstrukturen zu entnehmen. Im Yrinzip konnte dieses
geschehen durch Messung des Abstandes irgend zweier Linien
der Yeinstruktur, da ja alle diese Abstinde sich theoretisch
als einfache rationale Vielfache von Avgr ausdriicken. Da aber
die meisten beobachteten Linien durch Verschmelzung mehrerer
Komponenten entstanden sind, kommen praktisch nur wenige
der schwichsten Linien hierfir in Frage. Paschen hat es
daher urspriinglich vorgezogen, Avg theoretisch aus den besten
sonstigen Messungen von e und h zu berechnen und nachzu-
prifen, ob alsdann das Gesamtbild der Messungen mit dem
theoretischen Gesamtbilde sich deckt. In seiner Publikation
gibt er an dvyg = 0,3645 -+ 0,045, giiltig sowohl im Gleichstrom
wie im Funkenbilde. Vollig gesichert ist seine Angabe, daf}
Avg = 0,35 oder 0,87 schon nicht mehr zulissig sei. Wenn
also auch die Feinstrukturen des Helium noch nicht hinreichend
aufgeldst sind, um eine unabhéngige und sichere Bestimmung
von Avg zu ermoOglichen, so gestatten sie doch, den Wert von
Avg nachzuprifen und in enge Grenzen einzuschlieBen.
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2. Sog. II. Nebenserie des Wasserstoffs.

Die Glieder dieser Serie mit ungeradem m bilden die
Pickeringsche Serie; diejenigen mit geradem m sind kiirz-
lich zuerst von Evans?) beobachtet, liegen in néchster Néhe
der Balmerlinien und weichen von ihnen nur wegen des ver-
schiedenen Wertes von N ab. Die zusammenfassende Dar-
stellung der Gesamtserie im groben lautet

v — 4N(4L_L) m=56,T1,...

Theoretisch ist zu erwarten, vom ersten Terme her, ein
Quartett mit den Komponentenabstinden 1:2:6. Die vom
zweiten Term herrithrende Struktur kommt, da die Serie nur
in den héheren Gliedern m = 6 bis m = 12 von Paschen
gemessen ist, praktisch nicht in Betracht. Die absolute GroBe
der Quartettabstinde folgt aus § 7e¢); nach Gl (31) hat man
wegen

2

= dvy

-

—_
| &
S——
-~

I
b
o
=

=

einfach
Avvl=%A1/H, A’02=—§-A'”H, dvy =24vy.

Ein Bild dieses Quartettes ist bereits in Fig. 8 gegeben, aber,
da es dort im zweiten Term auftritt, in umgekehrter Linien-
folge. Im jetzigen Falle liegen die drei ersten stédrkeren Kom-
ponenten (mit den gegenseitigen Abstinden Av, und Av,) auf
der roten Seite, die vierte stirker getrennte, aber schwache
Komponente nach Violett. In den Messungen von Paschen
sind die drei ersten Komponenten nicht aufgeldst; die vierte
(urspriinglich iibersehene und nur durch die Anforderungen der
Theorie entdeckte) Komponente aber hat in allen Seriengliedern
den theoretischen Abstand 2 Avy bis 8Avy von der unaufgelosten
starken Gruppe. Wegen der néheren Zahlenangaben moge auf
Paschens eigene Verodffentlichung verwiesen werden; hier
geniige es, festzustellen, daf auch diese Berie eine schéne
Bestatigung der Theorie geliefert bat.

1} E. J. Evans, Phil. Mag., Februar 1915, p. 284.
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§ 11. Lithium und neutrales Helium.

Wir wenden uns jetzt zu annihernd wasserstofféhnlichen
Elementen. Diese werden wir unter den Fkleinsten Atomge-
wichten zu suchen haben.

Es handelt sich zunidchst um den dem Werte 1/22 benach-
barten Term solcher Klemente und die dabei zu erwartenden
Dubletts. Dieser Term tritt auf als positives konstantes Glied
der I. und II. Nebenserie und als negatives Glied in der ersten
Linie der Hauptserie. Dem letzteren Vorkommen entsprechend
wird der Term allgemein mit 2p bezeichnet. Den &duBerst
nittzlichen Tabellen von Dunz') entnehme ich folgende Werte:

Tabelle 1.
2p Nj2p
La 28581  (2—0,041)
He 29221  (2—0,063)2
Parhe 27174  (24-0,009)2
H 27419 92

An erster Stelle steht Lithium, an zweiter dasjenige Helium-
spektrum, dessen Linien als Dubletts beobachtet werden, an
dritter Stelle das frither als Parhelium bezeichnete Helium-
spektrum, welches einfache Linien zu haben scheint, an letzter
Stelle der entsprechende Wasserstoffterm N/22. Nach der ersten
Zeile weicht also Is und mehr noch He nach der einen Seite,
Parhelium sehr wenig nach der anderen Seite von Wasser-
stoff ab. Diese Abweichung bringt die zweite Zeile noch
rationeller zum Ausdruck durch Vergleich des Nenners des
betreffenden Serientermes mit dem Balmerschen Nenner 22

Aus der Ahnlichkeit der Serienterme schliefen wir auf
eine Ahnlichkeit der Atomfelder und der einschligigen Elek-
tronenbahnen. Also wird auch bei Lt der Term 2p entstehen
entweder aus einem annihernden Kreis oder aus einer Ellipse
von anndhernd dem Verh#ltnis 1/, zwischen kleiner und groBer
Achse. Die zugehorige Struktur wird also die eines Dubletts
sein von annidhernd der GroBe des Wasserstoffdubletts.

Da die Lithiumlinien doppelt sein missen, war nach der
Analogie mit den Serien der iibrigen Alkalien zu vermuten.

1) Bearbeitung unserer Kenntnisse von den Serien, Diss. Tii-
bingen 1911.
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Zeeman hat die Dublizitdt von A = 6708 zuerst nachgewiesen.
Vollstandigere Daten verdanken wir Kent.l) Kent findet aus
der I1. Nebenserie bzw. dem zusammenfallenden ersten Gliede
von Hauptserie und II. Nebenserie

Av = 0,336, 0,839, 0,340 ecm™?
und aus dem ersten bzw. zweiten Gliede der I. Nebenserie
Av = 0,306, 0,826 cm™1,

Wir haben also in der II. N.-S., wie wir erwarteten, fast
genau das Wasserstoffdublett aus Gl. (32).

Den Unterschied zwischen den A» der I. und der II. Neben-
serie hilt Kent fir reell. Wir bestitigen diese Meinung und
erkliren den wichtigen Befund von Kent restlos durch unsere
Theorie. In der Tat liefert die allméhliche Zunahme der Schwin-
gungsdifferenzen in der I. N.-S. und ihre schlieBliche Annihe-
rung an den Wert in der IL. N.-S. ein besonders schénes Bei-
spiel fur die in § 9 besprochenen ,,Defekte’* der Schwingungs-
differenzen, worauf schon dort hingewiesen wurde.

In der I. N.-8. des Lz 1st der erste Term, wie wir sahen,
in hohem Grade wasserstoffihnlich; der zweite Term ist es
(vgl. unten) in noech hoéherem Grade. Die ganze Serie wird
daher annihernd durch die Balmersche Formel wiedergegeben.
Wir schlieBen, daBl auch ihre Feinstruktur Balmer-artig sein
wird, nicht nur nach der GroBe des Dubletts, sondern auch
hinsichtlich des Einflusses des zweiten Termes. Fiir das erste
und zweite Glied der I. N.-S. gelten daher mit grofier Annihe-
rung die Fig. 2 von H, und H, Aus diesen Figuren schlossen
wir im Anfange des §9 auf Defekte in der Dublettdifferenz,
die sich bei der Messung wegen der irrealen Linien ergeben
miissen. Nach (42) und (42a, b) betragen dieselben unter ge-
wissen Annahmen iiber die Beurteilung der Intensitatsverteilung
in den nicht aufgeldsten Linien 10 Proz. bzw. 2-—8 Proz. von
Avn bet H, und H,  Ganz dieselben Defekte zeigen die Mes-
sungen von Kent im ersten und zweiten Gliede der I. N.-S.
gegeniiber dem A v der II. N.-8., namlich, auf zwei Dezimalen
abgekiirzt

0,34—0,31 0 0,34~ 0,38
=t E 90, 202—0,39

= 30
0,84 0,34 =8%.

1) Astrophys. Journ. 2. p. 343. 1914, Die Arbeit ist in Tiibingen
ausgefiihrt.
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Unsere Bemerkung in § 9 iiber die nur approximative Giiltiy-
keit des Gesetzes von den konstanten Schwingungsdifferenzen, iiber
den Sinn der Abweichungen von diesem Gesetz ber Balmer- artiger
Feinstruktur, ja auch tiber die Grife dieser Abweichung ist da-
mat expervmentell bestitigt.

Ebenso lehrreich wie das Auftreten der Defekte in der
I. N.-S. ist fiur uns ihr Fehlen in der II. N.-S. von Helium.
In der allgemeinen Darstellung dieser Berien

I N.-S. —]:—,=2p—md, m=3,4,5...

II. N-S. 7\- =2p —ms, m=15, 25, 3,5...
ist der p-Term, wie wir sahen, doppelt, der d-Term (vgl. unten)
wegen seiner Wasserstoffihnlichkeit vielleicht dreifach, der
s-Term sicher einfach. Er ist vollstindig wasserstoffunihnlich,
wie schon aus den halbzahligen Werten von m hervorgeht,
durch welche gerade bei L4 deér s-Term sehr genau, d.h. mit
einem sehr kleinen Zusatzparvameter s dargestellt wird. Das
Auftreten dieses s-Terms ist etwas wesentlich Neues gegeniiber
der Balmerserie. Seine Einfachheit geht aus dem allgemeinen
Seriencharakter aller Elemente und besonders aus den kom-
plizierten Typen des Zeemaneffektes hervor. Wir schlieBen
aus dieser Finfachheit, daf die II. N.-8. aus reinen Dubletts
besteht, die lediglich durch den ersten konstanten Term 2 p
bestimmt und durch den zweiten Term nicht getriibt werden.
Deshalb geben die Mesgsungen von Av in der II. N.-8. von An-
fang an den eigentlichen konstanten Wert 0,84 des Dubletts
an; wir sehen also mit Kent den kleinen scheinbaren Gang in
den (durch Mittelung gewonnenen) Messungswerten 0,336,
0,339, 0,340 (vgl. oben) nicht als real an. Hier haben wir
einen #hnlichen ¥all wie bei der ultravioletten Wasserstoffserie
(2 in §8), wo der erste Term einfach und die Multiplizitit des
zweiten Termes in Fig. 8 rein und unverfilscht zum Ausdruck
kam; bei der II.N.-S. st der zweite Term einfach und wird
daher die Multiplizitit des ersten Termes ohne Komplikationen
und Defekte gemessen. —

Bei Helium ist die in der Tabelle I dargestellte Ab-
weichung des Serientermes vom Wasserstoff groBer als beim
Lithium und liegt nach derselben Seite wie bei letzterem.
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Wir erwarten daher aueh in der DublettgroBie von He eine
groBere Abweichung von Avx wie bei L.

Tatséchlich ergeben die Tabellen von Dunz fir He
Ady=105cm™ L )

Bei Parhelium ist die Abweichung des fraglichen Termes
viel kleiner als bei Lithium und liegt nach der anderen Seite.
Hier werden wir daher eine Abweichung vom Wasserstoff-
dublett nach der anderen Seite erwarten, d. h. einen Wert
Ay < 0,86 em™ L.

Damit stimmt es, dafl Parhelium ein ausgezeichnetes Bei-
spiel fir scheinbar genau einfache Linien und fir normalen
Zi2emaneftekt liefert.  Letzteres braueht natiirlich nur zu
heiflen, daBl der Paschen-Backeffekt wegen Engheit des Du-
bletts schon bei kleinsten Magnetfeldern in Kraft tritt. Daf
sich auch die Linien von Parhelium schlieflich als doppelt
herausstellen, ist natiirlich keineswegs ausgeschlossen.

Noch wasserstoffihnlicher als der Term 2 p verhilt sich
bei Iz, He und Parhelium der Term 8 d, wie die folgende Tabelle
zeigt

Tabelle 11
3d Nsd
Li 12202,5  (8—0,0020)2
He 12208,0  (3—0,0026)2
Parhe 12204,25 (3—0,0022)2
H 12186,0 32

Dieser Term miifite also in groBer Reinheit die interes-
santen Tripletts, der Term 4 d die Quartetts zeigen. In den
Defekten der Li-Dubletts sahen wir bereits Merkmale der
Existenz des Tripletts im ersten Gliede der 1. Nebenserie,
des Quartetts im zweiten Gliede. In den gewéhnlich beob-
achteten Serien tritt der Term 3 d leider nicht als konstanter
positiver Term auf, so daBl es hier zu einer vollen Ausbildung
des Tripletts wie beim Funkenspektrum des Heliums nicht
kommen kann. Wohl aber kommt 8 d als positiver Term der
Bergmannserie vor. Wir missen also behaupten, dafl die
Bergmannserie von He, Parhe und Lt aus Tripletts von kon-
stanter Schwingungsdifferenz mit dem Komponentenabstande
1:3 besteht von der oben beim Wasserstoff berechneten (also
leider sehr minutiésen) absoluten Grofie, und zwar um so ge-
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nauer, je wasserstoffahnlicher der Term 3 d ist. Auch bei Na,
K u. a. ist die Ganzzahligkeit des Terms 3 d recht befriedigend,
so dafl die Bergmannserien auch dieser Elemente guten Erfolg
versprechen fiir den Nachweis unseres Triplettypus, ebenso die
Bergmannserie mit dem positiven Term 4d fur den Nach-
wels unseres Quartettypus.

Besonders hervorheben mochte ich, daBl unsere Diskussion
des Li-Dubletts die Briicke bildet zur Deutung der Dubletts
der Alkalien, also zunichst des D-Dubletts, und anderer Wasser-
stoffunshnlicher Terme. Wie in § 7Tk) hervorgehoben, reichen
die allgemeinen Betrachtungen hier natiirlich nicht aus, sondern
miissen spezielle Untersuchungen tber die Atomfelder ein-
greifen, bei denen neue Konstanten zur Charakterisierung der
letzteren eingefithrt werden. Im Gegensatz dazu koénnen wir
sagen, dall unsere wasserstoffdhnlichen Multiplizitdten durchweq
durch Null-konstantige Formeln dargestellt werden, d. h. nur
unaverselle Gréflen benutzen.

§ 12. TUniverselle spektroskopische Einheiten.

Bekanntlich hat die Strahlungstheorie in den Hénden von
Planck zu einem System universeller Einheiten gefiihrt, in
erster Linie zu den Strahlungskonstanten k& und h, sodann
mittels der Formeln

k
(45) —— = R,

mH

e

=cF, LI L,

gy My

(my = Masse des Wasserstoffatoms, B = (Gaskonstante, I' =
Valenzladung, L = Losehmidtsche Zahl pro Mol) auch zu
Werten der Konstanten e, my und L. Wir wollen diesem System
der strahlungstheoretischen wuniversellen FEinhetten ein System
von spekiroskopischen Einheiten gegeniiberstellen.

Von Bohr wurde bereits betont, daB die Rydbergsche
Zahl?) in der Grenze fiir ein hohes Atomgewicht

2n2m et
(46) Nop = Py

1) Der Faktor ¢ im Nenner von Neo, Vg, NH. ist gegen frither hinzu-
gefiigt, weil man in der Spektroskopie die Schwingungszahlen » und
daher auch die Grenzfrequenz N bekanntlich nicht in sec™?, sondern
in em™! angibt.



Zur Quantentheorie der Spektrallinven. 91

zu einer Verbesserung der Werte m, e oder h fithre, wenn zwei
dieser GroBen auf anderem Wege genau behannt sind. Auferdem
erkannte Bohr, dall der Vergleich von N z. B. mit

2 4 2 4
(47) NH - _2.71_7.&_ oder NHe: ’.2.24_"&‘_
m m
ch3(1+ k) ¢ h? (1+ )
My My,

eine unabhingige Bestimmung von e/m ermogliche. (Die letzteren
Formeln folgen natiirlich direkt aus der in I, § 9 besprochenen
Darstellung

N = 202 p et m M

ha ’ “m_l_M’

wenn man darin M = mg oder M = my, einsetzt.) In der Tat
ist die Kenntnis von m/mg nach (45) gleichbedeutend mit der
Kenntnis von e/m, da ja gilt

m e e -4

(48) — = —=cF [

m u m yid m m

Wir fiigen den Bohrschen Gleichungen (46) und (47) die
charakteristische Konstante unserer Feinstrukturen

(49) o = 27 e*

ch

hinzu, die zugleich mit der Kenntnis des Wasserstoffdubletts
oder des Heliumtripletts in §10 oder irgend einer analogen
Struktur bekannt ist. Dann haben wir in (46), (47) und (49)
drei unabhingige Gleichungen zur Berechnung der drei Kon-
stanten e, m und h. Indem wir die Gl. (45) hinzunehmen, folgen
sofort auch die Werte von mg, k und L. '

Der Vorzug dieser spektroskopischen Einheiten vor den
strahlungstheoretischen liegt offenbar

1. in der spektroskopischen Genauigkeit,

2. in der Unabhéngigkeit von jeder Temperaturskala und
Energiemessung,

8. in ihrer groBeren Vollstindigkeit, da sie auch die Elek-
tronenmasse m mitliefern.

Leider ist dieses Programm zurzeit noch nicht mit der
erforderlichen Genauigkeit durchzufithren. Wie wir in §10
sahen, fehlt es an der quantitativen Sicherheit bei Gl. (49) —
begreiflicherweise, da die Messung der Feinstruktur erst eben
von Paschen in Angriff genommen wurde. Die Paschenschen
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Messungen ergaben fiir Avy einen Wert, der, wenn man die
Grenzen recht weit steckt, zwischen 0,35 und 0,37 liegt. Wir
werden daher mit

(60) dvy = 0,360 4+ 0 - 0,010

rechnen, wo @ ein positiver oder negativer echter Bruch ist,
der aber vermutlich der 0 ndher liegt als der 1. Trotz dieser
betréchtlichen Unsicherheit werden wir zu einigen bemerkens-
werten Iolgerungen tber die universellen Einheiten gelangen.

Zunéchst ergibt sich wegen A vy = Na?/16
(61) o = (5,25 + ©-0,15)-10~5, & = (7,25 + O-0,10). 10~
und wegen (49)
(52) = (346 + 0.0,05). 107.

Sodann berechnet Paschen aus seinen Messungen von
Ny und Ng, :

(53) £ . 1,765-107.¢, Ny = 1,0974 105,
- .

Schreiben wir nun Gl. (46) wie folgt:
272 (e [ ) 2n® (2| 1)

Nm=-W oder € = T Moo
so berechnet sich nach (52) und (53)
B4 e = (4,69 + @ .0,20)- 10~10
und nach (52)
(65) h = (8,35 + ©-0,45)- 10727,

Um die noch reichlich grofle Unbestimmtheit dieser Werte
zu beschrinken, vergleichen wir sie mit der Kxponentialkonstante
im Strahlungsgesetz — wir wollen sie C' nennen — deren nume-
rischer Wert kiirzlich. von Warburg!) genau diskutiert ist

ch 2F h
C = + =B e 1,430 + 0,010.

Unter abermaliger Benutzung eines unbekannten positiven oder
negativen echten Bruches schreiben wir dafiir

1) E. Warburg, Ann. d. Phys. 48. p. 410. 1916
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(56) C = 1,430 + 5 - 0,010.

Berechnen wir C andererseits mit unseren Werten (54)
und (55), so ergibt sich

(57) C=1,416 4 0 . 0,04.

NaturgemiB gind unsere Grenzen fiir C viel weiter als die von
Warburg bestimmten, Jedenfalls kénnen wir sagen, daBl

unsere Rechnung mit der Warburgsehen Feststellung nicht
in Widerspruch steht.

Dureh Vergleich von (56) und (57) konnen wir nun die
Grenzen fir unser @ verengern. Es ergibt sich

(58)  ©:0,04 = 0,014 + 40,010, 6 =0,85+ -

Offenbar ist diese Bestimmung von © ein augenblick-
licher Notbehelf, welcher unserem spektroskopischen Programm
widerspricht; bel weiterer Verfolgung des Paschenschen Weges
wird die Unsicherheit in @ spektroskopisch viel weiter herab-
gedriickt werden konnen, als es mit unserer Anleithe an die
Strahlungsmessungen jetzt moglich ist.

Mit dem Werte (58) von @ ergibt sich nun aus (54), (55),
(51), (50) und (45)
e= (4,76 + 5-0,05)-101°,
h=(6,51 -+ 9.0,11,.1027,
e?= (5,30 + %-0,04).1075,
Advy = 0,363 4 4-0,0025,
my = (1,64 + 9-0,02).10—%,
L = (6,08 — #.0,06)-10%,
Vergleichen wir diese Werte mit den rein strahlungstheo-
retisch berechneten Werten von Planck in der I. und II. Auf-
lage seiner Strahlungstheorie und mit Werten, die kiirzlich von

Millikan mitgeteilt sind!) (photo-elektrisch mit Zugrunde-
legung des Einsteinschen Gesetzes gewonnen)

Planck 1 e~ 4,69-10~1 A =655.10—2"
Planck II ¢ =4,67-107° A =6,41.10"%"
Millikan ¢ =4,77-1071° 4 = 6,57.10—27,

1) A. Millikan, Physik. Zeitschr. 17, p. 217. 1916.
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Man sieht: die Plancksehen Werte fiir ¢ fallen auBerhalb
der nach (59) zuldssigen Gremzen. Dagegen 1afit sieh Milli-
kans e mit 5 = /5 aus (59) erzielen. Der zugehérige Wert
von h ist nach (59) h = 6,54.10-2". Da Millikan die Ge-
nauigkeit seines h-Wertes zu 0,5 Proz. angibt, so ist seine An-
gabe 6,57 mit der unserigen 6,54 zu vereinbaren,

Ich zweifle nicht, daB wiederholte Feinstrukturmessungen
allen Zweifeln iber die genaue GréBe der universellen Einheiten
ein Ende machen werden.

(Fortsetzung folgt im nichsten Heft.)





