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2 A. Sommerfeld. 

Die folgende Reihe von Aufsatzen gibt den Inhalt zweier 
Mitteilungen vciieder, die ich Ende des voripen und Anfang 
dieses Jahres der Munchener Akademie l) vorgelegt habe, 
teils in gekurzter, teils in erweiterter Form. Die Kurzungen 
sind dadurch ermoglicht, da13 einige Unsicherheiten im Quanten- 
ansatx nnd Skrupel uber die Art seines Anwendung inzwischen 
beseitigt werden konnten. Auch habe ich ilruhere qualitative 
Bemerkungen %urn Starkeffekt fortgelassen, da dieselben in- 
zwischen von anderer Seite zu einer vollstandigen quanti- 
tativen Theorie verarbeitet sind, ebenso Andeutungen uber 
die Auffassung der Linienspektren von wasserstoffunahnlichen 
Elementen, denen es alsbald Bhnlich ergehen mbge. Die Er- 
weiterungen betreffen namentlich folgen'de Punkte, die hier 
neu hinzugefugt sind, in Teil I: Genauere Besprechung der 
von mir vermuteten Quantenungleichungen und Intensitats- 
regeln, mit Rucksicht auf die Erfahrungen uber den Rtark- 
effekt und die Feinstruktur der Heliumlinien ($ 6); Quante- 
lung der Keylerellipse nicht nur nach ihrer GroBe und Ge- 
stalt, sondern auch nach ihrer Tdage im Raume, falls dirse 
physikalisch bestimmbar ist ($ 7) ; Vergleich mit der Struktur- 
theorie des Phasenraumes, die gleichzeitig mit mir unter all- 
gemeineren Gesichtspnnkten von Hm. P 1 a n c  k 2, entwickelt 
morden ist ( 5  8); T'ergleich mit den Auffassungen von Schwarz -  
s c hi1 d 3),  die clieser "om Boden der allgemeinen Mechanik 
aus rntwickelt hat, und mit der Theorie des Starkeffektes 
von Eps te in4 )  ($ 10). Ferner in Teil 11: Yahere Retrach- 
tung der Grenefalle der relativistischen Keplerellipse und 
ihrer Ausartung in Spiralform ; Redeutung des universellen 
Momentes p, (Q 3); geschlossene Form der Serienformel fur 
mJasserstoffahnliche Spektren (Q 4) ; Einfuhrung des univer- 

A. Sommerfeld, Sitzungsber. der Munchener Akad. d. Wiss. 1915. 
p. 425 u. 459. 

2) Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 1915. p. 407 u. 438; Berliner 
Akad. d. Wiss. 1915. p. 909. Vgl. auch den zusammenfassenden Auf- 
satz Plancks in diesen Annalen GO. p. 385. 1916, aus dem mir durch 
freundliche briefliche Mitteilungen des Verfassers einige Punkte vor dem 
Drucke bekannt geworden sind. 

3) K. Schwarzschild, Zur Quantenhypothese, Berliner Akad. d. 
Wiss. 1916. p. 548. 

4) P. Epstein,  Ann. d. Phys. 60. p. 489. 1916. Vorlaufige Mit- 
teilung in der Physik. Zeitschr. 17. p. 148. 1916. 
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sellen Momentes p ,  in den Quantenansatz nach P l a n c k  
und Vergleich mit der Erfahrung bei der Balmerschen Serie 
(§ 6); genaue Bestdtigung der Feinstruktur an den Helium- 
linien von 1) a s  c h e n ($ 10) ; spektroskopische univcrselle Ein- 
heiten (0 12). In  Teil 111 konnte die Theorie der Rontgen- 
spelitren wesentlich vervollstlndigt werden durch das in- 
zwischen hinzugekonimene Beobachtungsmaterial, besonders 
von M. S i e g h a h n  und seinen Mitarbeitern. Dasselbe Dublett, 
das in der IL-Serie auftritt, konnte in der L-Serie zwischen 
vier verschiedenen Linienpaaren nachgewiesen werden ( 5  3) ,  
auBerdem zwischen zwei weiteren Linienspektren ein anderes 
Duhlett, das wir A-Dublett nennen (8 4). Die Dubletts lassen 
sich zur willkurfreien Isolierung des L-Terms nnd weiterhin 
der I<-, M -  Terme UFW. verwenden und fuhren so zu Spektral- 
formeln der verschiedenen Rontgenserien, lediglich auf Grund 
des Kombinationsprinzipes, ohne sonstige Voraussetzungen 
iiber das -4tommodell oder uher die analytische Form der 
Spektralgesetze ($  7). Trotz der Zweifel uber die exakte 
Gultigkeit des Konibinationsprinzipes, die sich aus den Mes- 
sungen von S i e g b a h n  uher die M-Serie ergeben (§ s), ist damit 
der Weg gebahnt, um sichere hixlschliisse uher dik Struktur 
der innerst en Teile dor Atome von Schwermetnllen zu erhalten. 

Bei der numerischen und graphischen Untersuchung der 
Rontgenspektren hat mich Hr. K. Gl i t scher  aufs sorg- 
samste unterstutzt. Hrn. Kollegen P a s c h e n ,  mit dem ich 
seit langerer Zeit in regem Gedankenaustsusch stehe, mochte 
ich herzlich danken fur die stete Bereitwilligkeit, mit der er 
mir seine Messungs- und Ilechnungsresultate zur Verfugung 
gestellt hat, und fur die unschatzbare Forderung, die er meiner 
Theorie durch seine Experimentierkunst geleistet hat. 

I. Theorie der Balmerschen Serie. 
Die Theorie des Bal  merschen Wasserstoffspektrums scheint 

auf den ersten Blick durch die wunderbaren Untersuchungen 
von N. B o h r  zum AbschluB gebrncht zu sein. B o h r  konnte 
nicht nur die allgemeine Form des Seriengesetzes, sondern 
auch den Zahlenwert der darin eingehenden Konstanten und 
seine Verfeinerung unter Beruclrsichtigung der Kernbewegung 
erklaren. Man darf sogar sagen, daB die Leistungsfahigkeit 
der Bohrschen Theorie vorlaufig beschrankt ist auf diese 

1* 
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Wasserstoffserie und auf die wasserstoffiihnlichen Serien (ioni- 
siertes Helium, Rontgenspektren, Serienenden sichtbarer Spek- 
tren). Trotzdem mochte ich zeigen, daB auch die Theorie der 
Balmerserie noch wesentlich zu vervollstkndigen ist durch die 
Betrachtung nichtkreisformiger (also im Falle des Wasser- 
stoffatoms elliptischer) Bahnen. Dabei wird zugleich die 
Sonderstellung des Wasserstoffspektrums beleuchtet: Wahrend 
die anderen Elemente eine Reihe verschiedener Serien (Haupt- 
serie, Nebensrrien und ihre Kombinationen) und verschiedeiier 
Serientypen aufweisen (einfache Serien, Dublett-, Triplettserien), 
hat, der Wasserstoff (von dem Viellinienspektrum abgesehen) 
nur die einzige Balmersche Serie. Nach der hier vorzu- 
tragenden Auffassung erlrlart sich dies daraus, da13 in der 
Balmerschen Serie eine Reihe von Serien zusammenfallen, 
daB namlich jede ihrer Linien auf eine gewisse Anzahl ver- 
schiedener Arten entstehen karin, nicht nur durch Kreis- 
bewegungen, sondern auch durch elliptische Bahnen von ge- 
wissen Exaentrizitaten, wie sich in allen Einzelheiten durch 
experimentelle Tatsachen belegen 15iBt. Diese eigenartige 
Linienkoinzidenz, die beim %‘asserstoff nur durch die be- 
sondere Einfachheit der Keplerschen Bewegung oder, was 
dssselbe ist, ciurch die besondere Einfachheit der Konstitution 
des Wasserstoffatoms zustande kommt, kann, wie man leicht 
ubersieht, bei anderen Elementen nicht mehr statt haben. 
Hier werden vielmehr die den verschieclenen Ellipsenbahnen 
analogen, aber entsprechend kompliziertrr gestalteten Bahn- 
typen .je zii versehiedenen Linien fuhren, die sich weiterhin 
in verschiedene Serientypen anordnen lassen werdeii. nap 
allgemeine Srrienschema wurde dann nicht mehr von zwei 
panzen Zahlen n und m, sondern (vorbehaltlich weiterer Yer- 
allgemeinerung) von vier ganzen Zahlen n, n‘ und m, m‘ ab- 
hSngen, in der Form 

= SPh4 - cP(7%m3, 

und die Besonderheit, des Wasserstoffs besteht darin, daB 
hier cp (n, n’) = q (n + n’) = (n + n’)-2 ist. 

Fur die allgemeine Auffassung drs Naturgeschehens lernen 
wir aus der Scharfe der Spektrallinien oder aus der ihr Reoh- 
nung tragenden Quantentheorie der Spektrallinien : Die statio- 
nirren Bahnen der Elektronen i m  Atom (und weiterhin im 
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Molekul) bilden kein Kontinuum, sondern ein Netzwerk. Dev 
Phasenraum, als Mannigfaltigkeit aller denkbaren, azlch der 
nnicht stationaren Zustande, ist von den Bildkurven der stationaren 
Bahnen maschenartig durchxogen. Die Grope dpr Maschen ist 
aurch das Plancksche h bestimmt. 

Q 1. Allgemeine Formulierung des Quantenansatzes. 

Tor jeder Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
hat man sich die Frage nach den gleichwahrscheinlichen Fallen 
(nach der Richtigkeit der zu benutzenden Wurfel) vorzulegen. 
Auf dem Gebiete der statistischen Mechanik liefert hierfur 
den einzigen Anhaltspunkt der Liouvillesche Satz. Dieser 
sagt bekanntlich aus, daB gleichgroBe Elemente des ,,?hasen- 
raumes" (4 ,  p) gleichwahrscheinlich sind, insofern und weil 
sie zeitlich ineinander ubergefuhrt werden. q sind die Lagrn- 
koordinaten, p die zugehorigen Impulskoordinaten 

d T  1' I __ a p  ' 
T ist die lebendige Kraft, und man hat so vie1 Koordinaten q 
und p, als man Freiheitsgrade des Systems hat. Indem man 
die Eleinente 17 (dq  d p )  des Phasenraumes betrachtet, operiert 
man von Anfang an mit kontinuierlichen Wahrscheinlichkeiten. 
Die Qnantentheorie ersetzt diese dureh diskrete Wahrschein- 
lichkeiten und betrachtet statt des Phasenelementes d q  d p  als 
Elementarbereich der Wahrscheinlichkeit, nach P l a n  c k l) ein 
Phasenintegral von endlicher Ausdehnung. I m  Falle des 
linearen Oszillators der Strahlungstheorie (ein Freiheitsgrad) 
handelt es sich um ein zweifach ausgedehntes Integral in der 
Phasenebene (4 ,  p): 

J d q  d p  = h ;  

im Falle allgemeinerer Mechanismen \-on f Freiheitsgraden 
wurde an dessen Stelle znniichst das 2 f-fach ausgedelinte 
Integral uber den Phasenrauin der (q?, p,) treten: 

(4 J n ( d  qi dp,) = h f  . 
In  der Tat bildet dieses Integral den husgangspunkt der in 
der Einleitung genannten neuesten Arbeiten von P lanck .  

i = f  

E = l  

1 )  Vgl. z. B. Solvay-KongreO I, p. 99 der franziisisehen Ausgabe. 
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Die wie es scheint vollkommene Restimmtheit der atomistischen 
Elemmtarvorgange, insbesondere die 8charfe der Rpektral- 
h i e n ,  verlangt aber bei f Freiheitsgrailen nicht eine, sondern 
f Quantengleichungen zur Festlegung dieser Vorgange. P l a n e  k 
geht nun so vor, daiB er auf Grund sehr allgemeiner Uber- 
legungen die vorstehende eine Quantenbedingung je nach 
tler Yatur des Mechanismus und nach der ,,Koharenz seiner 
Freiheitsgradr" nachtraglich zerlegt in mehrere (gegebenen- 
falls in f )  verschiedene Quantenbedingungen. Ich habe da- 
gegen, geleitet durch die Erfahrungen bei der Balmerserir, 
von vornherein den Quantenansatz nach den f Freiheits- 
graden des Fystems zerlegt, indem ich, eine geeignete Wahl 
der Koordinaten qt vorbehalten, statt drr einen Gleichung (a) 
die folgenden f Gleichungen postulierte: 

(b) J d p i d p i = h ,  i = l , 2  ,... f .  

Saturlich ist die Handhabung dieses meiter gehenden und 
Rpezielleren Ansatzes vie1 bequemer als die Durchfuhrung 
des vorsichtigeren und allgemeineren Standpunktes von Planclr. 
naB beide Ansiitze in allen bisher untersuchten Fallen zu 
identischen Resultaten fuhren, werden wir in $ 8 hehen. 
Eine zwingende Begrundung fur diese Ubereinstimmung kann 
ich zurzeit nicht geben, ebensowenig, wie ich die Berech- 
tigung des zerlegten Quentenansatzes (b) allgemein begrunden 
kann. Der Ansatz (b) moge daher als unbewiesene und - ebenso 
wie der Ansatz (a) - vielleicht unbeweisbare Grundlegung der 
Quantentheorie gelten. 

Freilich ware zu fordern, daiB unser Ansatz, wenn er als 
Fundament der Quantentheorie dienen soll, hinreichend he- 
stimmt formuliert werden sollte. Dazu ware notig, einerseits 
eine allgemeine Regel fur die Auswahl der ,,geeigneten" Ko- 
ordinaten q des Systems, andererseits eine Vorschrift ubcr 
die Grenzen der Integration fur jede dieser Koordinaten. 

Leider la iBt sich eine aklgemeine Regel fur die  Koordinaten- 
wahl zurzeit kaum aufstellen; es wird notig sein, hierfur weitere 
Erfahrungen an speziellen Beispielen zu sammeln. Bei unseren 
Problemen werden wir durchweg mit Polarkoordinaten (ebenen 
und raumlichen) auskommen. Auf eine vielversprcchende Regel 
von Schwarzsch i ld  und E p s t e i n  uber die Koordinatenwahl 
kommen wir in $ 10 zuruck. 
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Bezuglich der Festlegung der Integrationsgrenzen in (b) 
geben wir folgende Voischrift : Es soll jede Koordinate  q erstreckt 
werdelz uber den  rol len Bereich, den  s i e  xur eindeutigen Rexeich- 
nung der P h a s e n  des Systewis xu durchlaufen hat. Bei einem 
cykIischen Azimut in der Ebene ist dieses der Bereich von 0 bis 
227, bei einer Neigung im Raume (geographische Breite 8) der 
doppelt zu durchlaufende Rereich von 8 m i n  bis &,,, bei einem 
Fahrstrahl r das ebenfalls doppelt zu durchlaufende Gebiet von 
rmin bis rmax bei der betreffenden Bewegung. Demgegenuber 
hatte ich in meinen ursprunglichen Arbeiten die Vorschrift 
unter Beschrankung auf periodische und quasiperiodische 
Rahnen so gefaBt (unter quasiperiodischen Bnhnen solche 
von der Art des spharischen Pendels verstanden, auf denen 
jedem Punkte ein spaterer eugeordnet werden kann, von 
dem ab die Bewegung entsprechend verlauft): Es soll in 
jeder Koordinate q die Integration uber die volle Periode 
der Bahn erstreckt werden. Diese Vorschrift fuhrt zwar hir 
periodische Bahnen zu denselben Ergebnissen wie die obige, 
nicht aber fur die quasiperiodischen relativistischen Kepler- 
ellipsen. Infolgedessen ging durch meine ursprunglichen Arbeiten 
eine Unstimmigkeit der Zahlenwerte mit der Erfahrung, ins- 
besondere hinsichtlich des Wasserstoffdubletts ; dime Un- 
stimmigkeit konnte ich erst in einem Nachtrag, eben durch 
h d e r u n g  der Integrntionsgrenzen in dem Quantenansatz, 
heben, wofur ich eine Begrundung (durch ein mitgefahrtes 
Koordinatensystem) gab, die ich jetzt nicht mehr fur stich- 
haltig halte. Ich mochte betonen, da13 Planclr  bei seiner 
konsequenten Strukturierung des Phasenraumes sogleich auf 
den obigen richtigen Ansatz gefuhrt wurde, den ich erst auf 
Clem Umwege uber die Erfahrung gewonnen habe. 

Da13 man den Veranderlichkeitsbereich der Koordinaten 
im Phasenraum , nicht denjenigen 'auf der Bahnkurve als 
Integrationsbereich zu wahlen hat, kann man sich durch fol- 
gende Betrachtung verstandlich machen, die an die Vor- 
stellungen der statistischen Mechanik anknupft. Unser mecha- 
nisches System sei ein Massenpunkt, der sich um ein An- 
ziehungszentrum auf einer Keplerellipse bewegt. Die statisti- 
sche Mechanik betrachtet die Gesamtheit aller gleichartigen 
mechanischen Systeme bei kontinuierlich veranderten Anfangs- 
bedingungen. Halten wir z. B. die Gestalt ixnserer Ellipse 
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fest, also auch ihre Periheldistanz, so bleibt noch eine Rich- 
tung, etwa die vom Anziehungszentrum nach dem Perihel, 
fur die statistische Auswahl frei. Die Gesamtheit aller unserer 
EIlipsen wird erhalten, w-enn wir das Azimut des Perihels 
von 0 bis 2n variieren lassen. Uber diesen Bereich ist daher 
die Integration nach y )  zu erstrecken. Man bemerke nun, 
da13 sich an dieser Uberlegung nichts andert, wenn man von 
der gewohnlichen zur relativistischen Mechanik ubergeht, 
wobei die periodische Keplerellipse zu einer quasiperiodischen 
Bahn mit vorruckendem Perihel wird. Die statistische Mannig- 
faltigkeit der Bahnen wird auch hier bestimmt durch die von 
0 bis 2 TL variierende Richtung, z. B. nach dem Anfangs- 
perihel. Der Integrationsbereich in y )  ist daher auch hier 2 z  
and hangt nicht von der Gestalt der Bahn ab. 

Wir wollen unserer Quantenbedinguiig (b) jetzt eine be- 
yuemere Form geben. Indem wir ein bestimmtes der f KO- 
ordinatenpaare (qi, p,) betrachten und dasselbe weiterhin mit 
(q ,  p )  bezeichnen, denken wir uns in der q,  p-Ebene die Bild- 
liurven einer einfach unendlichen Schnr von Bahnkurven 
Bonstruiert und betrachten die FlBche zwischen irgend zweien 
der Bildkurven. Sind die Bildkurven geschlossene, so ist die 
Flache direkt definiert. AndernfalIs nehmen wir an,  daB 
sie durch Hilfslinien (vgl. das Beispiel des rotierenden Massen- 
punktes im nachsten Paragraphen) zu geschlossenen erganzt 
werden konnen, infolge irgend welcher Periodizitats- oder 
Symmetrieeigenschaft der Koordinate q. Innerhalb der un- 
endlichen Schar unserer Bildkurven zeichnen wir nun einr 
diskrete Menge BUS durch die Forderung (b), nach der die 
Flache zwischen der n- l ten  und der %ten dieser Kurven 
gleich h sein soll. Bezeichnen wir die Ordinaten dieser Kurven 
der Reihe nach mit po, p,, p z ,  . . ., so schreibt sich unsere For- 
derung bei Ausfuhrung der Integration nach p folgendermafien : 

[ J d p  d q  = [ p n d q  -[Pn-I d p  = h t  

[ P A  - J P ,  d q  = ti, 

[ P A - J P ,  d q = h ,  

J P A  -JP, d5) = h ,  

also fur n = 1, 2 ,  3, . . . 

. . . . . . . . 
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durch Summation folgt : 

J ( P n  -Po) d p  = n h .  

Wir wollen annehmen, daB wir als Anfangskurve unseres 
Systems eine solche wahlen konnen, fur die 

ist. Dann vereinfacht sich die vorstehende Gleichung zu 

11) s y ,  d g  = n h .  

Die links stehende GroBe nennen wir das Phasenintegral 
fur die Koordinate 4. 

Das Phasenintegral sol1 also f i ir jede Iioordinate q ein Viel- 
faches des Wirkungsquantums sein. 

Wir zeigen, daIj das Phasenintegral eine notwendig posi- 
tive GroBe ist, dalS die Quantenzahl n also eine wirkliche 
(positive) Zahl ist. Wir denken uns zu dem Ende solche 
(orthogonale) Koordinaten q benutzt, daB in der quadratischen 
Form T nur die quadratischen Glieder ( A , / 2 ) q z 2 ,  nicht die 
Produktglieder qi qk, auftreten, wobei wegen des positiven 
Charakters von T die als Funktion der Koordinaten zu den- 
kende Funktion A > 0 sein wird. Dann wird der zu g = 4% 
gehorige Impuls p = A q, und daher das Phasenintegral 

S p  d q  = J A q  d p  = J d q a  d t  > 0 ,  

wegen d t > 0, wie behauptet wurde. 
Die Einfuhrung orthogonaler Koordinaten in T ist immer 

moglich ; die spater zu benutzenden Polarkoordinaten genugen 
von selbst diesert Bedingung. 

Von befreundeter Seite bin ich darauf aufmerksam ge- 
macht worden, da8 Hr. A. Wilson1) bereits fruher als ich 
den Quantenansatz (I) formuliert hat, und zwar genau gleich- 
lantend mit (I), einschlieBlich der obigen Vorschrift fur die 
Integrationsgrenzen. Als einzige Anwendung behandelt Hr. 
Wi lson  unter Hinzunahme einiger weiterer Hypothesen das 
Gesetz der schwarzen Strahlung. I n  einer zweiten Note2) 
rechnet er beilaufig das Phasenintegral fur die r-Koordinate 

1) A. Wilson, Phil. Mag. Juni 1915. 
2) A. Wilson, Phil. Mag. November 1915. 
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der Keplerellipse aus, ubereinstimmend mit den Gleichungen (9) 
und (10) unseres $ 4. Bestimmte Folgerungen fur die Auf- 
fassung der Balmerserie oder fur die sonstige Theorie der 
Spektren werden daraus aber nicht gezogen. Eine Arbrit 
von Hrn. I s h i w a r a ,  auf die Hr. Wi lson  verweist, und die 
einen ahnlichen Quantenansatz zu enthalten scheint, war niir 
nicht zuganglich. 

8 2. Einfachste Anwendungen, Quantenbedingung fiir die azi- 
mutale Bewegung in der Keplerellipse. 

Wir wenden unseren Quantenansatz (I) zunachst auf 
zwei wohlbekannte Beispiele an, den geradlinig schwingenden 
und den kreisformig rotierenden Massenpunkt. Da es sich 
beide Male nur um einen Freiheitsgrad der Bewegung handelt, 
kann unser hnsatz nichts Neues liefern. Das Charakteristische 
desselben, die Anwendung auf jede Koordinate einzeln, kommt 
erst bei einem System von zwei Freiheitsgraden zur Geltung. 
Als solches behandeln wir anschlieaend die K e p l e r  sche Be- 
wegung. 

1. Der geradlinig schwingeiade Massenpunkt. Wir erinnern 
an eine brruhmte, bei P l a n e  k nicht hingezeichnete Ellipsen- 
figur der Planckschen Strahlungstheorie. In der Zustands- 
ebene der q, p ( 4  = Ausschwingung aus der Ruhelage, p = m 4) 
beschreibt der Resonator eine Ellipse, deren Hauptachsen- 
verhaltnis a / b  durch die Natur des Resonators gegeben und 
gleich 2 z v m  ist (v = Eigenschwingungszahl des Resonators, 

W = Energiekonstante). Die Gesamtheit der Bahnen des Re- 
sonators bildet also ein System ahnlicher Ellipsen; der Ruhe 
entspricht die Nullellipse mit a = b = 0, p, = q, = 0. Durch 
ansere Bedingung (I) werden innerhalb dieses Ellipsensystems 
diejenigen ausgezeichnet, deren Fliicheninhalt gleich n h ist ; 
die bei der Bedingung (I) gemachte Annahme 

ist bei unserer Nullellipse naturlich erfullt. Die quantenhaft 
auszuzeichnenden Ellipsen sind also diejenigen, fur die 

a b z = n h ,  also W = n h v  
gilt. Somit folgt, wie wohl bekannt, im Falle des linearen 
Resonators die Vorstellung der Energiequanten h Y aus der 

JP, dr l=  0 
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Forderung der endlichen Wirkungsqzcanten h, insbesondere aus 
der Formulierung dieser Forderung durch mser  Phasenintegral. 

2 .  Der rotierende Massertpunkt. Handelt es sich um einen 
Massenpunkt m, der auf dem Kreise vom Radius a mit der 
gleichformigen Winkelgeschwindigkeit co rotiert, so ist 

$I=-.-= d T  ma2+ = m a z w  = const. 
dv, 

Die Zustiinde gleichformiger Rotation werden in der (4, 23)- 
Ebene durch Gerade parallel der q-Achse dargestellt, und 
zwar durch Stucke solcher Geraden von der LLinge 2n, die 
also z. B. (vgl. Fig. 1) von q = - ?t 

his 4 = + n reichen; der Ruhe 
des Massenpunlites entspricht die 
Nullgerade p ,  = 0, d. h. das Stuck 
der q -bchse von q = - n bis 

geraden zeichnet unser Phaseninte- 
gral (I), das sich hier wegen p = 

diejenigen aus, fur welche 2 n p  = 
n h ist. Wir haben also eine 
unendliche Folge iiquidistanter Strecken im Abstandr h / 2  n; 
je  zwei aufeinanderfolgencle bestimmen ein Rechteck vom 
Fliicheninhalt h, entsprechend unserer ursprunglichen Forde- 
rung (b) in 9 1. Aus demsekben Prinxip also, aus dem beim 
schwingenden Massenpunkt die  dislcreten Energieelemente W=n hv  
abgeleitet wurden, folgt beim rotierenden Massenpunkt die For- 
derung der diskreten Inapulsmomente p = n h / 2  n. Diese ist 
bekanntlich von E hrenf  es t l) in der Theorie der spezifischen 
WBrmen eingefuhrt und bildet naoh dem Vorgang von N i c h o 1 - 
s o n  die Grundlage der Bohr  schen Theorie der Spektrallinien. 

3. Die aximutale Quantenbedingung fur die Xeplersche 
Bewegung. Es ist der Hauptgegenstand dieser Arbeit, die 
Anwendung des Ansatzes (I) auf die Keplersche Bewegung 
zu studieren. Die Keplersche Bewegung finde unter dem 
EinfluB einer Newtonschen oder Coulombschen Kraft 

P 

f h 

q = + n. Unter diesen Zustands- Q-cp 

,,.mapa fuurK,ers 
const. sofort zu 2 ?t p berechnet, p=rnrp p=rn a b m furE/lipse 

Fig. 1. 

1) P. E h r e n f e s t ,  Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 1913. p. 451. 
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statt, zunachst um ein festes Zentrum. Auf die Bewegung 
im Azimut q konnen wir die vorige Figur direkt ubertragm. 
Die zugehorige Irnpulskoordinate ist hier die Flachenkonstante p ,  
die Zustandskurven werden also wieder Geraden parallel der 
q-Achse; unser Ansatz (I) zeichnet unter diesen diejenigen 
quantenhaft aus, fur welche gilt 

2 m  

Wir wollen betonen, daI3 wir, um unserem quanten- 
theoretischen Standpunkt getreu zu bleiben, die dynamisch 
definierte Flachenkonstante p ,  nicht eine durch die mittlere 
Umlaufsgeschwindigkeit cc) definierte, nur kinematisch be- 
stimmte GrolSe dem Quantenansatz unterwerfen mussen. Drr 
Zusammenhang zwischen p und w ist der folgende: 

p = mabw = m a " T 3 w  

(a, b groBe und kleine Hauptachse der Ellipse, E numerische 
Exzentrizitiit, a b cc) doppelte Flache der Ellipse, geteilt durch 
Umlaufszeit, oder mittlere Flachengeschwindigkeit). 

Hr. B o h r  beschrankt sich fast durchgehends auf die 
Betrachtung von Kreisbahnen und gibt fur Ellipsenbahnen 
keine bestimmte Quantenvorschrift. I)er Bohrsche Quanten- 
ansatz fur Kreisbahnen, 

B h  
2n 

m u 2 @  = -, 
den wir soeben unter 2. besprochen haben, folgt naturlich 
fur E = 0 aus unserem Quantenansatz (1) fur die Ellipsen- 
b a hnen . 

Bevor wir auf die Einzelheiten der Keplerbewegung und 
den Quantenansatz fur die radiale Koordinat,e eingehen, moge 
eine allgemeinere Frage aufgeworfen werden, die das Ver- 
haltnis unserer Theorie zu der Quantenstatistik uberhaupt 
und zu den beiden P 1 a n  c k schen Formulierungen derselben 
betrifft. Sind unsere quantenhaft ausgezeichneten Bahnen 
die einzig moglichen stationaren Bahnen, oder sind sie nur 
Grenzfalle von Bereichen verschiedener Wahrscheinlichkeit, in 
denen auch alle Zwischenfalle moglich sind ? Oder anders 
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ausgedriickt : Liegen in den samtlichen Phasenebenen (4, p )  
die unser System vert,retenden Bildpunkte not,wendig auf 
den quantenhaft ausgezeichneten Grenzlinien unserer Zu- 
standsgebiete, oder sind sie gleichmafiig iiber die einzelnen 
Zustandsgebiete ausgestreut ? P 1 a n c  k vertritt bekanntlich 
jetzt konsequent den zweiten Standpunkt. Die Verhaltnisse 
bei den Spektrallinien scheinen sich aber am naturlichsten 
dem ersten Standpunkte anzupassen. Es ist, vor allem die 
Scharfe der Spektrallinien, die zusammen mit der B o h r  - 
schen Frequenzbedingung eine kontinuierliche Verteilung der 
Phasenpunkte auszuschliefien scheint, wie sie die zweite P l a n c k -  
sche Theorie vorsieht. Sodann die Ausstrahlungsverhaltnisse : 
Unsere stationaren Bahnen mussen notwendig gegen die ge- 
wohnliche elektromagnetische Ausstrahlung ,,immun" sein - 
sonst konnten sie nicht stationar und das Atom nicht bestandig 
sein. Dagegen zeigt die Dispersion B o h r  scher Molekule, da8 
die Nachbarbahnen, in die das System durch au8ere Krafte 
von auffallenden Lichtwellen verset'zt wird, regular elektro-- 
magnetisch strahlen und eben dadurch Refraktion und Dis- 
persion erzeugen. Auch dieser Umstand scheint gegen den 
zweiten Planckschen Standpunkt zu sprechen, bei dem ja. 
kontinuierliche Emission auch fur die Zustande innerhalb der 
Elementargebiete des Phasenraumes ausgeschlossen wird. Eine 
Entscheidung zwischen beiden Standpunkten soll in diesen 
Bemerkungen nicht enthalten sein; wie bekannt, hat der erste 
hier in gewissem Sinne bevorzugte Standpunkt seine ernstlichen 
Schwierigkeiten. Aber es soll betont werden, daB bei den 
weiteren Diskussionen uber die allgemeinen statistischen Auf- 
fassungen die Scharfe der Spektrallinien und Ahnliches als 
ein vielleicht entscheidendes Argument berucksichtigt werden 
muB. Im ubrigen wird fur alles Folgende am besten an- 
genommen, da8 die stationaren Atombahnen durch unsere 
Quantenbedingungen vollkommen bestimmt sind, da8 die 
Bildpunkte der Atomzustande jeweils genau auf den Grenzen 
der Elementargebiete der Wahrscheinlichkeit liegen. Eigent- 
liche statistische Fragen wurden des weiteren erst auftreten, 
wenn wir die Haufigkeit des Vorkommens der einen oder, 
anderen Atombahn bestimmen wollten. Diese Fragen wurden 
die Intensi ta t der einzehen S pektrallinien betref f en, werden 
amber hier nur provisorisch gest'reift werden (vgl. 9 6). 



14 A.  Sommerfeld. 

§ 3. Die Energie der Keplerschen Bewegung. 

Bekanntlich benutzt die Bo hrsche Theorie noch an einer 
anderen Stelle einen Quantenansatz, indem sie die emittierte 
Schwingungszahl durch die Energiedifferenz des Uberganges 
aus der ursprunglichen in die spatere Bahn des Elektrons 
ausdruckt : 
(11) h v  = W,- Vn. 
Ich glaube, dafi diese Verwendung der Quantentheorie, die 
Bohrsche Frequenzbedingung, trotz ihrer aufierordentlichen 
Leistungsfahigkeit in Hinsicht auf das Kombinationsprinzip 
der SpektralIinien, doch nur provisorisch ist. Um z. B. beim 
Starkeffekt die scharfe Polarisation der Zerlegungslinien und 
die spater (4 7) anzugebende diesbezugliche Regel wirklich 
xu verstehen, wird es niitig sein, den Ubergang im einzelnen 
zu verfolgen und sich nicht zu begnugen mit einer pauschalen 
Energiebilanz. Dazu aber mufiten ganz neue Gesetze der 
Mechanik gefunden werden. Handelt es sich doch in der ge- 
wohnlichen Mechanik stets um Vorgange, bei denen Energie 
und Impuls im Prinzip erhalten bleiben, hier dagegen um 
Ubergange, bei denen Energie und Impuls in charakteristischer 
Weise abgeandert werden. 

Um den Bohrschen Ansatz (11), dem wir uns naturlich 
einstweilen anschliefien miissen, verwenden zu konnen, miissen 
wir die Energie der Keplerschen Bewegung durch die Flachen- 
konstante p und die Exzentrizitat E ausdrucken. Wir kiinnten 
uns hierbei auf wohlbekannte Tatsachen der 11echanik stiitzen. 
Ich ziehe es aber vor, die Formeln liurz abzuleiten, teils 
wegen anschliefiender Verallgemeinerungen, teils weil mir die 
folgende Ableitung besonders einfach wheint. 

Nimmt man die Kernladung gleich + e und die Kern- 
masse zunachst als 00 an und besrhreibt die Bewegung des 
Elektrons m teils durch rechtwinklige Koordinaten 2, y. teils 
durch Polarkoordinaten T ,  v, mit dem Kern als Zentrum, 
so gilt p = m r a + ,  

(2) --coscp, - m y =  - - - -any.  d ep d e2 . 
9.2 d t  rp 

Ersetzt man 
d d P d  - durch + - = ~ I (3) d t  drp m @  d q  
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und fuhrt man die Abkurzung (T = l / r  pin, so wird 

Rtatt (2) kann man also schreiben: 

Indem man den Faktor 

cos 'p sin 'p bzw. ~ 

r 2  r2 

beiderseits hebt, folgt aus beiden Gleichungen gemeinsam: 

d2 u rn e2 
d p i 2 + 0 = -  

P2 ' 14) 

also durch Integration 

PP 
+ A coa y + B sin (p. 

Nimmt, man pl = 0 zum Perihel, so wird 

m e2 u = -  

d o  
da,  

( B = o wegen ~ - - 0 fur sp = 0, 

A PP l+----;i me 

1-- 1 rn ea 

3. 
1 + e u(0) 
1 - 8 u ( n )  A p 2  ' 

, A = -  wegen - -- - 
P2 

Wir erhalten also die gewohnliche Polargleichung der 
Ellipse in der Form 

1 me2 
(5) fJ=- = T ( l  + & cos $0). 
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Hieraus folgt wegen (3) 

Fiir die kinetische Energie erhalt man nach (6): 

fur die potent,ielle Energie nach (5): 

y =  - 

fur die Gesamtenergie also 

Das Wesentliche an diesem Resultat ist die Art, wie die 
Exzentrizitat E in dasselbe eingeht. DaB die Geaamtenergie 
(ebenso mie bei Bo hr) mit negativem Zeichen erscheint, braucht 
uns nicht zu uberraschen. 1st sie doch nur bis auf eine will- 
kurliche additive Konstante definiert. Z. B. wiirden wir 
nach der Relativitatstheorie noch die weit uberwiegende 
MaBmenergie me2 und M e 2  des Elektrons und des Kernes 
hinzuzufugen haben, durch u-elche der Ausdruck fur W sofort 
positiv werden wiirde. 

Tragen wir in (7) unseren Qnantenansatz (1) ein und 
schreiben wir zur Unterscheidung E, statt E ,  so ergibt sich 

init Benutzung des Bohrschen Wertes fur die R y d b e r g -  
sche Konstante N .  Dieser -4usdruck von W hangt in kon- 
tinuierlicher Weise von der Exzentrizitat E, ab. Rilden wir 
in gleicher Weise die Energie W ,  fur eine andere Bahn von 
der Exzentrizitat E, und dem Impulsmomente 2n p = m h, 
so folgt durch den Quantenansat,z (11) nicht die Ba lmer -  
sche Serie 
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mit scharfen, ganzzahlig durch m und n definierten Linien, 
sondern 

also eine Folge von Schwingungszahlen, welche bei kon- 
tinuierlich veranderlichen Exzentrizitaten vollkommen un- 
scharf \wire : keine diskrete Serie, sondern ein verwaschenes Band. 

Wollen wir also dem Elektron nicht uberhaupt verbieten, 
auBer Kreisen auch Ellipsenbahnen zu beschreiben, SO ergibt 
sich unabweislich die Forderung, auch die Exzentrizitaten 
quantenhaft zu arithnietisieren und an gewisse ganzzahlige 
Werte zu binden. 

4. Quantenbedingung fur die Exsentrizitiit. 

Wir ubertragen den Quantenansatz (1) mijrtlich von der 
azimutalen Koordinate y = cp auf die radiale Koordinate y = r .  
1)er zugehorige Jmpnls ist 

p ,  = -$ = mi 

im Falle unendlicher Kernmasse. Wir betrachten unser Phaseii- 
integral p ,  d r und setzen dasselbe nach (I) gleich 
rinem ganzen Vielfachen n' von h ;  also 

p d 4 = 

Die Integration nach r ist zufolge der Vorschrift in $ 1 
uber den vollen Variabilitatsbereich der r-Koordinate von der 
Periheldistsnz rmin = (1 - E )  a his zur Apheldistanz r,,,= (1 + E )  a 
und wieder zuruck zur Periheldistanz zu erstrecken; indem 
wir nachtraglich 97 als formale Integrationsvnriable wahlen, 
erzielen wir die einfacheren Jntegrationsgrenzen Null und 2 n 
l i d  eindeutige hbhangigkeit des Integranden von der Inte- 
grationsvariablen. 

Zur geometrischen Veranschaulichung unseres Ansatzes (9) 
betrachten wir in der Phasenebene 4, p die Bilder eines Systems 
von Bahnkurven, indem wir y =  r und p = p ,  als recht- 
minklige Koordinaten benutzen. Die Ordinaten p der auf- 
einanderfolgenden quantenhaft auszuzeichnenden Kurven des 
Systems rndgen wie in § 1 als p,, p,, p,, . . . udterschieden 

Annaleii der Physik. 1V. Folge. 51. 2 
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. . . . 

werden. p ,  sei im besonderen eine Kreisbahn, fur welche 
also = 0, po = 0 ist, so dalj, wie in 5 1 angenommen wurde, 

J-P"dp = 0 
wird. Unser Bahnsystem sei etwa durch konstante Werte der 
Fliichenkonstante p (fur die wir aber hier der Deutlichkeit 
wegen f schreiben wollen) bei wachsenden Werten der Exzen- 
trizitat E definiert. Die Bildkurven dieses Bahnsystems sind 

2 .  .. *== . . . . . . . . . . .. .. 

p 5 mi. 
Fig. 2. 

samtlich geschlossene Kurven ; jede folgende schlieljt die vor- 
hergehende ein. Als Gleichung des Systems ergibt sich nach 
( 5 )  und (6) durch Elimination von q 

Pa 1 me2 me2& 

7 + ( 7 - 7 )  =(T)' 
also eine Gleichung vierter Ordnung zwischen den Variablen p 
und q mit#den Konstanten f und me2//  und dem Parameter F .  

Der Flachenring zwischen zwei aufeinanderfolgenden Kurven 
der Reihe p,, pl, p,, . . ., die durch unsere Quantenbedingung (9) 
aus der Gesamtschar herausgehoben werden, ist konstant 
gleich h. Ubrigens sind die Einzelheiten der Figur und der 
Kurvenform fur unsere Zwecke belanglos und hier nur der 
grof3eren Anschaulichkeit wegen wiedergegeben. 

Wir haben nunmehr das Phasenintegral in Gleichung (9) 
durch die Exzentrizitiit E auszudrucken, wobei wir uns auf 
die fruheren Formeln fur die Ellipsenbewegung zu stiitzen 
haben. Zunachst ist nach der Ellipsengleichung (5) 

-- 1 d u  -- d r  - - PB8 sin9 
d'p u2 d 'p m e2 (1 + cos ~ p ) ~  ' 

m r  = ___ sin rp? 
P 

andererseits nach (6) 
. me28 
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daher nach (9) 

Ll 

Das Integral 1aBt sich durch partielle Integration um- 
formen und auf ein bekanntes Integral reduzieren. Man hat 
namlich : 

(9b) e2J( 1 sin2 + e cp COB d cp ~ p ) ~  = - 6 J c O s ~ d ~  1 + e  cos cp =j-(l+ecosp - l ) d  y .  

Nun ist aber bekanntlich (am bequemsten durch Inte- 
gration in der komplexen Ebene der Variablen e i p  zu veri- 
fizieren) : 

a n  2 x  
1 

0 U u 

2 n  

Man findet also nach (9), (9a), (9b) und’ (9c): 

Benntzen wir neben dieser radialen die azimutale Quanten- 
bedingung 2 n p = n h, so ergibt sich 

Die gewunschte quantenmaBige Heraushebung ausgezeich- 
neter diskreter Werte der Exzentrizitat ist damit, gefunden. 
Nunmehr tragen wir diesen Wert in den Energieausdruck (7) 
ein, zugleich mit 2 n p = n h, und erhalten 

Dieses Resultat ist von schlagender Bestimmtheit. Nicht 
nur sind die weiterhin zulassigen Energiewerte ganzzahlig 
diskret geworden, sondern es hat sich der fruhere Nenner ri2 
gerade herausgehoben, derart, daD das Resultat nur noch 
von n + n’ abhangt. Die Energie ist also eindeutig bestimmt 
durch die Suinme der Wirkungsquanten, die wir auf die azi- 
mu tale und die radiale Koordina te beliebig verteilen konnen. 

2* 
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Es scht.int ausgeschlossen, daB ein so prazises und folgen- 
reiches Ergebnis einein algebraischen Zufall zuzuschreiben sein 
li onn t e . 

hus dein Energieausdruck (111) ergibt sich nun sofort die 
Balmersche Serie, wenn wir neben der Rahn mit den Quanten- 
znhlen 11, n' (Endbahn des Elektrons) eine zmeite mit den 
Quantenzahlcn m, m' (Rnfangsbahn des Elektrons) betrachtrn. 
Sacli der Frequenzbedingung (11) erhalt man namlich 

d. h. die Balmersche Serie in neuem Lichte, abhangig von 
vier ganzen Zahlen, die sich nber beim Wasserstoff sozusagen 
zufallig auf zwei ganze Zahlen rednzieren. Dureh Zulassuq  
11 nserer quuntenhaft ausgexeichneten Ellipsenbahnen hat die 
Yerie nichts an Linienzahl gewonnen und nichts an Schhrfe 
wrloren. Statt des verwaschenen Rundes, von d e w  wir  jriiher 
slmc7wn, haben wir wieder d i e  diskreten Ralnzerlinien, aber 
in az@erordentlich verczelfachter Mannigfaltigkeit i l ver  Er- 
zeullunysmiiglichkeiten. 

3 5. Die zu einer Balmerlinie gehorenden Ellipsenbahnen. 

Wir wunschen uns ein Rild zu machrii von hnzahl und 
Gestalt dprjenigen Bahnen, welche zu demselben Werte der 
Energie -4nlaB geben. Es sind dies nach (111) alle die- 
jenigen Ellipsen, fur welche n + n' denselben Wert hat, a. B. 
den TYert n + n' = 2 \vie in dem ersten Terme der sicht- 
haren Rnlmerserie oder den Wert nt + m' = 3: 4, 5, . . . wie 
in dem xweiten Term. 

Sach (1) und (11) ist 

2 n p  = a h ,  

Aus der Ellipsengleichung (5) folgt fur das Perihel (91 = 0; 
r = a ( l - & ) )  oder das Aphel ( q = q  r = a ( l + E ) ) :  

m e2 P 2  1 - ---(1'& a)., also a = __ - (13a) -- - 1 
a ( l  T e) p2 mt?z 1 - 6 2  - 

hndererseits ist nach Definition der Exeentrizitat 
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Setzen wir die Werte von p und 1 - ~2 aus (12) in (13a, b) 
ein, so folgt: 

h2 
4n2me2 b = --%(a + n'), 

Fur die Diskussion kommt namentlich in Betracht, daB 
die ganzen Zahlen n und n' notwendig positiv sind, wie in 3 1 
allgemein gezeigt wurde. Wir erharten diese ebenso einfaclie 
mie folgenreiche Tatsache in unserem Falle folgendermaBen : 
Bei unseren (orthogonalen) Polarlioordinaten T rp wird 

p, = m P ,  p ,  = m r2 Cp, 
J p T r l r  = J m t 2 d t ,  [ p q ' E ~  = [ m r 2 @ ' d t .  

Beide Phasenintegrale sind so sicher positiv, als der Fort- 
schritt der Zeit positiv ist. Also haben wir stets eine positive 
Zahl von Quanten n und n'. Bezuglich der Zulassigkeit des 
Wertes Null 'ist folgendes zu bemerken. n' = 0 bedeutet 
nach (12) E 0, also eine Kreisbahn, die wir jedenfalls als 
moglich erklaren werden. n=  0 aber bedeutet p =  0, also 
Ausartung der Ellipsenflache in eine doppelt zahlende Gerade. 
Eine solche Bahn ist geometrisch unmoglich, weil sie sozusagen 
durch den Kern hindurchfuhren wurde, und dynamisch un- 
zulilssig, weil dabei die Geschwindigkeit unendlich groB werden 
muBte. Hier mufite also bereits eine relativistische Erganzung 
einsetzen, die wir in Teil I1 (vgl. besonders 3 3) geben. SchlieBen 
wir einstweilen relativistische Betrachtungen aus, so ist es 
nur folgerichtig, auch die Bahnen n = 0 als unwirklich auszu- 
schlieBen; in den folgenden Figg. 3a, b, c sind sie punktiert 
eingetragen. 

Zu den Gleichungen (14) ist zu bemerken, da13 a bei ge- 
gebenem 72 +n' fest, b verbderlich ist. Wie es sein mulS, 
gilt nach (12) und (14) stets 0 5 E < 1, b 

Wir zahlen jetzt die bei den Balmerlinien msBgebenden 
Fiille auf: 

a. 

n f n' = 2, rwei M&$ichkeiten. 

91'50, n = 2 ,  E = O ,  b = a ,  
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m + m' = 3, drei Moglichkeiten. 

m ' = 0 ,  m = 3 ,  & = 0 ,  b = a ,  
3 m ' = 1 ,  m = 2 ,  E = ~ ,  b = -  2 a ,  

1/5 

.- 

n+ n - 2  m+m:3 m+m'-4 

Fig. 3a. Fig. 3 b. Fig. 3c. 

m -+ m' = 4, vier Moglichkeiten. 

wi = 0, m = 4, E = 0. b = a ,  

m ' = 1 ,  m = 3 ,  E = - ,  b = - a  V Y  3 
4 4 ,  

usf. Sol1 Ha erzeugt werden, so kommen dafur als Endbahiien 
die zwei in Fig. Sa (n + n' = 2) verzeichneten, als Anfangs- 
bahnen die drei Bahnen in Fig. 3b (m + m' = 3) in Betracht; 
im ganzen gibt es hiernach 

2 . 3 = 6  
Erzeugungsarten fur Ha. Ebenso fur H ,  (fibergang aus einer 
cier vier Bahnen von Fig. 3c (m + m' = 4) in eine der zwei 
Bahnen von Fig. 3a) 

' 2 . 4 = 8  

Erzeugungsarten, adlpemein mit 12 $- n' = N ,  m + m' = 
die Anzahl 
(15) N . M .  

Diese Zahl (15) ist nur arithmetisch bestimmt. Wir werden 
sie im nachsten Paragmphen auf Grnnd quantentheoretisclier 
Vermutungen zii verkleinern, i a  9 7 auf Grund erweiterter 
Vosaussetzungen demgegenuber wieder zu vergrofiern haben. In  
j&m Fulle erscheiiit einc Wnss'erstoffkinie in unserer Auf fussuizg 



Zur Quantentheorie der Spektrallinien. 23 

als eine xiemlich komplixierte Uberlagerurcg verschiedener diskreter 
T'organge.' 

Zu den Egg.  3a, b, c ist noch zu bemerken, daB sie der 
t'bersichtlichkeit wegen zunachst konzentrisch gezeichnet sind, 
walirend sie in Wirklichkeit konfokal verlaufen. Halten wir 
namlich in unserer Zeichnung, wie es der Wirklichkeit ent- 
spricht, die Lage des Kernes fest, so fallen in jeder Figur 
nicht, die Perihele und Aphele, sondern diejenigen Brennpunkte 
der verschiedenen Bahnen xiisammen, in denen sich der ruhende 
Kern befindet. Auf diese Weise entstehen aus den Figg. 38, b, c 
die Figg. 4a, b, c. welche hiernaoh die wirklichen Verhaltnisse 
besser dars tellen. 

Fig. 4a. Fig. 4 b. Fig. 4c. 

Q 6. Quantenungleichungen und IntensitZitsfragen. 

Im vorigen Paragraphen wurde die Zahl der verschiedenen 
Erzeugungsarten Piner Balmerlinie durch den Ansdruck (15) 
bestimmt. Diese Restimmnng war aber nur provisorisoh und 
mu13 durch Hinzunahme quantentheoretischer Erwagungen 
und spektraler Erfahrungen verfeinert werden. Von vorn- 
herein sei bemerkt, da13 die folgenden Uberlegungen nicht 
zmanglaufig aus den bisherigen Voraussetzungen folgen. Rie 
sind daher hypothetischer als das Vorangehende und hangen 
von den besonderen Urnstanden des Versuches ab. 

Erster Ansatx der Quandenmngleichungen. - Bei der Re- 
tmchtung der Energie und des Energieumsatzes im Sinne 
der Bo hrschen Frequenzbedingung (11) ist es uns gelaufig 
zu sagen: Die Energie ist eine positive GrciBe; bei Prozessen, 
die von selbst vor sich gehen, kann sie nur abnehmen (durch 
Energieausstrahlung) ; bezieht sich m, m' auf die Anfangsbahn, 
n, n' auf die Endbahn, so folgt hieraus fur die Balmerlinien 
als selbstverstandlich 

m + m' > n + 12' 
Sun  zeigten wjr aber fiir die Balmerlinien, d d 3  auch nnsere 
Phasenintegrale und die ihnen proportionalen Quantenzahlen 
einzeln positive Gr6Ben sind. Es liegt nahe anzunehmen, daI3 
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eine Veriinderung dieser GroBen bei freiwilligen cbergbngen 
ebenso einseitig stattfindet wie die dei Energie, namlich in] 
abnehmenden Sinne. Hiernach wird mcrn nur solche Obergaiiy 
nls mbglich ansehen, bei  denen keine der Eeiden Quantenxnhlen 
cunimmt. Man wird also verlangen 
(16) m z n ,  m ' z n ' .  

In der Tat haben sich diese am nachsten liegenden ,,Quanten- 
ungleichungen" bei der Prufung des verfugbaren Beobach- 
tungsmaterials im groBen und ganzen auffallend bewahrt, in 
dem Sinne, daB Ausnahrnen von dieser Regel unter normalen 
Umstande?b immer nur mit sehr kleiner Intensitat. also in sehr 
seltenen Fallen, uuftreten. 

Hiernach reduziert sich die im vorigeu Paragraphen an- 
gegebene Zahl (15). Z. B. sind bei Ha von den sechs fruher anf- 
gezahlten cbergangen nach (16) nur die folgenden vier zulassig : 

m = 3 ,  m'=O\ 

m = 2 ,  m f = l /  

m = l ,  m ' = 2 /  

$ n = 2 ,  n ' = ~  

:n=1, n ' = 1  
\ 

Ebenso fallen bei H,, H y ,  . . . je zwei Gbergange fort. 
Die Anzahl der Erzeugungsarten wurde mit n + n' = N und 
na + nL' = M > N allgemein betragen: 

(17) N ( M - N + + )  1 

z. B. bei der von B i t z  und P a s c h e n  entdeckten ultraroten 
Kombinationslinie des Wasserstoffs N = 3, M = 4 

3 . 2 - 6 .  
Es sei bemerkt, daB die analoge Linie von ionisiertcm 

Helium fur uns in Teil I1 von hervorrngender Wichtigkrit 
werden wird. Diese Heliumlinie ist es vornehmlich, die uns 
veranlaBt, eine zweite Moglichkeit fur die Quantenungleichungen 
in Erwagung zu ziehen. Es zeigt sich namlich. daB unter nor- 
mnlen Umstanden die Quantenungleichung 

(18) m' Z n' 

ausnnhmslos gilt ,  wahrend die Bedingung m Z n nur im groben 
richtig ist ; bei verfeinerter Beobachtung stellen sich Linien 
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heraus, welche diese Bedingung verletzen. Dabei ist folgendrs 
zu betonen: Nach unserem bisherigen Standpunkt (gewbhn- 
liche Mechanik) fallen die verschiedenen Erzeugungsarten 
einer Balmerlinie genau zusammen und ist daher eine PYU- 
fung der Quantenungleichungen an der Erfahrung unmoglich. 
Wir werden aber in Teil 11 sehen, daB wegen der vergndcr- 
lichen Masse des Elektrons (relativistische Mechanik) d i em 
Zusammenfallen nur angenahert ist und daB jede Erzeugungs- 
art zu einer gesonderten Linie AnlaB gibt. Infolgedessen ge- 
stattet die Feinstruktur der Wasserstoff- und der wasserstokf- 
Khnlichen Linien, unsere Quantenungleichungen an der F.r- 
fahrung zu priifen: sie fuhrt zu dem Ergebnis, daB bei der 
gewohnlichen Gleichstromanregung die Bedingungen (19) gensu, 
die Bedingungen (16) nur im groben gelten. 

Eine Trennung der verschiedenen Erzeugungsarten in 
groBerem MaBstabe als die Relativitat, bewirkt ein iiuBeies 
elektrisches Feld (Starkeffekt). Wie ich schon in der ersten 
Passung dieser Untersuchung vermutete und wie inzwischen 
durch die Epsteinsche Arbeit bestiitigt wurde, ist daher die 
Komponentenzahl der Balmerlinien im Starkeffekt fur die 
Frage der Quantenungleichungen besonders lehrreich. Kicht 
nur macht das Anwachsen der Komponentenzahl mit der 
Seriennumnier deutlich, wie sich mit wachsender Serien- 
nummer die Erzeugungsmoglichkeiten der Balmerlinien ver- 
vielfachen, sondern man uberzeugt sich aus dem E p s  t e in -  
achen Vergleich der beobachteten und errechneten Kom- 
ponenten, daB eine mit (16) und (18) analoge, grobe und 
feinere Quantenungleichung auch hier besteht. Die VerhBlt- 
nisse sind nur analog denen der feldfreien Balmerlinien, nicht 
damit identisch, weil beim Starkeffekt (ebenso wie im folgenden 
Paragraphen) drei Quantenzahlen statt der bisherigen zvei 
auftreten. E p s t e i n  beeeichnet dieselben mit n,, n2, nn3 (bzw. 
m,, m,, m3), wobei n,, n, und m,, m, parabolische, n3 und m3 
azimutale Quanten sind. Die ersteren gehoren niimlich (vgl. 
9 10) zu parabolischen Koordinaten, die man in einer Ebene 
durch die Kraftrichtung einfuhrt ; die letzteren beziehen sich 
auf ein Azimut, das man um die Kraftrichtung herum zahlt. 
Die Quanten n3 und m3 bedeuten ebenso wie unsere azimu- 
talen Quanten n und m (bis auf den Faktor h) Flachen- 
konstanten. Die E ps teinschen Feststellungen kommen nun 
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auf folgendes hinaus: Setzt man n’ = .n, + n2, n = n, und 
entsprechend m’ = m, + m2, m = m3, so bleiben unsere Be- 
dingungen (16) und (18) als grobere und exakte Regel auch fur 
den Xtarkeffekt bestehen; das azimutale Quantum kann also 
auch hier ausnahmsweise zunehmen, wobei die betreffende 
Linie stets sehr schwach ist; die 8umme der parabolischen 
Qusnten, welche die Rolle des fruheren radialen Quantums 
ubernimmt, kann niemals zunehmen. 

Von dein jetzigen Standpunkte aus gesehen, sieht das 
Schema cler Quanteniibergange 2;. B. bei H ,  so aus: 

m = 3 ,  m ‘ = O  

m = 2 ,  m ’ = 1 /  i t  

m = l ,  m ’ = 2 /  

> n = 2 ,  n ’ = O ,  

1 /x ~ n = l ,  n ‘ = 1 .  
v 

Die Balmerlinien Ha, H,, H . . . besitzen hiernach 5, 7, 9, . . . 
Erzeugungsarten (und bestegen, wie in Teil I1 gezeigt werden 
wird,’ aus ebensoviel Linien bzw. Satelliten). Allgemein ergibt 
sich mit m + m‘= M ,  n + n‘= N als Anzahl der nach (18) 
zulassigen Ubergange 

(1 9) 

Diese Zahl liegt naturlich zwischen den beiden Zahlen (15) 
und (17), indem bei (15) alle arithmetisch moglichen Uber- 
giinge mitgezahlt wurden, bei (17) aber die Ubergange durch 
die engeren Bedingungen (16) beschrankt wurden. 

Die aus (18) sich ergebende E’einstruktur hat eine ge- 
wisse Ahnlichkeit mit den sogenannten vollstandigen R y d - 
bergschen Dubletts und Tripletts, die bei der ersten Neben- 
serie der Elemente, besonders von hoherem Atomgewicht, 
beobachtet werden. Doch wollen wir hierauf erst in Teil 11, 
$ 9, eingehen. 

Intensitatsfragen. - Die Frage der Quentenungleichungen 
ist im Grunde eine Intensitatsfrage: die genaue Quanten- 
ungleichung (18) behauptet, daB gemisse Linien die Intensitat 
Null haben, die im groben geltende Bedingung (16), daB 
andere Linien eventuell mit geringer Intensitat auftreten 
konnen. Wenn wir nun auch am Ende von § 2 die Inten- 
sitatsfragen im allgemeinen zuriickgeschoben haben, wollen 
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wir hier doch etwas uber die verhaltnismafiige Haufigkeit des 
huftretens der in den Figg. 3a, b, c gezeichneten Bahnen und 
die daraus zu folgernde mutmaBliche Starke der zugehorigen 
Komponenten aussagen, mehr, um eine bestimmte Regel fur 
die spateren Zeichnungen zu haben, als urn damit quantitative 
physikalische Behauptungen aufzustellen. Die punktierte Bahn 
in Figg. 3a, b, c haben wir fur unmoglich erklart (HaufigkeitsmaB 
Null); den Kreis werden wir fur die wahrscheinlichste Bahn 
halten (wir legen ihm 2;. B. das HaufigkeitsmaB 1 zu). Dann 
liegt es nahe, die Ellipsenbahnen der Figg. 3a, b, c der Reihe 
nach zu bewerten bzw. mit den HaufigkeitsmaBen lI2; 2/3, 

lI3; 314, 2/4, 'I4 und allgemein mit 
m 

m +m' 
-. 

Daraus folgt dann weiter fur die Intensi t6t  einer L in ie ,  die d e m  
Ubergange von (m, m') x u  (n, n') entspricht, bei einfachsten 
Annahmen : 

vorausgesetzt, dap dieser Ubergang nicht durch Quantengleichuqagen 
behindert is t .  Das IntensitatsmaB ist so getroffen, daB die 
starkste Linie der Feinstruktur, die dem Ubergang von Kreis 
zu Kreis entspricht, mit der Intensitat 1 versehen ist. Unsere 
Regel (20) ist aber noch zu erganzen durch die Vorschrift, 
daB bei Verletxung der Bedingungen (16) oder (18) die Intensi tat  
,,klein" oder Null sein 8011. 

Fur H a  und H ,  ergeben sich sonach folgende Schemata: 

m Waf n n' J 
3 0 2 0 1 

1 2 0 "3 

1 1 ' I s  
1 2 1 1 ' '6 

2 0 ' I s  

2 2 0 klein 
1 1 0 Ha (: 2 0 1 

0 2 0 1 
1 2 0 5 i 4  

2 0 klein 
0 1 1 0 
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Unsere Intensitatsregel wird, ebenso wie unsere Angaben 
uber die Komponentenzahl, naturlich erst dann praktisch, 
wenn wir uns von der Moglichkeit der Auflosung der Fein- 
strulrturen uberzeugt haben. Hiervon handelt Teil 11. Ins- 
besondere gibt Fig. 2 daselbst eine graphische Darstellung 
der vorangehenden Schemata fur Ha und H,. Weitere Bei- 
spiele in den dortigen Figg. 3, 4, 5 ,  6. 

Wie gesagt, will unsere Intensitatsregel nur einen vor- 
liiufigen und ungefahren Anhalt geben. Auch empirisch pflegt 
ja die Intensitat nur ungenau geschatzt zu werden und in 
hoherem Grade, als die Lage der Linien, von den naheren Um- 
standen der Anregung abzuhangen. 

Es ist nun sehr merkwurdig, dafi P a s c h e n  bei der oben 
genannten He-Linie eine Form der Anregung gefunden hat, 
welche die  Gultigkeit unserer Quantenungleichungen in der einen 
oder anderen Form aufxuheben scheint : die  stopweise Anreguny 
durch Entladung groper Elektrixitatsmengen. Hier wird also 
nicht nur die Bedingung m 2 n, sondern auch die Bedingung 
nz' a' durchbrochen. Es treten scheinbar alle NM-Linien 
auf, die nach (15) moglich sind. Gleichxeitig scheint in diesem 
Falle unsere Intensitatsregel (20), soweit sich dies nach dem 
blofien Anblick beurteilen lafit, genau xu gelten. Da in dieseni 
Falle die Behinderung durch Quantenungleichungen augen- 
scheinlich fortfallt, liegen die Verhaltnisse fur die Ausbildung 
der idealen Intensitaten vielleicht einfacher wie bei der ge- 
wohnlichen Anregung durch Gleichstrom. Wir kommen auf 
diese Anregung in Teil 11, 5 10, zuruck, wo sie uns fur die 
Bestimmung der idealen GroI3e des Wasserstoffdubletts wichtig 
werden wird. Naturlich darf man aus dem einzelnen Fall keine 
weitgehenden Schlusse ziehen. Immerhin ist es fur die Be- 
urteilung der Quantenungleichungen und der Intensitatsfragen 
lehrreich, daI3 diese von den naheren Umstanden der An- 
regung des Leuchtens abhangen; man kann also nicht erwarten, 
dafi sie einer so einfachen und allgemeingultigen Theorie zu- 
ganglich sind wie die Lage der Linien. 

9 7. Quantenbedingung fur die Lage der Bahn im Raume. 

Von unseren beiden Quantenzahlen n und n' bestimmt ?a 
die Grope der Bahn (genauer gesagt: die in der Zeiteinheit 
vom Radiusvektor uberstrichene Flache, vgl. G1. (l)), n' die 
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Gestalt der Bahn (vgl. G1. (ll), wo die Exzentrizitat durch das 
Verhaltnis n' /n dargestellt wird). Es entsteht die Frage, ob 
sich auch die Luge der Bahn ,,quanteln" 1aBt. 

Dazu muB allerdings wenigstens eine Bezugsrichtung oder 
eine Bezugsebene im Raume ausgezeichnet sein, sei es durch 
ein auBeres elektrisches oder magnetisches Feld oder durch 
die Xonstitution drs Kernes selbst, z. B. einen diesen um- 
gebenden Elektronenring. Bei dem kraftefreien Wasserstoff- 
kern dagegen ist die Lage der Bahnebene aus Mange1 an allen 
Bezugsstucken physikalisch unbestimmt und daher auch nicht 
quantentbeoretisch bestimmbar. Wenn wir trotzdem eine 
Quantenbedingung fur die raumliche Lage der Bahn am Rasser- 
stoffmodell entwickeln werden, so ist dies folgendermaBen 
gemeint: Wir denken uns durch eine (auBere oder innere) 
physikalische Ursache eine Richtung im Raum ausgezeichnet, 
lassen aber die Starlie derselben zu Null abnehmen, SO daI3 
wir wieder genau dieser Ursache quantitativen Verhaltnisse haben 
wie bei der Bewegung im Felde des 
reinen Wasserstoffkernes, aber mit der 
Moglichkeit der Orientierung gegen eine 
Vorzugsrichtung (oder Vorzugsebene). 
lliese Richtung konnen wir dann zur 
Schse, diese Ebene zur Aquatorebene 
eines raumlichen Polarkoordinaten- 
systems r ,  8, y wahlen; vgl. Fig. 5, 
in welcher der Kreis X P  nicht die 

Bahnebene auf der Einheitskugel be- 
deutet. 

Sei a die Neigung der Bahnebene gegen die Aquatorebene 
drs Polarkoordinatensystems, 9 das in der Bahnebene ge- 
rnessene Azimut; 9 und y mogen beide von der ,,Knoten- 
h i e "  O K  aus geziihlt werden, d. h. von der Schnittlinie!der 
Bahnebene mit der Aquatorebene. Den drei Koordinaten 
y ,  8 r entsprechend haben wir jetzt drei Quantenbedingungen: 

(21) [ p ,  d y  = nl h ,  s p , d 9  = n2 h ,  j p , . d r  = 7 i h .  

Die angeschriebenen Integrationsgrenzen im ersten Phasen- 
integral entsprechen (vgl. § 1) dem Variabilitatsbereich des 

Bahn selbst, sondern die Spur der 5 
Fig. 5 .  

a, 

u 
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betreffenden Winkels ; die Grenzen des dritten Phasenintegrals 
sind wie friiher durch rmin und rmaX bestimmt. Dieses Integral 
lal3t sich daher wie in 8 4 ausrechnen und liefert (vgl. G1. (10)) 

p ist wie fruher die Flachenkonstante fur die Bahnebene, das 
ganze Impulsmoment. Da der Flachensate auch fur die Aquator- 
ebene gilt, ist auch p,= const., und zwar berechnet sich p ,  
als Komponente des ganzen Impulsmomentes p: 

p ,  = p GO8 u. 

2 np cos a = n ,h ,  

Daraufhin liefert die erste Gleichung (21) 

(21 b) 
und es bleibt nur noch die zweite Gleichung (21) zu bebandeln. 

Nun ist 
m T = - (9 + r2 &2 + r2 sin2 9. @), 
2 

also 
a T  ps  = d4 = rii r2 9.  

Da andererseits gilt 
p = m r 2 ( 9 ,  

konnen wir schreiben: 

Die Integration nach 6 ware von = n j 2 -  a bis 
6,,, = n / 2  + a  und wieder zuriick bis Gmin zu erstrecken; 
dem entspricht in 91 die Integration von Null bis 2n. Den 
Zusammenhang zwischen 6 und ~1 entnimmt man aus dem 
schraffierten spharischen Dreieck K PQ der Fig. 5. Nach den1 
Sinussatz ist 

also 
cos 6 = sin a sin 91 , 
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Daher unser Phasenintegral 

Eine einfache Umformung des Zahlers ergibt 

Hier ist zur Abkurzung gesetzt 
23C 2n 

Dieses Int,egral hat genau die Form des in Gleichung (9c) 
ausgewerteten. Daher ergibt sich mit Rucksicht auf das ver- 
doppelte Integrationsgebiet : 

J =  2% =-- 4 n  1 
1 + cost a 1/1- $12 cos a ’ 

letzteres wegen der Bedeutung von 7. Also schlieBlich 

(214 [ p @ d i ?  = 2 n p ( l -  cos a) = n , h .  

Aus den Gleichungen (2 lb ,  c) folgt nun 
% 

nl + 122 
2 n p  = (72, + n , ) h ,  cos a = ___ . 

Hiermit ist unser Ziel, die Quantelung der raumlichen Lage, 
erreicht. cos u kann nur gewisse rationale Werte annehrnen. 

Das Nahere zeigen die Figg. 6. Wir setzen n, + n2 = n und 
haben n + 1 quantenmaoig ausgezeichnete Werte von cos a, 
unter denen sich stets die Werte 0 und 1 befinden (fur n, = 0 
bzw. n2 = 0). Die Anzahl der ausgezeichneten Werte von u 
betragt demnach 212, da die Werte u = 0 und u = n / 2  einfach, 
alle ubrigen Werte doppelt zu rechnen sind. Die maschen- 
artige Struktur des Phasenraumes, von der in der Einleitung 
die Rede war, wird durch diese Figg. 6 besonders augenfallig. 
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Die Bedeutung von n = n, + n2 ist genau die frithere, 
wie aus dem Zusammenhang von n und p in der ersten Glei- 
cliung (22) hervorgeht. Indem wir n in zwei Zahlen n, und n2 
zerlegen, was auf n + 1 Arten geschieht, erhohen wir ent- 
sprechend die Anzahl der verschiedenen Erzeugungsmoglich- 
lieiten einer Balmerlinie. Vom Standpunkte der gewohn- 
lichen Xechanik aus entstehen hierdurch naturlich keine neuen 
Linien, da die Energie der Bewegung nur von der Quanten- 
summe n, + n2 + n' abhangt. Insbesondere entspricht den1 p-J@@ I '  I , .  

, I  I ,  

n - 1  n-2 n=3 

Fig. 6a. Fig. 6 b. Fig. 6c. 

Uinklappen einer der Bahnen von Fig. 6 in eine andere 
Bahn der gleichen Figur die Energiedifferenz Null. Wahrend 
aber die fruher aufgezahlten Erzeugungsartcn relativiptisch 
getrennt weden, ist das mit den neu hinzukommenden Er- 
zeugungen auch relativistisch nicht der Fall. In  der Tat 
fehlt ja auch bei relativistischer Behandlung die Bezugs- 
richtung, an der wir die Lage der Bahnebene im Raume 
iiiessen konnten; auch die relativistische Energie der Kepler- 
ellipse (vgl. Teil 11, § 2) hangt dementsprechend nur von 
der Quantensumme n, + n2 = n ab. 

In Hinsicht auf die physikalischen Anwendungsmoglich- 
lieiten dieser Uberlegungen fugen wir nur noch zwei Bemer- 
knngen hinzu : 

1.  Das Auftreten scharfer Polarisationen bei der elek- 
trischen und magnetischen Zerlegung der Spektrallinien ist 
rom S tandpunkte des B o h r  schen Modelles aus vollig un- 
vers tiindlich, solange man nur mit azimutalen und radialen 
Qnanten arbeitet. Die hier eingefuhrten ,,Richtungsquanten" 
geben die erste Miiglichkeit einer Beziehung zwischen Polari- 
sntion und raumlicher Lage der Bahnebene, so wie umgekehrt 
die Tatsache der Polarisationen eine geordnete Lage der Bahn- 
ebenen fordert. In  der Tat ist es E p s t e i n  in der mehrfach 
genannten Arbeit uber den Starkeffekt gelungen, eine durch 
greifende empirische Polarisationsregel ini AnschluI3 an eine 
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Quantenzahl aufzustellen, die mit der Lage der Bahn zu- 
sammenhangt. Sie heiBt bei E p s t e i n  n3 und entspricht ihrer 
Definition nach (durch die Flachenkonstante in der Aquator- 
ebene) unserem obigen nl (mutatis mutandis, da bei E p s t e i n ,  
vgl. unten $ 10, die Koordinaten anders zu wahlen sind wie 
bei uns). Die E p s  teinsche Polarisationsregel lautet nun 
folgendermaBen 1 E s  entsteht eine p-Komponente, w e n n  die ge- 
nannte Quantenxahl beirn Ubergange von der ersten in die zweite 
B a h n  urn eine gerade Zahl ,  eine s-Komponente, w e n n  sie urn 
eine ungerade Zahl  von Einhei ten springt. An ein Verstandnis 
dieser reichlich , bizarren Polarisationsregel ist wohl erst dann 
zu denken, wenn es gelingt, im Sime des Anfanges von $ 3 
die B o h r  sche Frequenzgleichung in ein aquivalentes Be- 
wegungsgesetz fur den Ubergang aus der ersten in die zweite 
Bahn umzudeuten. 

2. blur die Darstellung des Starkeffektes (selbst in dem 
hier angenommenen Limes einer verschwindenden Feldstarke) 
sind die Formeln dieses Paragraphen ungeeignet, wie der Ver- 
gleich mit der Epsteinschen Arbeit zeigt. Dagegen konnten 
sie fur den Zeemaneffekt nutzlich sein. Wir begrunden dies 
durch folgende Symmetriebetrachtung : In  dem Polarkoordi- 
natensystem der Fig. 5 sind die Richtungen ON und 0s 
gleichberechtigt ; die Nord-Sud-Achse ist also zweiseitig, im 
Gegensatz zu dem polaren Charakter eines elektrischen Feldes. 
Dagegen ist die Aquatorebene der Fig. 5 eindeutig aus- 
gezeichnet. Dies entspricht der Symmetrie eines magnetischen 
Feldes, dessen Kraftlinien senkrecht eu dieser Ebene ver- 
laufen. In  der Tat zeigen Betrachtungen, die an die Rech- 
nungen dieses Paragraphen anschlieBen und dieselben durch 
Einfuhrung eines Magnetfeldes erganzen, auffallende Ana- 
logien zu den Tatsachen des Zeemaneffektes, sowohl in Hin- 
sicht auf die Linienverschiebung wie auf die Polarisation. l) 

§ 8. Vergleich mit der Planckachen Theorie. 

Wie in $ 1 betont, fuhrt unsere Quantenforderung (I) 
in allen bisher behandelten Fallen zu denselben Ergebnissen 

1) Anm. bei der Korrektur. Ich habe dies inzwischen in der 
Physikalischen Zeitechrift 1916 naher ausgefiihrt : ,,Zur Theorie des 
Zeeman-Effektes der Wasserstofflinien, mit einem Anhang iiber den Stark- 
Effekt". 

Annalen der Physik. IV. Folge. 61. 3 
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wie die allgemeinere Strukturtheorie des Phasenraumes von 
Planck .  Dies trifft nicht nur zu bei den Systemen von einem 
Freiheitsgrad (8 2),  wo die Ubereinstimmung selbstverstand- 
lich ist, sondern auch bei dem Keplerschen Problem. In  der 
Tat sind die diesbezuglichen Resultate P l a n c k s  l) mit unseren 
Ergebnissen in 5 5 vollig identisch. Hr. P l a n c k  hat dies 
inzwischen naher ausgefuhrt, Ann. d. Phys. 50. p. 401. Eine 
Abweichung bestand aber ursprunglich in der weiteren Ver- 
wertung dieser Formeln fur die Theorie der Spektrallinien. In  
dieser Hinsicht glaube ich, dal3 die in Teil 11 und 111 zu be- 
sprechenden Erfahrungstatsachen fur meine Behandlung ent- 
scheiden. Indessen kann diese Frage gegenwartig ausscheiden ; 
es moge sich hier vielmehr um die fur die eigentliche Quanten- 
theorie wichtigere Frage handeln : Iiann min direkter Quanten- 
ansatz fur  die Phasenintegrale die allgemeinen Uberlegungen 
P 1 anc  k s  ersetxen ? 

Als Material zu dieser Frage behandle ich den von P lanck2)  
untersuchten riiumlichen harmonischen Oszillator nach meiner 
Methode. Die Bindung des Oszillators sei quasielastisch- 
isotrop. Die Bahn ist eine Ellipse. Sind z y und r g, die Ko- 
ordinaten des Massenpunktes in der Bahnebene, a und b die 
Hauptachsen der Ellipse und zahlt man t von der Lage z = + a, 
y = 0 an, so sind die Bewegungsgleichungen 

x = a c o s o t ,  y = b s i n c c , t  ; 

die Flachenkonstante wird 
p = m a b o .  

Unsere azimutale Quantenbedingung verlangt 

(23)  2 n p = 2 n m o a b = n h .  

Fur die radiale Quantenbedingung bilden wir 

r + = x ~ + y y = - ( ( n 2 - h b 2 ) c o  c o s w t s i n w t ,  

1) M. P l a n c k ,  Berliner Aknd. d. Wiss. 16. Dezember 1915. 
2) M. P l e n c k ,  Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 1915. p. 445. Vg!. 

auch Ann. d. Phys. 1. c.  9. 
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Daher bei Einfuhrung von 2 co t = x 

Die Frage der Integrationsgrenzen ,fordert hier ein Wort 
der Erlauterung. Unsere Regel ,,von rmin bis rmax und zuruck 
zu rmin" bedeutet hier: von 

also von 

'It 
w t = - -  bis w l =  +z, 

x = - n  bis x = + n .  
Diese Regel fuhrt also hier, anders wie bei der Keplerellipse, 

zu einer Integration uber die Halfte der Bahn. DaB diese 
Regel auch jetzt zutrifft, folgt (mit Benutzung einer freund- 
lichen brieflichen Bemerkung von Hrn. P l anck)  daraus, da5 
sich in der zweiten HaIfte der Bahn der Bewegungszustand 
in Hinsicht auf die r-Koordinate wiederholt, daB also die halbe 
Bahn bereits den ganzenphasenbereich derr-Koordinate darstellt. 

% 2 

Nun folgt durch leichte Umformung 
+ n  

-Jz 

Nach der Bedeutung von 11 ist aber 

Setzt man alles dies in die radislle Quantenbedingung ein, 
so ergibt sich 
(24) [ p ,  d r = rti w (a - = 71' i t .  

Die Gleichungen (23) und (24) stimmen vollstandig uber- 
ein mit Gleichung (65) von P l a n c k  in der soeben in Anm. 2) 
zitierten Arbeit. Dadurch wird der Eindruck befestigt, daB 
unsere spexiell und bestimmt formulierte Quantenvorschrift d ie  
allgemeine Auflosung des von Pl anck gestellten Problemes ent- 
hdt. Zu fordern bliebe nur noch (vgl. 9 1) eine Erganzung 
unserer Vorschrift in bezug auf die Wahl der Koordinaten. 

I n  der Sprache der mehrdimensionalen Geometrie laBt 
sich das Verhaltnis unseres und des Planckschen Stand- 

n 

3* 
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punktes fur ein System von f Freiheitsgraden so bezeichnen: 
P l a n c k  teilt den 2f-dimensionalen Phasenraum in Zellen vom 
Rauminhalte hf (vgl. G1. (a) in 3 1) und bestimmt die 
Gestalt der Zellen fur jedes System durch besondere Betrach- 
tungen. Wir behaupten, daB die Zelle f-fach zylindrisch ist, 
daB sie namlich, auf jede der (geeignet gewahlten) Koor- 
dinatenebenen (4 ,  p )  projiziert, den Flacheninhalt h ergibt 
(vgl. G1. (b) in 3 1 ) ;  man kann die Zelle konstruieren, in- 
dem man uber jedem dieser Flacheninhalte h als Basis je 
einen geraden Zylinder errichtet und diese f Zylinder zum 
Schnitt bringt. 

9 9. ErgZinaung betreffend die Mitbewegung des Kernes. 
Der in (111), Q 4, benutzte Wert fur die Rydbergsche 

Konstante N ist bekanntlich nur insoweit richtig, als wir die 
Elektronenmasse gegen die Masse des Kernes vernachlassigen 
konnen. Bei Berucksichtigung der Endlichkeit der Kernmasse 
tritt an  Stelle von m die unten zu definierende, aus Elektronen- 
masse und Kernmasse resultierende Masse p. Wir benutzen 
diese inzwischen experimentell gesicherte Tatsache, um unseren 
Quantenansatz (I) auf endliche Kernmasse zu erweitern. 

Zu dem Ende setzen wir zunachst die Formeln fur die 
Bewegung von Elektron und Kern um ihren gemeinsamen 
Schwerpunkt her. Sind X Y  R@ bzw. x y r cp rechtwinklige 
und Polarkoordinaten fur Kern und Elektron mit dem Schwer- 
punkt als Anfangspunkt, SO hat man zunachst als Flachensatz: 
(25) p = m r 2 + + M R 2 d .  

Elektron mit e 

und beachtet, daB nach dem Schwerpunktsatz ist 
(26) M R = m r ,  @=,++, , 
so ergibt sich 

Bezeichnet man den jeweiligen Abstand von Kern und 

e = R + r  

Q ,  also p = p e z $  m M 

mit der Abkurzung p fur die ,,resultierende Masse" 

(27) R = ___ M f m @ ?  '=-- 
N f m  
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lauten: 

Bildet man die Differenz der untereinander stehenden 
Gleichungen und schreibt [, q fur 2 - X ,  y-Y, so erhalt 
man, wie bekannt, wieder die fruheren Gleichungen (2) mit 
Eq,u e statt 2 y m r .  Es folgt also bei gleicher Rechnung 
wie in 0 3 die Bahngleichung (5) und bei entsprechend zu 
ergansender Definition von T die Energiegleichung (7) in 
Abhangigkeit von der Exzentrizitat E der Relativbewegung, 
rnit dem einzigen Unterschied, dal3 uberall, insbesondere in 
dem Werte von N ,  ,u an die Stelle von m tritt. 

Es fragt sich nun, wie in diesem Falle - bei Vorhanden- 
sein zweier azimutaler Koordinaten 91, @ und zweier radialer 
Koordinaten r ,  R - der Quantenansatz zu erweitern ist. Die 
Erweiterung mu13 so vorgenommen werden, dal3 schliel3lich 
wieder der Energieausdruck (111) und die B a Im e r sche For- 
me1 (IV) zum Vorschein kommt, rnit dern einxigen Unterschiede, 
dap in dem Wert der Rydbergschen Konstanten ,LA an Stelle 
von m tritt. Wir behaupten, daB diesem Gesichtspunkt der 
folgende Quantenansatz entspricht, der auch an sich der ein- 
fachste und nachstliegende ist: 

dap sich also die Phasenintegrale fur das Elektron und den  
Kern additiv verhalten. 

Die Bedeutung der hier eingefuhrten Bezeichnungen p ,  P 
ist ersichtlich die folgende : 

Nach Gleichung (25) ist aber p ,  + P* = p = const., nach 
Gleichung (26) uberdies d o  = d 91. Daraufhin wird die erste Zeile 
von (30) identisch mit 2 n  p = n h oder rnit Rucksicht auf (27) 

(3 1) 2 n pp2(p = n h .  
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anderemeits formen wir die zweite Zeile von (30) durch 
die Schwerpunktsbeziehungen (27) um. Wir erhalten 

(32) 

Diese Gleichung entspricht genau dem Ansatz (9) des 9 4, 
mit dem einzigen Unterschiede, dalj ,u und e an die Stelle 
von rn und r getreten sind. In  demselben Sinne entspricht 
Gleichung (31) der Quantenbedingung fur die fruhere einzige 
azimutale Koordinate 9. Die weitere Ausrechnung lauft daher 
genau so wie fruher und liefert als Resultat, wie verlangt, 
die Gleichungen (111) und (IV) fur die Energie und die Serien- 
formel, bei abgeandertem N .  

Der Ansatz (30) ld3t sich auch von folgendem Stand- 
punkte aus begrunden. Man wahle von den beiden Koordi- 
naten r ,  R die eine, z. B. r ,  aus als diejenige, durch die 
wir die Dynamik unseres Systems beschreiben wollen. Dann 
hat man die andere durch die Schwerpunktsgleichung m r = M R 
auf jene zuruckzufuhren, insbesondere in dem Ausdruck der 
lebendigen Kraft 

Zu der einmal bevorzugten Koordinate r gehort als Impuls- 
koordinate des Systems, unter T den soeben umgeformten 
Ausdruck verstanden: 

Als Phasenintegral des Systems haben wir jetzt anzu- 
sprechen: 

S j , . d r  = m ( 1 +  + ) J + d r .  

Dalj dieses Integral mit (32) identisch ist, folgt aus der 
Beziehung (27) 
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der zufolge wir erhalten 

Die entsprechende Rechnung unter Bevorzugung von R 
ala radialer Systemkoordinate liefert 

I P R d R  = p l ( j  d p .  

Derselbe Standpunkt (Elimination einer der beiden KO- 
ordinaten, Bevorzugung der anderen) 181St sich auch bei den 
azimutalen Koordinaten einnehmen und fuhrt hier entsprechend 
auf Gleichung (31). 

§ 10. fiber die Wahl der Koordinaten. 
Beaiehungen Bur allgemeinen Mechanik. Vergleich mit der 

Sc h w ar z s c  hildschen und E p s  t e inschen Theorie. 
Unsere Quantenforderung (I) leidet an  dem ofter betonten 

Mangel, daB sie keine allgemeine Vorscbrift fur die Wahl dei 
ilarin zu benutzenden Koordinaten q enthalt. Naturlich sind 
diese Xoordinaten nicht willkiirlich wahlbar, sondern mussen 
durch die Natur des rnechanischen Problems bestimmt sein. 
In  dem fur uns wichtigsten Falle des Keplerschen Problems 
in der Ebene der v ,  r ist dies der Fall. Zunachst ist 9 als 
zyklische Kooi dinate ausgezeichnet. (Zyklisch heiBt eine KO- 
ordinate: wenn sie weder in dem Ausdruck der kinetischen 
noch der potentiellen Energie explizite vorkommt, wenn also 
die kinetische Energie nur von dem zeitlichen Differential- 
quotienten der Koordinate abhangt.) Daraus, daB die Koor- 
dinate 9 eine wirkliche mechanische Bedeutung hat, folgt, 
daB eine solche auch ihrem Phasenintegral zukommt. Letzteres 
war 2np, also in der Tat durch die Natur des Problems be- 
stimmt. Sodann ist die r-Koordinate ihrer Richtung nach als 
die zu rp orthogonale Koordinate gegeben. * Willkurlich aber 
bleibt die MaBbestimmung in der r-Richtung (statt r konnte 
man z. B. log r usw. wahlen). 

Wir zeigen nun durch direkte Ausrechnung des Phasen- 
integrals, daB dieses von der Wahl der MaBbestimmung un- 
abhangig ist. Sei s ein von r verschiedenes MaB fur den 
Abstand des Elektrons vom Kem 

s = f ( r )  i 
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so wird 

A. Sommer f eld 

und 

also 

Mithin folgt 

wie behauptet. 
DaB die Koordinatenwahl andererseits nicht gleichgultig 

ist, zeigt sich bei der Keplerbewegung unter Benutzung recht- 
winkliger Koordinaten 2 y. Diese sind nicht zyklisch, weil 
die potentielle Energie (9 + y2j--'/* von ihnen abhangt (in 
Hinsicht auf die kinetische Energie sind auch sie zyklisch). 
Hier ware die Forderung 

J p , d x  = J r n 3 d x  = S m . t 2 d t =  7 ~ ~ 1 ~  

[ p , d y  = j m y d y  = [ m y 2 d t = n z h  

versohieden von unserer fruheren Forderung 

j p ,  dip = n h ,  j p l d r = n ' h  

und sinnlos, weil von der besonderen Lage des Koordinaten- 
systems der 2 y abhgngig. 

Eine allgemeinere, sehr beachtenswerte Regel fur die 
Koordinatenwahl gibt E p s  t e in  in seiner mehrfach zitierten 
Arbeit iiber den Starkeffekt. 1st bei einem beliebigen Pro- 
bIem von f Freiheitsgraden H die in den Hamil tonschen 
Gleichungen vorkommende Summe von kinetischer und poten- 
tieller Energie, als Funktion der 2 f Variablen q und p auf- 
gefaBt, W die Energiekonstante, so erhalt man bekanntlich 
die J a c o  bische partielle Differentialgleichung der Mechanik, 
indem man in H die 'pi durch die Ableitungen a S / a q ,  der 
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unbekannten Wirkungsfunktion (Prinzipalfunktion) 

41 

ersetzt, in 
der Form: 

(Eps te in  schreibt --A statt W und W statt 8). Man be- 
merke hier zunachst, da13 die Wirkungsfunktion S nicht nur 
dem Nainen, sondern auch der Sache nach enge zusammen- 
hangt mit unseren Phasenintegralen und daher mittelbar mit 
dem Wirkungsquantum. Wegen 

wird niimlich 
f 

Die J a c o  bische Wirkungsfunktion ist also die  Summe unserer 
Phasenintegrale, genommen iiber alle Freiheitsgrade des Systems, 
falls wir  dieselben als unbestimmte Integrale, mit variabler oberer 
Grenze , ausgefiihrt denken. Uieser formale Zusammenhang 
zeigt bereits, daB die Begrif fe und Methoden der allgemeinen 
H a m i l t o n -  J aco  bischen Mechanik fur unsere Quantenpro- 
hleme mit Vorteil herangezogen werden konnen. 

Es sei nun moglieh, bei geeigneter Wahl der q i  die Jacob i -  
sche partielle Differentialgleichung durch ,,Separation der 
Variabeln" zu integrieren, d. h. durch den Ansatz 

(33) 8 = 2 4 (Pi) 9 

wo also jede der Teilfunktionen Xi nur von je einer Koordinate qt 
und uberdies von f Integrationskonstanten a, abhangt. Sotche 
Koordinaten qi sieht E p s t e i n  als die dem Quantenansatx xu 
unterwerfenden an. Der Quantenansatz selbst lautet dann 
nach (I) : 

Dabei bedeutet [X,] ersichtlich den Periodizitatsmodul der 
Wirkungsfunlztion S oder der Teilfunktion S ,  fur die Ko- 
ordinate q,, d. h. den Zuwachs, den S ,  erfahrt, wenn q, den 
zur Darstellung aller Bewegungsphasen erforderlichen Bereich 
(vgl. 3 1) durchlauft. Die quantenmafiig ausgezeichneten Be- 
wegungen sind also solche, fur welche die Periodizitatsmoduln 
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der Wirkungsfunktion ganze positive Vielfache des Wirkungs- 
quantums h sind. Die Gesamtheit der ausgezeichneten Be- 
wegungen wird daher ubersichtlich daruestellt durch die Punkte 
eines (bei f Freiheitsgraden f-dimensionalen) Gitters mit der 
fur j ede Koordinatenrichtung gleichen Git terkons tanten h. 

Beim Starkeffekt (Bewegung des Elektrons unter dem 
gleichzeitigen EinfluB des Wasserstoffkernes und eineP homo- 
genen elektrischen Peldes) liefert die obige Regel aul3er dem 
Azimut q~ um die Feldrichtung als bevorzugte Koordinaten 
die sog. parabolischen, d. h. die Parameter derjenigen lion- 
fokalen Parabelschaar, die durch den Kern und das unend- 
lich ferne Zentrum des homogenen elektrischen Feldes defi- 
niert werden. Diese letzteren schwanken bei der Bewegung 
zwischen festen Grenzen, wahrend die Integrationsgrenzen 
fur pl durch die festen Zahlen 0 und 237 gegeben sind. Es ist 
angesichts der E p s  teinschen Ergebnisse unverkennbar, daB 
diese Koordinaten und die zugehorigen Quantenbedingungen 
die fur den Starkeffekt richtigen sind. Ebenso bestatigt sich 
die Regel bei der Keplerschen Ellipse (auch der relativistischen), 
indem hier unsere Polarkoordinaten die Integration durch 
Separation der Variablen ermoglichen. 

Dabei scheint es, als ob die Forderung (33) nicht nur 
formal erwunscht, sondern auch sachlich begrundet ist. Nehmen 
wir namlich an, wir hatten Koordinaten yz benutzt, fur die 
sich X nicht in 2SX,(yz) zerlegen lafit, so wurde in der nun- 
mehrigen Gleichung (34) 

d q i  = nib, i = 1, 2, ...f i  (3 4 4 K 
die linke Seite nicht wie vorher eine durch die Integrations- 
grenzen von q2 bestimmte Konstante, sondern eine Funktion 
der qK (z + i) sein. Man muBte diese y n  erst daraus eliminieren 
mit Hilfe der weiteren Integrale des Problems, nach J a c o b i  
gegeben durch 

1? = I, 2, ...f. -- = 8,Y 3s 
a an (35) 

um Gleichung (34a) als Gleichung fur die Bestimmung der 
Integrationskonstanten auffassen zu konnen. Infolgedessen 
geben die Gleichungen (34a) f Gleichungen zwischen 2 f Iion- 
stanten, namlich den f Konstanten PK aus (35) und den be1 
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der Integration der J aco  bischen Differentialgleichung auf- 
tretenden, in S enthaltenen f Konstanten u,. Dagegen stellen, 
wenn Separation der Variablen moglich is t ,  die Gleichungen (34) 
f Gleichungen fur die f Konstanten a,  allein day, da sich die 
Periodizitatsmoduln [S,] lediglich aus der Bauart der Funktionen 
S,, d. h. aus den in die S, eingehenden Konstanten a, berechnen. 
l)a unter diesen Konstanten auch die Energir W eiithalten ist, 
bzw. da W durch diese Konstanten ausgedruckt werden kann, 
so erhalten wir das wichtige Resultat: Die Energie W wird dzmh 
die Quantenbedingungen (34) diskontinuierlich, ganxxahlig fest- 
gelegt, in allen Fallen, wo sich Koordinaten f inden lassen, nach 
denen die J a c  o b i  sche Dif ferentialgleichung separierf werden kann.  

Damit ware die allgemeine Forderung erfullt, die wir 
(vgl. die Einleitung) aus der Scharfe der Spektrallinien ge- 
zogen haben, und die uns zu der Anschauung fuhrte, dal3 
die stationaren dtombahnen im Phasenraum rin Netzwerk 
bilden. Von den in diese Atombahnen ringehenden 2 f Kon- 
stanten ist alsdann die eine Gruppe, die der u,, gequantelt, 
(1. h. ebenso wie die Energie an ganzzahlige Werte gebnnden; 
die andrre Gruppr, die der P x ,  bleibt kontinuierlich verander- 
lich. Rei der Keplerbewegung gehort zu der ersten Gruppe 
die Flachenkonstante p und die Exzentrizitat F sowie die 
FLUS beiden zu berrchnendr Energie W ,  zu der zweiten Gruppe 
die Lage des Perihels in der Bahnebene und die Zeitkonstante to, 
die die augenblickliche Lage des Elektrons auf der Ellipse 
bestimmt. (Bei der raumlichen Keplerbewegung, 7, tritt 
zu der ersten Gruppe hinzu die Neigung der Rahnebene gegen 
die ikquatorebene, zu der zweiten Gruppe die Lage des Knotens 
in der Aquatorebene.) Wenn dagegen Separation der Varia- 
beln unmoglich ist, hort eine solche Scheidung der Integrations- 
konstanten in zwei Gruppen auf : alle Integrationskonstanten, 
insbesondere die Energie W ,  hangen noch von kontinuierlich 
veranderlichen Parametern ab ; die Spektrallinien werden nach 
der B o h r  schen Frequenzbedingung verwaschen - es sei 
denn, daB man die Quantenbedingungen (34a) durch f weitere 
ganzzahlige Forderungen ergiinzen kann, wofur wir aber zur- 
zeit keine Anhaltspunkte haben. F u r  die Scharfe der Xpektral- 
linien bildet hiernach die Separation der Variabe1.n eine lain- 
reichende Bedingung ; ob sie auch eine notwendige l3edin:p.q 
darstellt, lapt sick vorderhand k a u m  entscheiden. 



44 A. Sommerfeld. 

Wir haben die aussichtsreiche Verknupfung der Quanten- 
theorie mit den Methoden der allgemeinen Mechnik bisher 
an die E p s  teinsche Darstellung angeschlossen. Wir hatten 
rnit demselben Recht durchweg die Darstellung von S c h w a r z - 
sch i ld  heranziehen konaen. I n  der Tat hat Schwarzsch i ld  
in cler in der Einleitung zitierten Arbeit ,,Bur Quantenhypo- 
these'' ganz dieselben Gedanken entwickelt wie E ps t e in ,  teil- 
weise uber ihn hinausgehend (in der Anwendung auf Banden- 
spektren und in der grundsatzlichen Einfuhrung der eleganten 
,,TVinkelkoordinaten", die bei E ps  t e i n  nur als rechnerisches 
Beiwerk vorkommen), teilweise von ihm etwas abweichend (in 
der Betonung der ,,ausgearteten Probleme"). Schwarzschi ld  
beschrankt seine Formulierung des Quantenansatzes auf ,,be- 
dingt periodische Bewegungen", welche nach ihrer Definition 
bei Char l ie r  mit den durch Separation der Variabeln zu 
behandelnden Problemen im wesentlichen zusammenfallen. Ge- 
wisse mehr nebensachliche Unterschiede bei der Behandlung 
des Starkeffektes bespricht E p s  t e in  in einem Nachtrag zu seiner 
Arbeit. Wenn man noch mit den Schwarzschi ldschen Ge- 
danken unsere Quantenungleichungen in 5 6 verknupft, durfte 
auch die Schwarzschildsche Methode eine allgemeine und 
sichere Grundlage fur die zukunftige Anwendung der Quanten- 
theorie auf verwickeltere Falle liefern. 

11. Die Feinstruktur der Wasserstoff- nnd der wasserstoff- 
ahnlichen Linien. 

Die experimentellen Belege fur die im ersten Teil ent- 
wickelten neuartigen Vorstellungen uber quantenhaft nus- 
gezeichnete Elektronenbahnen werden in diesem zweiten Teile 
gewonnen gerade aus den unscheinbarsten Ergebnissen der 
Spektroskopie, aus dem Auftreten feiner Dubletts und Tri- 
pletts, welche nur den Apparaten mit starkstem Auflosungs- 
vermogen zuganglich sind. Die Feinstruktur der Spektral- 
linien gibt durch Komponentenzahl und Komponentenabstand 
unmittelbare Kunde davon, dal3 die in den Figg. 3 oder 4 des 
ersten Teiles aufgezeichneten Bahnen von 2, 3, 4,. . . Ellipsen 
resp. Kreisen reale Existenz haben, dal3 also die Dynamik der 
stationaren Bewegungen im Atominnern von dem Quanten- 
begriff in der Formulierung unserer Phasenintegrale beherrscht 
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wird. Damit eroffnet sich uns ein Einblick in die Einzel- 
heiten der Vorgange nicht nur beim Wasserstoff und bei 
wasserstoffahnlichen Atomen, sondern bei entsprechendem 
Ausbau auch in die Atomfelder der anderen Elemente unter 
Verwertung des in den spektroskopischen Da,ten aufgehauften 
riesigen Materials. 

§ 1. Die Keplersche Ellipse in der Relativitatatheorie. 
Auf die Bedeutung der Relativitatstheorie fur den Ausbau 

seines Atommodelles hat  bereits B ohr  verschiedentlich hinge- 
wiesen. Auch schlagt er bereits vor, die Wasserstoffdublettsl) 
aufzufassen als einen relativistischen'Effekt von der Ordnung 
( V / C ) ~ .  Indem wir diesen Vorschlag aufnehmen, andern wir 
zugleich den Standpunkt prinzipiell ab: Nach den quanten- 
theoretischen Gesichtspunkten des ersten Teiles kann es sich 
nicht, wie bei B o h r ,  um Ellipsen von kleiner oder verschwin- 
dender Exzentrizitat handeln, sondern muB das Dublett seinen 
Grund haben in den endlich verschiedenen, diskreten Exzen- 
trizitaten unserer ,,gequantelten" Ellipsen. 

Als Vorbereitung leiten wir die relativistische Bahn des 
Elektrons um den Wasserstoffkern ab. Das Ergebnis ist nicht 
verschieden von dem 2;. B. in der Dissertation von Wacker2)  
behandelten Planetenproblem. Doch konnen wir die Rechnung 
nach der in (I, $ 3 )  benutzten Methode sehr vereinfachen. 
Wegen spaterer Verallgemeinerungen sei die Ladung des Wasser- 
stoffkerns mit E bezeichnet, die des Elektrons ist - e. Der 
Kern wird als ruhend angenommen. Dann wirkt derselbe auch 
nach der Relativitatstheorie auf das Elektron genau mit der 
C o u l  o m b schen Kraft - 7 in der Verbindungslinie. Man uber- 
zeugt sich namlich leicht, daB die relativistischen Zusat~glieder~) 
(,, Geschwindigkeits-" und ,,Beschleunigungsterm") bei ruhen- 
dem Kern verschwinden. Die Bahn ist eben und es gilt der 
Flachensatz in der Form 

e E  

1) N. Bohr, Phil. Mag. Februar 1915. 
2) Eber Gravitation und Elektromagnetismus. Tubingen 1909. Vgl. 

3) Vgl. z. B. A. Sommerfe ld ,  Zur Relativitatstheorie 11, GI. (37), 
auch F. v. Wisniewski, Ann. d. Phys. 40. p. 878 u. 668. 1913. 

Ann. d. Phys. 33. p. 681. 1910. 
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Benutzt man neben den Polarkoordinaten r ,  q recht- 
winklige Koordinaten 2, y mit dem Anfangspunkte im Kern 

so lauten die Bewegungsgleichungen 
x = r cos q, y = T sin 91, 

e E  sin 'p. 
e E  d .  

yp cos y ,  & m y  = -~ d .  -mx=-- (2) d t  re 

Mit Riicksicht auf den Flachensatz schreiben wir wie in (I, $ 3 )  
- P  d - P d  

mgD = F, - - - 
d t  rnr2 dp?'  

p t l ( r  cos 9 )  1 .  I d r  
I' dp? 

Sl l l  y + -7 - cos f p  m i = 
d T  

= - p (. sin y + cos y )  , d 'p  

m y  = + p  r~ cos 'p - i 
mit der fruheren Abkurzung B = l / r .  Also gilt anch jetzt 

Die Eewegungsgleichungen (2) gehen daher unter Fort- 
hebung des Faktors 

(03 'p siii 91 bzw. -- 
rz  r ?  

uber in die eine Gleichung 

Die rechte Seite ist variabel wegen /3. Um sie umzu- 
formen, benutzen wir die Zeitkomponente der Bewegungs- 
gleichungen, welche in bekannter Weise den Energiesatz liefert 

(4) 

W ist. die Konstante der Gesamtenergie. Also wird 

(5) 

und G1. (3) geht uber in 
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Die Integration gibt 
o = A cos y q  + B s iny  91 + C 

mit den Abkurzungen 

Die Bahn ist also eine Ellipse mit Perihelbewegung. 
Perihel schreitet wahrend eines Umlaufs urn den Winkel 

Das 

im Sinne des Umlaufs vor. 
konstanten. 
ebenso wie (I, 3 3, GI. (4a)) 

also 

A und B sind die Integrations- 
Nehmen wir 91 = 0 als Anfangsperihel, so wird 

B = 0 ,  A =  EC, 

1 
(7) -~ = 6 = C(1 + E cos y y).  

Nehmen wir andererseits rp = 0 als anfangliches Aphel 
an, so folgt 
(7 a) o =  C(l--Ecosy9)). 
Ob die Perihelbewegung klein oder groB und daher die aul3ere 
Ahnlichkeit unserer Bahn mit einer Ellipse vollstandig oder un- 
vollstandig ist, hangt davon ab, ob y von 1 weniger oder mehr 
abweicht. Fuhren wir die Abkurzung ein 

e E  y " - - - -  P,2 
P2 ' 

so ist p ,  ein fur unser Problem fundamentaler Grenzwert des 
Impulsmomentes p ; die fragliche Unterscheidung hangt dann 
einfach ab von dem Verhaltnis po: p.  Der normale Fall ellipsen- 
ahnlicher Bahn und langsamer Perihelbewegung liegt vor, wenn 

@a)  P >> P o .  
Dagegen werden wir in 8 3 sehen, daB im Falle 

(8 b) Lim p = p, 
die Bahn unter Urnstanden spiralig werden kann und jede 
Ahnlichkeit mit einer Ellipse verliert. 
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8 2. Die Energie der relativistiaohen Keplerellipse. 

Wegen der zeitlichen Unveranderlichkeit von W genugt 
es. eine beliebige Stelle der Bahn zu betrachten. Wir wahlen 
als bequemste das Perihel und verstehen daher zunachst unter 
den Zeichen G, v, @ diejenigen besonderen Werte, welche diese 
GroBen fur q j  = 0 annehmen. Wir haben dann 

6 = C ( 1 +  &), 2, = .+, p = r!. 
Der Flachensatz (1) gibt daher fur cp = 0 

B = P O  - e E ( t + e '  W 

vm m,c r 2 P  c 
(-4) 

und der Energiesatz (5) 

Durch Elimination von ,8 aus (A) und (B) ergibt sich der 
gesuchte Wert von W.  Die Elimination erfolgt nach dem 
Schema 

und liefert mit Rucksicht auf G1. (8) 
( B y  - (A)2 = 1 

(1 + &)q2 - (1 + &)2 (+) 2 } = 1 

P2 - Po2 P -Po 
Hiernach wird 

oder nach gehorigen Kurzungen 

W (1- &2)p"2 -'I* P2- P"2 
(9) l + - =  m, c2 i l+-- P2 - Po2 1 = i p p 2  

Naturlich geht dieser Ausdruck bei Entwickelung nach 
negativen Potenzen von c fur G = co in den ohne Beruck- 
sichtigung der Relativitat gefundenenEnergieausdruck (I, G1. (7)) 
uber. 

Wir benutzen den Ausdruck (9) zunachst, um die Dar- 
stellung der Bahnkurve im vorigen Paragraphen etwas zu ver- 
einfachen. Statt (6) ergibt sich dann 
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- m, e E c= - 
V ( P 2  - Po2) (P2 - E a  Po2) 

und statt (7) resp. (7a) 
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moe E 
(10) f J =  __-- 1/ ( P a -  P o 7 ( P Z -  e'Po2J 

5 3. Das universelle Moment p,, und die Spiralbahnen 
in der Niihe von p = po. 

Fur p = po und E * 1 wird nach G1. (10) CJ = co, also 
r = 0. Die Bahnkurve verlauft also in allen diesen FSillen 
in unmittelbarer Nahe des Kerns. Die unendlich starke An- 
ziehung des Kerns muB dann durch unendlich groBe Trag- 
heitskrafte des Elektrons ins Gleichgewicht gesetst werden. 
Da die Geschwindigkeit relativistisch nicht unendlich werden 
kann, mulj es also die Masse des Elektrons werden. In der 
Tat geben die G1. (9), (A) und (B) des vorigen Paragraphen 
im Limes p = p,: 

Die Geschwindigkeit wird also bei diesen Bahnen gleich der 
Lichtgeschwindigkeit c und die Masse gbich unendlich. Inso- 
fern bildet das Moment p ,  eine natiirliche untere Grenxe des 
Impulses p. Die Bahnen werden unter diesen Umstanden 
samtlich ,,NuZlbahnen". 

Anders, wenn gleichseitig p = p,, und E = 1 wird. Dann 
h8;ngt die GroBe und Gestalt der Bahnen davon ab, in welchem 
Verhaltnis sich p und E den Grenzwerten p ,  und 1 nahern. 
Wir setzen, unter 6 und q kleine GroBen verstanden: 

pa - p,z = P p , 2 ,  
& 2  = 1 - 4 2 ,  

und entwickeln GI. (10) nach Potenzen von 6 und q unter 
Vernachlassigung hoherer Potenzen als S2 und q2. Indem wir 
das untere Yorzeichen bevorzugen, also pl vom Aphel aus 
ziihlen, erhalten wir 

Annalen der Physik. IV. Folge. 61. 4 
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1st q > 6, so haben wir den vorigen Fall: fur alle Werte von 
g, ergibt sich (T = 00, also eine ,,Nullbahn". 1st 7 < 6, so 
konnen wir statt (11) schreiben 

wir haben eine aus dem Unendlichen kommende Spirale: fur 
9 = 0 wird 0 = 0, also r = 00, fur wachsende p) wird (T = co, 
also r = 0, die Spirale umschlingt in unendlich vielen Win- 
dungen den Kern, fur positive q~ im einen Sinne, fur negative 

p) im anderen. Im  allgemeinen Falle, 
wenn das Verhaltnis q : 6 endlich ist, 
haben wir nach (11) fur p) = 0 ein 
endliches omin, welches einem end- 
lichen rmax entspricht, und fur 
= 00 ein unendliches om-, welches 

einem verschwindenden rmi, entspricht. 
Auch im allgemeinen Falle ist daher 

, y - o  die Bahn eine Spirale, die den Kern 
beiderseits unendlich oft umschlingt, 
aber sich stets in endlhher Entfernung 

) I  I \  

; '\ 
$ '--_----' 

\ vom Kerne halt. Wir konnen sagen : auf 
jeder solchen Bahn fallt das Elektron 

. aus unendlicher) Entfernung in den 

\ 
\ 
\ \ aus endlicher (oder im besonderen 

Kern hinein, wobei es sich diesem 
asymptotisch nahert, um denselben 
schliefilich mit Lichtgeschwindigkeit 

in unendlich kleinem Abstande zu umkreisen. In  Fig. 1 ist 
einerseits die aus dem Unendlichen kommende Spirale ge-- 
zeichnet (7 6 a), andererseits eine endliche Spirale (etwa *~j, = 6). 
Wird yi > 6, so zieht sich dieselbe als Nullbahn auf den Kern 
zusammen. Von den beiden moglichen Umlaufsrichtungen 
der Spirale ist die eine ausgezogen, die andere punktiert und 
der Deutlichkeit wegen nur bis in die Nahe des Kernes ange- 
deutet. Hierbei ist indessen ein Umstand wesentlich zu be- 
achten. Mit zunehmender Geschwindigkeit des Elektrons 
wachst seine Masse und bleibt daher nicht mehr klein gegen 
die Masse des Kerns. Die Annahme eines ruhenden Kerns, 
die nur naherungsweise durch die uberwiegende Masse desselben 

6; 
. 

'\ 

'. 
Fig. 1. 
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zu rechtfertigen ist, wird daher unberechtigt. Die vorangehen- 
den Formeln sind daher quantitativ unzuverlbsig. 

Ich habe geglaubt, die Mannigfaltigkeit der Linien im 
Viellinienspektrum des Wasserstoffs mit der mannigfaltigen 
Form cler Bahnen in dem hier besprochenen Grenzfalle in 
Verbindung bringen zu sollen. Dieser Gedanke scheiterte 
bisher an der Unmoglichkeit, solche Bahnen mit den Quanten- 
bedingungen in Einklang zu bringen.‘ Es ist nicht ausge- 
schlossen, daB dieses gelingen wird, wenn man die im vor- 
liegenden Falle unberechtigte Annahme des ruhenden Kernes 
fallen liiBt. 

Wir wollen uns noch ein Urteil bilden uber die GroBe des 
Grenemomentes p, im .Falle des Wasserstoffatomes (E = e). 
Zu Clem Zwecke vergleichen wir po mit dem quantenhaft aus- 
gezeichneten Momente des nachsten Paragraphen: 

h m h  p = - oder allgemeiner p ,  = -- 
1 2 n  Bn 

Fur das Verhaltnis p,: p, das wir u nennen wollen, ergibt sich 

Wir sehen also, daB das relativistische Grenzmoment p ,  im 
Verhaltnis zu den Quantenmomenten p ,  reeht klein ausfallt. 
Es schliel3t sich also gewissermaBen enge an dasjenige Grenz- 
moment p ,  = 0 an, das man ohne Rucksicht auf die Rela- 
tivitatstheorie aus der Formel p, = nh/2n entnehmen wurde. 

Im  allgemeinen Falle (E = einem Vielfachen von e) hat 
man nach der Bedeutung von po in G1. (8) statt (l2a) 

’ (12b) 

Die GroBe der Verhaltniszahl u, die in allen folgenden 
Formeln eine wichtige Rolle spielen wird, hat auch ein ge- 
wisses literarisches Interesse. Eins teinl) bemerkte gelegent- 
lich, daB die GroBe ez/c dieselbe Dimension und GroBenordnung 
wie h habe und dachte daran, h auf diese GroBe zuriickzufiihren. 
Die Schwierigkeit lag in dem groSen Zahlenfaktor. Spater 
glaubte Jeans2)  eine genaue Darstellung des Zahlenfaktors 

1) A. E i n s t e i n ,  Physik. Zeitschr. 10. p. 192. 1911. 
2) J. H. Jeans ,  British Association in Birmingham 1913; Physik. 

Zeitschr. 14. p. 1299. 1915. 
4* 
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in der Form 
h (4% e)* _ -  - -- 

2 n  C 

geben zu konnen. Wir sehen jetzt, dafi dieser Zahlenfaktor 
namlich unser obiges cz, die Fundamentalgrofie fur die Be- 
schreibung der Peinstruktur der Spektrallinien wird. 

Q 4. Quantenaneatz und Spektralformel. 

Indem wir die Quantenbedingung fur unsere Phasen- 
integrale 

n h  fur q = y  
n'h fur q = r 

und die Vorschrift uber die Integrationsgrenzen auS (I, tj 1) 
ungeandert iibernehmen, haben wir die Integration nach q 
von 0 bis 2 n  zu fuhren. Da die zu g~ gehorige Impulskoordinate 
p konstant ist, ergibt sich wie in Teil I ab aximutale Quanten- 
bedingung 
(14) 2 n p = n h .  

Bei der zweiten G1. (13) ist unter p zu verstehen 

Hier ist m die variable Masse, also von B abhangig; in- 
dem wir aber den Flachensatz (1) benutzt haben, hat sich die 
Masse eliminiert und der Ausdruck fur pr vereinfacht. Die 
Integration ist vom Perihel rd, iiber das Aphel rmax bis 
zuruck zum Perihel zu erstrecken. Fuhren wir als bequemere 
Integrationsvariable wieder das Azimut pl ein, so reicht der 
Integrationsbereich, wegen der Perihelbewegung, von pl = 0 
bis pl = 2nfy .  

Unsere zweite Gleichung (13) kann daher mit Riicksicht 
auf G1. (7) so geschrieben werden 

2n - 2n - 
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Indem wir hier y = y v  als Integrationsvariable eingefuhrt 
haben, haben wir zugleich die Ausfuhrung der Integration auf 
(I, G1. (9b, c)) zuriickgefuhrt. Setzen wir den dortigen Wert 
fur unser Integral und zugleich den Wert (8) fur y ein, so er- 
gibt sich als radiale Quuntenbedingung : 

Aus (14) und (15) folgt, mit Benutzung der Verhaltniszahl 
a in Gleichune: (12b): 

- 1 

n e  

Setzt man den letzteren Wert in den Energieausdruck (9) ein 
(man benutzt bequemerweise die erste der dort angegebenen 
Formen), so erhalt man 

Hchreibt man diese Formel einmal fur die Quantenzahlen n, n' 
und die Energie W,, das andere Ma1 fur die Quantenzahlen m, 
m' und die Energie W ,  hin, so folgt nach der Bohrschen 
Frequenzbedingung (11) aus I ,  $ 3  a b  relatiwistischer Ausdruck 
des B a 1 me r schen Spektrums im weitesten Sinne : 

Fur das eigentliiche Balmersche Wasserstoffspektrum ( E  = e )  
liann nian etwas kurzer schreiben: 
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Es ist also nicht mehr die reine Quantensumme n’ + n, 
die den Energieausdruck bestimmt, sondern es kommt wegen 
der (von 1 wenig verschiedenen) GroBe a2 auch auf die Einzel- 
werte von n’ und n an;  freilich nur insoweit, als wir Korrek- 
tionsglieder von der Ordnung a2 berucksichtigen. Das Ergeb- 
nis ist folgendes : 

Wahrend nach der gewohnlichen Mechanik die Energie 
der n + n’ verschiedenen Kreis- und Ellipsenbahnen, die  xu 
dem gleichen Werte von n + n’ gehoren, genau iibereinstimmt, 
fallt sie mit Riicksicht auf die  veranderliche Elektronenmasse 
fur diese n -+ n’ verschiedenen Bahnen jeweils ein wenig aus- 
einander. Die hieraus folgende Feinstruktur des Balmerschen 
und der verwandten Spektren werden wir in $ 7 diskutieren. 

Auf die vorstehende geschlossene Form der Spektral- 
gleichung bin ich durch einen Feldpostbrief von W. Lenz  
aufmerksam gemacht worden. In  meiner ursprunglichen Dar- 
stellung hatte ich die im nachsten Paragraph vorzunehmende 
Potenzentwicklung nach a schon an einer etwas fruheren Stelle 
eintreten lassen, wobei die Ubersichtlichkeit und Geschlossen- 
heit der Spektralformel verloren ging. 

5 5. Potenzentwickelung der Energie. 

Bei der Entwickelung von G1. (17) nach Potenzen der 
kleinen GroBe a2 werden wir uns zunachst, was fur die Er- 
fahrungen im sichtbaren Gebiete ausreicht, auf die Glieder 
bis a4 beschranken. Als Vorbereitung auf Teil I11 werden 
wir sodann die Entwickelung bis zu den Gliedern mit a8 er- 
ganzen. 

Setzen wir vorubergehend 
A = a ’ + n d l - ( - - ) ,  nE’ 

so folgt zunachst aus (17) 
W 

(19) 1 + -- =L 1 
Wln CZ 

3 a2 
2 

Nach der Bedeutung von a in G1. (12a) ist 
m,, c2 a2 2n2 rnn k = N h ,  ____ = 

2 h2 
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wo N die Rydbergfrequenz bei ruhendem Kern oder, was 
dasselbe ist, ihr Grenzwert fur unendlich hohes Atomgewicht 
ist; also 

Hier ist einzutragen 

womit 

Hiernach ist der EinfluB der Relativitat ein doppelter : Einer- 
seits bewirkt sie eine generelle Erhohung des Absolutwertes der 
Energie von dem prozentrischen Betrage 

wir nennen diesen Teil die 7, Relutivitatskorrektion der Energie 
fur  Kreisbahnen". Andererseits erhoht sie die  Energiekonstante W 
der verschiedenen Ellipsen je  nach der Grope ihrer Exxentrizitait 
in verschiedener Weise, namlich mit zune hmender Bxzentrizitat 
in zunehmendem Mupe ; der prozentrische Betrag dieses Ein- 
flusses ist 

d a2 
n (IZ + IZ')~ 

wir nennen diesen Teil die ,,Aufspaltung der Energie". Fur 
die Kreisbahnen (n' = 0) fallt naturlich der zweite Teil fort; 
der fur diese ubrig bleibende erste Teil 1aBt sich leicht direkt 
nach den Grundformeln der Relativitat fur Masse und Energie 
berechnen und ist in der Tat schon fruher von Herrn B o h r  
gefunden worden (vgl. die in 0 1 zitierte Arbeit). Beide Ein- 
flusse entspringen der gleichen Wurzel, namlich der Zunahme 
der Masse bei der Annaherung an die Lichtgeschwindigkeit. Da 
die Annaherung an die Lichtgeschwindigkeit Hand in Hand 
geht mit der Annaherung des Elektrons an den Kern und da 
die Ellipsen von groBerer Exzentrizitat in ihren maSgebenden 
perihelen Partien dem Kern immer naher rucken (vgl. etwa I, 
Fig. 4 oder 11, $ 3, wo gezeigt wurde, da13 in der unmittel- 
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baren Nahe des Kerns die Lichtgeschwindigkeit selbst er- 
reicht wird), SO ist es verstandlich, daB die ,,Aufspaltung der 
Energie" mit n' zunimmt, daB aber auch noch fur n' = 0 eine 
Relativitatskorrektion zuruckbleibt. 

Wir haben jetzt die Entwickelung um zwei Glieder weiter- 
zufuhren. Statt (19) und (19a) ergibt sich 

und statt (20) 

a4(4n + n') =w+ n r 2 [ 1  + n(,";nt) (+j + 4 n S ( n  + n',2 (+j4 
a5 (8n2 + 5n n' + d2) 

8n5(n + n')s + 

In  den Ausdruck fur W eingesetzt: 

+ 184 (s)' + 64 ($)' + 8 ($)'I]. 
Die prozentische ,,Relativitatskorrektion" wird also jetzt 



Zur Quantentheorie der Spektrallinien. 57 

die prozentische ,,Aufspaltung" 

Wie gesagt, kommt die groSere Genauigkeit der letzten Rech- 
nungen nur bei den Rontgenspektren in Frage, wo die Klein- 
heit des Faktors a2 durch einen verhaltnismaBig groBen Wert 
von (E/e)2 aufgewogen wird. 

Fur den Vergleich mit den Formeln meiner ursprunglichen 
Arbeiten sei betont, daS die jetzt mit a2 bezeichnete Zahl 
friiher 4 a  genannt wurde. Ich habe namlich definiert 

na e4 2 n  ea friiher u = h8Cs, j e t z t  a = - - h e  

Wegen der einfachen Bedeutung des Verhaltnisses p,: p ,  in 
G1. (l2a) schien es mir naturgemaB, jetzt fur dieses Verhaltnis 
die einfache Bezeichnung a zu benutzen. Die GroBe von a2 
ergibt sich aus derselben Gleichung (l2a) zu 
(23) a2 = rund 5 . 1 0 4 .  

5 6. Pfifung e k e s  von Planck befurworteten Quantenanaatzes 
an der Erfahrung, 

Prufung der Relativitiitskorrektion fur Kreisbahnen. 

Unsere azimutale Quantenbedingung (14) in 0 4 ist eigent- 
lich nicht konsequent. Geht man namlich auf ihrenursprung, 
die Gleichung (I) in Teil I, 0 1 zuriick 

so setzt dieselbe voraus, daB man in dem System von Bild- 
kurven in der pq-Ebene eine Anfangskurve wahlen konne, 
fur die 

[Po d 4  = 0 
ist. 1st letzteres nicht der Fall, so wiirde an  die Stelle von (I) 
die ebendort genannte allgemeinere Gleichung treten 
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Nun sehen wir in § 3 dieses Teiles, dal3 die Flachenkonstante p 
den Grenzwert po  nicht unterschreiten kann, jedenfalls nicht 
im Falle E > 1, da sich alsdann die dort genannte ,,Nullbahn" 
einstellt und die Bahngeschwindigkeit gleich c wird. Infolge- 
dessen und wegen (1') wurde fur die azimutale Koordinate 
q = p? die folgende Quantenbedingung an Stelle von (14) zu 
treten haben : 

Ich bin, auf diese Abanderung durch Briefe von Schwarz -  
sch i ld  knd  P l a n c k  hingewiesen worden. Es lal3t sich nicht 
leugnen, dal3 sie durchaus in der Linie unserer allgemeinen 
Uberlegungen lie'gen wurde. Schwarzschi ld  begleitete seinen 
Vorschlag mit der Bemerkung : ,,die Feinstruktur bleibt dabei 
erhalten, aber die Balmerserie wird verdorben". P l a n c k  
hat inzwischen denselben Vorschlag in diesen Annalen als eine 
notwendige Folge seiner allgemeinen Theorie abgeleitet. Wir 
werden denselben an der Balmerserie prufen und dabei die 
S c h war  zs c hildsche Bemerkung erharten. 

Aus der azimutalen Quantenbedingung (24) folgt jetzt 
mit den fruheren Abkurzungen p ,  = hj232, a = po/p,, menn wir 
uns auf Wasserstoff ( E  = e) beschriinken: 

P - P o = n P l ,  P + P o = ~ P l + 2 P o ,  
2a lP2- Po2 = 

Aus der radialen Quantenbedingung (1 5), welche ungeandert 
bleibt, berechnet man, ahnlich wie in (16) : 

1 - & 2  1 

Die Energieformel (9) ergibt daher 

Hiernach lautet die geschlossene Formel fur die (eigenbliche) 
Balmerserie 
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m' + m 
Der Unterschied gegen die entsprechende Formel (18a) bei 
dern ursprunglichen Quantenansatz besteht darin, daB jetzt 
unter der Quadratwurzel 2 a / n 7  fruher -a2/nz stand. Der 
relativistische EinfluB ist also je'tzt von einer hoheren GroBen- 
ordnung: er wird jetzt durch a, fruher durch a2 gemessen. 
Dies zeigt sich auch, wenn wir zur Potenzentwickelung der 
Energie ubergehen; es genugt, dieselbe wie am Anfange des 
vorigen Paragraphen bis zu den Gliedern mit a4 einschliel3lich 
zu fuhren. Setzen wir jetzt abkiirzend 

2a 

so liefert. (25) zunachst wieder 
1 a4 3 a4 

2 Aa 8 A4 
- l+.o,,-l---+--+. W 

Es wird aber mit der angegebenen Genauigkeit 

1 
A' 
- = (n' + 74-4. 

somit nach (26j 

Dieses Resultat vergleichen wir mit dem analogen fruheren (21). 
Wahrend das ,,Aafspaltungsglied" ungeandert geblieben ist, 
hat sich die 7,Relativitatskorrektion" sowohl der GroBenord- 
nung wie dem Sinne nach gegen fruher geandert. Sie wird 
prozentisch gemessen durch 

1 a2 2a 9 gegen friiher - -__. (27%) - la+? + 4 + n')P 4 (n + n'j2 
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I n  Zahlen ergibt sich mit YZ + n‘ = 2,  a = 7 .  10v3 
- 7 .  gegen fruher 3.10-6. 

Es liegt auf der Hand, da13 dieser grobe Eingriff in die 
Balmersche Formel schon durch die alteren und weniger 
genauen hessungen widerlegt wird. Sehr genaue Messungen 
von P a s c h e n ,  die gleichzeitig in diesen Annalen veroffentlicht, 
werden, gestatten uns aber, nicht nur dieses zu zeigen, sondern 
zugleich nachzuweisen, da13 die fruhere Relativitatskorrektion 
(2la) mit den Messungen nach. GroBe und Sinn vertraglich ist. 

Herr P a s c h e n  gibt die folgenden Zahlenl) an: 

I ‘  6564,6592 4862,7116 4341,7066 4102,9114 
N’ 109678,205 109678,164 109678,167 109678,198 

1’ ist eine korrigierte Wellenlange ; sie entspricht derjenigen 
Htelle der diffusen Intensitatsverteilung, die zu der starksten 
Linie der Feinstruktur, zu dem Ubergange von Kreis in Kreis 
gehort. Diese Korrektion ist naturlich recht diffizil und nur 
mit Hilfe der in 0 8 zu entwickelnden theoretischen Resultate 
uber die Feinstruktur moglich. A’ unterscheidet sich von dem 
direkt beobachteten 1 urn 2-5 Einheiten der drittletzten Dezi- 
male. N‘ ist aus R’ nach der Formel 

H a  =P HY =a 

berechnet . 
Wir fragen nach der theoretischen Bedeutung von N’. 

Fur die Kreisbahnen betragt die prozentische Relativitats- 
korrektion im ersten bzw. zweiten Term der Balmerschen 
Serie nach (21a) . .  

a2 1 @4 1 
4 22 4 w 2  bzw. ----. -- __ 

Die Serienformel wird also 

Aus dem Vergleieh dieser Formel mit der Definitionsgleichung 
von N‘ folgt 

1) Vgl. die vorangehende Arbeit von Paschen p. 935. 
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Die prozentische Relativitatskorrektion der R y dbergschen 
Konstanten wird also gleich der Summe der prozentischen 
Relativitatskorrektionen der beiden Balmerschen Terme. 

Die folgende Tabelle enthalt die Werte von 106. d “IN,  
wobei die Differenzen A N’ genommen sind zwischen den 
Linien H ,  und H,, H a  und H,, ..Ha und H,, und zwar in der 
ersten Zeile die aus der vorigen Tabelle entnommenen Beob- 
achtungswerte, in der zweiten Zeile die nach (28) berechneten 
theoretischen Werte. Z. B. ergibt sich nach (28) fur Ha und 
H ,  mit a2 = 5,0 . 10-5 

Die dritte Zeile enthalt die theoretischen Werte derselben 
GroBe, wie sie sich nach (27a) berechnen wurden ’ 

beob. 0,37 0,35 0,06 
ber. nach (28) 0,61 0,89 1,04 

Ha - Hp 3, - Hy Ha - a& 

,, ,, (27a) -O0,48.1Os - 1,02.103 t: - 1,26* 10’ 

Die Ubereinstimmung zwischen der ersten und zweiten Zeile 
ist bei der genauesten Messung H, - H p  befriedigend und bei 
den ubrigen ausreichend angesichts der groBen Schwierigkeit der 
anzubringenden Korrektionen, in welche auch Intensitatsfragen 
mit hineinspielen. Andererseits ist die Nichtubereinstimmung 
zwischen der ersten und der dritten Zeile schlagend. Sie zeigt, 
daB es unmoglich ist, den Quantenansatz dieses Paragraphen 
mit den Tatsachen der Balmerserie zu vereinigen. Dies ist 
uberraschend und bedauerlich, da es unleugbar naturgem5Ber 
ware, die Quanteneinteilung der azimutalen p ,  q-Ebene von der 
unteren Grenze p = p ,  anstatt von p = 0 an beginnen zu lassen. 
Eigentiimlich ist ferner, dal3 die Aufspaltungsfragen, zu denen 
wir in den folgenden Paragraphen ubergehen, von dem Quanten- 
ansatz dieses Paragraphen, wie schon S c h w a r z s c hi1 d gesehen 
hatte, ebenso beantwortet werden, wie von dem fruheren.’ 

Auf die Relativitatskorrektion fur Kreisbahnen werden 
wir in Teil I11 zuruhgreifen mussen, wo sie um den Faktor 
(E/e)2 vergrol3ert wiederkehren wird. Bezuglich ihrer experi- 
mentellen Bestatigung im sichtbaren Gebiete sei noch erwahnt, 
dal3 P a s c h e n  dieselbe auch aus den He-Linien 
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entnommen hat. Die Bedingungen sind hier gunstiger wie bei 
den H-Linien, weil hier die Trennung der Feinstruktur gelingt, 
die unsichere Korrektion auf die Hauptlinien (Kreisbahnen) 
also fortfallt. 

9 7. Allgemeine Folgerungen iiber die Aufspaltung. 

Es liegt im Sinne des R i  tzschen Kombinationsprinzips, 
welches seinen adaquaten Ausdruck in der Bohrschen Theorie 
findet, wenn wir die folgenden allgemeinen Aussagen nicht fur 
die Wellenlange oder Schwingungszahl der Serienlinien, son- 
dern fur den einzelnen Serienterm formulieren. Die Beobach- 
tungen an der Serienlinie ergeben sich aus zwei Serientermen, 
einem positiven und einem negativen. Der positive Serien- 
term entspricht der dem Vorzeichen nach umgekehrten, also 
positiv genommenen Energie der Endbahn, der negative Serien- 
term berechnet sich aus der mit dem ursprunglichen, also 
neyativen Vorzeichen genommenen Energie der Ausgangsbahn. 

a) Ein Xerienterm mit n + n' = 2 erscheint als Dublett, 
entsprechend den beiden moglichen Zerlegungen von 2 : 

2 = 2 + O u n d 2 = 1 + 1 .  

(Die dritte Moglichkeit 2 = 0 + 2 wurde in (I, 3 5) und 
in gewissem Sinne auch in 11, 3 3 aus geometrischen Grunden 
abgewiesen.) Die beiden zugehorigen Energiewerte bezeichnen 
wir mit W 2 , @  und Wl,y Nach (21) ergibt sich 

Geht das Elektron von irgend einer Anfangsbahn uber 
einmal in die einzige hier mogliche Ellipse (1, l), das andere Ma1 
in den Kreis (2,0), SO entstehen zwei Linien, deren Schwingungs- 
differenz nach der B o h r  schen Frequenzbedingung sich aus- 
druckt durch die dem Vorzeichen nach umgekehrte Energie- 
differenz der beiden Endbahnen (1,l) und (2,O) und von der 
Natur der Ausgangsbahn unabhangig ist. (Die negative Energie- 
differenz ist zu nehmen, weil es sich um eine Verschiedenheit 
der Endbahnen handeln sollte ; bei entsprechender Verschieden- 
heit der Ausgangsbahnen wurde die Energiedifferenz mit ihrem 
ursprunglichen Vorzeichen maBgebend sein.) 
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Diese Schwingungsdifferenz ist positiv, d. h. die Linie 
n = 1, n' = 1 (Ellipse) hat die groBere Schwingungszahl wie 
die Linie n = 2 ,  n' = 0 (Kreis). Wir haben angenommen 
(vgl. I ,  Q 6), daB immer die Kreisbahn die wahrscheinlichste 
und daIj jeweils die Ellipsenbahn urn so unwahrscheinlicher 
ist, je groBer ihre Exzentrizitat w id .  Im besonderen stimmt 
damit uberein, daB wir die Ellipse mit der Exzentrizitat 1, 
welche n' = 0 entsprechen wurde, grundsatzlich ausgeschlossen, 
also mit der Intensitat Null veranschlagt haben. Auf Grund 
dieser unserer Intensitatsregel stellen wir fest : Entsteht das 
Dublett aus einem positiven Terme, so liegt die starkere Linie, 
welche der Kreisbahn entspricht, nach Rot hin. Dies ist, all- 
gemein gesprochen, der Fall der Nebenserien. Verdankt dagegen 
das Dublett seine Entstehung einem negaticen Terme, so liegt 
die starkere Linie, die die Kreisbahn darstellt, auf der violetten 
Seite. Dies ist der Fall der Hauptserie (D, ist starker und 
violetter als Dl). 

b) Ein Serimterm mit n + n' = 3 gibt Anlap zu einem 
Triplett entsprechend den drei moglichen Zerlegungen der Zahl 3 : 

3 = 3 + 0 = 2 + 1 = 1 + 2 .  

Die zugehorigen Energiewerte werden mit W3,0, W,,,, 
Wl,2 bezeichnet, wobei sich hier wie im folgenden der erste 
Index auf n, der zweite auf n' bezieht. Die Energiedifferenzen 
werden 

w,,,--W =--.-.  lVhU* ; ( 3 4 ,  
330 34 

N h u 2  w 1,2 -v a , i  =-- 34 (4 - a) (-3 
=--.- x y  2" (+)4. 

Die aufeinander folgenden Komponenten haben die Schwin- 
gungsdiff erenzen 

Ihr Verhaltnis ist also 
A vl: A v, = 1: 3. 
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Die in (30) gewahlten Vorzeichen sind fur einen posi- 
tiven Term gemeint. Sie entsprechen der Vorstellung, da13 
von einer beliebigen Anfangsbahn aus das Elektron ubergeht, 
das eine Ma1 in die Kreisbahn 3,0, das andere Ma1 in die Ellipse 
2,1, das dritte Ma1 in die exzentrischere Ellipse 1,2. Hier liegt 
die stiirkste Linie, die Kreisbahn, auf der roten Seite und es 
stufen sich die  Intensitaten des Tripbtts nach Vbbtt  hin ab. 
Bei einem negativen Term sind die dussagen umxukehren. 

c) Ein Serienterm mit n + n' = 4 ruft ein Quartett her- 
vor, entsprechend den vier Zerlegungsmoglichkeiten 

4 = 4 + 0 = 3 + 1 = 2 + 2 = 1 + 3 .  
Die Energiediffernzen sind 

N h a 2  
44 

Die Schwingungsdifferenzen der aufeinander folgenden 
Komponenten sind 

Ihr Verhaltnis w i d  also 

Bezuglich Vorzeichen und Starkeverhaltnis gilt dasselbe 
wie unter b). 

d) Ein Serienterm vom Charakter 1/52 gibt Anlap xu einem 
Quintett mit Schwingungsdifferenzen der aufeinander folgenden 
Komponenten vom Verhaltnis : 

A Y ,  : Au,: A Y ~  = 1 : 2 : 6 .  

1 2  1 . 3  2 4  3 1 5 5 5  - . _ - -  _. . - .__--  _ - . - ._ ._ -  - 3:5:10:30 usf. 
4 ' 3  4 ' 2  3 ' 1  2 4 ' 1 2 ' 6 ' 2  

e) Ein Serienterm vom Charakter 1/12 ist in Strenge einfach. 
Er  entspricht einer und nur einer Kreisbahn. Unter den wasser- 
stoffahnlichen Termen ist er der einzig einfache Term. 
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f )  Liegt die llultiplizitat im konstanten, also positiven 
Term, so wiederholt sie sich ungeandert durch die ganze Serie. 
TVir haben Dubletts,  Triplet ts  etc. ljon konstanter Xchwingungs- 
dif ferenx,  wie sie allgemein von den Nebenserien her bekannt 
sind. dus  a) oder b) geht hervor, dai3 die bei den Nebenserien 
beobachtete Intensitatsabstufung der konstanten Uubletts uncd 
Tripletts (von Rot nach Violett) von unserer Theorie richtig 
miedergegeben wird. Aus h) wird sich ergeben, daB die im kon- 
stanten Term begrundete Multiplizitat im allgenieinen uber- 
lagert wird von einer im variabeln Term gelegenen Multiplizitat 
und da13 durch deren Hinzutreten sogar das Gesetz der kon- 
stanten Schwingungsdifferenzen gestort wird. 

g) Liegt die Mvlultiplizitat im negativen, also variabeln 
Term und ist der lronstante Term einfach (n = 1, Kreisbahn), 
so kommt in der zu beobachtenden Linie die Multiplizitat 
&j variabeln Termes rein zum Ausdruck. Entsprechend deli 
SummeL2 m + m' = 2, 3, 4, . . . des variabeln Termes wird 
die erste Liriic der Serie  e i n  Dublett ,  d ie  xzueite e i n  Triplett, 
die dritte e i n  Quarteti :!sw. Die Intensitaten stufen sich bei allen 
diesen Linien nach Rot ab, i d e m  jrdesmal die Kreisbahn wegen 
des negativen Vorzrichens des Ytrms die violetteste Link des 
Gebildes wird. Die in Schwingungszai;!cn gemessene Ausdeh- 
nung des Gebildes nimmt mit wachsender Numerierung ab 
wgen des Faktors (12 + N ' ) ~  oder, wie wir bei dem sariabeln 
Terme lieber sagen, (m + w ' ) ~  im Nenner des Energieaus- 
drucks (21). In  diesen beiden Punkten (Vcrhalten der Inten- 
qitat und der GrolSe des Gebildes) besteht eine Analogie zu den 
Hauptserien der Elemente, allerdings keine vollstandige h a -  
logie, da diejenigen Elementr, bei denen die gewohnlichen 
Hauptserien beobachtet werden, zu wenig wasserstoffahnlich 
sind. Bei Wasserstoff selbst ist die hier beschriebcne ,,Haupt- 
serir" ultraviolett, vgl. 3 8, 2. 

h) 1st sowohl drr konstante positive mie der variable 
negative Term niehrfach, so mu8 zunachst (schon aus ener- 
getischen Grunden) die Multiplizitat des negativen Termse die 
groRere spin. Liefert z. B. der konstante Term (.in Dublett, 
bo rntspricht den1 variabeln Terme, fur sich genommen, in der 
rrsten Serienliiiie ein Triplett, in der zweiten ein Quartett etc. 
Uir Uberlagerung beider Multi lizitaten hat man sich zunachst 
in der M7eise vorgenommen zu denken, da13 die briden Linien P 

dnnalen der Physik. IV. Folge. 51 5 
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des Dubletts in der ersten Seriennummer je aus 3, in der zweiten 
aus 4 etc. Komponenten bestehen, die ihrerseits die unter 
b), c) etc. bestimmten Abstandsverhaltnisse haben. Die Linie 
(n + n', m +m') wurde dann ein Gebilde von im gaiizen 
NM Komponenten sein, wenn wir abkurzend N = n + n', 
M = m + m' setzen, entsprechend den schon fruher in I., 
G1. (1 5) genannten N M  Erzeugungsmoglichlieiten der allge- 
meinsten Balmerlinie. Von diesen N M  Komponenten fallen 
aber bei der gewohnlichen Art der Anregung (vgl. den SchluB 
von I, $ 6) wegen unseren Quantenungleichungen eine Anzahl 
aus und zwar eine groBere oder kleinere Anzahl, je nachdeni 
wir uns dem ersten oder zweiten Ansatz der Quantenun- 
gleichungen in I, $ 6 anschlieBen. Die Linien, die nach dem 
ersten Ansatz ausfallen, nach dem zweiten aber nicht, treten 
jedenfalls nur mit sehr schwacher Intensitht auf, da wie in 
I, $ 6 hervorgehoben und durch vielfache Erfahrungen bestatigt 
wird, die erste Form der Quantenungleichungen als grobe 
Regel gilt, fur exakte Messungen aber durch die zweite Form 
derselben zu ersetzen ist. Die Gessmtzahl der Komponenten 
reduziert sich hiernach auf N ( M  - N + 1) ((31. (17)) bzw. auf 
N ( M  - (N - l)/2) G1. (19). Fiir eine Balmerartige Linie, deren 
erster und xweiter T e r m  mehrfach i s t ,  ergibt sich auf diese W e i s e  
eine verzoickeltere Fe ins t ruk tur ,  die  sicla nus d e n  M u l t i p l i z i t i t e n  
des ersten und xweiten Terrnes xusammensetxt .  D i e  gegenseitigen 
Abstande der verschiedenen K o m p o n e n t e n  (oder ,,Satelliten") 
sind nach den uiiter a) bis g) gegebenen Regeln durch einfache 
yanxe Zahlenverhaltnisse vorausxuberechnen. D i e  L i n i e n  sind 
tei ls  reell, tei ls  (nach unseren exaliten Quantenungleichungen) 
irreal , teils (bei Durchbrechung der groben Quantenunglei- 
chungen) won sehr geringer Intensi tat .  Die nachsten Para- 
graphen sollen der genauen Beschreibung und Aufzeichnung 
dieser Feinstrukturen in einigen charakteristischen Fallen 
dienen. Insbesondere sei auf die folgenden Figuren 2-6 hin- 
gewiesen, welche die Handhabung der Quantenungleichnngen 
und die Bestimmnng der Komponentenabstande deutlicher er- 
klaren durften, als durch die Besprechung des allgemeinen 
Falles zu erreichen ist. 

i) Bei wasserstoffahnlichen (z. B. Ee rgmann- )  Termen 
anderer Elemente erwarten wir eine ahnliche Feinstruktur wie 
bei den eigentlichen Balmerlinien, und Z T T ~  uin so gmauer, je 
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wasserstoffahnlicher der betreffende Term ist, d. h. je weniger 
er von der Balmerschen Form abweicht. 

k) fiber die wasserstoffunahnlichen Terme, welche nicht die 
Form Nln2 haben, konnen wir naturgemaB im wesentlichen nur 
negative Aussagen machen. Die beim Wasserstoff zusammen- 
fallenden und nur relativistisch getrennten Terme (n ,  n’), 
(nz, m‘) werden hier auseinander fallen. Die dabei auftreten- 
den Multiplizitiiten, die man teils als Multiplizitaten, teils als 
yerschiedene Serientypen (Hauptserie, I. und 11. Nebenserie) 
deutet, haben ihren Ursprung in der Beschaffenheit des Atom- 
feldes und seiner Abweichung vom Pelde des Coulombschen 
Gesetzes. Die Multiplizitaten werden daher hier von ganz 
anderer GroBenordnung. Bei ihrer theoretischen Untersuchung 
kann die Aufgabe nicht sein, die Lage und Struktur der Linien 
1-orherzubestimmen, sondern muB darin bestehen, aus den 
spektroskopischen Erfahrungen die Natur des Atomfeldes, also 
den Aufbau des Atoms zu ermitteln. 

1) Wahrend bei den gewohnlichen Flammen- und Bogen- 
spektren Ele = 1 ist, hat man in den Funkenspektren E/e = 2. 
Handelt es sich um wasserstoffgleiche oder wasserstoffiihn- 
liche Funkenspektren (Helium), so finden auf sie die voran- 
phenden Schlusse volle Anwendung, mit der MaBgabe, darj 
die Komponentenabstande der Feinstruktur gegenuber den ge- 
x-ohnlichen Spektren bei sonst gleichen Bedingungen vergroBert 
erscheinen, wegen des Falrtors (E/e)4 = 16. Bei Funkenspektren 
liegen also die Bedingungen fur die Prufung der Theorie gunstiger 
wie bei den gewohnlichen Spektren; man kann hier erwarten, bei 
hoheren Seriennummern entsprechend komplizierter e S trukturen 
nachzuweisen, wie unter den gewohnlichen Bedingungen. 

m) Die Funkenspektren entstehen in einfach geladenen 
btomen. B o h r  hat bereits den Fall von Funkenspektren hoherer 
Ordnung (mehrfach geladener Atome) ins Auge Refafit. Der 
huBerste Grenzfall dieser Spektren liegt bekanntlich in der 
I<-Serie der charakteristischen Rontgenfrequenzen vor, wobei 
die Moglichkeit der Aufladung zunimmt rnit der Ordnungszahl 
der Elemente im naturlichen System. Bei den Rontgenfre- 
quenzen, insbesondere denjenigen der Schwermetalle, werden 
also Multiplizitiiten von makroskopischer GroBe auftreten (vgl. 
Teil 111). Hier wird die Prufung unserer Theorie am sichersten 
erfolgen lionnen. 

5*  
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8 8. Die Feinstruktur der Wasserstofflinien. 
1. B a l m e r s c h e  Serie. 

Uer konstante Term 1/g2 der Balinerschen Serie gibt An- 
la13 zu einem Dublett uon, konsta?zter Xchwingungsdif ferenx. 
Die GroBe A vx desselben wird uns im folgenden als NaBeinlieit 
dienen. 

iv cl2 

Sie betragt nach (29) wegen E = e :  

0,363. A V X  = -24 - = (32) 

gese tz t . 
Hierbei ist u2 = 5,30 . 10-5 (vgl. 3 12) und N = 1,097 . lo5 

Die Beobachtung hat ergeben 
A l  A V  

Michelson  . . . Ha 0,14 A.-E. 0,32 cm-l 
9 ,  , . . BY 0,OS ., 0,42 ,, 

F a b r y u n d B u i s s o n  Ua 0,132 ,, 0,307 ,, 
Der letzte Wert ist der zuverlassigste. Den kleinen Unter- 

schied zmischen ihm und dem theoretischen Werte (32) werdeii 
s i r  im folgenden Paragraphen auf Giund der Feinstrnktur yo11 
N, erkliiren. Bezuglich der Starke der beiden Dublettkompo- 
nrnten ergibt die Beobachtung in Gbereinstimmung mit der 
Theorie ( 4  7a) und dem allgemeinen Tatbestand bei Neben- 
berien, daB die starkere liomponente die rotere i s t .  

Wegen des variabeln Termes sollen die beiden Uublett- 
linieii (4 7 h) ihrerseits bestehen: bei Ha je aus einem Tripleft,  
hei H ,  je aus einem Quartett, bei HY je  aus einem Quin- 
fctt etc. von teils reellen, teils irrealrn Linien. Die Inten- 
sitat dieser feineren und engeren Gebilde fallt (nach § 7g) nacl!, 
Rot hin ab, also im umgekehrten Sinne wie die der Ilublett- 
Komponenten. Man kann die schwiicheren Linien dieser 
Tripletts, Quartetts etc. etwa als ,,Satelliten" der Linien deq 
Wasserstoffdubletts bezrichnen, muB sich dabei aber gegen- 
IvBrtig halten, daB die Unterscheidung zwischen Satelliten und 
Linien eine iiuBerliche ist und daB in der ganzen spektroslio- 
pischen Literatur noch lrein annehnibarer Vorschlag einer 
Brgriffsbestimmung des Wortes Satellit gemacht ist. Gerade 
nnsere Feinstrukturen zeigen, daB die ,,Satelliten", die aus clein 
zweiten Term hervorgehen, mit den ,,Linien" des ersten Termts 
eine organische Einheit bildrn. Auch folgender Punkt ist all- 
gemein im Auge zu behalten: Wenn wir schlechtweg von der 
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Intensitat der beiden Komponenten des Wasserstoffdubletts 
leden, so ist darunter etwa die Summe der Intensit&ten cler- 
jenigen Linien und Satelliten zu verstehen, in die die eine oder 
andere Dublettkoniponente zerfallt. Unbeschadet der Be- 
hauptung, daB die rotere Komponente intensiver ist, gibt cs 
bei dieser Satelliben, die ev. schwacher sind als die Satelliten 
oder Linien der violetteren Komponente. 

Wir erlautern nun die Fig, 2 fur H ,  und H,. Die Schwin- 
gungszahlen sind nach rechts wachsend aufgetragen. Der 
iVal3stab fur H ,  mul3te doppelt so groB gewahlt werden, uin 
die Figur nicht zu undeutlich zu machen. Irreale Linien, d. 11. 
solehe, die nach der genauen Quantenungleichung (ugl. I, § 6, 
G1. (18)) unmoglich sind, sind punktiert, sehr sclzioache Liizieiz, 

Fig. 2. 

die nach der groberen Quantengleichung (vgl. ebenda G1. (16)) 
fortfallen sollten, die aber nach der genaueren Quantenun- 
gleichung noch miiglich sind, sind durch einen kurzen Pfeil an- 
gedeutet. Die nach beiden Quantenungleichungen moglichen 
realen Linien sind ausgezogen, ihre Lange sol1 in dem fruher 
festgesetzten qualitativen MaBe die mutmaBliche Intensitat 
darstellen (vgl. I ,  3 6, G1. (20)). Die eingezeichneten und im 
folgenden nochmals angefuhrten Intensitaten stimmen mit der 
dort gegebenen Tabelle fur H a  und H ,  uberein. Es sei aucli 
hier hervorgehoben, dal3 diese Intensitatsregel nur provisorisch 
ist und mit den Gleichstrombildern von P a s c h e n  nicht ge- 
nau stimmt. 

Zur kurzen Bezeichnung des Ursprungs der einzelnen 
Linien empfiehlt sich die Verabredung : Man nenne die Multi- 
plixitaten des ersten Serientermes I ,  I I ,  . . ., die des xiueiten a ,  
b, c,  . . . , beide im Sinne abnehmender Intensitaten fortschreitend, 
also von der Kreisbahn nach den Ellipsen starkerer Exzentrixitat 
hin numeriert. Die I ,  11, . . . folgen einander also von Rot 
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nach Violett, die a, b, c, . . . von Violett nach Rot. Im einzelnen 
ist folgendes zu benierken. Bei H a ,  linke rotere Liniengruppe I, 
entspricht die Hauptlinie der Entstehungsweise aus zwei Kreis- 
bahnen 
(Ia)  (n, n’) = (2,0), (m, m’) = (3,0), Intens. = 1.1. 

Der Satellit dieser Linie gehort zu dem Schema 
2 

( Ib)  (n, n’) = (2,0), (m,m’) = (2,1), Intens. = 1 . 3 
Der gegenseitige Alsstand beider betragt nach (30) und (52) 

Die dritte Komponente I c  ergauzt I a  und I b  xu dem charakte- 
ristischeii Triplett des zweiten Termes lj32 vom Komponenten- 
abstande 1:  3. Der Abstand von I c  nnd I b  betragt daher 
(vgl. auch (34)) 

Das Schema fur diesen Satelliten lautet 

(Ic) (n, 12’) = (2,0), (m, m’) = (1, a), Intens. klein. 
Da I c  unsere grobe Quantenungleichung (16) verletzt, niit 
der Ungleichung (18) aber vertraglich ist, ist die betr. Link 
in der Figur als Pfeil eingetragen. In  der Tat haben wir liier 

m‘ > n’ . . abnehrhende radiale Quantenzahl, 
m < n . . zunehmende azimutale ,, 

A v ,  = ~ A v , .  

Bei H a ,  rechte violettere Liniengruppe 11, ist das Scheniu 

(I1 a) (n, n’) = (1, I), (m, m’) = (320) 
nach unserer Xuffassung nicht realisierbar wegen zunehmender 
radialer Quantenzahl des Uberganges ( Quantennngleichung (1 8)). 
Die zugehiirige Linie ist daher in der Figur punktiert gezeichnet. 
Die starkste Uinie dieser Gruppe gehbrt vielmehr zu dem Schema 

(IIb) (n, 7 ~ ’ )  = (1, l), (m, m’) = (2, l),  Intens. = - .- 
und die schwachste Linie zu 

(I1c) 

1 2  
2 3  

1 1  
2 3 ’  (n, n’) = (1, l), (m, m’) = (1, 2), Intens. = - . - 

Der gegenseitige hbstand der beiden letzteren Linien mird 
nach (30) 
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3 x t r 2  3 24 A v  = - = - - A v  - (34) 2 2 34 2 34 H - F A A H *  

Entsprechend ist die Figur fur H ,  gezeichnet. Die Ab- 
stande der aufeinander folgenden ausgezogenen Komponenten 
I a ,  I b ,  IC der roteren Gruppe I sind hier nach (31) 

Av, = 2- A v H  ? A v ,  = & AvH 

iind die der violetteren Gruppe 11, Komponenten I Ib ,  I Ic ,  I I d  
(35) 48 

1 1 
(36) 24 j -  8 A u , = - A v H ,  Av.  - - A v H .  

Ilie Komponente I d  ist als Pfeil gezeichnet, die Komponente 
I I a  punktiert eingetragen, da erstere zwar einer abnehmdenden 
radialen aber einer zunehmenden azimutalen Quantenzahl, 
letztere einer zunehmenden radialen Quantenzahl entspricht. 
Wir erkliiren daher I I a  fur irreal, I d  fur schwach. Bei HY 
und H ,  bestehen die beiden Liniengruppen des Dubletts je aus 
einem Quintett resp. Sextett. I n  der roteren Gruppe ist die 
roteste Linie schwach, in der violetteren die violetteste Linie 
irreal. Zeichnerisch wurden die beiden Liniengruppen selbst 
bei grofiem MaBstab in sich zusammenfliefien, weil die vom 
zweiten Term herruhrende Aufspaltung wegen der Nenner 
54 bzw. G4 immer enger wird. Die aufeinander folgenden 
Schwingungsdifferenzen sind namlich (0 7 d) 

beim Quintett 
4 4 8 

d v ,  = ~ A v H ,  5 A v ,  = = A * , ,  A 1’3 = -3xs YH 9 

8 A v ,  = 33 A V ~  ? 

I 
(37) I 

beim Sextett 
1 1 A v ,  = __ 

1 
(35) 1 A’y, = - A % ?  5.34 

Wegen der grofien Unscharfe der H-Linien wird es Tlorlaufig 
selbst bei Ha schwierig sein, die oben verzeichnete Feinstruktur 
experimentell festzustellen. Tiefste Temperaturen waren natdr- 
lich unerlalSlich. Wenn einige Beobachter gelegentlich von 
mehreren Komponenten der H -Linien sprechen, so liegt es 
nahe, diese auf einen ungewollten Starkeffekt zu schieben. 

, o . 3 5 A v ~ ,  A ~ , = ~ T A ~ H ,  
1 I 

A * ,  = 7 AVII ? A u ,  = 33 A V ~ I .  
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2. U i t r e v i o l p t t e  Ser ie .  

Dieselbe hat die Formel 

m = 2, 3, 4, ... 
anter Fortlassung der relativistischen Korrelrtionsglieder. (Ka- 
tiirlich mufiten wir hier und im folgenden von unserem Stand- 
punkte aus eigentlich schreiben m + m’ statt m.) Sie ist \-on 
L y m a n  gemessen worden, neuerdings bis nahe an die Grenz- 
frequenz v = N heran. Sie gibt das einfachste Beispiel fur 
den in 0 7 g) besprochenen Hauptserienfall mit konstanteiii 
einfachen Term. Ihre aufeinander folgenden Linien sollen 
hiernach sein ein Dublett, Triplett usw. 

Da bei der ersten Linie dieser Serie das Dublett aus den1 
zweiten Term ehtspringt, liegt seine stiirkere Komponentr 
nach Violett. Ebenso sind das Triplett, Quartett, . . der folgen- 
den Linien von Violett nach Rot hin abgestuft. Irreale ode1 
durch Quantenungleichungen geschwachte Linien kommen 
nicht vor, da die Endbahn charakterisiert ist durch (n, n’) = 

( 1 , O ) .  Wenn es jemals gelingen sollte, diese Serie trotz ihrrs 
ultravioletten Charakters vollstiindig aufzubsen, so muide 

I -v I I  I I Ill I I I I  I 
Av 2.s A V ”  

> < d 

h- 
I 
4 . G  Avn 3.$-Av, 

5 4 3 2 - m  u -  1-1 
N - ? 2  r n z  

Fig. 3. 

sie eine Musterkarte der von unserer Theorie geforderten Linien- 
typen in reinster Form geben, namlich die in Fig. 3 darge- 
stellte Folge. Damit die Zeichnung nicht zu undeutlich wird, 
ist der Mafistab nach Rot hin schrittweise grd3er gewahlt, wie 
aus den Unterschriften der Figur zu ersehen ist. 

3. U l t r a r o t e  Serie. 

Von R i t a  vorhergesagt und von P a s c h e n  in ihren zwei 
ersten Nummern beobachtet, ist die Serie 

m = 4, 5, 6, ... 
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Sie besteht nach unserer Theorie wegen des konstanten 
Terines 1/32 der Hauptsache nach aus eineni Triplett von kon- 
stanter Schmingungsdifferenz. Die von Rot nach Violett anf- 
einander folgenden und ihrer Intensitat nach abnehmenden 
Komponenten I ,  11, I11 haben nach (30) die Abstiinde: 

Hierinit ist aber erst die Hauptstruktur der betr. Linieii 
bezeichnet ; es kommt die Feinstruktur des zweiten Ternirs 
hinzu. Da die Gesamtstruktur fur die Paschenschen He-Mw- 
sungen (von einer einfachen MaBstabanderung abgesehen) ent - 
scheidend ist, wird es notig, sie im einzelnen zu entwickelii. 

Fig. 4. 

Fig. 4 betrifft die Linie 
v 1  1 

Uberlagerung des beschriebenen Tripletts mit einein Quartet t. 
Die obere Zeile gibt das theoretische Schema, die unteren 
enthalten den Vergleich mit der Erfahrung , konnen aber 
erst in $ 10 erklart werden. Die aufeinander folgenden Kom- 
ponenten a, b, c, d des Quartetts haben verglichen niit A VH 
und dem ersten Triplettabstande A Y] von Violett nach Rot 
die Abstande (vgl. GI. (35), (36)) 

- _ _ _ _ -  
A- 3 2  4 2  ' 
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Av,’ = & dvH = 0,211 A v ,  , 
1 

24 { A vl , 
( Av,’= ~ A V , ’ = - A Y H  = 1,27 d ~ , .  

8 

I A v2‘ = 2 A vl‘ = -- A V i i  = 0,42 

I 1 

(40) 

Die ganze Ausdehnung des Quartetts 
9 

48 
d v1’ + d v,‘ + A vQ’ = ~ d V H  = 1,89 Awl 

i.it etwa doppelt so grol3 als der Abstand der beiden ersteii 
Triplettlinien I, 11. Daher findet ein Ubergreifen der Linien- 
gruppe I1 uber die Liniengruppe I nach Rot hin statt, wahrend 
die Linien I11 gesondert liegen. Irreal sind die Linien 

111a) (n, n’) = (1,2), (m, m‘) = (4,0), 

I I a )  (n, n’) = (2,1), (m,  m’) = (4,O) 

I Id)  (n, n’) = (2, l), (m, m’j = (1,3), 
Ic) (n, n’) = (3,0), (m: m’) = (2, 2), 
Id)  (TZ, n’) = (3,0), (m, m’) = (1, 3) 

I I Ib)  (n, n‘) = (1, 2), (m, m’) = (3, l), 

wegen m’ < n‘, schwach die Linien 

wegen m < .n, aber m’ > n’. Die Hauptlinie ist I a ,  sie hat eineri 
starken Begleiter I b  nach Rot. Da I I a  ausfallt, ist der Triplett- 
abstand Av, nur zwischen den Linien b, c und d von I und I1 
zu messen, ebenso der Triplettabstand A vz, da I I I a  und I11 b aus- 
fallen, nur zwischen den Linien c und d von I1 und 111. Alle 
auftretenden Abstande ewischen irgend zwei Linien des Schenias 
sind in A VH ausgedruckt rationale Zahlen. 

Fig. 5 gibt in entsprechender Darstellung die Linie 1/32-1/53 
mieder. Auch hier erstreckt sich das Triplett des ersten Ternies 
init abnehmender Intensitat nach Violett, das Quintett des 
ziveiten Ternies, in dreifacher Auflage, nach Rot. Die Quintett- 
ahstande sind nach (37) 

4 A ?ll’ = - 5, A V f I  = 0,065 A vl , 
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Die Gesamtausdehnung des Quintetts ist geringer wie die des 
vorigen Quartetts, namlich 1,04 A up Infolgedessen greift ILe 
nur noch eben uber I a  hinuber. Die Liniengruppe I11 liegt 
wie vorher von den Gruppen I und I1 abgesondert. 

1 lTI 
n 

1 1 1 : ;  

+II 
t I! 

I I, 

I 1 1  

hr-- e acQ dcda e dcoa +V 

E e 
Fig. 5.  

Irreal sind die Linien 
IIIa) (n, d) = (1,  2), 

IIa) (n, n’) = (2, l), 
wegen ne’ < n‘. Ihnen korrespond 

IIIb) (n, n’) = (1,2), 

,ren als schwache inien am 
roten Ende der Gruppen 11-und I die Linien IIe, I d ,  Ie, bei 
denen die grobere Quantenungleichung m > n verletzt wird. 
Der Triplettabstand d v ,  tritt viermal zwischen je  zwei Linien 
b, c, d, e von I und I1 auf, der Triplettabstand dv, dreimal 
zwischen je zwei Linien c, d, e von I1 und 111. 

Fig. 6.  

Bei den folgenden Linien derselben Serie zieht sich die 
Feinstruktur des zweiten Termes, ein Sextett, Septett etc. 
schnell zusammen; diese Linien lassen daher das Triplett des 
ersten Termes in einfacherer und reinerer Form erkennen. Wir 
stellen in Fig. 6 noch die Linie 1/3, - 1 / 6 2  dar. 
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$ 9. Defekte in den Sohwingungsdifferenzen. Vergleich mit 
Rydb er gs vollstlindigen Dubletts und Tripletts. 

Die Figuren 2 bringen folgende merkwurdige, fur unsere 
Theorie charakteristische Tatsache zum Ausdruck : Will man 
die Dublettdifferenz A vII nachweisen, so darf man bei Ha 
nicht von der Hauptlinie I a  zur starksten Linie I I b  der zweiten 
Liniengruppe messen, sondern muB von dem Satelliten I b  
ausgehen. Die Schwingungsdifferenz IIb-Ia  ist nicht A vH, 
sondern (vgl. (33)) : 

A l l H  - d 2rl = L I V E  1 - - = 0,90 d V H .  
(42) i s"J 
Wollte man also das Wasserstoffdublett zwischen den beiden 
starksten Komponenten von Ha messen, so wurde man einen 
,,Defekt" von 10 Proz. finden; ahnlich bei H,. Von der Haupt- 
linie I a  der einen zur starksten Linie I I b  der zweiten Linien- 
gruppe gemessen, ergibt sich nicht A vJ1, sondern n i t  Riick- 
sicht auf (35) 

A v H  - A Y ,  = d v H  1 - - = 0,98 A u H ,  
(42 4 i 4 3  
also ein Defekt von 2 Proz. MiBt man dagegen, unter der Sn-  
nahme, da5 die beiden Linien I I b  und I I c  etwa gleich stark 
seien, von der Hauptlinie I a  bis zur Mitte von I I b  und IIc, 
so ergibt sich ein Defekt von 3 Proz., namlich 

= 0,97 AvH . I 
Der Defekt ist also bei H8 bereits vie1 kleiner als bei H a ,  bei 
HY und H ,  verschwindet er mehr und mehr, da sich die ganze 
Feinstruktur mehr und mehr an die Hauptlinien des Dubletts 
herandriingt. Der Grund dieser kleineren oder grofleren Defekte 
ist natiirlich stets das husfallen der irrealen Linien und die 
Notwendigkeit, die Dublettdifferenz zwischen gleichbeaeichneten 
Linien wie I b ,  I I b ;  Ic ,  I I c  zu messen. Indessen kann man 
gerade bei den Wasserstofflinien und ahnlich bei anderen nicht 
weiter auflosbaren Dubletts sehr im Zweifel sein, was in Wirk- 
lichkeit gemessen wird. Es kommt dabei alles auf die unbe- 
liannten Intensitiitsverhaltnisse von Hauptlinien und Sateliten 
an. Nimmt man z. B. bei H a  an, dal3 man in Fig. 2 links nicht 
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auf die Hauptlinie I a ,  sondern auf die Mitte von I a  und I b  
und daJ3 nian rechts nicht auf I Ib ,  sondern auf die Mitte von 
I l b  und TIC einstellt, so wurde man statt der fruheren 10 Proz. 
einen Defelit von 25Proz. finden. Hiernach wurde man von 
den1 Fabry-Buissonschen Werte dv,= 0,306 unter Hinzu- 
fugung von 25 Proz. auf den Wert Av,= 0,382 als wahre und 
in den hoheren Seriengliedern reelisierte GroBe des Wasser- 
stoffdubletts schliel3en. Diese korrigierte GroBe liegt unserem 
theoretischen Wert 0,363 in G1. (32) schon wesentlich naher 
\vie der direlit gemessene Wert. Das Quantitative ist hierbei 
indessen naturgemafi unsicher. Um so sicherer und charalite- 
ristischer ist das Qualitative der Erscheinung. Dieses stellt 
eines der michtigsten empirischen spektroskopischen Gesetze, 
welches vor allem zur Klassifikation der Nebenserien gefuhrt 
hat, in E’rage, das Gesetx uon den  konstanten Schzuingungsdiffe- 
renxen. Nach unserer Theorie gilt dasselbe fur wasserstof ftihnliche 
Linien nur approximatiu fur die hoheren Xerienglieder ; in den 
ersten Gliedern werden bei nichtwflosbarer Feinstruktur xu kleine 
Xchwingungsdifferenzen yemessen. 

Gesonders schon ist das Beispiel des Li in $ 1 1 ,  an dem 
ich zueist darauf aufmerksam wurde, dal3 die Feinstruktur des 
zweiten Termes, aueh wenn sie nicht aufgelost werden liann, 
sich indirekt bemerklich machen kann in den Schwingungsdiffe- 
renxen derjenigen Xtruktur, die corn ersten Term herriihrt. 

Gleiches vie  von den Dubletts gilt naturlich von den 
Tripletts der ultraroten Kombinationsserie etc. Man vgl. 
Fig. 4. Hier ist Av, zwischen I b  und I I b  oder I c  und I I c  
etc. zu messen, d v 2  zwischen I l c  und I I I c  oder I I d  und IIId.  
TTollte man dagegen die Schwingungsdifferenzen zwischen den 
starksten Linien I a ,  I I b  und I I I c  messen, so wurde man statt 

nach (40) finden 
Av,  und A u ,  = 3 A v ,  

A v1 - d vl’ = A v1 (1 - 0,211) = 0,789 d vl , 
d v2 - A vl’ - d v2’ = A v1 (3 - 0,2 1 1 - 0,42) = 2,3 7 d v1 , (43) { 

also zresentlich kleinere Werte der AbstGnde, als sie theoretisch 
aus dem ersten Term allein berechnet und als in den hoheren 
Seriengliedern tatsachlich beobachtet werden (vgl. in dieser 
Hinsicht Fig. 5 mit Fig. 4). Auch bei der jetzt in Rede stehen- 
den Triplettserie niihern sich mit steigender Seriennummer 
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die Triplettabstande ihren normalen, theoretischen Werten 
A vl, A v2. 

Sodann machen wir auf ein weiteres allgenieines Kenn- 
zeichen unserer Figuren fur die Feinstruktur aufmerksam, 
welches seinen Grund ebenfalls in dem Ausfallen irrealer Linien 
hat : die schrittweise abnehmende Xornponentenxahl der L i n i e n -  
gruppen. I, 11, 111, . . . Typische Beispiele dafur liefern die 
vorangehenden Figuren 2, 4, 5 :  

H , :  3 Romponenten in der Gruppe I 
2 11 1 7  11 ,7 11 

H p :  4 1 7  17 I ,  17 I 
3 11 1 ,  7 1  11 11 

Linie iV - : 4 9 1  11 1 7  11 1 
3 1 )  11 , l  1 7  11 
2 17 91 1 ,  7 1  

i:: :i 
(3’ ;2) 

(rl ,  ?:2) 

7 1  11  11 1 7  I Linie iV a - - : 5 

4 5 1  ‘ 7  91 11 
3 1 1  17 1 1  11 111 

7 7  11 1 ,  3 ,  1 
m - - l  9, 7 ?  11 ., I1 
m - 2  7 7  7 t  7 1  3 ,  111 

m - m f l  11 1 ,  ,1 n 

Linie N - - : m 

71 11 17 * * *  . . . . .  , 

Diese Komponentenzahlen entsprechen der zweiten Form der 
Quantenungleichungen in I, 3 6; nach der ersten Form der- 
selben wurde die Komponentenzahl in den aufeinander folgen- 
den Liniengruppen I, 11, . . . gleich, niimlich allgemein gleich 
m-n sein. 

Wir vergleichen den Inhalt der vorigen Tabelle mit einer 
Erscheinung, die in der Spektroskopie der wasserstoffuniihn- 
lichen Elemente der zweiten und dritten Vertikalreihe des 
periodischen Systems (Alkalien und Erden) seit langem bekannt 
ist und die eine der schonsten Entdeckungen R y d b e r g s  dar- 
stellt, den sog. vollstandigen Dubletts und Tripletts .  ner  Typus 
dieser Gebilde ist durch Fig. 7 gekennzeichnet. 

Der Deutlichkeit wegen haben wir die punktierten irrealen 
Linien eingezeichnet und unsere fruhere Benennung I ,  11, 
111, a, b, c hinzugefiigt. Auch hier haben wir schrittweise ab- 
nehmende Komponentenzahl in den Gruppen I ,  I1 resp. I ,  
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11, 111. Auch hier sind die charakteristischen Schwingungs- 
differenzen A v resp. Avl, Au2 nicht zwischen den Hauptlinien 
der Gruppen, sondern zwischen Hauptlinien und Satelliten 
zii messen. Diese Gebilde zeigten daher zum ersten Male, daB 
die Satelliten keine zufalligen, sondern wesentliche Gliedrr 
des Liniensystems sind, da13 sie ihren Kamen mit Unreelit' 

II 
A 

I 
h 

b a  b a  

Fig. 7. 

fiihren. Wiirden wir die Schwingungsdifferenzen A V  yon Haupt- 
linie zu Hauptlinie messen, so wiirden mir ,,Defelite" konsta- 
tieren gegeniiber den A v  der hoheren Glieder derselben Serir 
oder gegeniiber den A v der verwandten Serien. Die Bezeichnung 
dieser Gebilde bei P a s c h e n  und seinen Schiilernl) ist 

= 1, 2, 3 bei Tripl. 
y == n p j  - m d i ,  izj { f! 

2, 3 = 1, 2 bei Dubl. 
'Die Zeichen p und d weisen auf das Vorlrommen bei cler (diffnsen) 
I. N.-S. hin. In  unserer Figur sind A v  die Schwingungsdiffe- 
renzen der p-Terme, die Abstiinde zwischen unseren a, b, c sind 
die Schwingungsdifferenzen der d -  Terme. Setzen wir noch 
n', na' statt i und i, so haben wir in der Bedingung m' 2 n' 
auch der Schreibweise nach genau unsere Quantenungleichung, 
und zwar in der zweiten endgiiltigen Form \-or uns. Ich 
schlieBe hieraus : 

1. Unsere Quantenungleichung m' Z n' erhalt durch ihre - 
freil ich etwas unbest immte - Analogie  xu den  R y d b e r g s c h e n  
vollstandigen Dubletts und Triplet ts  e ine geztisse allgemeine 
Stiitxe. 

1) Vgl. besonders S. Popow, Ann. d. Phys. 46. p. 151. 1914. 



80 A. Sorrimerfeld. 

2. Der Ursprung der R ydb  ergschen vollstandigen Linien- 
s ysteme ist uns zwar, wie die Spektren der wasserstoffuiaahnlichen 
Elemente iiberhaupt, dunkel; er beruht aber hochstwahrscheinlicl~ 
nuf einer Art Quantenungkeichung. 

3. Es sind auch bei den  wassersto f funahnlichen Elementen. 
Gebilde von gemischtem Charakter denkbar : Dublett- Tripletts, 
Dublett-Quartetts, Triplett-Dubletts etc., die dadurch entstehen, 
(lap der p-Term zweifach, der &Term dreifach ist etc. Das qunli- 
tative Schema dieser Gebilde durfte - von allern Quantitatizen 
nbgesehen - hinsichtlich der irrealen Linien und der auftretenden 
Sc722oinyungsdifferenzen direkt durclx unsere Figuren 2 etc. ge- 
geben sein. 

4. Da bei den wasserstof fuizuhnlic~~e~z Elementen die Multi- 
pliatiit der Terme nicht von der Relativitut, sondern von detL 
dtomfeldern herruhrt und daher von ganz anderer Grogenordnuug 
ist, xe igen  die  vollstandigen Dubletts und Tripletts und die  
ecentuell noch xu beobachtenden genzischten Liniens ystenae dex 
ullgemeinen Charakter unserer theoretischen Feinstrukturen i n  
uergrogerter , der Beobachtung xuganylicherer Form zuie die 
Balmer linien. 

5 10. Positiv geladenes Helium. 

Sach B o h r  sol1 das neutrale Heliumatom bestehen aus 
rineni zweifach positiv geladenen Kern und zwei Elektronen, 
welche denselhen diametral zueinander auf demselben Kreise 
nmlaufen. Das einfach ionisierte, positiv einfach geladene 
Heliumatom wircl dann vollstiindig wasserstoffahnlich, da es 
ixus einem Kern und einem denselben umkreisenden Elektron 
brsteht ; das zweifach ionisierte Helium (a-Teilchen) reduziert 
sich auf den bloBenHeliumkern. Nun hat die Dispersionstheoriel) 
zmar ergeben, daB das €3 ohr  sche Heliummodell unmoglicli 
ikht ig  Rein kann. Andererseits stimmen die Folgerungen, die 
13 o h r  aus der Wasserstoffahnlichkeit des einfach geladenen 
Heliums gezogen hat, schlagend uberrin mit den Spektrallinien 
tlerselben. such ist die Bohrsche Vorstellung \-on dem zwei- 
fach geladenen Helium der Natur der a-Teilchen durchaus 
;daquat. Wir mussen daher annehmen, daB das Heliumatoni 

1) P. Debye ,  Munchener Berichte, Januar 1915; A. S o m m e r f e l d ,  
Elster-Geitel-Festschrift, p. 578. Breunschweig 1915. 
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wirklich nur zwei Elektronen besitzt, daB diese aber im neu- 
tralen Atom anders angeordnet sind wie im Bohrschen Modell. 
Fur das einfach und zweifach geladene Helium besteht dann 
die Bohrsche Vorstellung zu Recht. 

Wir werden also gegenwartig das geladene Helium als 
wasserstoffgleich behandeln, mit dem Unterschiede naturlich, 
daB E = 2 e zu setzen ist. Bekanntlich sind die Funken- 
spektren des Heliums fruher als Hauptserie und 11. Keben- 
serie des Wasserstoffs beschrieben worden und sollen auch 
hier der Kurze halber so bezeichnet werden. Auf die charakte- 
ristische Verschiedenheit der R y d b e rg  schen Zahl, welche 
die Zugehorigkeit zum Helium beweist, brauchen wir zunachst 
nicht einzugehen, da es uns nur auf die Differenzen der Schwin- 
gungszahlen ankommt, nicht auf deren Absolutwerte. 

1. Sog. Heup t se r i e  des  Wassers tof fs .  

Ihre Formel ist im Groben, von Relativitatskorrektion und 
-4ufspaltung abgesehen : 

Der konstante Term bedingt ein Triplett von konstanter 
Schwingungsdifferenz durch die game Serie mit dem Kom- 
ponentenabstand 1 : 3 und mit nach Violett abnehmendem Inten- 
sitatsverhaltnis. Wegen des Faktors (E/e)4 = 16 sind die ab- 
soluten Werte  der Schwingungsdifferenzen hier aber 16 ma1 gun- 
stiger wie in dem analogen Falle der ultraroten Wasserstoffserie 
( 5  8 ,  G1. (39)), namlich: 

128 128 (44) A v ,  = - 81 A31 H ,  A v ,  = ~ A ~ E I .  

Infolgedessen hat . diese von P a s  c h e n  sehr genau ge- 
messene Serie die erste, ins einzelne gehende Bestatigung 
unserer Theorie gebracht; es wurde an ihr nicht nur das von 
dem ersten Term herruhrende Triplett 1 : 3 erstmalig erkannt, 
sondern auch der EinfluB des zweiten Termes, der sich in den 
Satelliten des Tripletts und in den Defekten der Schwingungs- 
differenxen seiner Haup tlinien zeigt, besonders deutlich im 
ersten Seriengliede m = 4, wahrend er in den hoheren Gliedern, 
wo sich die vom zweiten Term herruhrende Feinstruktur zu- 
sammenzieht, mehr und mehr zurucktritt. I n  dem MaBe, wie 
sich das Zutrauen zu der Theorie bei der genaueren Diskussion 

Annden der Pbysik. IV. Folge. 51. 6 
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der Paschenschen Messungen starkte, konnten auch die von 
der Theorie geforderten schwacheren Satelliten auf den Paschen-  
schen Platten entdeckt werden; umgekehrt konnten auch die 
Aussagen bezuglich der Quantenungleichungen, in denen, wie 
fruher hervorgehoben die Theorie einen gewissen Spielraum 
offen lafit, durch den Vergleich mit den Messungen erganzt und 
berichtigt werden. 

I n  meiner ersten Veroffentlichung habe ich nur dws erste 
Serienglied mit m = 4 zum Vergleiche benutzt und zwar nur 
die drei starksten Komponenten desselben. Ich betonte, ohne 
noch auf die Defekte in den Schwingungsdifferenzen zu achten, 
daB diese gmau das theoertische Abstandsverhaltnis 1 : 3 er- 
geben. Genauer besehen ist dieses Ergebnis gewissermaBen 
ein Zufall. Sach Q 9, G1. (43) sind diese Abstande nicht A Y ,  
und A Y ,  = 3 AY,,  sondern 0,789 A Y ,  und 2,37 AY,; es ist 
aber eufallig gerade 2,37 = 3. 0,789, so daB trotz unserer 
Defekte das Verhaltnis 1 : 3 erhalten bleibt. Der vollstandige 
Vergleich mit der Theorie muB aber nicht nur die Hauptlinien, 
sondern auch samltiche Satelliten, nicht nur die Lage der 
Linienmitten, sondern auch die Linienbreiten, nicht nur das 
erste, sondern auch die hoheren Serienglieder berucksichtigen. 
Dieser Vergleich ist von P a s c h e n  selbst durchgefuhrt. Das 
Ergebnis desselben ist in den Figg. 4, 5, 6 bereits mitgeteilt. 

Fig. 4, Y 4Lv-32-42' - Kombination von Triplett und 
Q uartett . 

Die oberste Zeile stellt das theoretische Schema dar und 
ist in Q 9 beschrieben. Irreale Linien sind punktiert, ,,schwache" 
Linien durch einen Pfeil angedeutet. Das Schema war ursprung- 
lich fur Wasserstoff genieint, ubertragt sich aber quantitativ 
genau auf He+, bis auf den 16fach vergroBerten MaBstab. 
Die zweite Zeile darunter gibt die Paschenschen Messungen 
einschliefilich Linienbreite und Intensitat. Von links beginnend 
konstatieren wir: Die Linie I d  ist schwach angedeutet; sie 
wurde auf den Platten erst entdeckt, nachdem sie theoretisch 
gefordert war. Die Linie I I d  ist starker und mit l c  verschmolzen. 
I a  und I b  sind nicht getrennt. I I c  kann zwischen den beiden 
starken Linien I a  und I Ib ,  deren Abstand nur 0,l A betragt, 
nicht wahrgenommen werden. Die Mitte der niichsten beob- 
achteten starken Linie fallt naher an I I b  als an I I a ;  wir 

1 1 
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schliel3en daraus, daB I I a  unserer Erwartung gemaB irreal 
(oder schwach) ist. I I I d  ist als breite Linie vorhanden. I I I c  
ist stgrker als I I Id ,  wie wir es erwarten. I I I a  und I I I b  sind 
irreal. Die Messung bestatigt also das fruher ($9) betonte 
Ubereinandergreifen der beiden Gruppen I1 und I ,  das Aus- 
fallen einzelner irrealer Linien, die Intensitatsbetonung der 
Hauptlinien gegenuber den Satelliten. Die Messung entspricht 
der Anregung durch Gleichstrom. Auf die Bedeutung der 
untersten Zeile von Fig. 5 kommen wir sogleich zuruck. 

ig. , 4 N  st 52 , Kombinat ion vow Triplet t  und  
Quintett. 

Die theoretische Linie Ie  ist in der Beobachtung ange- 
deutet. I d  kann neben der benachbarten stmarken Linie nicht 
wahrgenommen werden. Diese starke Linie selbst entspricht 
I a ,  I b ,  I c  und erhalt noch einen Beitrag I I e  von der Linien- 
gruppe 11, die in diesem Seriengliede noch eben nach I hinuber- 
greift. Die nachste starke Linie ruhrt von I I b  und I I c  her, 
wenn mir I I a  als irreal erklaren und annehmen, daB I I d  neben 
der starken Linie nicht wahrzunehmen ist. Die Gruppe I11 
liegt getrennt; I I I e  ist schwach vorhanden, I I I c  und I I I d  
durch eine starkere Linie vertreten, deren Mitte mit I I I c  zu- 
sammenfallt. Letzteres entspricht unserer Erwartung, da13 
I I Ia ,  b irreal sind; jedenfalls liegt I I I a  bereits an der Linien- 
grenze. 

Fig. 6, -C = - - - Kombinat ion des Tripletts rnit 
e inem sehr engen Xextett. 

Die Struktur des zweiten Ternies ist nirgends mehr auf- 
gelost, die drei Gruppen I ,  11, 111 liegen getrennt und bringen 
die Struktur des ersten Termes rein zum Ausdruck. Dasselbe 
Bild bieten die hoheren Serienglieder dar. Paschen  hat sie 
bis m = 9 gemessen. Wir schlieBen hieran drei wichtige Be- 
inerkungen : 

1. In  der untersten Zeile von Fig. 4 ist zum Vergleich 
mit der gewohnlichen Erregung durch Gleichstrom eine Auf- 
nahme mit stoBweiser Erregung des Leuchtens durch Funken 
gesetzt. Hier zeigt sich, daB die vorher irrealen G n i e n  I I Ia ,  
I I I b  realisiert werden. Wir schlossen daraus in I ,  $ 6, daB die 
Form der Quantenungleichungen von den naheren Umstanden 
des Versuches abhangen. 

F' 5 Y=!l-.-  1 

1 1 
4 N  3* 62 ' 

6* 
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2. Die Intensitaten im Eunkenbilde entsprechen ganz 
unserer Erwartung wie sie in I ,  8 6, G1. (20) und zwar ohne 
Rucksicht auf die ev. Intensithtsschwachung durch Quanten- 
ungleichungen formuliert war : Die Hauptlinie der Gruppe I 
ist starker als die Hauptlinie vo?a 11, diese wieder starker als die  
Hauptlinie won I I I .  Dieser Unistand gab am Ende von I ,  8 6 
zu der Vermutung AnlaB, daB im Funkenbilde die Intensitat's- 
verhaltnisse sich einfacher und prinzipieller ausbilden koiinen 
als im Gleichstrombilde, wo sie durch Quantenungleichungen 
behindert sind. Dagegen haben wir im Gleichstrombilde eine 
durchgehende Abweichung gegenuber unserer Erwartung : Die 
Hauptlinie der Gruppe I I  erweist sick starker als die Haupt- 
linie der Gruppe I .  ?ies wurde heiBen, daB nicht der 
Ubergang von Kreisbahn in Kreisbahn, sondern der Gber- 
gang einer gewissen Ellipsenbahn in eine andere Ellipsen- 
bahn bevorzugt wird. Eine Erklarung hierfur steht naturlich 
ganzlich aus. 

3. Es ware sehr verlockend, insbesondere wegen der in 
3 12 zu ziehenden SchluBfolgerung auf die ,,spektroskopischen 
Einheiten", aus den Figg. 4, 5, 6 den genauen Wert des Wasser- 
stoffdubletts A V H  und damit den Wert unserer Konstante a2 
der Feinstrukturen zu entnehmen. Im Prinzip konnte dieses 
geschehen durch Messung des Abstandes irgend zweier Linien 
der Feinstruktur, da j a  alle diese Abstande sich theoretisch 
als einfache rationale Vielfache von A V H  ausdrucken. Da aber 
die meisten beobachteten Linien durch Verschmelzung mehrerer 
Komponenten entstanden sind, kommen praktisch nur wenige 
der schwachsten Linien hierfur in Frage. P a s c h e n  hat es 
daher ursprunglich vorgezogen, A V H  theoretisch aus den besten 
sonstigen Messungen von e und h zu berechnen und nachzn- 
prufen, oh alsdann das Gesamtbild der Messungen mit dem 
theoretischen Gesamtbilde sich deckt. In  seiner Publikation 
gibt er an A V H  = 0,3645 & 0,045, gultig sowohl im Gleichstrom 
wie im Funkenbilde. Vollig gesichert ist seine Angabe, daB 
A V H  = 0,35 oder 0,37 schon nicht mehr zulassig sei. Wenn 
also auch die Feinstrukturen des Helium noch nicht hinreichend 
aufgelost sind, um eine unabhangige und sichere Bestinimung 
von A Y H  zu ermoglichen, so gestatten sie doch, den Wert von 
A V B  nachzuprufen und in enge Grenzen einzuschlieBen. 
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2. Sog. 11. Nebenserie  des  Wassers to f f s .  

Die Glieder dieser Serie mit ungeradeni m bilden die 
Pickeringsche Serie; diejenigen mit geradem m sind kurz- 
lich zuerst von Evans l )  beobachtet, liegen in nachster Nahe 
der Balmerlinien und weichen von ihnen nur wegen des ver- 
schiedenen Wertes von N ab. Die zusammenfassende Dar- 
stellung der Gesamtserie im groben lautet 

Theoretisch ist zu erwarten, vom ersten Terme her, ein 
Quartett mit den Komponentenabstanden 1 : 2: 6. Die vom 
zweiten Term herruhrende Struktur kommt, da die Serie nur 
in den hoheren Gliedern m = 6 bis m = 12  von P a s c  h e n  
gemessen ist, praktisch nicht in Betracht. Die absolute Gd3e  
der Quartettabstande folgt aus § 7c); nach G1. (31) hat man 
wegen 

einfach 
2 
3 

Av,  = - A v K ,  A v ~ = ~ A V H .  1 A U  1 = - A V  y H )  

Ein Bild dieses Quartettes ist bereits in Fig. 3 gegeben, aber, 
da es dort irn zweiten Term auftritt, in umgekehrter Linien- 
folge. Im jetzigen Falle liegen die drei ersten starkeren Kom- 
ponenten (mit den gegenseitigen Abstanden Av,  und Av,) auf 
der roten Seite, die vierte starker getrennte, aber sehwache 
Komponente nach Violett. I n  den Messungen von Paschen  
sind die drei ersten Komponenten nicht aufgelost ; die  vierte 
(ursprunglich ubersehene und nur durch die Anforderungen der 
Theorie entdeckte) Kornponente aber hat in allen Seriengliedern 
den theoretischen Abstand 2 A YH bis 3 A V H  von der unaufgelosten 
starken Gruppe. Wegen der naheren Zahlenangaben moge auf 
Pasc  hens  eigene Verdffentlichung verwiesen werden; hier 
genuge es, festzustellen, daI3 aueh diese Serie eine schone 
Restiitigung der Theorie geliefert hat. 

1) E. J. E v a n s ,  Phil. Mag., Februar 1915, p. 284. 
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§ 11. Lithium und neutralee Helium. 

Wir wenden uns jetzt zu annahernd wasserstoffahnlichen 
Elementen. Diese werden wir unter den kleinsten Atonzge- 
wichten zu suchen haben. 

Es handelt sich zunachst um den dem Werte 1/22 benach- 
barten Term solcher Elemente und die dabei zu erwartenden 
Dubletts. Dieser Term tritt auf als positives konstantes Glied 
der I. und 11. Nebenserie und als negatives Glied in der ersten 
Linie der Hauptserie. Dem letzteren Vorkommen entsprechend 
wird der Term allgemein mit 2 p  bezeichnet. Den BuBerst 
nutzlichen Tabellen von Dunzl)  entnehme ich folgende Werte: 

Tabe l l e  I. 

Li 28581 (2-0,041)2 
He 29221 (2-0,063)2 
Parhe 27174 (2+0,009)2 
H 2741 9 22 

2 P  N/2 P 

An erster Stelle steht Lithium, an xweiter dasjeiiige Helium- 
spektrum, dessen Linien als Dubletts beobachtet werden, an 
dritter Stelle das fruher als Parhelium bezeichnete Helium- 
spektrum, welches einfache Linien zu haben scheint, an letzter 
Stelle der entsprechende Wasserstoffterm N/22. Nach der ersten 
Zeile weicht also Li und mehr noch He nach der einen Seite, 
Parhelium sehr wenig nach der anderen Seite von Wasser- 
stoff ab. Diese Abweichung bringt die zweite Zeile noch 
rationeller zum Ausdruck durch Vergleich des Nenners des 
betreffenden Serientermes mit dem Balmerschen Nenner g2. 

Aus der Ahnlichkeit der Serienterme schlieWen wir auf 
eine Ahnlichkeit der Atomfelder und der einschlagigen Elek- 
tronenbahnen. Also wird auch bei Li der Term 2 p  entstehen 
entweder aus einem annahernden Kreis oder aus einer Ellipse 
von annahernd dem Verhaltnis 'Iz zwischen kleiner und groI3er 
Achse. Die zugehbrige Struktur wird also die eines Dubletts 
sein von annahernd der GroBe des Wasserstoffdubletts. 

DaIj die Lithiumlinien doppelt sein mussen, war nach der 
Analogie mit den Serien der ubrigen Alkalien zu verniuten. 

1) Bsarbeitung unserer Kenntnisse von den Serien, Diss. TU- 
bingen 1911. 
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Zeeman hat die Dublizitat von R = 6708 zuerst nachgewiesen. 
Vollstandigere Daten verdanken wir Kent . l )  K e n t  findet aus 
der 11. Nebenserie bzw. dem zusammenfallenden ersten Gliede 
von Hauptserie und 11. Nebenserie 

dv = 0,336, 0,339, 0,340 cm-l 
und aus dem ersten bzw. zweiten Gliede der I. Nebenserie 

d v = 0,306, 0,326 cm-l. 
Wir haben also in der 11. N.-S., wie wir erwarteten, fast 

genau das Wasserstoffdublett aus G1. (32). 
Den Unterschied zwischen den dv der I. und der 11. Neben- 

serie halt K e n t  fur reell. Wir bestatigen diese Meinung und 
erklaren den wichtigen Befund von K e n t  restlos durch unsere 
Theorie. I n  der Tat liefert die allmahliche Zunahme der Schwin- 
gungsdifferenzen in der I. N.-S. und ihre schliel3liche Annahe- 
rung an den Wert in der 11. N.-S. ein besonders schones Bei- 
spiel fur die in $ 9  besprochenen ,,Defekte“ der Schwingungs- 
differenzen, worauf schon dort hingewiesen wurde. 

In  der I. N.-S. des Li ist der erste Term, wie wir sahen, 
in hohem Grade wasserstoffahnlich; der zweite Term ist es 
(vgl. unten) in noch hiiherem Grade. Die ganze Serie wird 
daher annahernd durch die B almersche Formel wiedergegeben. 
Wir schlieBen, daB auch ihre Feinstruktur B a lmer -  artig sein 
wird, nicht nur nach der GroBe des Dubletts, sondern auch 
hinsichtlich des Einflusses des zweiten Termes. Fur das erste 
und zweite Glied der I. N.-S. gelten daher mit groBer Annahe- 
rung die Fig. 2 von H a  und H,. Aus diesen Figuren schlossen 
wir im Anfange des $ 9 auf Defekte in der Dublettdifferenz, 
die sich bei der Messung wegen der irrealen Linien ergeben 
mussen. Nach (42) und (42a, b) betragen dieselben unter ge- 
wissen Annahmen uber die Beurteilung der Intensitatsverteilung 
in den nicht aufgelosten Linien 10 Proz. bzw. 2-3 Proz. von 
A V H  bei Ha und H,. Ganz dieselben Defekte zeigen die Mes- 
sungen von K e n t  im ersten und zweiten Gliede der I. N.-S. 
gegenuber dem d v der 11. N.-S., namlich, auf zwei Dezinialen 
abgekurzt 

0,34-0,31 0.31 - 0,33 
= 9 “ I , ,  = 3’//, . 

0,34 0,34 
- 

1) Astrophys. Journ. 2. p. 343. 1914. Die Arbeit ist in Tiibingen 
ousgefuhrt. 
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Unsere Bemerkung in $ 9 iiber die nur approximative Giiltig- 
keit des Gesetxes con den konstnnten Xchwingungsdif ferenxen, iiber 
den Sinn der Abweichungen von diesem Gesetx bei Balrney- artiger 
Feinstruktur, ja  auch iiber die Grope dieser Abweichung is t  da- 
m i t  experimentell bestatigt. 

Ebenso lehrreich wie das Auftreten der Defekte in der 
I. N.-S. ist fur uns ihr Pehlen in der 11. N.-S. von Helium. 
In  der allgemeinen Darstellung dieser Serien 

1 . N - S .  1 = 2 p - r n m d ,  m = 3 , 4 , 5  ... A- 

A' 11. N-S. = 2 p  - ms, m = 1,5, 2,5, 3,5 ... 
ist der p-Term, wie wir sahen, doppelt, der d-Term (vgl. unten) 
wegen seiner Wasserstoffahnlichkeit vielleicht dreifach, der 
s-Term sicher einfach. Er ist vollstandig wasserstoffunahnlich, 
wie schon aus den halbzahligen Wertrn von m hervorgeht, 
(lurch welche gerade bei Li der s-Term sehr genau, d. h. niit 
einein sehr kleinen Zusatzparameter s dargestellt wird. Das 
Auftreten dieses s-Terms ist etwas wesentlich Neues gegenuber 
der Balmer serie. Seine Einfachheit geht aus dem allgemeinen 
Seriencharakter aller Elemente und besonders aus den kom- 
plizierten Typen des Zeemaneffektes hervor. Wir schlieBen 
aus dieser Einfachheit, daB die 11. N.-S. aus reinen Dublette 
besteht, die lediglich durch den ersten konstanten Term 2 p 
bestimmt und durch den zweiten Term nicht getrubt werden. 
Deshalb geben die Messungen von Av in der 11. N . 4 .  von An- 
fang an den eigentlichen konstanten Wert 0,34 des Dubletts 
an;  wir sehen also mit K e n t  den kleinen scheinbaren Gang in 
den (durch Mittelung gewonnenen) Messungswerten 0,336, 
0,339, 0,340 (vgl. oben) nicht als real an. Hier haben wir 
einen Bhnlichen Fall wie bei der ultravioletten Wasserstoffserie 
(2 in 8 8)) wo der erste Term einfach und die Multiplizitat des 
zweiten Termes in Fig. 3 rein und unverfalscht zum Ausdruck 
kam; bei der 11. N . 3 .  ist der xweite T e r m  einfach und w i d  
daher die Mult ipl ix i tat  des ersten Termes ohne Komplikat ionen 
a n d  Defekte gemessen. - 

Bei Helium ist die in der Tabelle I dargestellte Ab- 
weichung des Serientermes vom Wasserstoff groBer als beim 
Lithium und liegt nach derselben Seite wie bei letzterem. 
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Wir erwarten daher auch in der DublettgroBe von He eine 
grol3ere Abweichung von AVH wie bei Li. 

Tatsachlich ergeben die Tabellen von n u n z  fur He 
d v = 1,05 cm-l. 

Bei Parhelium ist die Abweichung des fraglichen 'I'ermes 
vie1 Bleiner als bei Lithium und liegt nach der anderen Seite. 
Hier vierden wir daher eine Abweichung vom Wasserstoff - 
dublett nach der anderen Seite erwarten, d. h. einen Wert 
d v < O,36 cm-l. 

Damit stimmt es, daB Parhelium ein ausgezeichnetes Bei- 
spiel fur scheinbar genau einfache Linien und fur normalen 
Z2emaneffekt liefert. Letzteres braucht naturlich nur zu 
heiBen, dal3 der Paschen-Backeffekt wegen Engheit des Du- 
bletts schon bei kleinsten Magnetfeldern in Kraft tritt. T h P J  
sich auch die Linien von Parhelium schliel3lich als doppelt 
herausstellen, ist naturlich keineswegs ausgeschlossen. 

Soch wasserstoffahnlicher als der Term 2 p verhalt sich 
bei Li, He und Parhelium der Term 3 d, wie die folgende Tabelle 
zeigt 

Tabe l l e  11. 
3 d  A-13 d 

Li 12202,5 (3-0,0020)2 
He 12208,O (3-0,0026)2 
Parhe 12204,25 (3-0,0022)2 
H 121 86,O 3 2  

Dieser Term muate also in grol3er Reinheit die interes- 
santen Tripletts, der Term 4 d  die Quartetts zeigen. In  den 
Defekten der Li-Dubletts sahen wir bereits Merkmale der 
Existenz des Tripletts im ersten Gliede der I. Nebenserie, 
des Quartetts im zweiten Gliede. In  den gewohnlich beob- 
achteten Serien tritt der Term 3 d leider nicht als konstanter 
positiver Term auf, so daB es hier zu einer vollen Ausbildung 
des Tripletts wie beim Funkenspektrum des Heliums nicht, 
kommen kann. Wohl aber kommt 3 d als positiver Term der 
Bergmannserie vor. Wir mussen also behaupten, daB die 
Bergmannserie von He, Parhe und Li aus Tripletts von kon- 
stanter Schwingungsdifferenz mit dem Komponentenabstande 
1: 3 besteht von der oben beim Wasserstoff berechneten (also 
leider sehr minutiosen) absoluten GroBe, und zwar um so ge- 
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nauer, je wasserstoffahnlicher der Term 3 d ist. Auch bei N a ,  
Ii u. a. ist die Ganzzahligkeit des Terms 3 d recht befriedigend, 
so daB die Bergmannserien auch dieser Elemente guten Erfolg 
versprechen fur den Nichweis unseres Triplettypus, ebenso die 
Bergmannserie mit dem positiven Term 4 d  fur den Kach- 
meis unseres Quartettypus. 

Besonders hervorheben mochte ich, daB unsere Diskussion 
des Li-Dubletts die Brucke bildet zur Deutung der Dubletts 
der Alkalien, also zunachst des D-Dubletts, und anderer Wasser- 
stoffunahnlicher Terme. Wie in 5 7 k) hervorgehoben, reicheii 
die allgemeinen Betrachtungen hier naturlich nicht Bus, sondern 
mussen spezielle Untersuchungen uber die Atomfelder ein- 
greifen, bei denen neue Konstanten zur Charakterisierung der 
letcteren eingefiihrt werden. Im Gegensatz dazu konnen wir 
sagen, da13 unsere iuasserstoffahnlichen Mult ipl ix i taten durchweg 
durch Null-konstantige Forrneln dargestellt werden, d .  la. n u r  
universelle Grofien benutzen. 

12. Universelle spektroskopische Einheiten. 

Bekanntlich hat die Strahlungstheorie in den Handen von 
Ylanck zu einem System universeller Einheiten gefiihrt, in 
erster Linie zu den Strahlungskonstanten k und h, sodann 
inittels der Formeln 

(ma = Masse des Wasserstoffatoms, R = Gaskonstante, F = 
Valenzladung, L = Loschmidtsche Zahl pro Mol) auch zu 
Werten der Konstanten e, mH und L. Wir wollen dieseni System 
der strahlungstheoretischen universellen Einhei ten ein System 
von spektroskopischen Einhei ten gegenuberstellen. 

Von Bohr  wurde bereits betont, daW die Rydbergsche 
Zahll) in der Grenze fur ein hohes Atomgewicht 

1) Der Faktor c im Nenner von AT,, NH, Ntr, ist gegen fruher hinzu- 
gefugt, weil man in der Spektroskopie die Schwingungszahlen Y und 
daher auch die Grenzfrequenz N bekanntlich nicht in sec-l, sondern 
in cm-l angibt. 
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zu einer Verbesserung der Werte m, e oder h fiihre, wenn zwei 
dieser GroBen auf anderem Wege genau behannt sind. AuBerdem 
erkannte B o h r ,  daB der Vergleich ~70n N ,  z. B. mit 

eine unabhangige Bestimmung von e/m ermogliche. (Die letzteren 
Formeln folgen natiirlich direkt aus der in I ,  $ 9  besprochenen 
Dars tellung 

27zzp ~4 I12 M p=- 
It3 ’ m + M ’  N =  

wenn man darin &I= ma oder M = mfIe einsetzt.) In  der Tat 
ist die Kenntnis von m/mH nach (45) gleichbedeutend mit der 
Kenntnis von elm, da ja gilt 

Wir fiigen den Bohrschen Gleichungen (46) und (47) die 
charakteristische Konst,ante unserer Feinstrukturen 

(49) 

hinzu, die zugleich mit der Kenntnis des Wasserstoffdubletts 
oder des Heliumtripletts in $ 10 oder irgend einer analogen 
Struktur bekannt ist. Dann haben wir in (46)) (47) und (49) 
drei unabhangige Gleichungen xur Berechnung der drei K o n -  
stanten e, m und h. Indem wir die G1. (45) hinzunehmen, folgen 
sofort auch die Werte von nzH, k und L. 

Der Vorzug dieser spektroskopischen Einheiten vor den 
s tr ahlungstheoretischen lieg t off enbar 

1. in der spektroskopischen Genauigkeit, 
2. in der Unabhangigkeit von jeder Temperaturskala und 

Energiemessung, 
3. in ihrer grofieren Vollstandigkeit, da sie auch die Elek- 

tronenmasse m mitliefern. 
Leider ist dieses Programm zurzeit noch nicht mit der 

erforderlichen Genauigkeit durchzufuhren. Wie wir in 0 10 
sahen, fehlt es an der quantitativen Sicherheit bei G1. (49) - 
begreiflicherweise, da die Messung der Feinstruktur erst eben 
von P a s c h e n  in Angriff genommen wurde. Die Paschenschen 
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Messungen ergaben fur AvH einen Wert, der, wenn man die 
Grenzen recht weit steckt, zwischen 0,35 nnd 0,37 liegt. Wir 
werden daher mit 

(50) A W H  = 0,360 + 0 . 0 , O l O  

rechnen, wo 0 ein positiver oder negativer echter Bruch ist, 
der aber vermutlich der 0 naher liegt als der 1. Trotz dieser 
betrachtlichen Unsicherheit werden wir xu einigen bemerkens- 
werten Folgerungen iiber die universellen Einheiten gelangen. 

Zunachst ergibt sich wegen A vH =- Na2/16 

(51) cca = (5,25 + 0 .0 ,15 ) -  
und wegen (49) 

cc = (7,25 + 0. 0,10).10-3 

e2 
h -- = (3,46 + 0 * 0,05) * 10'. 

Sodann berechnet P a s c h e n aus seinen Messungen von 
N ,  und NHe 

(53) m 2 = 1,765. lo7 - c ,  N, = 1,0974. lo6. 

Schreiben wir nun G1. (46) wie folgt: 

so berechnet sich nach (52) und (53) 

(54) 
und nach (52) 

e = (4,69 + (3 - 0,20) - 

(55) IL = (6,35 + 0 * 0,45) * lo-". 

Um die noch reichlich groBe Unbestimmtheit dieser Werte 
zu beschranken, vergleichen wir sie mit der Exponentialkonstante 
im Strahlungsgesetz - wir wollen sie C nennen - deren nume- 
rischer Wert kiirzlich von Warburg l )  genau diskutiert ist 

c h  c2F h 
k R e  C = ~ = ~ _ _  - = 1,430 & 0,010. 

Unter abermaliger Benutzung eines unbekannten positiven oder 
negativen echten Bruches schreiben wir dafiir 

1) E. Wsrburg ,  Ann. d. Phys. 48. p. 410. 1916. 
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(56) C = 1,430 + 7 * 0,010. 

Berechnen wir C andererseits rnit unseren Werten (54) 
und ( 5 5 ) ,  so ergibt sich 
(57) C = 1,416 + 0 0,04. 

NaturgemaB sind unsere Grenzen fur C viel weiter als die von 
W a r b u r g  bestimmten. Jedenfalls konnen wir sagen, daB 
unsere Rechnung rnit der W arburgschen Feststellung nicht 
in Widerspruch steht. 

Durch Vergleich von (56) und (57) konnen wir nun die 
Grenzen fur unser 0 verengern. Es ergibt sich 

(58) 0 - 0,04 = 0,014 + 71 * 0,010, 0 = 0,35 + 3 * 
4 

(59) 

Offenbar ist diese Bestimmung von 0 ein augenblick- 
licher Notbehelf, welcher unserem spektroskopischen Programm 
widerspricht; bei weiterer Verfolgung des P a s  chenschen Weges 
wird die Unsicherheit in 0 spektroskopisch viel weiter herab- 
gedruckt werden konnen, als es rnit unserer Anleihe an die 
Strahlungsmessungen jetzt moglich ist. 

Mit dem Werte (58) von 0 ergibt sich nun aus (54), (55) ,  
(51), (50) und (45) 

e = (4,76 + 7j.0,05).10-10, ( 
/'I. = (6,51 + q*0,11,*10-2', 
~2 = (5,30 + 7-0,04)*10-5, ' AVU = 0,363 + q-0,0025, 

mH = (1,64 + q.0,02).10-24, I 
I -5 = (6,08 - 9/.0,06).1Oa3. 

Vergleichen wir diese Werte rnit den rein strahlungstheo- 
retisch berechneten Werten von P l a n c k  in der 1. und 11. Auf- 
lege seiner Strahlungstheorie und rnit Werten, die kurzlich von 
Milli b a n  mitgeteilt sindl) (photo-elektrisch mit Zugrunde- 
legung des E i n s  teinschen Gesetzes gewonnen) 

Planck I e 7 4,69.10-'O h = 6,55.10-2' 
Planck I1 e = 4,67 .10~~O h = 6,41- 
Millikan c = 4j77.10-10 h = 6,57. lo-? 
- 

1) A. Millikan, Physik. Zeitschr. 17. p. 217. 1916. 
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Man sieht: die Planckschen Werte fur e fallen auBerhalb 
der nach (59) zulassigen Grencen. Dagegen 1aBt sich M i l l i -  
k a n s  e mit 11 = 1/5 aus (59) erzielen. Der zugehorige Wert 
von h ist nach (59) h = 6,54. Da Mi l l ikan  die Ge- 
nauigkeit seines h-Wertes zu 0.5 Proz. angibt, so ist seine An- 
gabe 6,57 mit der unserigen 6,54 zu vereinbaren. 

Ich zweifle nicht, daB wiederholte Feinstrukturmessungen 
allen Zweifeln uber die genaue GriiBe der universellen Einheiten 
ein Ende machen werden. 

(Fortsetzung folgt im niichsten Heft.) 




