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1. Die GrurtdZage 
dsr a l lgerndnm ReZat4&t&t8theor&; 

von A. EinsteBn. 

Die im nachfolgenden dargelegte Theorie bildet die denk- 
bar weitgehenclste Verallgemeherung der heute allgemein als 
. ,Rela tivi ta ts t heorie ' ' bezeichne ten Theorie ; die le tztere nenne 
ich im folgenden zur Unterscheidnng von der ersteren ,,spezielle 
RelativitHtstheorie" und setze sie als bekannt voraus. Die 
Versllgemeinerung der Relativitatstheorie wurde sehr er- 
leichtert durch die Gestalt, welche der speziellen Relativitgts- 
theorie durch Min ko ws k i  gegeben wurde, welcher Mathe- 
matiker zuerst die formale Gleichwertigkeit der raumlichen 
Koordinaten und der Zeitkoordinate klar erkannte und fiir 
den Aufbau der Theorie nutzbar machte. Die f i i r  die all- 
gemeine Relativitatstheorie notigen mathematischen Hilfs- 
mittel lagen fertig bereit in dem ,,absoluten Differentialkalkiil", 
welcher auf den Forschungen von Gauss ,  R i e m a n n  und 
Chris toff e l  uber nichteuklidische Mannigfaltigkeiten ruht und 
von Ricc i  und Levi -Civ i ta  in ein System gebracht und 
bereits auf Probleme der theoretischen Physik angewendet 
wurde. Ich habe im Abschnitt B der vorliegenden Abhand- 
lung alle fiir uns notigen, bei dem Physiker nicht als bekannt 
vorauszusetzenden mathematischen Rilfsmittel in moglichst 
einfacher uncl durchsichtiger Weise entwickelt, so daS ein 
Studium nisthematischer Literatur fiir das Verstandnis der 
vorliegenden Abhandlung nicht erforderlich ist . Endlich sei 
an dieser Stelle dankbar meines Freundes, des Mathematikers 
Grossmann,  gedacht, der rnir durch seine Hilfe nicht nur 
clas Studium der einschliigigen mathematischen Literatur er- 
sparte, sondern mich auch beim Snchen nach den Feldgleichun- 
gen der Gravitat,ion unt'erstutzte. 
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A. Prinzipielle Ernllgungen zum Postulat der Relativitllt. 
Bemerknngen au der epeziellen Relativitiitetheorie. 

Der speziellen Relativitatstheorie liegt folgendes Postulat 
zugrunde, welchem auch durch die Galilei-Newtonschr 
Mechanik Geniige geleistet wird : Wird ein Koordinatensystem Ii 
so gewiihlt, daB in bemg auf dasselbe die physikalischen Ge- 
setze in h e r  einfachsten Form gelten, so gelten dieselben 
Gesetze auch in bezug auf jedes andere Koordinatensystem K ,  
das relativ zu K in gleichformiger Translationsbewegung be- 
griffen ist. Dieses Postulat nennen wir ,,spezielles Relativitats- 
prinzip". Durch das Wort ,,speziell" sol1 angedeutet werden, 
daB das Prinzip auf den Fall beschriinkt ist, daB K' eine gZeich- 
fiirmQe Translatwnsbewegung gegen K ausfiihrt, daB sich 
aber die Gleichwertigkeit von K' und K nicht auf den Fall 
ungleichformiger Bewegung von R' gegen K erstreckt. 

Die spezielle Relativitiitstheorie weicht also von der Has- 
sischen Mechanik nicht durch das Relativitiitspostulat ab, 
sondern allein durch das Postulat von der Konstanz der 
Vakuum-Lichtgoschwindigkeit, aus welchem im Verein mit 
dem speziellen Relativitatsprinzip die Relativitat der Gleich- 
zeitigkeit sowie die Lorentztransformation und die mit dieser 
verkniipften Gesetze uber das Verhalten bewegter starrer 
Korper und Uhren in bekannter Weise folgen. 

Die Modifikation, welche die Theorie von R a m  und Zeit 
durch die spezielle Relativitiitstheorie erfahren bat, ist zwm 
eine tiefgehende; aber ein wichtiger Punkt blieb unangetastet. 
Auch gemaB der speziellen Relativitiitstheorie sind namlich 
die Satze der Geometrie unmittelbar als die Gesetze iibpr 
die moglichen relativen Lagen (ruhender) fester Korper zu 
deuten, allgemeiner die SBtze der Kinematik als Siitze, welche 
das Verhalten von MeBkorpern und Uhren beschreiben. Zwei 
hervorgehobenen materiellen Punkten eines ruhenden (stai ren) 
Korpers entspricht hierbei stets eine Strecke von gana be- 
stirnmter Lange, unabhangig von Ort und Orientierung cles 
Korpers sowie von der Zeit ; zwei hervorgehobenen Zeigei- 
stellungen einer relativ zum (berechtigten) Bezugssystem ruhen- 
den Uhr entspricht stets eine Zeitstrecke von bestimmtsr Lange, 
unabhiingig von Ort und Zeit. Es wird sich bald zeigen, daB 
die allgemeine Relativitiitstheorie an dieser einfachen physika- 
lischen Deutung von Raum und Zeit nicht festhalten kanll. 

8 1. 
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Q 2. fiber die Griinde, welohe eine Erweiterung dee Relativitiits- 
postulates nahelegen. 

Der klassischen Mechanik und nicht minder der speziellen 
Rela tivi t ats theoi ie haf tet ein er kenntnistheoretischer Mangel 
an, der vielleicht zum ersten Male von E. Mach klar hervor- 
gehoben wurde. Wir erlautern ihn am folgenden Beispiel. 
Zwei fliissige Korper von gleicher GroBe und Art schweben 
frei im Raume in so groBer Entfernung voneinander (und von 
allen ubrigen Massen), da8 nur diejenigen Gravitationskriifte 
beriicksichtigt werden miissen, welche die Teile eines dieser 
KGrper aufeinander ausuben. Die Entfernung der Korper 
voneinander sei unveranderlich. Relative Bewegungen der 
Teile eines der Korper gegeneinander sollen nicht auftreten. 
Sber jede Masse sol1 - von einem relativ zu der anderen Masse 
ruhenclen Beobachter aus beurteilt - um die Verbindungslinie 
der Massen mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotieren (es 
ist, dies eine konstat,ierbare Relstivbewegung beider Massen). 
Nun denken wir uns die Oberfliichen beider Korper (8, und 8,) 
mit, Hilfe (relativ ruhender) Maljstabe ausgemessen ; es ergebe 
sich, da13 die Oberflache von S, eine Kugel, die von S, ein 
Rotationsellipsoid sei. 

Wir fragen nun: Aus welchem Grunde verhalten sich die 
Korper S,  und S, verschieden? Eine Antwort auf diese Frage 
kmn nur dann als erkenntnistheoretisch befriedigend l) an- 
erkannt, werden, wenn die als Grund angegebene Sache eine 
beobachtbare Erfahrungstatsache ist ; denn das Kausalitats- 
gesetz hat nur dann den Sinn einer Aussage uber die Er- 
fahrungswelt, wenn als Ursachen und Wirkungen letzten 
Endes nnr beobachtbare Tatsachen auftreten. 

Die Newtonsche Mechanik gibt auf diese Frage keine 
befriedigende Antwort. Sie sagt namlich folgendes. Die Ge- 
setze der Mechanik gelten wohl fur einen Raum R,, gegen 
welchen der Korper S, in Ruhe ist, nicht aber gegenuber emem 
Raume R,, gegen welchen S, in Ruhe ist. Der berecht,igte 
Gthlileische Raum R,, der hierbei eingefiihrt wird, ist aber 
eine blob fingierte Ursache, keine beobachtbare Sache. Es 
i d  also klar, daB die Newtonsche Mechanik der Forderimg 

1)  Eine derartige erkenntnistheoretisch befriedigende Antwort kann 
natiirlich immer noch phy8ikalisch unzutreffend sein, falls sie mit anderen 
Erfahrungen im Widerspruch ist. 

50 * 
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der Kausalitiit in dem betracbteten Falle nicht wirklich, son- 
dern nur scheinbar Geniige leistet, indem sie die bloB fin- 
gierte Ursache R, fiir das beobachtbare verschiedene Ver- 
halten der Korper S, und S, verantwortlich macht. 

Eine befriedigende Antwort auf die oben aufgeworfene 
Frage kann nur so lauten: Das aus S, und S, bestehende 
physikaliscbe System zeigt f i i r  sich allein kejne denkbare Ur- 
sache, auf welche das verschiedene Verhalten von S, und S2 
euriickgefiihrt werden konnte. Die Ursache muB also aupeer- 
h d b  dieses Systems liegen. Man gelangt zu der Auffassung, 
daB die allgemeinen Bewegungsgesetze, welche im speziellen 
die Gestalten von S, und S, bestimmen, derart s e h  miissen, 
daS das meohanische Verhalten von S, und S, ganz wesentlich 
durch ferne Massen mitbedingt werden muB, welche wir nicht zu 
dem betrachteten System gerechnet hatten. Diese fernen Massen 
(und ihre Relativbewegungen gegen die betrachteten Korper) 
sind dann als Triiger prinzipiell beobachtbarer Ursachen fiir 
das verschiedene Verhalten unserer betrachteten Korper an- 
zusehen; sie ubernehmen die Rolle der fingierten Ursache R,. 
Voa allen denkbaren, relativ zueinander beliebig bewegten 
Rliumen R,, R, usw. darf a priori keiner als bevorzugt an- 
gesehen werden, wenn nicht der dargelegte erkenntnistheo- 
retische Einwand wieder aufleben soll. Die Gesetze der Physik 
miissen so beschaffen sein, dap sie in bezug auf beliebig bewegk 
Bezugssysteme gelten. Wir gelangen also auf diesem Wege 
zu einer Erweiterung des Relativitiitspostulates. 

AuBer diesern schwerwiegenden erkenntnistheoretischen 
Argument spricht aber auch eine wohlbekannte physikalische 
Tatsache f i i r  eine Erweiterung dsr Relativitiitstheorie. Es 
sei K ein Galileisches Bezugssystem, d. h. ein solches, 
relativ zu welchem (mindestens b dem betrachteten vier- 
dimensionalen Gebiete) eine von anderen hinliinglich ent- 
fernte Masse sich geradlinig und gleicbformig bewegt. ES 
sei K' ein meites Koordinatensgstem, welches relativ zu K 
in g k i c h f h i g  beschkunigter Translationsbewegung sei. Relatj J 

eu K' fiihrte dann eine von anderen hinreichend getrennte Mass 
eine beschleunigte Bewegung aus, derart, daB deren Beschleuni- 
gung und Beschleunigungsrichtung von ihrer stoff lichen Zusam- 
mensetzung und ihrem physikalischen Zustande unabhiingig ist. 

Kann ein relativ zu K' ruhender Beobachter hieraus 
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den SchluB ziehen, daf3 er sich auf einem ,,wirklich" be- 
hchleunigten Bezugssystem befindet ? Diese Frage ist zu ver- 
neinen ; denn das vorhin genannte Verhalten frei beweglicher 
Massen relativ zu K kann ebensogut auf folgende Weise ge- 
cleutet werden. Das Bezugssystem K' ist unbeschleunigt; in 
dem betrachteten zeitrliumlichen Gebiete herrscht aber ein 
Gravitationsfeld, welches die beschleunigte Bewegung der 
Korper relativ zu K erzeugt. 

Diese Auffassung wird dadurch ermoglicht, daB uns die 
Erfahrung die Existenz eines Kraftfeldes (niimlich des Gravi- 
tatjonsfeldes) gelehrt hat, welches die merkwiirdige Eigen- 
schaft hat, allen Korpein dieselbe Beschleunigung zu erteilen.') 
Das mechanische Verhalten der Korper relativ zu K ist das- 
selhe, wie es gegeniiber Systemen sich der Erfahrung dar- 
bietet, die wir als ,,ruhende" bzw. als ,,berechtigte" Systeme 
anzusehen gewohnt sind; deshalb liegt es auch vom physi- 
linlischen Standpunkt nahe, anzunehmen, dsB die Systeme K 
und $7 beide mjt demselben Recht als ,,ruhend" angesehen 
werden kdnnen, bzw. dal3 sie a h  Bezugssysteme fiir die physi- 
knlische Beschreibung der Vorgiinge gleichberechtigt seien. 

Aus diesen Erwagungen sieht man, daB die Durchfihrung 
dw allgemeinen Relativitlitstbeorie zugleich zu einer Theorie der 
Gravitation fiihren muB; denn man kann ein Gravitations- 
feld durch bloSe h i e r u n g  des Koordinatensystems ,,erzeugen". 
Ebenso sieht man unmittelbar, dal3 clas Prmzip von der Kon- 
htana der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit eine Modifikation er- 
fahren mul3. Denn man erkennt leicht, daf3 die Bahn eines 
Lichtstrahles in bezug auf K im allgemeinen eine kmmme 
sein mul3, wenn sich das Licht in bezug auf K geradlinig und 
mit bestimmter, konstanter Geschwindigkeit fortpflanzt. 

Q 3. Dae Raum-Beit-Kontinuum. Forderung der allgemeinen 
Kovariana fir die die allgemeinen Naturgeaetse auedriickenden 

Gleichungen. 

In der klassischen Mechanik sowie in der speziellen Rela- 
t'ivitiitstheorie haben die Koordinaten des Raumes und der 
&it eine unmitttlbare physikalische Bedeutung. Ein Punkt- 
weignis hat die X,-Koordinate xl. bedeutet: Die nach den 

1 )  DaB das Gravitationsfeld diese Eigenschaft mit groBer Genauig- 
h i t  beuitzt, hat Eotvos experimentell bewiesen. 
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Regeln der Euklidischen Geometrie mittels starrer Stab8 81'- 

rnittelte Projektion des Punktereignisses auf die X,-Achse 
wird erhalten, indem man einen bestimmten Stab, den Ein- 
heitsmallstab, %,ma1 vom Anfangspunkt des Koordinaten- 
korpers auf der (positiven) XI-Achse abtragt. Ein Punkt 
hat die X,-Koordinate x4 = t, bedeutet: Eine re1at;v zunl 
Koordincltensystem ruhend angeordnete, mit dem Punlit- 
ereignis r&umlich (praktisch) zusammenfallende Einheitsuhr, 
welche nach bestimmten Vorschriften gerichtet ist, hat x4 = t 
Perioden zuriickgelegt beim Eintreten des Punktereignisses.1) 

Diese Auffassung von Raum und Zeit schwebte den Phy- 
sikern stets, wenn auch meist unbewuBt, vor, wie aus der 
Rolle klar erkennbar jst, welche diese Begriffe in der messenden 
Physik spielen; diese Auffassung muBte der Leser auch der 
zwciten Betrachtung des letzten Paragraphen zugrunde legen, 
um mit diesen Busfarungen einen Sinn verbinden zu konnen. 
Aber wir wollen nun zeigen, daB man sie fallen lassen und 
durch eine allgemeinere ersetzen mu13, um das Postulat der 
allgemeinen Relntivitlit durchfiihren zu komen, falls die 
spezielle Relativitlitstheorie f i i r  den Grenzfall des Fehlens 
eines Oravitationsfeldes zutrifft. 

Wir fiihren in einem Raume, der frei sei von Gravitations- 
feldern, ein Gtblileisches Bezugssystem K (2, y, z, t) ein, und 
auBerdem ein relativ zu K gleichformig rotierendes Koordi- 
natensystem K' (d, y', 2' t'). Die Anfangspunkte beider Sy- 
steme sowie deren 2-Achsen mogen dauernd zusammenfallen. 
Wir wollen zeigen, da8 fiir eine Raum-Zeitmessung im 
System K' die obige Festsetzung fur die physikalische Ekdeu- 
tung von Liingen und Zeiten nicht aufrecht erhalten werden 
kann. Aus Symmetriegriinden ist klar, daB ein &eis um den 
Anfangspunkt in der X-Y-Ebene von K zugleich als Kreis in der 
X'-Y'-Ebene von E' aufgefa6t werden kann. Wir denken u n ~  
nun Umfang und Durchmesser dieses Kreises mit einem (relativ 
zum Radius unendlich kleinen) EinheitsmaBstabe ausgemessen 
und den Quotienten beider MeSresultate gebildet. Wurde man 
dieses Experiment mit einem relativ zum Gctlileischen System 

1)  Die Konsfatierbrkeit der ,,Gleichzeitigkeit" fiir raumlich un- 
mittelbar benachbarte Ereignisse, oder - praziser gesagt - fur das 
raumzeitliche unmittelbare Benachbartsein (Koinzidenz) nehmen wir an, 
oline fiir diesen fundamentalen Begriff eine Definition zu geben. 
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K ruhenden MaBstabe ausfiihren, so wiirde man als Quotienten 
die Zahl n erhalten. Das Resultat der mit einem relativ zu 
K' ruhenden MaBst,abe ausgefdxten Bestimmung wiirde eice 
Zahl sein, die groBer ist als 76. Man erkennt dies leicht, wenn 
man den ganzen MeSprozeB vom ,,ruhenden" System K aus 
beurteilt und beriicksichtigt, daB der peripherisch angelegte 
MaBstab eine Lorentzverkiirzung erleidet, der radial angelegte 
MeBstab aber nicht. Es gilt daher in bezug auf K nicht die 
E u  klidische Geometrie; der oben festgelegte Koordinaten- 
begriff, welcher die Giiltigkeit der Euklidischen Geometrie 
voraussetzt, versagt also mit Bezug auf das System K'. Ebenso- 
wmig kann man in K' eine den physikalischen Bediirfnissen 
entsprechende Zeit einfiihren, welche durch relat8iv zu K 
rnhende, gleich beschaffene Uhren angezeigt wird. Urn dies 
einzusehen, denke man sich im Koordinatenursprung und an 
der Peripherie des Kreises je eine von m e i  gleich beschaffenen 
Uhren angeordnet und vom ,,ruhenden" System 6: aus be- 
trachtet. Nach einem bekannten Resultat der speziellen Rela- 
tivitatstheorie geht - von K aus beurteilt - die auf der 
Kreisperipherie angeordnete Uhr langssmer als die im Anfangs- 
punkt angeordnete Uhr, weil erstere Uhr bewegt ist, letztere 
aber nicht. Ein im gemeinsamen Koordinatenursprung be- 
findlicher Beobachter, welcher auch die an der Peripherie 
befindliche Uhr mittels des Lichtes zu beobachten fiihig wtire, 
wiirde also die an der Peripherie angeordnete Uhr langsamer 
gehen sehen als die neben ihm angeordnete Uhr. Da er sich 
nicht dazu entschliehn TVird, die Lichtgeschwindigkeit auf 
dem in Betracht kommenden Wege explizite von det Zeit 
abhangen zu lassen, wird er seine Beobachtnng d a h h  inter- 
pretieren, daB die Uhr an der Peripherie ,,wirklich" lang- 
samer gehe als die im Ursprung angeordnete. Er wird also 
nicht umhin konnen, die Zeit so zu definieren, daB die Ganp- 
geschwindigkeit einer Uhr vom Orte abhhg t .  

Wir gelangen also zu dem Ergebnis: In  der allgemeinen 
Relativitatstheorie konnen Raum- und ZeitgroBen nicht so 
clefiniert werden, deS rtiumliche Koordinatendifferenzen un- 
rnittelbar mit dem EinheitsmaBst,ab, zeitliche mit einer Normal- 
uhr gemessen werden konnten. 

Das bisherige Mittel, in das zeitriiumliche Kontinuum 
in bestimmter Weise Koordinaten zu legen, versagt also, uncl 
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es scheint sich auch kein anderer Weg darzubieten, der ge- 
statten wiirde, der vierdimensionalen Welt Koordinatensysteme 
so anzupassen, daB bei ihrer Verwendung eine besondem 
einfache Formulierung der Naturgesetze zu erwarten w&e. 
Es bleibt daher nichts andeies ubrig, als alle denkbaren 1) 
Koordinatensysteme als fiir die Naturbeschreibung prinzipieu 
gleichberecbtigt anzusehen. Dies konimt auf die Fordertmg 
hinsus : 

Die aUg&nen Naturgesetze sind durch Gkichungen aus- 
zudeken,  die fiir a h  Ko0rdinatensystem.e gelten, d .  h. die 
belidqen Substitutionen gegeniiber kouariant (allgemin . ko- 
variant) sind. 

Ek ist klar, da13 eine Physik, welche diesem Postulat ge- 
niigt, dem allgemeinen Relativitatspostulat gerecht wird. 
Denn in aUen Substitutionen sind jedenfalls auch diejenigen 
enthalten, welche allen Relativbewegungen der (dreidimen- 
sionalen) Koordinatensysteme entsprechen. DaB diese Forde- 
rung der allgemeinen Kovarianz, welche dem R a m  und der 
Zeit den letztea- Best physiblischer Gegenstandlichkeit nehmen, 
eine natiirliche Forderung ist, geht aus folgender ifberlegung 
hervor. Alle unsere zeitriiumlichen Konstatierungen laufen 
stets suf die Bestimmung zeitriiumlicher Koinzidenzen hinauc. 
Bestande beispielsweise das Geschehen nur in der Bewegung 
materieller Punkte, so ware letzten Endes nichts beobachtbar 
als die Begegnungen zweier oder mebrerer dieser Punkte. 
Auch die Ekgebnisse unserer Messungen sind nichts anderes 
als die Konstatierung derartiger Begegnungen x~ateriellc-r 
Punkte unserer MaSstabe mit anderen materiellen Punkten 
b m .  Koinzidenzen zwischen Uhrzeigern, Ziiferblattpunkten 
und iris Auge gefaSten, am gleichen Orte und zur gleichen 
Zeit stattfindenden Punktereignissen. 

Die Einfiihrung e k e s  Bezugssystems dient zu nichts 
anderem als zur leichteren Beschreibung der Gesamtbeit 
solcher Koinzidenzen. Man ordnet der Welt Vier zeitrhu11:- 
liohe Variable xl, x2, 5, x4 zu, derart, daB jedem Punkt- 
ereignis ein Wertesptem der Variablen 5, . . . . x4 entspricht. 
Zwei koinzidierenden Punktereignissen entspricht dassellw 

1) Von gewissen Beschrllnkungen, welche der Fordemg der ein- 
deutigen Zuordnung und dejenigen der Stetigkeit entsprechen, wollen 
wir mhier nicht sprechen. 
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Wertesystem der Variablen x1 . . . . x4; d. h. die Koinzidenz 
ist durch die Ubereinstimmung der Koordinaten charak- 
trrisiert. Fiihrt man s ta t t  der Variablen zl.. . . x4 beliebige 
Funktionen derselben, x;, z i ,  x3', xi als neues Koordinaten- 
system ein, so daB die Wertesysteme einander eindeutig zu- 
geordnet sind, so ist die Gleichhelt aller vier Koordinaten 
auch im neuen System der Ausdruck fiir die raumzeitliche 
Koinzidenz zweier Punktereignisse. Da sich alle unsere physi- 
kalischen Erfahrungen letzten Ehdes auf solche Kojnzidenzen 
zuruckfiihren lassen, ist zunachst kein Grund vorhanden, 
gewisse Koordinatensysteme vor anderen zu bevorzugen, d. h. 
wir gelangen zu der Forderung der allgemeinen Kovarianz. 

$ 4. Beziehung der vier Koordinaten zu raumlichen und zeit- 
lichen MeBergebnissen. 

Analytiecher Auedruolt f i r  das Gravitationsfeld. 
Es kommt mir in dieser Sbhandlung nicht darauf an, 

ciie allgemeine Relativitatstheorie als ein moglichst einfaches 
lugisches System mit einem Minimum von Axiomen darzu- 
stellen. Sondern es ist mein Hauptziel, diese Theorie so zu 
eiitwickeln, daB der Leser die psychologische Natiirlichkeit 
des eingeschlagenen Weges empfjndet und daB die zugrunde 
gelegten Voraussetzungen durch die Erfahrung moglichst ge- 
sichert erscheinen. In  diesem Sinne sei nun die Voraus- 
srtzung eingefiihrt : 

Fiir unendlich kleine vierdimensionale Gebiete ist die 
Ftelativitiitstheorie im engeren Sinne bei passender Koordi- 
natenwahl zutreffend. 

Der Besehleunigungszustand des unendlich kleinen (,,ort- 
lichen'') Koordinatensystems ist hierbei so zu wiihlen, daIj 
ein Gravitationsfeld nicht auftritt ; dies ist fi ir  ein unendlich 
kleines Gebiet moglich. XI, X, ,  X ,  seien die raumlichen 
Koordinaten ; X4 die zugehorige, in geeignetem MaBstabe ge- 
niessene l) Zeitkoordinate. Diese Koordinaten haben, wenn 
p i n  starres Stabchen als EinheitsmaBstab gegeben gedacht 
wird, bei gegebener Orientierung des Koordinatensystenis 
rine unmittelbare physikalischr Bedeutung im Sinne der 
bpeziellen Relativitatstheorie. Drr Ausdruck 
(1 1 d s 2 =  -ax2 I -ax,2 -dx,2+ax42 

I )  Die Zeiteinheit ist so zu wahlen, daB die Vakuum-Lichtgeschwindig- 
h i t  - in dem ,,lokalm" Koordinstensystem gemessen - gleich 1 wid. 
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hat dann nach der speziellen Relativitiitstheorie ehen von 
der Orientierung des lokalen Koordinatensystems unabhiingigen, 
durch Raum-Zeitmessung ermittelbaren Wert. Wir nemen 
d s  die GroSe des zu den unendlich benachbarten Punkten 
des vierdimensionalen Raumes gehorigen Linienelenentes. Ist 
das zu dem Element (d X ,  . . . . d X,) gehorige d s2 positiv, 
so nennen wir mit Min ko ws ki ersteres zeitartig, im entgegen- 
gesetzten Falle raumartig. 

Zn dem betrachteten ,,Linienelement" bzw. m den beiden 
unendlich benachbarten Punktereignissen gehoren such 5e- 
stimmte Differentiale d z, . . . . d z4 der vierdimensionalen. Ko- 
ordinaten des gewahlten Bezugssystems. 1st dieses sowie ein 
,,lokales" System obiger Art fiir die betrachtete Stelle gegeben, 
so werden sich hier die d X,. durch bestimmte lineare hoEogene 
Ausdrucke der d xo- darstellen lassen : 
(2) dX,,= Cccvadx0 .  

Setzt man diese Ausdriicke in (1) ein, so erhalt man 
0 

(3) 
Ol 

wobei die gas Funktionen der xo sein werden, die nicht mehr 
von der Orientierung und dem Bewegungszustand des ,,lokalen" 
Koordinatensystems abhiingen konnen; denn d sz ist eine 
durch Mahtab-Uhrenmessung ermittelbare, zu den betrach- 
teten, zeitriiumlich unendlich benachbarten Punktereignissen 
gehorige, unabhangig von jeder besonderen Koordinatenwahl 
definierte GroBe. Die go7 sind hierbei so zu wiihlen, daB 
go7 = gra ist; die Summation ist uber alle Werte von u und z 
zu erstrecken, so daB die Summe aus 4 x 4 Summanden be- 
steht, von denen 12 paarweise gleich sind. 

Der Fall der gewohnlichen Relativitiitstheorie geht aus 
dem hier Betrachteten hervor, falls es, vermoge des beson- 
deren Verhaltens der gar in einem endlichen Gebiete, moglich 
ist, in diesem das Bezugssystem so zu wiihlen, daB die go, die 
konstanten Werte 

(4) 

- 1 0 0 0  
0 - 1  0 0 
0 0 - 1  0 1 0 0 0 + 1  
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annehmen. Wir werden spater sehen, daB die Wahl solcher Ko- 
ordinaten fiir endliche Gebiete im allgemeinen nicht moglich ist. 

Aus den Betrachtungen der $$ 2 und 3 geht hervor, 
da8 die GroBen gOT vom physikalischen Standpunkte aus als 
diejenigen GroJ3en anzusehen sind, welche das Gravitations- 
feld in bezug auf das gewahlte Bezugssystem beschreiben. 
Nehmen wir niimlich zuniichst an, es sei fiir ein gewisses be- 
trachtet'es vierdimensionales Gebiet bei geeigneter Wahl der 
Koordinaten die spezielle Relativitatstheorie giiltig. Die gar 
haben dann die in (4) angegebenen Werte. Ein freier materieller 
Punkt bewegt sich dann beziiglich dieses Systems geradlinig 
gleichformig. Fiihrt man nun durch eine beliebige Substitution 
nme Raum-Zeitkoordinaten x1 . . . . x4 ein, so werden in 
diesem neuen System die g,, nicht mehr Konstante, sondern 
Raum-Zeitfunktionen sein. Gleichzeitig wird sich die Be- 
wegung des freien Messenpunktes in den neuen Koordinaten 
a18 eine krummlinige, nicht gleichformige, darstellen, wobei 
dies Bewegungsgesetz unabhangig sein wird von der Natur 
des bewegten Massenpunktes. Wir werden also diese Be- 
wegung als eine solche unter dem EinfluB eines Gravitations- 
felcles deuten. Wir sehen das Auftreten eines Gravitations- 
frldes gekniipft an eine raumzeitliche Vergnderlichkeit der gar. 
duch in dem allgemeinen Falle, dal3 wir nicht in einem end- 
lichen Gebiete bei passender Koordinatenwehl die Giiltigkeit 
c l ~ r  speziellen Relativitatstheorie herbeifiihren konnen, werden 
wir an der Auffassung festzuhalten haben, daB die g,, das 
Gravitationsfeld beschreiben. 

Die Gravitation spielt also gemaB der allgemeinen Re1;- 
tivitgtstheorie eine Ausnahrrerolle gegeniiber den ubrigen, ins- 
besondere den elektromagnetischen Krlften, indem die das 
Gravitationsfeld darstellenden 10 Funktionen go, zugleich die 
riietrischen Eigenschaften des vierdimensionalen MeBraumes 
bes timmen. 

B. iUathematis&e Hilfsmittel iiir die Anletellung allgemein 
kovarianter Bleiohnngen. 

Nachdem wir im vorigen gesehen haben, daD das all- 
gerneine Relativitatspostulat zu der Forderung fiihrt, daB die 
Gleichungssysteme der Physik beliebigen Substitutionen der 
Koordinaten x1 . . . . z4 gegeniiber kovariant sein miissen, 
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haben wir zu iiberlegen, wie derartige allgemein kovariante 
Gleichungen gewonnen werden konnen. Dieser rein Bathe- 
matischen Aufgabe wenden wir uns jetzt zu; es wird sich 
dabei zeigen, daS bei deren Losung die in Gleichung (3) an- 
gegebene Invariante d s eine fundamentale R ~ l l e  spielt, welche 
wir in Anlehnung an die Gausssche Fliichentheorie als ,,Linien- 
element" bezeichnet haben. 

Der Grundgedanke dieser allgemeinen Kovariantentheoric 
ist folgender. Es seien gewisse Dinge (,,Tensoren") mit h z u g  
auf jedes Koordinatensystem definiert d u c h  eine Anzaa 
Raumfunktionen, welche die ,,Komponenten" des Tensors 
genannt werden. Es gibt dann gewisse Regeln, nach welchen 
diem Komponenten fiir ein neues Koordinatensystem be- 
rechnet werden, wenn sie fiir das urspriingliche System be- 
h n n t  sind, und wenn die beide Systeme verkniipfende Trans- 
formation bekannt ist. Die nachher als Tensoren bezeichneten 
Dinge sind ferner dadurch gekennzeichnet, daB die Trans- 
formationsgleichungen fiir ihre Komponenten linear und homo- 
gen sind. Demnach verschwinden samtliche Komponenten in1 
neuen System, wenn sie im urspriinglichen System samtlich 
verschwinden. Wird also ein Naturgesetz durch das Null- 
setzen aller Komponenten ekes Tensors formuliert, SO ist eb 
allgemein kovariant ; indem wir die Bildungsgesetze der Ten- 
soren untersnchen, erlangen wir die Mittel zur Aufstellung all- 
gemein kovarianter Gesetze. 

Q 5. Kontravsrianter und kovarianter Vierervektor. 
Kontratmrianter Vierervektor. Das Linienelement ist defi- 

niert durch die vier ,,Komponenten" ax,, deren Trans- 
formationsgesetz durch die Gleichung 

V 

ausgedriickt wird. Die d xo' driicken sich linear und homogen 
durch die d x, am ; Wir konnen diem Koordinatendifferentiale 
d 2, daher als die Komponenten eines ,,Tensors" ansehen, den 
wir speziell ah kontravarianteh Vierervektor bezeichnen. Jedes 
Ding, was beziiglich des Koordinatensystems durch vier 
GroSen 8' definiert ist, die sich nach demselben Gesetz 

(5 d 
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transformieren, bezeichnen wir ebenfalls als kontravarianten 
Vierervektor. Aus (5a) folgt sogleich, da8 die Summen (A" f B") 
ebenfalls Komponenten ekes  Vierervektors sind, wenn A" und 
B" es sind. Entsprechendes gilt fiir alle spater als ,,Tensoren" 
einzufihrenden Systeme (Regel von der Addition und Sub- 
tmktion der Tensoren). 

Kovarianter Viereruektor. Vier GroBen AY nennen wir die 
Komponenten eines kovarianten Vierervektors, wenn fi i r  jede 
belie bige Wahl des kontravarianten Vierervektors B" 
(6; C BYBY = Invariante. 

Aub dieser Definition folgt das Transformationsgesetz des 
kovarianten Vierervektors. Ersetzt man niimlich auf der 
rrchten Seite der Gleichung , 

Y 

2 A"' Bo' = C A" B. 
0 Y 

R' clurch den aus der Umkehrung cler Gleichung (5a) folgenden 
Ausdruc k 

so erhLlt man 

Hieraus folgt aber, well in dieser Gleichung die B"' unabhiingig 
7 oneinander frei wahlbar aind, das Transformat,ionsgesetz 

Bemerkung zur Vereinf clchungder Schreibweise der  Ausdriicke. 
Ein Blick auf die Gleichungen dieses Paragraphen zeigt, 

(La13 uber Indizes , die zweimal unter einem Summenzeichen 
anftreten [z. B. der Index v in ( 5 ) ] ,  stets summiert wird, 
und zwar nur uber zweimal auftretende Indizes. Es ist des- 
halb moglich, ohne die Klarheit zu beeintrachtigen, die 
Eurnnienzeichen wegzulassen. Dafiir fiihren wir die Vorschrift 
pin: Tritt ein Index in einem Term eines Ausdruckes zweimal 
i i u f .  so ist uber ihn stets zu sumrnieren, wenn nicht ausdruck- 
lich das Gegenteil bemerkt ist. 

Der Unterschied zwischen dem kovarianten und kontra- 
v;~r ianten Vierervektor liegt in dem Transformationsgesetz 
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[(7) bzw. (5)] .  h i d e  Gebilde sind Tensoren im S h e  der 
obigen allgemeinen Bemerkung ; hierin liegt ihre Bedeutung, 
Im AnschluB an Ricci und Levi-Civita wird der kontra- 
variante Charakter durch oberen, der kovariante durch Uteren 
Index bezeichnet. 

§ 6. Teneoren sweiten und hzheren Bangee. 
Kontravarianter Tensor. Bilden wir siimtliche 16 Produkte 

A,, der Komponenten A” und I? zweier kontravarianten 
Viererve ktoren 
(8) A p v  = A, BY, 
so erfiillt A p v  gem513 (8) und (5a) das Transformationsgesetz 

Wir nennen ein Ding, das bezuglich ekes jeden Bezugs- 
systems durch 16 GroBen (Funktionen) beschrieben wird, die 
das Transformationsgesetz (9) erfiillen, einen kontravarianten 
Tensor zweiten Ranges. Nicht jeder solcher Tensor laBt sich 
gemiiB (8) aus zwei Vierervektoren bilden. Aber es ist leicht 
zu beweisen, daB sich 16 beliebig gegebene A,* darstellen 
lassen als die Summe der A p P  von vier geeignet gewiihltcn 
Paaren von Vierervektoren. Deshalb kann man beinahe alle 
Siitze, die fiir den durch (9) definierten Tensor zweiten Ranges 
gelten, am einfachsten dadurch beweisen, daB man sie fiir 
spezielle Tensoren vom Typus (8) dartut. 

Kontravarianter Tensor beliebigen Ranges. Es ist klar, dab 
man entsprechend (8) und (9) auch kontravariante Tensoren 
dritten und hijheren Ranges definieren kann mit 43 USW. 

Komponenten. Ebenso erhellt aus (8) und (9), daB man jn 
diesem Sinne den kontravarianten Vierervektor als kontra- 
rarianten Tensor ersten Ranges auffassen kann. 

Kovarianter Tensor. Bildet man andererseits die 16 Pro- 
dukte A,, der Komponenten zweier kovarianter Vierervektoren 
A,  und Bv 

so gilt fiir diese das Transformationsgesetz 
110) Apv = A, By, 
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Durch dieses Transformationsgesetz wird der kovariantr 
Tensor zweiten Ranges definiert. Alle Bemerkungen, welchr 
vorher uber die kontravarianten Tensoren gemacht wurden, 
gelten auch fiir die kovarianten Tensoren. 

Bemerkung. Es ist bequem, den Skalar (Invariante) so- 
wohl als kontravarianten wie als kovarianten Tensor vom 
Range Null zu behandeln. 

Gemischter Tensor. Man kann auch einen Tensor zweiten 
Ranges vom Typus 

definieren, der beziiglich des Index p kovariant, beziiglich 
des Index Y kontravariant ist. Sein Transformationsgesetz ist 

(12) Apv = A, By 

Natiirlich gibt es gemischte Tensoren mit beliebig vielen 
Indizes kovarianten und beliebig vielen Indizes kontravarianten 
Charakters. Der kovariante und der kontravariante Tensor 
konnen als spezielle Falle des geniischten angesehen werden. 

Symmetrische Tensoren. Ein kontravarianter bzw. ko- 
varianter Tensor zweiten oder hoheren Ranges heiBt sym- 
metrisch, wenn zwei Komponenten, die durch Vertauschung 
irgend zweier Indizes auseinander hervorgehen, gleich sind. 
1k.r Tensor AQ” bzw. A,, ist also symmetrisch, wenn fiir jede 
Ihmbination der Indizes 
(14) A P ~  = A V P ,  
bzu . 

ist. 
Es mu13 bewiesen werden, daB die SO clefinierte Symmetrie 

eine vom Bezugssystem unabhangige Eigenschaft ist. (Am (9) 
folgt in der Tat mit Rucksicht auf (14) 

(144  d p y  = 4 I I  

L h  vorletzte Gleichsetzung beruht auf der Vertauschnng der 
Surnmationsindizes p und Y (d. h. auf blol3er h d e r u n g  der 
Bezeichnunqsweise). 

Antis ymmetrisch Tensoren. Em kontravarianter bzw. ko- 
varianter Tenor zweiten, k i t ten  oder vierten Ranges heiBt 
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antisymmetrisch, wenn zwei Komponenten, die durch Ver- 
teuschung irgend zweier Indizes auseinander hervorgehen, 
entgegengesetzt gleich sind. Der Tensor APv bzw. A,, ist also 
antisymmetrisch, wenn stets 

bzw . 
A P v  = - A V P ,  (15) 

(154 A l l Y  = - Bvp 
ist. 

Von den 16 Komponenten A p v  verschwinden die vier 
Komponenten A P P ;  die ubrigen s b d  paarweise entgegengesetzt 
gleich, so da8 nur 6' numerisch verschiedene Komponenten 
vorhanden sind (Sechservektor). Ebenso sieht man, daB drr 
antisymmetrische Tensor A P V u  (dritten Ranges) nur vier nume- 
risch verschiedene Komponenten hat, der antisymmetrische 
Tensor A P v u T  nur eine einzige. Symmetrische Tensoren hoheren 
als vierten Ranges gibt es in einem Kontinuum von vier Dimen- 
sionen nicht. 

5 7. Multiplikation der Tensoren. 
Aupere Multiplikation der Tensoren. Man erhalt aus den 

Komponenten eines Tensors vom Range z iind eines solchen 
vom Range z' die Komponenten eines Tensors vom Range 
x + z', indem man alle Komponenten des ersten mit allen 
Komponenten des zweiten paarweise multipliziert. So ent- 
stehen beispielsweise die Tensoren T aus den Tensoren A 
und B verschiedener Art 

T,v, =ApvBd 
T ~ S Y ~  = AaS Bra, 
Tc: = AaBBy6 .  

Der Beweis des Tensorcharakters der T ergibt sich un- 
mittelbar aus den Drtrstellungen (8), (lo), (12) oder aus den 
Transformationsregeln (9), (ll), (13). Die Gleichungen (a), 
(lo), (12) sind selbst Beispiele auBerer Multiplikation  on 
Tensoren ersten Ranges). 

,, Verjungung" e k e s  gemischten Tensors. Aus jedem ge- 
mischten Tensor kann ein Tensor von einem um zwei kleineren 
Range gebildet werden, indem man einen Index kovarianten 
und einen Index kontravarianten Charakters gleichsetzt und 



Die Grundlage der a1lgemevie)i Kelntirituitstheoric!. 78.5 

i i x h  dieseni Index sumniiert (,3Verjiingung"). Man gewinnt8 
,<o z. B. aus deni gemischten Tensor x-iertrii Raqges -4;' cltm 
gemischt,en Tensor zweiten Ranges 

Ad # = /P",= Z B : ; )  
a 

uiitl BUS dieseni, abermals du i~A~ Verjiingung, cirl) Ter~soI 
nullten Ranges A = A$ = A : $ .  

Der Beweis dafiir, da8  dss Ergebnis (ley Veljiingung wirli- 
lich Tensorcharakter besitzt, ergibt' sich entweder aus dei. 
Tensordarstellung gemii13 der Verallgek~einerung von (12) in 
Verbindung niit (6) oder aus der Verallgemeinerung von (13). 

Innere uncl gemischte Multiplakation der Tenswen. Diese 
hest,ehen in der Koiiibinattioil clvr liul3eren Multiplikation illit. 
clrr Verjiingung. 

Beispiele. - Aus dem kovarim t'en Tensor zweiten Ranges 
-4(,, und deiii liont,ravarianten Tensor ersten Ranges B" bilden 
n-ir (lurch auBere Multiplikation den geiiiischten Tensor 

B,:,, = dKlv Bu. 
1)urcli Verjunguiig nech den Indizrs s .  CJ entstelit der ku- 
variante Viererwktor 

D = D V  !L v = .~ lPvBv.  

1 hesen bezeichnc~n wir a m h  als inneres Plodulit de l  Tensown 
A,,, unti B". Analog bildet man aus den Tensoren untl 
B;'" durch GuBere Multiplikation untl zweimalige Verjiingung 
11a~s innere Protlukt, AEIv BPy. Durch BuRere Produlrtbildung 
und einmalige Verjiingung erhalt man aus ALlv und Bar den 
gemischten Tensor zweiten Ra.nges D,: = R". Man kann 
tliese Operation passend als eine geinischt,o bezeichnen ; denn 
sie ist eine BuBere bezuglich rler Indizes p nnd z. eine innerr 
hezuglich der Indizes Y untl 0. 

Wir beweisen nun einen Satz, ( ley Zuni Nachweis cles 
Tensorcharakters oft' verwendbar ist,. Xach dein sorben Dar- 
qelegten ist a4!Lv B P v  ein Skalar, wenn A,, und Bur Tensoren 
h d .  Wir behaupten aber auch folgendes. Wenn A,,,, B P v  fiir 
jede Wahl des Tensors BFLv eine 1nvaria.nt'e ist. so hat A, ,  Tensol.- 
charalrter. 

Beweis. - Es ist, nacli Vomussetzung fiir eine beliebipck 
Subst,itution A ' Bur' = B ~ J ~ .  ( i r  

Annalen der Physik. IV. Folge. 49. 5 1  
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Nach der Umkehrung von (9) ist aber 

Dies, eingesetzt in obige Gleichung, liefert, : 

Dies kann bei beliebiger Wahl von P7‘ nur dann erfiiilt 
sein, wenn die Klammer verschwindet, woraus mit Riick- 
sicht auf (11) die Behauptung folgt. 

Dieser Sate gilt entsprechend fiir Tensoren beliebigen 
Ranges und Charakters; der Beweis ist stets analog eu fijhren. 

Der Satz laSt sich ebenso beweisen in der Form: Sind 
B, und Cv beliebige Velitoren, und ist bei jeder Wahl der- 
selben das innere Prodnkt 

ein Sbalar, so ist A,, ein kovarianter Tensor. Dieser letztere 
Satz gilt auch dann noch, wenn nur die speziellere Aussage 
zutrifft, dab bei beliebiger Wahl des Vierervektors B, das 

ein Skalar ist, falls man aul3erdem weil3, daB A,, der S p -  
metriebedingung A,, = A:!, geniigt. Denn auf dem vorhin 
angegebenen Wege beweist man den Tensorcharakter von 
(A,, + Avp) ,  woraus dann wegen der Symmetrieeigenschaft 
der Tensorcbarakter von A, ,  selbst folgt. Auch dieser Satz 
laBt sich leicht verallgemeinern auf den Fall kovarianter und 
kontravarianter Tensoren beliebigen Ranges. 

Endlich folgt aus dem Bewiesenen der ebenfalls auf be- 
liebige Tensoren zu verallgemcinernde Satz: Wenn die GroBen 
A,, B’ bei beliebiger Wahl des Vierervektors B” einen Tensor 
ersten Ranges bilden, so ist A,, ein Tensor zweiten Ranges. 
Ist namlich 0’ ein beliebiger Vlerervektor, so ist wegen des 
Tensorcharakters A,, P das innere Produkt A,, Cf‘ B* bei 
beliebiger Wahl der beiden Vierervektoren 0’ und P ein 
Skalar, woraus die Behauptung folgt. 

A,, B, 0 

skalare Produkt ApvBpB* 

$ 0. Einigee uber den Fundamentaltensor der g,,. 

Der kouariante Fundamentaltensor. In dem invarianten 
Ausdrucli des Quadrates des Linienelementes 

ds2  = d . ~ ! ,  d 2, 



spielt d zp die Rolle eines belie big wiihlhren kontrararianten 
Vektors. Da ferner 'gpv= gyp,  so folgt nach den Betrachtungen 
des letzten Paragraphen hieraus, daB g?, eiii kovarianter Tensor 
zweiten Ranges ist . Wir nennen ihn .,Fundame4taltensor". 
In1 folgencien leiten wir einige Eigenschaften dieses Tensors 
ab, die zwar jedem Tensor zweiten Ranges eigen sind; aber 
die besondere Rolle des Fundamentaltensors in unserer Theorie, 
welche in der Besonderheit, der Cirayitationswirkungen ihren 
physikalischen Grund hat, bringt es init $ch, daB die zu ent- 
wickelnden Relationen nur bei dem Fundament,altensor fi ir  
uns von Bedeutung sind. 

Der kontravariante Fundancentaltensor. Bildet inan in den1 
Determinantenschema der g,, zu jedem yt, die Unterdeterini- 
nante und dividiert diese durch die Determinante g = lg,71 der 
gp7, so erhalt, man gewisse GroBen g P * ' ( =  gyp) ,  von denen wir 
beweisen wollen, daB sie eineii kontravarianten Tensor Mden. 

Nach Pinem bekannt,en I)et~~.itiin~ntensat.zr ist 

(16) 9"" 9'" = * ! 'v  7 

wobei das Zeichen d,' 1 oder 0 bedeutet. je nachdeni p. = v 
oder p v  ist,. St,att des obigen ,411sdruckes fiir a s a  konnen 
wir auch 

oder nach (16) ilucli 

schreiben. Kun bilden abei m c h  den h~ultiylikation. 
des vorigen Paragraphen die CiroBen 

9,, 8: dXII (/% 2 

9,, 9,, Y"" *;1 d X" 

d Em = 9,, <* d x1 
einen kovarianten Vierervektor, und zwar (wegen der will- 
kurlichen Wiihlbarkeit der d zp) einen beliebig wahlbaren 
Vierervektor. Indem wir ihn in unseren Ausdruck einfiihren, 
erhalten wir 

2 2  = 9 " r d $ ~ r d & .  

Da dies bei beliebiger Wahl des Vektors d l , ,  ein Skalai 
ist und g"' nach seiner Definition in den Indizes CT und z syni- 
metrisch ist, folgt aus den Ergebnisseri des vorigen Para- 
graphen, daB $' ein kontravariant'er Tensor ist. Aus (16) 
folgt noch. daB aneh 8; ein Tensor ist. den wir den gerrlischten 
Fundanientaltensor nennen kiinnen. 

K 1 *  
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Determinpnte des Fundamentaltettsors. Nach dem 3fult8i- 
plikationssatz der Determinanten ist 

Andererseits ist 

Also folgt 

19,,,.~ayI = 19pal l9"'I. 

19,,9"'1 = ir3p'l= 1.  

(1 7) 19pvl I9P'I = 1 .  
Invariante des Volumens. Wir suchen zuerst das Trans- 

forniationsgesetz der Determinant'e g = Ig,,,l. GemaB (11) ist, 

Hieraus folgt durch zweimalige Anwendung des Multiplihtions- 
setzes der Determinanten 

oder 

Andererseits 1st das Gesetz der Transformation des Volum- 
elemen tes 

dr' = j d z l  dx2  d x 8  d x ,  

Iiach dem bekannten Ja ko bischen Sntze 

Durch Nultiplikation der beiden letzten Gleichungen erhalt 
man 

Statt vg wird im folgenden die GroBe 1/-s eingefiihrt, welche 
wegen des hyperbolischen Charakters des zeitrtiumlichen Kon- 
tinuums stets einen reellen Wert hat. Die Invariante 1 / - 9 d z  
ist gleich der GroBe des im ,,ortlichen Bezugssystem" uiit 
starren MaBstaben und Uhren im Sinne der speziellen Rela- 
tivitatstheorie gemessenen vierdimensionalen Volumelementes. 

Bemerkung iiber den Chrakter des raumzeitlichen Kon- 
tinuums. Unsere Voraussetzung, daB im unendlich Kleinen 
stets die spezielle Relat'ivitatstheorie gelte, bringt es mit sich, 

(18) 1/Fd t' = 1/Fd T . 



daB sich d s 2  immer gemal3 (1) durch die reellen Grol3en 
d X ,  . . . . d X4 ausdrucken la13t. Nennen wir dz, da> .,natur- 
liche" Yolumelement d X ,  CZX, CZS, d X , ,  so ist also 

( 1 8 4  d r ,  = 1-9 d r .  

_ _  Soil an einer Stelle des vierdimensionalen KontlnuunE 
- g verschwinden, so bedeutet dies, daB hier eineni end- 

lichen Koordinatenvolumen ein unendlich kleines .,natiirlicheh" 
T'olumen entspreche. Dies mijge nirgends der Fall sein. Dam) 
kann g sein Vorzeichen nicht andern; wir werden in1 Sinnr 
tler speziellen Relativitatstheorie annehmen, dal3 g stets einen 
endlichen negativen Wert habe. Es ist dies eine Hypothese 
iiber die physikalische Natur des betrachteten Kontinuumb 
nnd gleichzeitig eine Festsetzung uber die Koordinatenwahl. 

1st aber - g  stets positiv und endlich, so liegt es nahe, 
die Koordinatenwahl a posteriori so zu treffen, cia13 dieve 
CiroBe gleich 1 wird. Wir werden spiiter sehen, dal3 durch 
eine solche Beschrankung der Koordinatenwahl eine bedeutende 
Vereinfachung der Naturgesetze erzielt werden kann. An Stelle 
yon (18) tritt dann einfach 

dT' ---= (it: 

iroraus niit Rucksicht auf J n  ko bis Satz folgt 

Bei dieser Koordinatenwahl sind also nur Substitutionen der 
Koordinaten von der Determinante 1 zulassig. 

Es ware aber irrtumlich, zii glauben, da13 cliesw Schritt 
einen partiellen Verzicht auf das allgemeine Relativitats- 
postulat bedeute. Wir fragen nicht: ,,Wie h e i k n  die Natui- 
gesetze, welche gegeniiber allen Transformat'ionen \ on der 
Determinante 1 kovariant sind ?" Sondem wir fragen : ,,Wie 
he ihn  die allgemein kovarianten Naturgesetze ?" Erst nach- 
dem wir diese aufgestellt haben, vereuifachen wir ihi.en A m -  
druck durch eine besondere Wahl cles Bezugssystenis. 

Bilduq neuer Tensoren vemnittelst cles Fundamentaltensom. 
Durch innere, SiuBere und gemischte Multiplikatioii eineh 
Tensors mit den1 Fundamentaltensor entstehen Tensoren 
anderen Charakters nnd Ranges. 
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Beispiele : 

-4. Einstein. 

A,, = 9"" - l o ,  
A = 9 _ . i ? l V .  

p V 

Besonders sei auf folgende Bildungen hingewiesen : 
All' = g ~ a g ' P A , , ,  

AlLv = 9 p a  9.8 A a S  
( , ,Ergiln zung " d es ko var ian ten b m  . kon travar iaii t en Tensors) 
un d 

Wir nennen BL6v den xu Qlv geborigen reduzierten Tecsor. 
h a l o g  

Es sei bemerkt, daB 9"' nichts anderes ist als die Erghzung 
vow g p V .  Denn man hat 

B =  p v  !/cv 9"' ' a g .  

Biiv = ~ " y a 8  8 ' 8 .  

g!'a 9'8 gap = 9"' aav = 9"'. 

$j 9. Gleichung der geodiitiechen Linie (bsw. der Punkt- 
bewegung). 

Da das ,,Liiiienelement" d s eine unabhangig rom Koordi- 
natensystem definierte GroBe ist, hat such die zwischen mei  
Punkten PI uiid P2 des vierdimensionalen Kontinuums ge- 
aogene Linie, fiir welche J d  s ein Extremum ist (geodiitische 
Linie), eine Ton der Koordinatenwahl unabhangige Bedeutung. 
Ihre Gleichung ist 

d-{s".., = 0. 
pa 

(20) 

Aus dieser Gleichung findet man in bekannter Weise durch 
Ausfiihrung der Variation vier t,otale Differentialgleichungen, 
welche diese geodatische h i e  bestimmen ; diese Ableitung 
sol1 der Vollstlindigkeit halber hier Platz finden. Es sei 1 eine 
Funktion der Koordinaten a;; diese definiert eine Schar von 
Fliichen, welche die gesuchte geodgtische Linie sowie alle ihr 
uiiendlich benachbarten, durch die Punkte PI und P, gezoge 
nen Linien schneiden. Jede solche Kurve kann dapn dadurcb 
gegeben gedacht werden, claB ihre Koordinaten zv in Funk- 
tion von 1 ausgedriiolit werden. Das Zeichen $ entsprecbe 
dem Ubergang 1 7 0 1 1  eineiii Punkte der gesuchten geodatischt.11 
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h i e  zu demjenigen Punkte einer benachbarten Kurve, welcher 
zu dem niimlichen 1 gehort,. Dann IiiBt sich (20) durch 

ersetzen. Da aber 

so erhalt man nach Einset,zen von 6 w in (20a) mit Rucksicht 
darauf, dal3 

iiach partieller Integration 

= L 9rv d +  1 asp. d z ,  .- d x ,  . 
(50 b) 

I (T d l  ( w d l }  2 u  d r ,  t l 1  d l .  

Hieraus folgt wegen der freien Wahlbarkeit der 6 zrr das Ver- 
schwinden der x o .  Also sind 

die Oleichungen tler geodiitjschen Llnir. 1st auf dei betrach- 
teten geodatischen Linie nicht d s = 0, so konnen wir als 
Parameter rl die suf der geodiitischen Linie gemessene ,,Bogen- 
lange" s wahlen. Dann wird u: = 1 .  und nian erhalt an Stelle 
Jon ( 2 0 ~ )  

(204 x, = 0 

o(j er durch bloSe Anderung der Bezeichnungsweise 

wobpi nach Chr is t1of fe l  geset.zt ist 

Mult8iyliziert nian endlich (20tl) mit y"' (8uBere Multiplikation 
bezuglieh T, innere beziiglich c), so erhiilt man schlieSlich als 
eiitlgiiltige Form der Gleichung der geodiitischen Linie 
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(22) dsP 

Hierbei ist nach Christoffel  geset,zt 

(23) 

8 10. Die Bildung von Tensoren durch Differentfation. 

Gestutzt auf die Gleichung der geodiitischen Linie konnen 
wir nun leioht die Gesetze ableiten, nach welchen durch Diffe- 
rentiation aus Tensoren neue Tensoren gebildet werden konnen. 
Dadurch werden wir erst in den Stand gesetzt, allgemein ko- 
variante Differentialgleichungen aufzustellen. Wir erreichen 
dies Ziel durch wiederholte Anwendung des folgenden ein- 
fnchen Satzes. 

1st in unsereni Kontinuum eine Kurve gegeben, deren 
Punkte duroh die Bogendistanz s von einem Fixpunkt auf 
der Kurve charakt,erisiert sind, ist, ferner y eine invariante 
Raumfunktion, so ist auch d p , / d s  eine Invariante. Der Be- 
u-eis liegt darin, da13 sowohl dp, als auch ds In\-ariante sind. 

Da 

so ist auch 

eine Invariante, uncl zwar fur alle Kurven, die von eineni 
Punkte des Kontinuums ausgehen, d. h. fiir beliebige Wahl 
iles Vektors der d xu. Daraus folgt unniittelbar, da13 

ein kovarianter Vierervektor ist (Gradient von y ) .  

n ommene Differential quo tien t 
Nach unserem Satze ist ebenso der auf einer Kurve ge- 

pine Invariante. Durch Einsetzen von y erhalten wir zunachst 

Hieraus l&Bt sich zuniichst die Existenz eines Tensors 
nicht ableiten. Setzen wir nun aber fest, daB die Kurve, 
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auf welchei wir diffeienziiert haben. elne geoclatischr I i u r ~ e  
\el. so erhalten wir nach (22) durch Ersetzen von d 2 r 4  Ids2: 

Aus der Vertawchbarkeit der Differentiationen iiach p 
und v und daraus, daB gemiiB (933) uncl (81) die Klainnier 
heziiglich y und v symnetrisch ist, folgt, daJ3 der Klitnnner- 
ausdruck in ,u und v symmetrisch ist. Du man von eineni 
Punkt des Kontinuums aus in beliebiger Richtung eiiie geo- 
ti5tische Linie ziehen kann. d x  / d s  also ein Vierervektor init 
frei wiihlbarem Verhiiltnk der I’Iioinponmten ist, folgt nach 
den Ergebnissen des 8 7, claS 

(25) 

pin kovarianter Tensor zweiten Ranges ist. Wir haben also 
,ias Ergebnis gewonnen : A m  den1 kovarianten Tensor eraten 
Ranges 

6 ‘I) 
1 a 1’, A = -  

lionnen wir durch Differentiation ehen  
zweiten Ranges 

komriantrn Tensor 

bilden. Wir nennen den Tensor Ah&, clip ,,Erweiterung“ des 
Tensors A,. ZuniSchst konneri wir leicht zeigen, dsS diese 
Bildung auch d a m  auf einen Tensor fiihrt, wenn der Vektor A ,  
riicht als ein Gradient darstrllbui ist. Uin dies einzuselien. 
bemqrken wir zuntichst, daS] 

sin kovarianter Vierervektor ist, wenn y untl y Slia1tli.e sind. 
Dies ist auch der Fall fur eine ails vier solchen Glietirrn IF- 
Ptehende Summe 

falls y“’ y”’ . . . . y‘” $u Skalare sintl. Nun ist abrr Mar, tlaB 
sich jeder kovariante Vierervektor in der Form S,, dantellen 
IiiSt.. 1st nanilich A ,  rin Vierers-ektor, deasen Komponenteu 
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beliebig gegebene Funktionen der xv sind, so hat man n u 8  
(beeiiglich des gewiihlten Koordinatensystems) zu setzen 

v(”’ = A 1)  

I p )  = A,, 
y(3’ = 

vt4’ = A,, 

lp‘” = z1 , 
y‘” = 2% , 

v‘4’ = x4 , 
= x 3 ,  3 ’  

um zu erreichen, daB S, gleich A ,  wird. 
Uni daher zu beweisen, dajS A,, ein Tensor ist, wenn auf 

der rechtm Seite f i i r  A,  ein behebiger kovarianter Vierer- 
vektor eingeset’zt wird, brauchen wir nur zu eeigen, daB dies 
’fiir den Vierervelitor &‘,, zutrifft. Fiir letzteres ist es aber, 
wie ein Blick auf die rechte Seite ron (26) lehrt, hinreichend, 
den Nachweis fiir den Fall 

‘ 

zu fuliren. Es hat nun die mit y multiplizierte rechte Seite 

Tensorcharaktey. Ebenso ist, 
a*  a ( P  
UX{, ax, 
__-  

ein Tensor (iiuhres Rodukt  zweier Viereivektoren). Dui cli 
Additiori folgt der Tensorcharakter von 

Damit ist, wie ein Blicli auf (26) lehrt, der verlangte Nachweis 
fiir den Vierervektor 

und daher nach den1 17orhin Bewiesenen fiir jeden beliebigen 
Vierervektor -4, gefiilirt. - 

Mit Hilfe der Erweiterung des Vierervcktors kann man 
leicht die ,,Erweit,erung“ eines liovarianten Tensors beliebigen 
Ranges definieren ; diese Bildung ist eine Verallgeweinerung 
der Erweit,emug des Vierervektors. Wfr beschfinkei1 uns auf 
die Aufstellung der Erweiterung des Tensors zweiten Ranges, 
da  dieser das Bildungsgesetz bereits klar ubersehen 1iiBt. 
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Wit: bereits benierkt, laBt sich jeder kovariante Tensor 
zweiten Ranges darst'ellen ') als eine Summe \-on Tensoren 
vom Typus A,B,. Es wird deshalb genugen, den Ausdruck 
tier Erweiterung fur einen solchen speziellen Tensor abzuleiten. 
Nach (26) haben die dusdrucke 

a A,, 
d 2, 

'L'ensorcharakter. Durch 5uSei e Multiplikation des ersten mit 
B,, des zweiten mir A ,  erhalt man je einen Tensor dritten 
Ranges; deren Sddition ergibt den Tensor dritten Ranges 

(27) 

wobei A,, = A ,  B, gesetzt' ist;. Da die rechte Seite von (27) 
linear und homogen ist bezuglich der A und deren ersten 
Ahleit,ungen, fiihi t dieses Bildungsgesetx nicht nur bei einem 
Tensor vom Typus A,  B,: sondern auch bei einer Sumine 
solcher Tensoren, d. h. bei einem beliebigen liorarianten 
Tensor zweiten Ranges, zu einem Tensor. R i r  nennen A/,,, , ,  
tiie Erweiterung des Tensors A P v .  

Es ist klar, daB (26) untl (24) nur spezielle Falle yon '(27) 
siiid (Erweiterung des Tensors ersten bzw. nullten Ranges). 
1' berhaupt lassen sich alle speziellen Bildungsgesetze von 
'I'rnsoren auf (27) in Verbindung mit Tensormultiplikationm 
itiiffassen. 

P'. 

$ 11. Einige Speaialfalle von beeonderer Bedeutung. 

Einige den Fundamentaltensor betreffende Hilfssatze. W-ir 
l(<iten zunachst einige in1 folgenden vie1 gebranchtr Hilfs- 

1 )  Durch 6uDere Multiplikation der Vektoren mit den (beliebig 
grgehenen) Komponenten A,,,  A12, -4,,, A,,  hzw. 1 ,  0, 0, 0 entsteht 
pin Tensor mit  den Komponenten 

-411 8 1 ,  '4, A,* 
0 0 0 0 
U O U O  
0 0 0 0  

Ihircli .iddition von vier Tenvren von diesem Typus erhalt man den 
1 ensor -4t, r .  niit beliebig vorgeschriebenen Komponenten. 
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gleichungen ab. Nach der Regel von der Differentiation der 
Determinanten ist 
(28) 
Die letzte Form rechtfertigt sich durch die vorletzte, wenn 
man bedenkt, dab g,,  q P f v  = dpf", da13 also 9 gPv = 4, folglicli 

d g  = 9 ~ ~ 9  d g  = - y r v 9  d9c.v. PV 

P' 

9,l" d g a v  + 9P'dg!lv = 0 .  
ilUs (28) foigt 

Aus 

folgt ferner durch Differentiation 
gp0gva = Jp' 

Durch gemischte Multiplikation mit g' bzw. gVa erhiilt man 
hieraus (bei geiinderter Bezeichnungsweise der Indizes) 

Die Beziehung (31) erlaubt eine Umformung, von der wir 
ebenfalls ofter Gebrauch zu machen haben. GemliS (21) ist 

Setzt man dies in die zweite der Formeln (31) ein, so erhalt 
man mit Riicksicht auf (23) 

(34) 

Durch Substitution der rechten Seite von (34) in (29) ergibt sich 
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Divergenz des kontravarianten Vierervektors. Multipliziert 
mtn (26) mit dern kont8ravariant8en Fundamentaltensor yw 
(innere Multiplikation), so nininit die rechte Seite nach Uni- 
formung tles ersten Gliedes zuniichst die Form an 

])as letzte (31ied dieses Ausdruckes kann gemal3 (31) und (29) 
I I I  die Form 

gebracht werden. Da es auf die Henennung der Suniuiationa- 
indizes nicht ankommt, heben sich die beiden ersten Gliedei 
clieses Ausdruckes gegen das mveite (lev obigen weg; dab letzte 
laBt sich mit dem ersten des obigm A4usdruckes vereinigen. 
Setzt man noch 

w b e i  A' ebenso w e  A ,  ein frei whhlbarei Vektor 1st. so er- 
halt nian endlich 

g t b  ,A,' = A" , 

(35) 

Ihrser Skalar ist, die Divergenz tles kont'ravarian t.eii Vierer- 
vektors A'. 

,,Rotation'* des (kovarianten) Vierervektors. l h a  zweite 
(flied in (26) ist in den Indizes ,u und 1' symmebrisch. Es ist 
iieshalb .4,u, - -4 ein besonclers einfach gebauter (anti- 
sytnmetrischer) Tensor. Man Prhalt 

v u 

A ntas yrnmetrische Erweiterung eines Sechservektors. IVendet 
i i i ~ i i  (27) auf einen antisymmetrischen Tensor zweiten Ranges 
AItY an, bildet hierzu die beiden durch zyklische Vertauschung 
iler Indizes p ,  v, cr entstehenclen Gleichungen und addiert 
tlirse drei Gleichungen, so erhalt man den Tensor dritten 

von welchem leicht zu beweisen ist, daB er antisymnietrisch ist . 
Multipliziert man (27) mit 

qfAU q'p (grmischte Multiplikation), so rrhtilt man ebrnfalls 
Divergenz des Sechservektors. 
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einen Tensor. Das erste Glied der rechten Seit,e von (27) kanu 
man in der Form 

schreiben. Ersetzt man gP"gvBAPv,durch A:@, g""gyB A,, durch 
An/ und ersetzt man in dem umgeformten ersten Gliede 

vermittelst (54), so entsteht aus der rechten Seite von (27) 
ein siebengliedriger Ausdruck, von dem sich vier Glieder weg- 
heben. Es bleibt ubrig 

(38) 
Es ist dies der Ausdruck fiir die Erweiterung eines kontra- 
varianten Tensors zweiten Ranges, der sich entsprechend auch 
fiir kontravariante Tensoren hoheren und niedrigeren Ranges 
bilden l&Bt. 

Wir merken an, daB sich auf analogem Wege auch die 
Erweiterung eines gemischten Tensors A; bilden laBt : 

(39) 

Durch Verjiingung von (38) beziiglich der Indizes /l und o 
(innere Multiplikation mit 6,") erhalt man den kontravarianttn 
Vierervektor 

Wegen der Symmetrie von Bc 1 bezuglich der Indizes /l und x 
verschwindet das dritte Glied der rechten Seite, falls An@ ein 
antisymmetrischer Tensor ist, was wir annehmen wollen ; das 
zweite Glied 1aBt sich gemiiB (29a) uniformen. Man erhslt also 

Dies ist der Ausdruck der Divergenz eines kontravarianten 
Sechservektors. 

Divergenz des gmischten Tensors xweiten Ranges. Bilden 
wir die Verjiingung von (39) beziiglich der Indizes Q und 0, 
so erhalten wir mit Riicksicht auf (29a) 
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Yuhrt mail im letzteu Gliede den kontravarianten Tensor 
L4-1"'= pr14/ ein, so nimmt es die Form en 

L. t ferner tier Tensor Ae' ein symnietrischer, 
i:i,ss auf 

so reduziert sich 

Hlltte man statt AQO den ebenfalls symmetrischen 
Tensor A,, L- gqa go@ Aa@ eingefuhrt, so wiirde daa 
vermoge (31) die Form 

kovarianten 
letzte Glied 

xiinrhnien. In dem betrachteten S~mmetriefalle kanri also 
(41) auch durch die beiden Formen 

riwtzt werdttri, von denen wir im folgenden Gebrauch LU 

11 achen ha ben. 

12. Der Riemann-Christoffeleohe Tensor. 

d i r  fragen nun nach denjenigen Tensoren, welche a m  
cieni Fundamentaltensor der gpv a l k i n  durch Differentiation 
gewonnen werden konnen. Die Antwort scheint zuniichst auf 
cier Hand zu liegen. Man setzt in (27) statt des beliebig ge- 
gebenen Tensors A,, den Fundamentaltensor der gr ,  ein und 
erhalt dadurch einen neuen Tensor: niimlich die Erweiterung 
des Fundamentaltensors. Man uberzeugt sich jedoch leicht, 
d d 3  diese letztere identisch verschwindet. Man gelangt jedoch 
snf folgendem Wege Zuni Ziel. Man setze in (27) 
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(1. h. die Erweiterung des Vierervektors -4. ein. D a m  erhalt 
man (bei etwas geanderter Benennung der Indizes) den Teneor 
dritten Ranges 

Dieser Ausdruck ladet zur Bildung des Tensors Aror - Arra  
ein. Denn dabei heben sich folgende Terme des Ausdruckes 
fur A p a r  gegen solche von APT,, weg: das erste Glied, das vierte 
Glied, sowie das dem letzten Term in der eckigen Klammer 
entsprechende Glied; denn alle diese Rind in Q und t symnie- 
trisch. Gleiches gilt von der Summe des zweiten und dritteii 
Gliedes. Wir erhalten also 

(42) d p o z  - ',tza = B,",TAe 9 

Wesentlich ist an diesem Resultat, daB auf der rechten Seite 
von (42) nur die A,, aber nicht mehr ihre Ableitungen auf- 
treten. Aus dem Tensorcharakter von A p o r  - Arzu in Ver- 
bindung damit, dal3 A, ein frei wahlbarer Vierervektor ist, 
folgt, vermoge der Resiiltate des 5 7, daB B:,, ein Tensor 
ist (R iemann  - Chris  t o f f elscher Tensor). 

Die mathematische Bedeutung dieses Tensors liegt in 
folgenden. Wenn das Kontinuum EO bescheffen ist, daS es 
ein Koordinatensystem gibt, beziiglich dessen die g,, Kon- 
stanten sind, so verschwinden alle R,",.,. Wahlt man statt des 
urspriinglichen Koordinatenspstems em beliebiges neues, so 
werden die auf letzteres bezogenen g!,, nicht Konstanten seh .  
Der Tensorcharakter von R,",, bringt es aber mit sich, daB 
diese Komponenten auch in dem beliebig gewiihlten Bemgs- 
system samtlich verschwinden. Das Verschwinden des Rie  - 
mannschen Tensors ist also eine notwendige Bedingung dafur, 
daB durch geeignete Wahl des Bezugssystems die Konstanz 



der yp,, herbeigefuhrt werden ksnn. l) In  unsereni Pro bleni 
entspricht dies Clem Falle, daD bri parsender Wahl des Ko- 
ordinatensystems in endlichen Gebieten die spezielle Reln- 
tivitatstheorie gilt. 

Durch Verjiingung von (43) bez@lich der Indizes t unci p 
erhalt niitn den kovarianten Tensor zwiten Ranges 

(44) 

Bemerkung iiber die  Koordinateniuahl. Es ist schon in S 
i i i i  AnschluB an Gleichung (ISa) benierkt worden, daB clip 
Koordinat.enwah1 mit Vorteil so getroffen werden kann, da,B 

-- y=  1 wird. Ein Blick auf die in den beiden letzt,en Para- 
graphen erlangten Gleichungen zeigl, daB durch eine solche 
Wahl die Bildungsgesetze der Tensoren eine bedeutende Ver- 
rinfachung erfahren. Besonclers gilt dies f i i r  den soeben ent,- 
wickelten Tensor Bpv, welcher in der darzulegenden Theorie 
rine fundanlentale Rolle spielt,. Die ins huge gefaDte Speziali- 
vierung der Koordinatenwahl bringt niimlich das Ver- 
hrhwinden von Spy mit sich, so daB sich tler Tensor Bp,, auf 
R, ,, reduziert . 

Ich will deshalb im folgenden Ale ,Beziehungen iii der 
vereinfachten Form angeben, welche die genannte Gpeziali- 
sierung der Koordinatenwahl rnit sich bringt-. Es ist danii 
ein Leichtes , auf die allgemein kovarianten Gleichungen zu- 
ruckzugreifen, falls dies in einem speziellen Falle erwiinscht 
erscheint. 

C. Theorie des G;revitetionsfeldes. 
3 13. Bewegungegleichung des materiellen Punktea 

im Qravitstionsfeld. 
Ausdruck fir die Feldkomponenten der Qravitation. 

Ein frei beweglicher, LuBeren KrBften nicht unterworfener 
Kiirper bewegt sich nach der speziellen Relativitatstheorie 
geradlinig und gleichforniig. Dies gilt auch nach der allgemeinen 

1) Die Mathematiker haben bewiesen, di1.D diese Bedingung auch 
eine hinre icWe  ist. 

Annalen der Physik. IV.  Folge. 4!l. .i 2 



Relativitatstheorie fur einen Teil des vierdiinensionalen Raumes, 
in welchem das Koordinatensystem KO so wiihlbar und so 
gewahlt ist, da% die g,, die in (4) gegebenen speziellen kon- 
stanten Werte haben. 

Betrachten wir eben diese Bewegung von einem beliebig 
gewiihlten Koordinatensystem K,  aus, so bewegt er sich von 
Kr, &us, beurteilt nach den Uberlegungen des 0 2 in eineiii 
Gravitationsfelde. Das Bewegungsgesetz mit Bezug auf h', 
ergibt sich leicht aus folgender Uberlegung. Mit Bezug auf 
KO ist das Bewegungsgesetz eine vierdimensionale Geradc. 
also eine geodiitische Linie. Da nun die geodiitische Link 
unabhiingig vom Bezugssystem defiriiert ist, wird ihre Glei- 
chung auch die Bewegungsgleichung des materiellen Punktes 
in bezug auf K,  sein. Setzen wir 

(45) r;, = - r;] 
so lautet also die Gleichuig der Punktbewegung inbezug auf K ,  

Wir machen nun die sehr naheliegende Annahme, daB dieses 
allgemein kovariante Gleichungssystem die Bewegung des 
Punktes im Gravitationsfeld auch in dern Falle bestimmt: 
da% kein Bezugssystem KO existiert, bezuglich dessen in end - 
lichen Riiumen die spezielle Relativitiitstheorie gilt. Zu diesel 
Annahme sind wir urn so berechtigter, als (46) nur erste Ab- 
leitungen der g,, enthiilt, zwischen denen auch im Spezial- 
falle der Existenz von KO keine Beziehungen bestehen.l) 

Verschwinden die r,zy, so bewegt sich der Punkt gerad- 
linig und gleichformig; diese GroBen bedingen also die Ab- 
weichung der Bewegung von der Gleichformigkeit. Sie sind 
die Komponenten des Gravitationsfelcies. 

S 14. Die Feldgleichungen der Qravitation bei Abwesenheit 
von Materie. 

Wir unterscheiden im folgenden zwischen ,,Gravitations- 
feld" und ,,Materie", in dem Sinne, da% alles auBer d e n  
Gravitationsfeld als ,,Materie" bezeichnet wird, also nicht nur 

1)  Erst zwischen den zweiten (und ersten) Ableitungen bestelicn 
gemiiB f 12 die Beziehungen Bier = 0. 
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die ,,Meterie" im ublichen Sinne, sondern auch das elektro- 
magnetische Feld. 

Unsere niichste Aufgabe ist es, die Feldgleichungeri uer 
Gravitation bei Abwesenheit von Materie aufzusuchen. Dabei 
vrrwenden wir wieder dieselbe Methode wie im vorigen Para- 
graphen bei der Aufstellung der Bewegungsgleichuug des 
mat,eriellen Punktes. Ein Spezialfall, in welchem die gesuchteii 
Peldgleichungen jedenfalls erfidlt seiii miissen, ist, der (lei, 
urspriinglichen Relativitatstheorie, in dem die grv gewisst: 
konstante Werte haben. Dies sei der Fall in einem gewisseir 
endlichen Gebiete in bezng auf ein bestimmtes Koordinaten- 
system KO.  In  bezug auf dies System verschwinden samtlicht. 
Koniponenten B:,, des RiemannschenTensors [Gleichulig (491. 
Diese verschwinden dann fur das betrachtete Gebiet anch be- 
zuglich jedes anderen Koordinatensystems. 

Die gesuchten Gleichungen des materiefreien Gravitations- 
feldes mussen also jedenfalls erfdlt sein. wenn alle B:,, ver- 
schwinden. -4ber diese Bedingung ist, jedenfalls eine z u  weit- 
gehende. Denn es ist klar, dal3 z.  B. das von einein Massen- 
punlrt'e in seiner Umgebung erzeugte Gravitationsfeld sicher- 
lich durch keine Wahl des Koordinatensyst'ems ,,wegtraris- 
formiert", d .  h. auf den Fall konstanter g,, transformiert 
u-eidrn kann . 

Deshalb liegt es nahe, fur das materiefreie Gravitations- 
felt1 cias Verschwinden des a,us dem Tensor B:,, abgeleitetei; 
spinmetrisehen Tensors B ,  , zu verlangen. Man erhalt so 
10 Gleichungen fiir die 10 GrOWeii g,,, welche ini speziellen 
erfullt sind, wenn siimtliche B:,, rerschwinden. Diese Glei- 
chungen lauten mit Rucksicht auf (44) bei der von uns ge- 
troffenen Wahl fiir das Koordinatensystem fur das meterie- 
freie Feld 

(47 j 

Es mul3 darauf hingewieseii werden, dab der Wahl diesel 
Gltxichungen ein Minimum von Willkiir anhaftet. Denn eb 
gilk i l t l fkr Bpy keinen Tensor zweiten Ranges, der aus den 

52 * 



gp,,, und deren Ableitungen gebildet ist, keine hoheren ab 
zweite Ableitungen enthalt und in letzteren linear ist.l) 

DaB diese aus der Forderung der allgen-einen Relativit’at 
auf rein mathematischem Wege flieBenden Gleichungen in 
Verbindung mit den Bewegungsgleichungen (46) in ers ter Nahe- 
rung das New tonsche Attraktionsgesetz, in zweiter Nahe- 
rilng die Erklarung der von Leverrier entdeckten (uach 
Anbringung der Storungskorrektionen iibrigbleibenden) Perihel- 
bewegung des Merkur liefern, muB nach meiner Ansicht von 
der physihlischen Richtigkeit der Theorie iiberzeugen. 

Q 15. H a m i l t  onsohe Funktion f i r  dae Gravitationefeld, 
Impulsenergiesats. 

Um zu ,zeigen, daB die Feldgleichungen dem Impuls- 
energiesatz entsprechen, ist es am bequemsten, sie in folgender 
Hamil ton scher Form zu schreiben: 

( 4 7 4  

Dabei verschwinden die Variationen an den Grenzen des be- 
trachteten begrenzten vierdimensionalen Integrationsraumes. 

Es ist zunachst zu zeigen, dab die Form (47a) den Glei- 
ohungen (47) aquivalent ist. Zu diesem Zweck betrachten 
wir H als Funktion der q p ”  und der 

Dann ist zunaohst 

Nun ist aber 

1)  Eigentlich liiit sich dies nur von dem Tensor B ;lgp,(gaP Bas) 
Setzt man jedoch hesen = 0, e* behaupten, wobei 1 eine Konstante ist. 

so kommt man wieder zu den Gleichungen Bp,, = 0. 
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h e  aus den beiden letzten Teriwn der runden Klanunei liervoi - 
gehenden Terme sind yon verschiedenem Vorzeichen und 
gehen auseinander (da die Beneiinung der Summationsindizeb 
belanglos ist) durch Vertauschung der Indizes p und @ hervor. 
Sie heben einander im Ausdruck fur 6H weg, weil sie mit 
tier deziiglich der Indizes ,u untl f i  symmetrischen ChSe  r;,, 
multipliziertl werden. Es bleibt also nur das erste Glied dei 
runden Klammer zu berucksichtigen. so daB man illit Ruck- 
sicht auf (31) erhalt 

I?\ I h t  alm 

B P V  - r a s g ~ ~ $ .  S H = -  r;rVasg I' (9 n 

I)ie Aiisfiihrung der Variation 111 (47a) ergibt zuiiachst dac: 
Gleichungssysteni 

(47 b) 

uelches wegen (48) mit (47) ubereinstimmt. was zu beweisen 
dr. - Multipliziert nian (47b) init g $ ' ,  so ertiiilt niiiii. well 

~~ 

1)  Der Grund der Einfuhrung des Falitorz - 2 x w i d  epater deut- 
lich werden. 
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odw, wegen (48), der zweiten Gleichung (47) und (34) 

(50) x t: = + g g p V  r;B K ! ~  - f v  rEB ryB,. 
Es ist x u  beachten, de13 tua kein Tensor ist; dagegen gilt 

(49) fk elle Koordinatensysteme, fiir  welche I/-g = 1 ist. 
Diese Gleichung druckt den Erhaltungssatz des Impulses und 
cier Energie fur das Gravitationsfeld aus. In der Tat liefert 
die Integration dieser. Gleichung uber ein dreidimensionales 
Volnmen V die vier Gleichungen 

wobei a l ,  +, a, der Richtungskosinus der nach innen ge- 
richteten Normale eines Flachenelementes der Begrenzung 
von der GroSe d S (in] Sinne der euklidischen Geometrie) be- 
deuten. Man erkennt, hierin den Ausdruck der Erhaltungs- 
s&tze in ublicher Fassung. Die GroBen t," bezeichnen wir als 
die ,,Energiekomponenten" des Gravitationsfeldes. 

Ich will nun die Gleichungen (47) noch in einer dritten 
Form angeben, die einer lebendigen Erfassung unseres Gegen- 
standes besonders dienlich ist. Durch Multiplibtion der 
Feldgleichungen (47) mit 9''" ergeben sich diese in der ,,ge- 
inischten" Form. Beachtet man, daB 

welche GroRe wegen (54) gleich 

- ( ~ v T ; ~ )  a 

- - ( 9 0 ~  a r a )  - gmn r b  - g v o r a  r b  

- g w u  r a  - 9 w - v  r a  
aB cv B. P V ,  a %a 

od er (naeh gegn'derter Benennung der Summationsindizes) gleich 

P B  ss n, P b  v a -  a xa 
Das dritte Glied dieses Ausdrucks hebt sich keg gegen das 
aus dem zweiten Glied der Feldgleichungen (47) entstehende ; 
an Stelle des zweiten Gliedes dieses Ausdruckes last sich neob 
Beziehung (50) x (t," - Q t) 

setzen ( t  = tau).  Man erhalt also an Stelle der Gleichungen (47) 
- a (9°F I-;) = - x (t," - + SU"t) 

(51) [ 
1-9 = 1 .  



$ 16. Allgemeine Faasung der Feldgleichungen der Gravitation. 

Die ini vorigeii Paragrapheii aufgestellten Feldglrichungen 
fiir niateriefreie Raume sincl mit der Feldgleichung 

A r p = O  
c l w  S e w  t onsclieii Theorie zu 7-ergleichen. Wir haben die 
(ileichungen aufznsuchen, welche der Poissonschen Gleichung 

A y  = ~ Z X ?  

tlntspricht', wobei e die Dichte der Materie bedeut,et.. 
Die spezielle Relativitatstheorie hat zu dem Ergebnis 

gefuhrt), dalj die trage Masse nichts anderes ist als Energie, 
welche ihren vollstandigen niat8hematischen Ausdruck in eineni 
symmetrischen Tensor zweiten Ranges, dem Energietensor, 
findet. Wir werden daher auch in der allgemeinen Relativitats- 
t.heorie einen Energietensor der Materie T," einzufiihien haben, 
cler \vie dic. Energiekomponent,en t.," [ Gleichungen (49) und (50)] 
tles Gravitationsfelcles gemischtcn C'hnra.kter haben wird, aber 
z11 einem symmetrischen liovarianten Tensor gehoren wird '). 

Wie dieser Energietensor (entsprechencl tler Dichte e in 
Poissonschen Glejchiing) in die Feldgleichungen der 

(havitation einzufuhren ist,, lehrt tlas Gleichungssystem (51). 
Het.rachtet] man namlich ein vollstkndiges System (2. B. das 
Sonnensyst,em), so wird die Gesaint.niasse des Systems, also 
ii,uch seine gesa.mte gravit,ierende Wirkung, von cler Gesamt- 
riirrgie des Systems, also yon (lei ponclerablen uncl Gravi- 
t iit,ionsenergie zusammen, abhiingeii . Dies wird sich daclurch 
;iusdrucken lassen, daB man in (51) an Stelle der Energie- 
kornponentrn t," des Gravitationsfeldes allein die Suninien 
t ,; + T," der Energiekomponent,en von Materie und Gravi- 
tut8ionsfelrl einfUh1.t. Man erhalt so stntt (51) Cik Tvnsoi- 
g leichiinn 
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mischter Form. An Stelle von (47) ergibt sich daraus riick- 
warts das Systeni 

Es muS zugegeben werden, da13 diese Einfiihrung des 
Energietensors der Materie durch das Relativitiitspostulat 
allein nicht gerechtfertigt wird; deshalb haben wir sie im 
vorigen aus der Forderiing abgeleitet, daB die Energie des 
Gravitationsfeldes in gleicher Weise gravitierend wirken soll, 
wie jegliche Energie anderer Art. Der starkste Grund fiir 
die Wahl der vorstehenden Gleichungen liegt aber darin, daR 
sie zur Folge haben, daS fiir die Komponenten der Total- 
energie Erhaltungsgleichungen (des Impulses und der Energie) 
gelten, welche den Gleichungen (49) und (49a) genau ent- 
sprechen. Dies soll im folgenden dargetan werden. 

($ 17. Die Erhaltungeaatee im allgemeinen Falle. 

Die Gleichung (52) ist leicht so umzuformen, daB auf 
der rechten Seite das zweite Glied wegfallt. Man verjiinge (52) 
nach den Indizes ,u wid o und subtrahiere die so erhaltene, 
mit $ dpU multiplizierte Gleiohung von (52). Es ergibt sicli 

(52s) -(g"PTE(IB - &b,,'gifiTi>) =- x(tpu + FPu). 
An dieser Gleichung bilden wir die Operation a / a x 0 .  Es ist 

a 
a xa 

Das erste und das dritte Glied der runden Klammer liefern 
Beitriige, die einander wegheben, wie man erkennt, ' wenn 
man im Beitrsge des dritten Gliedes die Summationsindizes 
a und Q einerseits, und I. andererseits vertauscht. Das 
zweite Glied laBt sich nach (31) umformen, so daB man erhalt 

(54) 

Das zweite Glied der linken Seite von (528) liefert zunachst 



Ihs  w i n  letzten Glied dei imidtk Klanimer heriuhiende 
Glied verschwindet wegen (29) be1 der von uns getioffenen 
Iioordinatenwahl. Die beiden ancleren lassen sicli zueaniirien- 
t,l<qen und liefern wegen (31) zusammen 

1 3"o"B - - ______ 
2 ax, a xB a r t ,  

.(P da13 lint Rucksicht iluf (54) die Itlentitat 

(55) 

besteht. Aus (55) und (52aj folgt 

A m  unsereii Feldgleichungen der Gravitation griit also 
hervor, daS den ErhaltungssBtzen des Impulses und der Energie 
Genuge geleistet ist. Man sieht dies am einfachsten nacli 
der Betrachtung ein, die zu Gleichung (49a) fuhrt; nur hat 
i m n  hier an Stelle der Energie~oinpoiient,e~ tFo des Gravi- 
tationsfeldes die Gessmtenergiekoniyonden \on Matri IP unci 
G ravi ta tionsf eld einzuf i i h r  t n . 

4 

19 
Feldgleichungen. 

Multipliziert man (53) niit a$.', axn. PO erhsilt i i ~ m  auf 
dem in 3 15 eingeschlagenm Wege niit Rucksicht auf das 
Verschwinden von 

Der Impuleenergiesats f ir  die Mateme ale Folge der 

die Gleichung 

orler mit Riicksicht auf (56) 

(57) 

Ein Vergleich mit (41 LJ) zeigt, dalj diese Gleichuq hi 
(lei. get'roffenen W;%hl fur das Kocirdinatensysten1 nichts ander& 
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aussagt, als das Verschwinden der Diveigenz des Tensors der 
Energiekomponenten der Materie. Physikalisch zejgt das Auf- 
treten des zweiten Gliedes der linken Seite, daB fiir die Matelie 
allein Erhaltungssatze der, Impulses und der Energie ini eigent- 
lichen Sinne nicht, bzw. nur dann gelten, wenn die gpy kon- 
stant, sind, d. 11. wenn die Feldstarken der Gravitation ver- 
schwinden. Dies zweite Glied ist ein Ausdruck fiir Impuls 
b m .  Energie, welche pro Volumen und Zeiteinheit vom Gravi- 
tationsfelde auf die Materie ubertragen werden. Dies tritt 
noch klarer hervor, wenn man statt (57) im Sinne von (41) 
schrei bt, 

____ a = - rtP T,B . 
a Ih (57 a) 

Die rechte Seite driickt die energetische Einwirkung des Grayi- 
tationsfeldes auf die Materie aus. 

Die Feldgleichungen der Gravitation en$halten also gleich- 
zeitig vier Bedingungen, welchen der materielle Vorgang zu 
geniigen hat. Sie liefern die Gleichungen des materiellen Vor- 
ganges vollstandig, wenn letzterer durch vier voneinander 
unabhiingige Differentialgleichungen charakterisierbar ist.l) 

D. Die ,,msteriellen6 Vorgflnge. 

Die unter B entwickelten mathematischen Hilfsmittel 
setzen uns ohne weiteres in den Stand, die physikalischen 
Gesetze der Materie (Hydrodynamik, Maxwellsche Elektm- 
dynamik), wie sie in der speziellen Relativittitstheorie formu- 
liert vorliegen, so zu verallgemeinern, daB sie in die allgemeine 
Relativitgtstheorie hineinpassen. Dabei ergibt das allgemeine 
Relativitatsprinzip zwar keine weitere Einschrankung der 
Moglichkeiten ; aber es lehrt den EinfluB des Gravitations- 
feldes auf alle Prozesse exakt kennen, ohne daB irgendwelche 
neue Hypothese eingefiihrt werden miiBte. 

Diese Sachlage bringt es mit sich, daB uber die physi- 
kalische Natw der Materie (im engeren Sirme) nicht notwendig 
bestimmte Voraussetzungen eingefiihrt werden m?sen. Ins- 
besondere kann die Frage offen bleiben, ob die Theorie des 
elektroinapetischen Feldes und des Gravitationsfeldes eu- 

1) Vgl. hieriiber D, H i l b e r t ,  Nachr. d. K. Gesellsch. d. Wiss. zu 
Gottingen, Math.-phys. Klrtsse. p. 3. 1915. 
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>ammen eine hinreichende Basis fw die Theorie der Materie 
liefern oder nicht. Das allgemeine Relativitatspostulat kann 
iins hieruber im Prinzip nichts lehren. Es mu6 sich bei dem 
Ausbau der Theorie zeigen, ob Elektromagnetik und Gravi- 
tstionslehre zusammen leisten konnen, was ersterer allein 
nicht gelingen will. 

19. E ul e r ache Gleichungen fiir reibnngeloee adiabatische 
Fliieeigkeiten. 

Es seien p und e zwei Skalare, von denen wir ersteren 
itis den ,,Druck", letzteren als die ,,Dichte" einer Fliissigkeit 
bezeichnen ; zwischen ihnen bestehe eine Gleichung. Der 
kontravariante synimetrische Tensor 

(58) 

wi der kontravariante Energietensor der Flussigkeit. %n ihm 
gehor t d er kovarian te Ten so r 

.;owie der gemischte Tensor l) 

betzt man die rechte Seite von (58b) in (57a) pin ,  so erhalt 
man die Eulerschen hydrodynamischen Gleichungen der all- 
grmeinen Relativitatstheorie. Diese losen dlts Bewegungs- 
problem im Prinzip vollstiindig ; denn die vier Gleichungen (57a) 
xusammen mit der gegebenen Gleichung zwischen p und e und 
tler Gleichung 

geniigen bei gegebenen y,, zur Bestimmung der ti Unbekannten 

I )  Fiir einen mithewegten Beobachter, der im unendlich Kleinen 
ein Bzugssystem im Sinne der speziellen Relativitatstheorie benutzt, 
ist die Energiedichte T44 gleioh e - p .  Hierin liegt die Definition vQn e. 
Es ist. also 4 nicht konstant fur eine inkompressible Fliissigkeit. 
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Sind auch die g,, unbekannt, so koinmen hierzu noch die 
Gleichungen (53). Dies sind 11 Gleichungen zur Bestimmung 
der 10 Funktionen g,,, so daB diese iiberbestimmt scheinen. 
Es ist indessen zu beachten, daB die Gleichungen (57a) in 
den Glejchungen (53) bereits enthalten sind, so daB letzterr 
nur mehr 7 unabhongige Gleichungen reprasentieren. Diew 
Unbestimmtheit hat ihren guten Grund darin, daB die weil- 
gehende Freiheit in der Wahl der Koordinaten es mit sich 
bringt, daI3 das Problem mathematisch in solchem Grade 
unbestimmt bleibt, da13 drei der Raumfunktionen beliebig 
gewahlt werden k0nnen.l) 

8 20. M a x  w ellaohe elektromagnetiaohe Feldgleiohungen 
fiir daa Vakuum. 

Es seien q,, die Komponenten eines kovarianten Yierer - 
vektors, des Vierervektors des elektromagnetischen PotentiaB. 
Aus ihnen bilden wir gem5B (36) die Komponenten Feu des 
kovarianten Sechservektors cles elektromagnetischen Feld6.s 
gemaB dem Gleichungssystem 

(59) 

Aus (59) folgt, daB das Gleichungssysteni 

erfiillt ist, dessen linke Seite gemdl (37) ein antiymmetrischei, 
Tensor dritten Ranges ist. Das System (60) enthiilt also im 
wesentlichen 4 Gleichungen, die ausgeschrieben wie folgt lauten : 

1)  Bei Verzicht 
vier Raumfunktionen 
Funktionen, uber die 

auf die Koordinatenwahl gemaD g = - 1 bliebell 
frei wiihlbar, entsprechend den vier willkiirlicherl 
man bei der Koordinatenwahl frei verfiigen kann. 
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Iheses Gleichungssystem ent,spricht den1 zweiten Glei- 
chungssystem Mttswells. Alan erkennt dies sofort, inClem 
xitn 5t.tzt 

F,, = ljz F14 = e, 
4 1  = !I,, Fa4 = ey 

I 
I $7 lZ = 0, 

(61) 
= e, . 

j ) a m  limn man statt, (60a) in iiblicher Schreibweise tler drei- 
diniensionalon Vektoranallpse setzen 

+ r o t e  = 0 

div$ = 0. 

I h s  erste Maxwellsche Syste111 eihalten wir durch Vei- 
d,llgemeinerung der von Minlio ws ki angegebenen Form. Wir 
fiiiren den zu Fap gehorigen kontravarianten Sechservektor 

$2) a$ 

m i  sowie den kontravarianten Vierervektor J p  der elektrischen 
Vakuumstromdichte ; dann kann man das mit Riicksicht auf 
(40) gegeniiber beliebigen Substitutionen von der Determinante 1 
(gems13 der von uns getroffenen Koordinatenwahl) invariantr 
(;leichungssystem ansetzen : 

FLLV = gya y B  F 

Setzt man namlich 

(6 4; I F3l = gYf = - ey' 

F34 = - ed, 
welche GroBen im Spezialfall der speziellen Relativitatstheorie 
den GroSen h, . . . . e, gleich sind, und auhrdem 

J 1 = i z ,  J B = i , , ,  J 3 = i z ,  ,,I4=!>, 

F23 = lj,' PI4 = - e 

I = hi 

YO erhalt man an Stelle von (63) 
, de' . I rot$ --=I a t  

1 

d i v e '  = 4 .  
Die Gleichungen (60), (62) und (63) bilclen also die. 

Verallgemeinerung der Ma xw ellschen Feldgleichungen des. 



81 4 A .  Einstein.. 

Vakuums bei der von uns bezuglich der Koordinatenwahl 
ge troffenen Fes tse tzung . 

Die Energiekomponenten des elektromagnetischen Feldes. 
Wir bilden das innere Produkt 
(65) X, = Fop Jp . 
Seine Komponenten lauten gemal3 (61) in dreidimensionaler 
Schreibweise 

(65 4 

Es ist x_ ein 

. . . . . . . 

. . . . . . . 

kovarianter Vierervektor, dessen Kompo- 
nenten gleich sind dem negativen Impuls bzw. der Energie. 
welche pro Zeit- und Volumeinheit auf das elektromagnetische 
Feld von den elektrischen Massen ubertragen werden. Sind 
die elektrischen Massen frei, d. h. unter dem alleinigen Ein- 
flub des elektromagnetischen Feldes, so wird der kovariante 
Vierervektor x, verschwinden. 

Um die Energiekomponenten T,* des elektromagnetisohc-n 
Feldes zu erhalten, brauchen wir nur der Gleichung x, = 0 
die Gestalt der Gleichung (57) zu geben. Aus (63) und (65) 
ergibt sich zunachst 

Das zweite Glied der recht,en Seite gestattet vermoge (60) 
die Umformung 

welch letzterer Ausdruck aus Symmetriegriinden auch in der 
Form 

geschrieben werden kann. Dafiir aber laBt sich setzen 

Das erste dieser Glieder lautet in kiirzerer Schreibweise 



Uze Crrundluge der nllgemeinen Relatiritatstkeor~e. S l 5  

tias zweite ergibt nach Ausfuhrung der Differentiation nach 
tjiniger Uinformung 

- - I ~ p r ~ ~ ~  y’ e as,, . 
2 a 20 

Simmt man alle drei 
! I~~LI I  die Relation 

\ti ti) * c  = 

IVCI boi 

berechneten (+lieder zusammen, so erhalt 

y ’ i , = - p  p > f a + { S v J 7  PaC. (66 a) 0 o a  4 r7 nf l  

Die Gleichung (66) ist fiir verschwindendes x, wegen (30) 
ivit (57) bzw. (57a) gleichwertig. Es sind also die To’ die 
Energiekomponenten des elektromagnetischen Feldes. Mit, 
Hilfe von (61) und (64) zeigt man leicht, daB diese Enrrgie- 
iioniponenten des elektromagnetischen Feldes ini Falle der 
zpeziellen Relativitatstheorie die wohlbekannt,en Ma xwell-  
Poin tingschen Ausdriicke ergeben. 

Wir haben nun die allgenieinsten Gesetze atbgeleitet, 
welchen das Gravitationsfelcl und die Materie gen@en, inderri 
n-ir uns konsequent eines Koordinat,ensystems bedienten. fiir 
rvelches 1/-g = I wird. Wir erzielten dadurch pine erhebliclir 
\-creinfachung iler Fornieln uncl Rechnungen, ohne da13 wir 
, t  {if tiie Forderung der allgemeinrn Kovarianz verzicht,et, hatten : 

c n n  wir fanden unsere Gleichungen dmch Sprzialisierung 
(ies Koorciinatensystems aus allgemein kovaria.nten Gleichungen. 

Immerhin ist die Frage nicht ohne formales Interesse. 
I 1 b bri entsprechend verallgemeinerter Definition tier Enrrgie- 
koniponenten des Gravitationsfeldes und der Meterie auch 
u hne Spezialisierung deu Koorclinatensystems Erhaltungssiitzs 
von der Gestalt der Gleichung (56) sowie Feldgleichungen der 
(+raritat(ion von der Art, der Gleichungen (52) bzw. (52%) 

lten, derart, daB links eine .Dirergenz (im gewohnlichen 
. ~ n n e ) ,  rechts die Sunime der Energiekomponenten der Materie 
iind der Gravit,ation steht,. Ich habe gefunden, daB beides 
in tler Tat der Fall ist. Doch glaube ieh. daB sich eine Mit- 
trilung nieiner ziernlich umfangreichen Betracht,ungen iiber 
tiiesen Gegenstand nicht. lohrieu wiirde, da doch ehwas sach- 
licli Nenes dabei nicht herauskoii!n;t. 
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E. 8 21. Newtons Theorie als emte Naherung. 
Wie schon inehrfach erwHhnt, ist die spezielle Relativitgts- 

theorie als Spezialfall der allgemeinen dadurch charakterisieit, 
daB die g,,, die konstanten Werte (4) haben. Dies bedeut'et 
nach dem Vorherigen eine vollige Vernslchliissigung der Gravi - 
tationswirkungen. Eine der Wirklichkeit niiher liegende Ap- 
proximatioil erhalten wir, indem wir den Fall betrachten, daB 
die g,,, von den Werten (4) nur um (gegen 1) kleine Gro13en 
abweichen, wobei wir kleine GroBen zweiten und hoheitm 
Grades vernachlassigen. (Erster Gesichtspunkt der Ap- 
proximation .) 

Ferner sol1 angenommen werden, daB in dem betrach- 
t i ten zeitrliumlichen Gebiete die 9,. im r&umlich Unendlichen 
bei passender Wahl der Koordinaten den Werten (4) zustreben ; 
d. h. wir betrachten Gravitationsfelder, welche als ausschlieB- 
lich durch im Endlichen befindliche Materie erzeugt betrachtct 
werden konnen . 

Man konnte annehmen, daB diese Vernachliissigungen auf 
Newtons  Theorie hinfiihren miifiten. Indessen bedarf es 
hierfiir noch der approximativen Behandlung der Grund- 
gleiohungen nach einem zweiten Gesichtspunkte. Wir fassen 
die Bewegung eines Massenpunktes gemBB den Gleichungen (46) 
ins Auge. Im Falle der speziellen Relativit,iitstheorie konnen 
die Komponenten 

d x ,  d x s  dx, 
d s '  d s '  d s  
- _ _  .- 

beliebige Werte annehmen ; dies bedeutet, daB beliebige Ge- 
schwindipkeiten 

auftreten konnen, ciie kleiner sind als die Vakuumlichtgeschwin- 
digkeit (v < 1). Will man sjch auf den fast ausschliefllicb 
der Erfahrung sich darbietenden Fall beschrhken, dafl fl 
gegen die Lichtgeschwindigkeit klein ist, so bedeutet dies, 
dafi die Komponenten 

d x ,  d x ,  d x ,  
( 2 s '  d s '  (2s 
- - ~  

sls kleine Grohn  ' z u  behandeln sind, wiihrend ax4/& bis 
auf GroBen zweiter Ordnung gleich 1 ist (zweiter Gesichts- 
punkt, der ;4pproximat,ion). 



Sun beachten n-ir, tlaB nach tlem ersten Gesicht,spunkte 
cler Approiiniat,ion die GroBen alle kleine Grokn niindestens 
rrster Ordnung sind. Ein Blick auf (46) lehrt also, dab in diesel 
(;leichung nach den1 zweiten Gesichtspunkt der dpproxiimtion 
11nr Glietler zu berucksichtigen sind, fiir welche p = Y = 4 
ist. Bei Beschrinkung auf Glieder niedrigster Ordnung erliilt, 
iiian an Qt.elle von (46) zuniachst (lie Gleichungen 

$2 2, 

11 t a  __ = r,; , 
\\-oIiej (1s = dx4 == d t  gesetzt i d ,  ode1 unter Beschra,nliung 
a.uf (+lieder, die nach clein erst'en Gesichtspunkte drr Ay- 
pi~xiniat,ion er&r Orcinung sintl : 

,LPx4 = - . 
d ts  

bcJtzt iiiaii auBeideni voraus, claB clas Gravitationsfcltl ein 
cluasi statisches sei, intlem man sich auf den Fall beschrhnkt, 
daR die das Gravitationsfeld erzeugende Materie nur lanpani 
(in1 Vergleich init der Fortpflanzungsgeschwindigkeit cles 
Lichtes) bewegt ist, so kann man auf der rechten Seite Ab- 
lritungen nach der Zeit neben solchen nach den ortlichen 
Koortlinaten vemachlassigen, JO tlaR inan erhalt 

(67) 

lhrs 1st die Bewegungsgleichung des niateriellen Punktes nach 
Newtons  Theorie, wobei g,/2 die Rolle des Gravitations- 
potentiales spielt. Das Merkwiirdige an diesem Resultat' ist, 
tlaB nur die Komponente gU des Fundamentaltensors allein 
111 erster Nahernng die Bewegung des materiellen Punktes 
hes timmt . 

Wir wenden uns nun zu den Feldgleichungen (53). Dabei 
1st) zu berucksichtigen, daS der Energietensor der , ,Materie" 
fast ausschlieBlich durch die Dichte e cler Materie im engeren 
Sinnr bestimmt wird, d. h. durch das zweite Glied der rechten 
Srite von (58) [bzw. (58a) oder (58b)l. Bildet man die uns 
interessiereiide Niiherung, so vrrrchwintlen alle Komponentm 
hi.: mxf die Komponente 

T,, = <) = 1'. 
Annalen der PhpiL. IV. Folge. 40. 53 
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Auf der linken Seite 1-011 (53) ist das zwite  Glied lilein voii 
xweiter Ordnung ; das erste liefert in der iins int<eressierendeil 
Xherung 

Dies liefert fiir ,u = v = 4 bei Weglassung von nacli der Zeii 
differenzierten Gliedern 

Die letzte der Gleichungen (53) liefert also 

Die Gleichungen (67) nnd (68) zusaminen siiicl iiquix aleiit 
deui New tonschen Gravitationsgesetz. 

Fiir das Gravitationspotential ergibt sich nacb (67) untl 
(68) der Ausdruck 

(68) 4, = x e .  

wallrend Newtons Theorie bei der von uiis gewiihlten Zeit- 
einheit - -1'" K 

c2 r 

ergibt, wobei Ii die gewohnlich a k  Gravitationskonstante 
bezeichnete Konstante G.7 . bedeutet,. Durch Tergleidt 
ergibt sich 

x = - -  a n K  = 1,87.10-8'. (69) 9 

$ 22. Verhalten von Masetiiben und Uhren im etatisohen 
Gravitationefelde. Kriimmung der Liohtatrahlen. 

Perihelbewegung der Planetenbahnen. 

Urn die Newtonsche Theorie als erste Ngherung zu er- 
lidten, brauchten wir von den 10 Komponenten des Gravi- 
tationspotentials gpv nur ga4 zu berechnen, da nur diese Kom- 
ponente in die erste Niiherung (67) der Bewegungsgleichuny 
des rnateriellen Punktes im Gravitationsfelde 'eingeht. Mail 

sieht indessen schon damus, daB noch andere Komponenten 
der g,, von den in (4) angegebenen Werten in erster Niiherung 
abweichen miissen, daR letzteres durch die Bedingung g = - 1 
x-erlangt wird . 



Fur einen irn Anfangspunkt des Koordinatensyst,ems be- 
tiidlichen felderzeugenclen Massenpunkt erhalt: man in erster 
_\'%herung die radials.ymmetrische Losung 

I ypo = - $" - CLT ( g  und r zwischen 1 und 3) 

- = 0 ( g  zwischen 1 und 3) 94 - 9 4 2  

g44 = 1 - - " .  i 

11 riiii init M die felderzeugendr Masse 
(1 rircli diesr Losung die Feldgleichungen 
111 el-ter NBherung erfiillt werdeii, ist 

bezeichnet wirtl. LtaB 
(aufierhalb der Masse) 
leicht zu verifizieren. 

Wir untersuchen nun die Beeinflussung, welche die nietri- 
3 c i ~ ~ i i  Eigenschaften des Raunies durch das Feld der Masse M 
vrfahren. Stets gilt zwischen den ,,lokal" ($ 4) genieasenen 
Liillgen und Zeiten d s einerseik uncl den Koordinatendiffri enzeii 
t i  .rp il,ndeiwseit,s die Beziehung 

ds4 = grL1. d x t L  dx?. 

Fiir einen ,,parallel" der s-Achse gelegten Einheitsuiafkt.atb 
i1-ii.i - beispielsmeise zu set,zen 

s2 = - 1 ;  a 22 = x3 = (7 z4 = o , 
a1.1 I 

- 1 =gl l  dX1Y 

Lirgt der EinheitsmaBstab auBerdeni auf (lei 2- Acliw, so 
rrpiht die erste der Gleichungeri (70) 

gll = - (1 + ;-) . 

.III. IieicIeil Helationen folgt ill t.i,st,ex Xiilie1~111q genatu 

: i l ,  d r  = 1 - .? . 
2 1' 

,53* 
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Der EinheitsmaBstab erscheint also niit Bezug auf das I i u -  
ordinatensystem in dem gefundenen Betrage durch das Yoi- 
handensein des Gravitationsfeldes verkiirzt, wenn el’ radial 
angelegt wird. 

Analog erhalt man seine Koordinetenlange in tangeii tidlei 
Richtung, indem man beispielsweise setzt 

Es ergibt sich 

Bei tangentialex Stcllung hat also diis Graritationsfeld d o  
Massenpunktes keinen EinfluB auf die Stabliinge. 

Es gilt also die Euklidische Geonietrie im Gravitatioiiv 
felde nicht einnial in erster Naherung, falls man einen nntl 
denselben Stab unabhiingig von seinem Ort und seiner Orien- 
tierung sls Realisierung derselben Strecke auffasseii will. 
Allerdings zeigt ein Blick auf (70a) und (69), daB die zu e i -  
wartenden Abweichungen vie1 zu gering sind, uni sich be] 
der Vermessung der Erdoberfliiche bemerkbar machen zii 

konnen. 
Es werde ferner die auf die Zeitkoordinate untersuchte 

Ganggeschwhdigkeit einer Einheitsuhr untersuoht, welche iii  

einem statischen Gravitationsfelde ruhend angeordnet ist . Hiel 
gilt fiir eine Uhrperiode 

Also ist 

a s s =  - 1 ;  d x , = d x , = a x , = o ;  x , = T ,  x , = x , = = o .  

(71 a) - 1 = g22 a x22 = - a x 2 2 .  

a s = i ;  a x , = a x 2 = a x , = o .  

1 = g4r d x 4 a ;  

oder 

Die U& kuft  also langsamer, wenn sie in der Nahe ponde- 
rabler Massen aufgestellt ist. Es folgt daraus, dal3 die Spektral- 
linien von der Oberflliche groSer Sterne zu uns gelangenden 
Lichtes nach dern roten Spektralende verschoben erscheinen 
m%sen.l) 

1) Fiir das Beatehen eines derartigen Effektes sprechen nacli 
E. Freundlich spektrale Beobrtchtungen an Fixsternen bestinmiter 
Typen: Eine endgiiltige Priifung dieser Konsequenz steht incles noch am. 



\\.ir untersuchen fernel den Gang der Licht&ahlen iiii 
.. i &chrn Gravitatioiisfeltl. GeniBS der speziellen Relativitats- 
I !reoiie ist die Licht,geschwindiglieit durch die Gleichung 

- d x , a  - dx,’ - d+,’ + d z h a  = 0 

:t.gehrn, also geiriN3 tlrr nllgrnwinrn Relativitatst,heorie dnrch :\ ( P  Glrichiing 

:i3’, d 2 = g,, ,, d x , ~  d 2” = 0 .  
1-t die Richtung, (1. 11. das Verhaltnis il q : d. x2 : d x3 ge- 
c,~.l~rij. 50 liefrrt tlir Gleichimg (73) tlir C+riiReil 

dx, dx, d x ,  
dx,’ d x , ‘  d z ,  

~~ ~ 

i i I -unlit (lie Geschwindigkeit 

1111 ~ i n n r  tler Eulilidischen Geometrie defmiert. Man erliennt 
lricht. daB die Lichtstrahlen gekriimint verlnufeii miissen init 
flrzup auf das Koordinatensystem, falls die g,, nicht konstant 
-1ut1 I\t n einr Richtung senkrecht zur Lichtfortpflanzung, 
-0 91 gibt clas Huggenssche Prinzip. daB der Lichtstrahl [in 
111-1 Ehenr (7. n )  bdrachtet] die Kriimmung - (17 y / a  n besitzt. 

\I 11 untersnchen die Kruniniung, welclir eiii Liclitsttahl 
t I lt%iclrt, tler im Abstantl d an einer Masse M vorbeigeht. 
\\ nl i l t  niaii dns Kooidinatensystem gerngl3 der vorstehendeil 
-lrizzr, y o  ist clit. gesamte Biegung B des Lichtstrahles (positii 

hin IionkaT- ist) in 
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w-iihrend (73) untl (70) ergeben 

Die Ausrechnung ergibt 

(74) 

Ein an der Sonne vorbeigehentler Lichtstrahl erfahlt driii- 
nach eine Biegung von 1,7", ein am Planeten Jupiter wrbei-  
gehender eine solche Ton etma 0,02". 

Berechnet man clas Gravitationsfeld urn eine GriiBeii- 
ordnung genauer, und ebenso mit entsprechender Genauip- 
lreit die Bahnbewegung eines materiellen Punktes von relatiy 
unendlich kleiner Masse, so erhalt man gegenuber den Keple1.- 
New t'onschen Gesetzen der Planetenbewegung eine Abwei- 
chnng von folgender Art. Die Bahnellipse ekes Planeten 1'1- 

fahrt in Richtang der Bahnbewegung eine langsame Di~ehu~iv 
\-om Betrap 

(75) 

pro Umlauf. In dieser Formel bedeutet a die grol3e HalLacliw, 
c die Lichtgeschwindigkeit in iiblichem MaBe, e die ExzentrizitBt. 
T die Unilaufszeit in Sekunden.l) 

Die Rechnung ergibt fur den Planeten Merkur eine Dreliuw 
der Bahn urn 43" pro Jahrhundert, genau entsprechentl (1~1 
Konstatierung der Astronomen (Lever r ier) ; diese fanden 
namlich eineii durch Storungen der ubrigen Planeten nicht 
erklarbaren Rest der Perihelbewegung dieses Planeten 1-011 

der angegebenen GroBc. 

1 )  Beziiglich der Rechnung verweise ich auf die Originalal~l~sncl- 
Iungen A. Einstein, Sitzungsber. d. PreuR. Akad. d. Wiss. 47. 11. 831. 
1915. - K. Schwarzschild, Sit>zungsber. d. PreuB. Akad. d. Wiss. 7. 
p. 189. 1916. 

(Eingegangen 20. Miirz 1916.) 




