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2. Zur Theorie der C i t t e r ;  
won W. W O N  I g m a t o w w k y .  

I n h a l t s v e r z e i c h n i s :  Einleitung. - § 1. Allgemeine Bemer- 
kungen. - § 2. Aufstellung der Grundbeciehungen. - 8 3. Einige 
Hilfabetrachtungen. - Q 4. Berechnung der Amplituden. - § 5. Senk- 
rechte Inzidenz. - 8 6. Stabgitter. Angeniiherte Berechnung. Arbeiten 
von A. W i n k e l m a n n  und H. Weise l .  - § 7. Durchsichtiges Stafen- 
filmgitter. Arbeit von H. S i e d e n t o p f .  - § 8. Drahtgitter. Erate An- 
nilherung. Arbeit von C1. S c h a e f e r  und F. Reiche.  - § 9. Berechnung 
der Integrale F. - Q 10. Fortsetzung des 8 8. - Q 11. Drahtgitter. 
Exakte Losung. - § 12. Berechnung der Koeffizienten 0, und D,'. - 
8 13. Umformung der Resultate zwecks Ausrechnung. Absolute Leiter. 
Sehr groBe Wellenliinge. - 8 14. Arbeit von D u  B o i s  und H. Rubens.  

V e r e e  i c h n  is d e r  Bez  e i c  h n u n g e n .  
6 = Vektor der elektrischen Kraft. 
8 = Vektor der magnetischen Kraft. 
u = Leitfiihigkeit (Permeahilitiit uberall = 1). Alle GrijEen im 

c = 3 1O1O cm/sec = Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. 
e = Dielektrizitiitskonstante. 
T = Peiiode. 

a = Gitterkonstante. 
il = c T Wellenllnge im Vakuum. 

p .= Y n / a g  = Lla.  
i, 1, f = Einheitsvektoren in Richtung der X, Y und 2-Achsen. 
A = Amplitude der elektrischen Kraft der einfallendsn Welle. 
H = Amplitude der magnetischen Kraft der einfallemdera Welle. 
Y = Brechungsexponent. 
x = Extinktionskoeffizieut. Beide Grolen auf daa Material des 

Gitters bezogen. 

abaoluten elektromagnetischen MaBsystem. 

w = 2 n / T .  

g = 2 n l c 3  = O I C  = 2n/?.. 

g, = fJ (v - i%). 

In den ersten Paragraphen der vorliegenden Arbeit be- 
handeln wir die Theorie der Gitter von einem ganz all- 
gemeinen Standpunkte aus. Hierbei betrachten wir ein Qitter, 

~ 

Einleitung. 
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dessen Furchen resp. Stabe unendlich lang sind und deren 
Anzahl unendlich grog ist. I n  diesem Fall la& sich der Zu- 
stand au6erhalb des Gi$ters durch eine Fouriersche Reihe 
darstellen. Andererseits habe ich in meinen fruheren Arbeiten 
gezeigt, daB man die reflektierten Wellen als Integrale liings 
der Oberflache (in unserem Falle diejenige des Gitters) dar- 
stellen kann. Durch Gleichsetaen beider Ausdrucke kann man 
die Koeffizienten der Fourierschen Reihe in Abhangigkeit 
von den Oberflilchenwerten der elektrischen und magnetischen 
Kraft bestimmen. Bei der Integration langs der Oberflache 
verfahren wir in der Weise, daB wir zuerst nach den Gitter- 
staben summieren. Diese Summation la0t sich ganz allgemein 
exakt ausfiihren. Es bleibt dann eine Integration nur langs 
einer Periode des Gitters ubrig. Dies vereinfacht die 
Losung sehr. 

Diese allgemeinen Untersuchungen sind giiltig fur be- 
liebiges Material des Gitters und beliebige Form der Furchen, 
resp. Stabe, sowie fur Reflexionsgitter als auch fur durch- 
sichtige Gitter. Es folgt nun ganz allgemein, da0 die Lagen 
der Spektra sich exakt durch die bekannten F r a u n h o f e r -  
schen Bezichungen bestimmen. 

Urn moglichst zu verallgemeinern haben wir sofort schiefe 
Inzidenz der einfallenden Welle in bezug auf das Gitter an- 
genommen, welcher Fall sich durch Einfiihrung einer trans- 
formierten Zeit losen lii0t. 

Die Eoeffizienten der Fourierschen Reihe bestimmen 
die Amplituden der gebeugten, resp. reflektierten Wellen. 
Sind uns also die Oberflachenwerte der elektrischen und 
magnetischen Kraft bekannt , oder setzen wir hierfiir irgend- 
welche angenaherte Werte, so konnen wir mit  Hilfe der an- 
gegebenen Methode sofort die gebeugten Wellen bestimmen. 
In den folgenden Paragraphen sind hierzu einige Anwendungen 
gemacht worden. Hierbei beschrankte ich mich auf durch- 
sichtige Gitter und nur vorubergehend , bei der Behandlung 
des Stufenfilmgitters, erwahnte ich die reflektierenden Glas- 
gitter von J. Frohl ich .  Deshalb bin ich auch nicht auf die 
Arbeiten von Lord Ray le igh  und W. Voigt  und die sich 
daran anschlie6enden eingegangen. Ich hoffe die Reflexions- 
gitter spater behandeln zu konnen. 
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Die allgemeinen Untersuchungen basieren auf der Be- 
stimmung eines gewissen Integrals ((37) § 3). Dieses selbst 
ermbglichte mir andererseits die Hankelschen Zylinder- 
funktionen nach dem Vielfachen des Arguments zu summieren, 
was wiederum zur exakten Losung des Problems des Draht- 
gitters fiihrte (88 11, 12). Einen Versuch in dieser Beziehung 
hat Hr. F. Z&viSkal) unternommen, indem er die Beugung an 
drei Drahten uotersuchte. Hierzu mochte ich bemerken, daB 
die von ihm abgeleiteten Formeln beziiglich der Hankelschen 
Funktionen schon von mir friiber angegeben worden sind (vgl. 
Anmerkung in 8 12). 

§ 1. Allgemeine Besiehungen. 

Im folgenden nehmen wir als einfallende Welle eine ebene 
geradlinig polarisierte Welle an, die sich in Richtung der 
negativen X-Achse fortpflanzt. 1st die elektrische Kraft der- 
selben parallel der 2-Achse, so haben wir 

(1) Q, = fAei (mt+Bz) .  

1st die magnetische Kraft parallel der 2-Achse, so haben wir 

Q, = 1 f + e i ( o t + g z )  = a.Hei (wt+gz) ,  
(2) 0 

wobei die positive Richtung der elektrischen Kraft gleich- 
gerichtet mit der Y-Achse, d. h. mit j, angenommen ist. 

Diese einfallende W elle wird nun teilweise reflektiert, 
teilweise absorbiert von Kiirpern, die durch Zylinderflachen 
begrenzt sind, deren Erzeugende parallel der Z- Achse sein 
sollen. Es wird demnach 

(3) ~ = 0 ,  a 
a x  

und alles symmetrisch in bezug auf die Y, X-Ebene sein. Wir 
brauchen also nur die Erscheinungen in dieser Ebene zu 
untersuchen. 

AuBer- 
halb der Korper ist Luft, resp. Vakuum. 

Die Korper sollen aus beliebigem Material sein. 

1) F. ZBvigka, Ann. d. Phys. 40. p. 1023. 1913. Es handelt sich 
urn die Formeln auf p. 1028-1029. 

24 * 
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Es sei go 11 2. Die reflektierte elektrische Kraft C$ ge- 
niigt au6erhalb der Korper der Gleichung 

i 

0 

(4) 

B tierenden Kbrper in der 
Y,X-Ebene ausgeschnit- 
tenen Begrenzungskur- 
ven (Fig. l), T die Ent- 
fernung vom Aufpunkt 
P bis zu einem Ele- 
ment d s  von a, 9l0 den 
Einheitsvektor liings T 

von P aus gerechnet und 
n die zu den Korpern 
aupere Normale. Qo und 
Q1 sind die weiter unten 

-* & 
i 

Das allgemeinste Integral dieser Gleichung l) lautet 

1) Vgl. W. v. I g n a t o w s k y ,  Ann. d. Phys. 25. p. 116. 1908. 

2) Vgl. W. v. I g n a t o w s k p ,  Ann. d. Phys. 26. p. 1032. 1908. 
Formel (31). 

Formel (33). 
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U 

Hierbei ist Ql’ die Derivierte von Q1 nach g r ,  e i w r c  die 
Komponente der gesamten magnetischen Kraft linga der 
2-Achse und e i m *  S die Komponente dar gesamten elektrischen 
Kraft langs s auch wieder an der Oberflilche der K6rper. 

Aus der Theorie der Zylinderfunktionen haben wir die 
Beziehung 

und 

(3) 

AuSerdem folgt aus der Fig. 1 
(9) 
Deshalb erhslten wir statt (6) 

[No 3J = t.Bo n * 

8 8 

Bedeutet Hp8 (x) die Hankelsche Zylinderfunktion zweiter 
Gattung pkr Ordnung, so ist 

(11) 

und demnach l) 
Qp (4 = $ Hpa(4 

in R 
(‘2) Qp (4 = 7 J p  (3) + r p  ($1 
wo Jp(z) die Zylinderfunktion erster Art und Yp(x) die Neu-  
mannsche Zylinderfunktion, beide von der pkn Ordnung, be- 
deuten. 

Es ist 

s = p  
_ _  __ 0 

1) Vgl. N.. N i e l s e n ,  Theorie der Zylinderfunktionen. p. 16. 
Leipzig, Teubner 1904. 
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und 

Hierbei ist 

Fur den speziellen Fall p = 0 folgt aus (14) 
(1 6)  lg y = C = 0,6772 EuIersche Eonstante. 

9 2. Aufstellung der Grundbeaiehungen. 
Die Gitter, die wir im folgenden betrachten werden, sollen 

folgende Eigenschaften haben. Die Furchen oder Driihte, falls 
wir ein Drahtgitter haben, sollen parallel der 2-Achse und 

Y 

Fig. 2. 

beiderseits unendlich lang sein. Llings der 1, X-Ebene sol1 
das Gitter unendlich breit sein, d. h. die Anzahl der Furchen 
resp. der Driihte wird unendlich gro6 sein. Wegen der Peri- 
odizitat des Gitters muB es demnach eine zur l’, X-Ebene senk- 
rechte Ebene Zl (Fig, 2) geben, die innerhalb einer Periode 
das Gitter wenigstens einmal tangiert lings einer zur 2-Achse 
parallelen Linie. Eine beliebige zu El parallele Ebene, die 
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durch das Material des Gitters geht , wollen wir Gitterebene 
nennen und die Ebene El selbst - Grenzebene. 1st das Gitter 
ein durchlassiges, so wsrden wir noch eine zweite Orene- 
ebene E2 haben. Fur drts Nachstfolgende ist ea belanglos, aus 
welchem Material das Gitter besteht, welche Form die Furchen 
resp. Driihte haben, und ob es ein Reflexionsgitter oder ein 
durchliissiges Gitter ist. 

Wir behandeln sofort den allgemeineren Fall, daS die Gitter- 
ebene unter einem Winkel ac zur Y, 2-Ebene geneigt ist, wes- 
halb auch, wegen (1) 6 1, die einfallende Welle unter dem- 
selben Winkel ac zur Gitternormale auf das Gitter auffallen 
wird. Der Fall senkreohter Inzidenz ergibt sich dann als 
Spezialfall. 

Der Raum auBerhalb der beiden Grenzebenen El und E2 
zerfallt in zwei Teile 1 und II. Innerhalb dieser Teile mu6 
die Gleichung (4) 0 1 erfUllt sein. In einem bestimmten Mo- 
ment tl habe die einfallende Welle in der Y,  X-Ebene eine 
bestimmte Phase, welche demnach auch in b, dem Schnitt- 
punkt der 2-Ebene und der Grenzebene E l ,  herrschen wird. 
In  diesem Moment tl wird in einem Punkt, mit demselben y 
wie b, z. B. b,, ein bestimmter Zustand hervorgerufen. 

Es sei nun e b  = a = Qitterkonstante. Nach einer Zeit 
e d / c ,  also im Moment 

wird die einfallende Welle pie Grenzebene El im Punkte e 
mit derselben Phase achneiden. Da nun das Gitter periodisch 
l h g s  der Gitterebene $,Z ist, mit der Periode a, so mUesen 
wir annehmen, daB in einem Punkt el, welcher um a von 6, 
liings einer zu 6 parallelen Geraden entfernt ist, im Moment fa 
derselbe Zustand herrscheii wird wie im Punkt b, zur Zeit tl .  

Nun ist b d = y - o h .  Demnach 
y t g a  o b t g a  

t2 = tl + c- - T - .  
Das letzte Glied ist eine Konstante und hangt von der Lage 
des Anfangspunktes unseres Koordinatensystems ab. 

Wir fiihren nun die Zeit 
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und schiefwinklige Koordinaten yl und xl ein (Fig. 3), und 
transformieren die Gleichung (4) 8 1 in bezug suf die neuen 
GrbBen. Die so transformierte Gleichung lautet dam:  

(3) 
[ x l = x + y t g a = z + y l s i n  ac. 

Die Lbsung der Differentialgleichung (2), die alien Grenz- 
bedingungen genugt, muB innerhalb der Raume 1 und I1 perio- 
disch sein in bezug auf y1 mit der Periode a bei kon- 
stantem t'. 

Wir wollen vorlaufig die VorgSinge im Raume 1 be- 
trachten. 

Auf Grund des eben Gesagton haben wir folgende parti- 
kulare Lbungen von (2) 

(4 e .e 
iot' i ( - m a ; + -  z:'' g, 1 

und 

(5 )  
wo n eine ganze positive Zahl inkl. der Kull ist. 

Aus (4) und (2) folgt 

und aus (5) und (2) 

Bieraus ergibt sich fur ein bestimmtes n: 

a 

- 
"")2 

2 n  

( 2 x  . - m,, = - sin tc sin tc - ?!*) I 

- - il cosu 1 / 1 -  (sin ac 
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und 

Oder, falls wir die Beziehungen 
sin u + __ nl = sin cc + n p  = ts,, 

a 

Y, sin u - n p  = 
einfiihren, 

-m, = gy,,sina -gcosu1/1 - y, a , 
(1 1) 
(1 2) - m,'= gp,, sina -9 cosu1/ 1 - ,!I:. 

Wir werden spiiter beweisen, daB die entsprechenden 
Ausdriicke (8) und (9) mit + vor der Quadratwurzel nicht 
vorkommen k6nnen. 

Deshalb ist der allgemeine Ausdruck fiir die reflektierte, 
reap. gebeugte Welle im Raume I, d. h. UOP' dem Gitter 

n = l  

wo N, und 0, Konstante sind, die von den Grenzbedingungen 
abhangen. 

Ebenfalls werden wir spilter beweisen, daB, angefangen 
von einem bestimmten 12, bei welchem die Wurzeln in (8) und 
(9) imaginjir werden, wir in (13) zu setzen haben: 

statt - im, 
(14) - im, = i g  y,, sin cc - g cos a I F i ,  

und etatt - im,,': 
(15) - i m i  = i g ~ , s i n c c - g c o s c c ~ @ ~ -  I. 
Fis den Raum 11, d. h. hinter dem Gitter, wollen wir x1 
positiv nach links rechnen und durch xo bezeichnen. Dann 
folgt aus der entsprechend geiinderten Differentialgleichung (2) 
statt (8) und (9) 

- u, = - g y,,eincc - g c o s u d  1 - ym a , 

-~ 

__- 
(16) 
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(17) - TI,,' = - g 6, sin a! - g cos (II f 1 - ~ 2 ,  
und der allgemeine Ausdrock fur die gebeugte Welle hinter 
dem Gitter ist: 

Ganz analog haben wir auch, angefangen von einem be- 

statt - iu, 
stimmten n, zu setzen: 

(1 9) - i u , =  - i g ~ , s i n a c - g c c o s a ~ - T ,  
und statt - iu,' 
(20) - iu, = - i i g p , s i n a - g c o s a m - i .  

Die Glieder in (13) resp. (18), fur welche (14), (15) resp. 
(19), (20) in Betracht kommen, werden in einiger Entfernung 
vom Gitter fur die Beobachtung unmerklich. Das Haupt- 
interesse fur uns liegt in den Gliedern, fur welche die Wurzeln 
in (8) und (9) resp. (16) und (17) reel1 sind. In  diesem Falle 
sind yn < 1 und p,, < 1 ,  und wir konnen setzen 

(21) 
y, = sin a,, c p, = sin 8,' . 

Dn = iN,,, 
Wir werden spater zeigen, daB 

(22) B,'= - i flVZ' 
und 

sein muS. Deshnlb konnen wir statt (13) schreiben: 
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128) . 

2nn - i u n @ + i - y ,  Gs' = feiwt' 
,=O 

Do 

+EP,'e 
n = O  

Aus (21) folgt weiter: 
- m,, = 9 sina sin,!+= - g cos a cos 8, = - g cos (a + 8,) 

- m ' =  n -gcos!a+ 9.,'), 
u, = y cos (a - 8J; u,' = y cos (u - a,'), 

(26) { 
(27) 

= w t' - mn zl + y y1 sin a - g y1 sin 8, 
= w t  - y fz cos (a + 8,) .+ y sin (a + a,)), 

27rn w t' - m,'xl - - 
a y1 
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Gitter in gleicher Richtung mit der einfallenden Welle fort- 
pflanzen wird. 

Die genauere Betrachtung der letzten Formeln ergibt 
(vgl. Fig. 3) 
vor dem Gitter: 9, und 
8,’ sind positiv zu 
rechnen von der Gitter- 
normale O b  im ent- 
gegengesetzten Sinne 
der Drehung des Uhr- 
zeigers ; 

hinter dem Gitter : 8, und 
a,,’ sind positiv zu 
rechnen von der Gitter- 
normale Ob’ im Sinne 
der Drehung des Uhr- 
zeigers. 

Y 

Fig. 3. 

In beiden Fallen ist 
a Z 8 , &  - a - 900, 

(31) { a Sam’s 900. 

Der Winkel u ist positiv zu rechnen immer im ent- 
gegengesetzten Sinne der Drehung des Uhrzeigers. 

Nun sind (21) nichts anderes als die bekannten F r a u n -  
h o  ferschen Beziehungen. Wir sehen, da6 diese gultig bleiben 
unabhangig vom Material des Gitters und der Form der Purehen, 
vorausgesetzt, da6 das Gitter unendlich breit und unendlich 
lang ist. 

1st die magnetische Kraft parallel der 2-Achse, so tritt 
im Vorhergehenden einfach an Stelle von GZ die GroSe &. 

Wir wollen nun die Amplituden N und 7 naher unter- 
suchen, miissen aber zuvor eine Hilfsbetrachtung einschalten, 
was wir im nachsten Paragraph machen wollen. 

Q 3. Einige Hilfebetrrtchtungen. 

L b g s  einer Geraden, parallel der Y-Achse, liegen un- 
endlich vie1 Punkte in gleichem Abstande a voneinander. Die 
Numerierung der Punkte geht von 0 bis + 00 und bis - ob 
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(Fig. 4). Auf der Geraden A, A, sol1 sich ein beweglicher 
Punkt P befinden. Die jeweilige Entfernung dieses Punktes 
von irgendeinem der friiheren Punkte s bezeichnen wir durch r8. 

Y 

"A., 
-F, 

Fig. 4. 

Wir wollen nun folgende Ausdrucke untersuchen : 

Hierbei bedeutet f (rJ irgendeine Funktion der Ent- 
fernung r8 und 

wo n eine ganze positive Zahl inkl. der Null sein 5011. Die 
Bedeutung von c. ist aus der Fig. 4 ereichtlich und v ist eine 
beliebige positive reelle GrOBe. 
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Wir wenden uns zuerst zum Ausdruck (1) und denken 
uns in der Verlangerung von A, A, einen Punkt A,, wobei 
A1Az = A o 4  = a sein soll. Da nun das Dreieck A,OAl 
gleich dem Dreieck A, - 1 A, sein wird, so erhalten wir 

a a 

(ti) sf, (r-,) e i v a  e i'Y cos my dy = e i v a S f ;  (T,) eiuvl cos my,  dy ,  . 
0 0 

Da fur Punkte mit negativem Index auch s negativ ist. 
Im Integral (6) ist y1 vom Ponkte A, zu rechnen. Wollen 
wir aber von A, aus rechnen, so miissen wir  y1 = y - 1 setzen 
und erhalten dann statt (6) infolge (5 )  

a 

(7)  S f ~ ( r _ , ) e i U a e i u y c o s m y ~ y  0 

, (8) l o  

= f f i ( ~ , ) e ~ ~ y  cos m y d y .  

Deshalb ist . 

' S f ( r , ) e i u y  cos m y d y  +~f;(v- , )e iuaeivYCos m y d y  
0 

2 a  

= Ifl (r,) e i v y  cos m y  d y  , 
0 

I 
I 

und durch analoge Uberlegungen erhalten wir 
a +m 

(9) I( z f l ( r J e - i u a a )  e i u Y c o s m y d y  = sm f , ( ro)e iuYcosmydy .  
0 0  a 

Bezeichnen wir weiter durch yz die Entfernung von A, 
positiv nach unten gerechnet, und ist A, A_, = a,  so folgt 

ljt; (rl) e -  i vae ivg  cos m y  d y  = - f, (ro)e-it'Y*cosmy2dy2 

= ~ f l ( r o ) e - i u y ~  cos m y 2 d y 2 .  

(Y = a - Y2) 

i 
(10) { a 

I 0 

Und analog (9) 
a m  W 
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Und demnach 
m m 

(12) B, = S f , ( r o ) e i u ~ c o s m y d y + ~ f ~  ( T ~ ) ~ - ~ ~ ~ ~ C O S  m y 2 d y 2 .  

Wir wollen nun in beiden Integralen (12) vom Punkte P, 
rechnen, wobei P, gegeniiber 0 liegen 9011, so da8 PI A, = b 
ist. Beide y bezeichnen wir durch yo. Es ist dann fiir gleiche 
yo auch f, (r0) da.sselbe in beiden Integralen. 

Es ist deshalb zu setzen y = yo + b und y2 = yo - b und 
wir haben statt (12) 

0 0 

I m 1 B, = If, (To) e i u ( g o  + cos m (yo + b) dy0 
0 

I 0 

Setzen wir in den beiden letzten Integralen -yo statt 
yo, so heben sich das zweite und vierte Integral auf, und die 
Summe des ersten nnd dritten ist 

I m 

+m 

-m 

ist. Deshalb folgt endgultig 
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B, == e i b ( m + v )  

0 

yfi cos Yo (m - v, dye. + e - i b ( m - u )  

0 

(16) i 
I 
1 
Auf ganz analoge Weise erhalten wir 

B, = - i e i b ( m + u )  f& (J-3 COSY, (m + 4 dY0 
0 

If2 (ro)  cOs Yo (m - .) YO ' 
0 

I I + i e - i b ( m - u )  

(1 7) 

\ 
Weiter haben wir 

ca = sa + b - y, (W 
wobei, wie gesagt, fur Punkte mit negativem Index auch s 
negativ ist. (18), in (3) eingesetzt, ergibt wegen (16) 

a + m  

s a f , ( r J e - i v a a  eivycos m y d y +  bB, ) 
I 

B3 = S ( 2  
(19) 1 a f a  

- *  

- J ( E f , ( ~ ~ ) e - ~ v ~ * )  e i u y  cos m , y d y ,  
\ 0 - m  

wo man sich in Ill statt f, (To) ,  f3(ro) eingesetzt denken muB. 
Die Summe der beiden Integrale in (19) ist aber nichts 
anderes als 

wo 
a f m  

(2 1) k = B  1 = (zf3 (3 e -  i u a a )  e i u y  cos m y  dy 
0 - -m 

bedeutet. 
Deshalb erhalten wir 

rn 
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Aus (18), (4) und (17) folgt weiter 

Und demnach 

(24) 1 B4 = - e i b ( m  + u) 

0 

- f ' f 4  (To) yo sin yo (m - v) dye . - i b ( m - u )  

0 

1st von vornherein v = 0 ,  so wird der Ubergang von B, 
zu B, und von B2 zu B4 mittels Differentiation nach v hin- 
fAllig, man kann sber fur diesen Fall direkt nachweisen, daS 
hierbei die Ausdriicke (22) und (24) ihre Giiltigkeit behalten. 

Wir setzen nun 
(25) 
una 

(26) 

f, (TO) = f, (TO) = Qo @ T )  

f, (To) = f 4  (1.0) = 7.- * 
Qi (g r )  

Wir schreiben nun wieder 
y statt yo und es ist in (16), 
(17), (22) und (24) die Inte- 
gration langs der Y-Achse 
(Fig. 5)  von y = 0 bis y = 00 

zu fiihren, wobei 

(27) T = f.9 + yz 

ist. Weiter haben wir 

und, wegen (27), Fig. 5. 
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und mittels partieller Integration folgt : 

(34) ("4 = 

wobei 

(34  

und 

(36) 
m 

M, =J&,@1.)cosy(rn - v)dy  
0 

bedeuten. 
sammenfassen, und zwar 

Diese beiden Integrale kannen wir in ekes  zu- 

m 

M = JQo (9 r) COB z y d y  , 
0 

(37) 

dessen Wert wir nun bestimmen mussen. 
Zu dem Zweck denken wir uns in Fig, 1 8 1 den Raum 

durch die Y, 2. Ebene in z wei Teile geteilt. Rechts von dieser 
Ebene (Raum I) ist Vakuum und links (Raum 11) z. B. Glas. 
Von links aus, also innerhalb des Glases, fa.lle eine ebene 
Welle mit der elektrischen Kraft parallel der &Ache  unter 
ein6m bestimmten Winkel zur obigen Ebene. I n  diesem Falle 
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konnen wir auf elementarem Wege die Liisung, nnter Er- 
ftillung aller Grenzbedingungen, bestimmen. Es werden uns 
also die elektrische graf t  @% im Raume I und (p und 2 be- 
kannt sein. Durch Vergleich dieser bekannten LBsung mit 
(5 )  8 1 kiinnen wir M bestimmen. 1st keine Totalreflexion 
vorhanden, so haben wir’den Fall, daS y > z ist, wiihrend bei 
Totalreflexion wir den Wert von M fur y < z bestimmen 
kiinnen. 

Wir erhalten l) 

§ 4. Berechnung der Amplituden. 

Nun kiinnen wir zur Untersuchung der Amplituden N und 

Wir fuhren jetzt die GroSe ein 
7 des 8 2 iibergehen. 

.Qp 

Es werden dann die Ausdriicke (5) und (10) 6 1 der 
Form nach identisch, nur da6 in (10) statt 9 und Z die 
GroSen S, und 5 eingesetzt werden miissen. Wir brauchen 
also jetzt nur den Fall, daS die elektrische Kraft parallel der 
Z-Achse ist, zu untersuchen. 

Es sei d 3 ein gerichtetes Linienelement der Begrenzungs- 
kurve des Gitters, und der Einheitsvektor langs d l  sei 8,. 
Dann ist 

8, = - 7 8 .  (1) 0 

(2) dB = S o d . ? ,  

und 
(3) n = [ g o  €1. 

(4) 1” 

Weiter ist 
- i !is i zY - -r - __ 

1) Y’ir hrtben hier dic Ableitnng von M nur skizziert. Genaueres 
vgl. W. v. I g n a t o w s k y ,  Arcbiv der Mathematik und Physik 23. 1914. 

25+ 
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und deshalb 

(6) T r 
In Fig. 6 ist P der Aufpunkt, fiir welchen wir (EZ bestimmen 
wollen, und ist derselbe vor dem Gitter liegend angenommen. 
Wegen (5) kijnnen wir statt (5) 0 1 schreiben: 

%,n = isOg2 jao.zn 

P 

t' 0 
x x '  

0 

Fig. 6. 

X1 

X 
i 

Fig. 7. 



Zur I'lleorie der Gitter. 389 

Aus der Ableitung von (5) 9 1 ist ersichtlich, da6 es 
vollkommen gleichgiiltig sein wird , lings welcher Kurve s 
wir die Integration ausfuhren. Es ist nur notwendig, daB 
die Kurve das Gitter umschlie6t. Wir konnen deshalb in 
(6) die Integration langs einer beliebigen Kurve A B (Fig. 8) 
ausfiihren, um Bz fur den Punkt P zu 

Belieben teilweise oder ganz mit der 
Oberflache des Gitters zusammenfallen. 
Besteht dtts Gitter aus einzelnen Staben, 
so kbnnen wir die Integration in (6) 
lgngs einzelnen Kurven D zerteilen 
(Fig. 8), die teilweise oder ganz mit 
der Oberflilche des Gitters zusammen- 
fallen konnen. Dies letztere gilt auch 
fur (8). Integrieren wir aher hier lilngs 
einer Kurve A, B, (Fig. 8), so schlieBen 
wir dabei die Lichtquelle aus, da hier- 
bei A, Bl z wischen Lichtquelle und Auf- 
punkt liegt, und es muB dann auf der linken Seite von (8) 
Gz' + B, statt B, gesetzt werden. Hieraus ergibt sich 
folgendes. 

Die Integration in (8) liings den Kurven B ergibt uns 
den Wert Ez'. Wir denken uns jetzt die Querdimensionen 
der Stabe kontinuierlich wachsen, bis der Abstand zwischen 
ihnen gleich Null geworden ist. Dann fallen gewisse Teile 
der Kurven D zusamman, die demnach bei der Integration 
verschwinden und es bleiben nur zwei Integrationen ubrig: 
eine liings einer Kurve (ahnlich A, B,) hinter dem Gitter, und 
eine 9 lilngs einer Kurve (ahnlich A B) vor dem Glitter. Die 
erste ist aber nach dem Vorhergehenden nichts anderes als 

bestimmen. Hierbei kann AB nach Y 

X - 

Fig. 8. 

Gz' + Go - 
(9) 
das heiBt 

- Q  -c" ('0) 0 - 3. 

Deshalb folgt aus (8) 

Bz' = E,' + B, + 3 , 

Da in diesem Fail (3 positiv nach links und gleich - z') 



Wo also jetzt s eine Kurve bedeutet, die (tihnlich A B, 
Fig. 8) uor dem Gitter liegt und ganz oder teilweise mit dem- 
selben zusammenfallen kann. Der Aufpunkt P liegt hinter 
dem Gitter. Diese Uberlegung ist fiir ein beliebiges Gitter 
anwendbar, also auch fiir ein Drahtgitter, denn wir brauchen 
uns nur vorzustellen, daS nicht die Stibe, sondern die Kurven D 
(Fig. 8) sich verbreitern, bis gewisse Teile zusammenfallen. 
Es folgt dann dasselbe Resultat wie oben. Da die Integration 
lings der Kurven D in der Richtung der Pfeile (Fig. 8)  zu 
fiihren ist, so ist l h g s  A B von B zu B und llngs A,  B, von 
A, nach B, zu integrieren. 

Wir gehen nun zum Fall der schiefen Inzidenz (Fig. 9) 
uber. Die Y, , Z-Ebene sei die Gitterebene. Der Allgemeinheit 
wegen haben wir auBerdem ein Drahtgitter angenommen. 
Durch den Aufpunkt P ziehen wir eine zur 5-Achse parallele 
Linie bis P, und von da eine senkrechte auf die Y,-Aohse in 
0,. Dieser Punkt sei der Anfangspunkt eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems (x, , y,). 

Wir denken uns nun das bis jetzt in diesem Paragraph 
benutzte Koordinatensystem zusammenfallend mit dem System 
(s,, yJ, dann ist alles bis jetzt in diesem Paragraph Gesagte 
auf letzteres System iibertragbar, nur muS in (12) statt d die 
Entfernung des Aufpunktes, der fur (12) hinter dem Gitter 
gedacht ist, von der Y,Z-Ebene eingesetzt werden und zwar 
nach links von dieser Ebene positiv gerechnet. 

Wir fiihren noch die rechtwinkeligen Koordinaten (z,, y4) 
mit dem Anfangspunkt in 0 ein (Fig. 9) und haben dann 

rechtwinkligeGrundkoordinaten (x, y), Einheitsvektoren i, i, 
schiefwinklige Koordinaten (x, , y,), ,? i7 i?, 
rechtwinklige 19 (x3, YSl, ! 9  i, 9 11, 

,, 71 ($4 9 Y4h ,l i,, il. 
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I n  dem Ausdruck (13) 8 2, welcher uns (.E8 fur den Auf- 
punkt P bestimmt, bedeuten z1 und y, die schiefwinkligen 
Koordinaten des Aufpunktes. Dasselbe Lfz bestimmt sich aber 

Fig. 9. 

auch ttus (6). Uurch Gleichsetzen beider Ausdrucke erhalten 
wir, nachdem wir in (6)  t' statt t ,  entsprechend der Lage des 
Aufpunktes, und i,, i, statt i, i eingefiihrt haben: 

n=@ 
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Wir multiplizieren beide Seiten mit 
2nny(, 2nnYl resp. sin ~ dY19 a d*Yl 00s - a 

und integrieren von yl = 0 bis y1 = a und haben nun die 
folgenden sechs Ausdrucke zu bestimmen: 

y=o 8 

a 

y=o a 

und die entsprechenden Ausdriicke Al', A;, A;, die sich von 
(15) bis (17) nur dadurch unterscheiden, daS an Stelle von 
cos 2 A n yl/a, sin 2 A n yl /a gesetzt ist. Die schiefwinkligen 
Koordinaten im System (xl, yl) des Elementes d so seien xl', yl'. 
Dann ist fiir dasselbe Element 

= eiwt' 'p etgy,'sina = eiwt' vl, 
e i w t Z  = e iwt 'Zeigy , ' s ina  = e i w t ' z  \ ei"t sp 1' 

(18) 

Die Integration in (15) bis (17) ist bei konstantem t' ge- 
dacht. Ziehen wir durch ds, eine zur Y,-Achse parallele 
Linie, so wird diese durch die Elemente ds,, resp. ds- ,  
gehen, die in einem Abstand von a, resp. - a von ds,  liegen. 
Fur alle diese Elemente wird spl, resp. 2, dasselbe sein und 
ebenfalls die Werte i, 5, und il 5,. 

Die Koordinaten von ds, im System (x3, y3) bezeichnen 
wir durch x3, ys und im System (x,, y,) durch x, , y4. Dann ist 
laut Fig. 9: 
(19) Y; = Y4 + xl'sina= y, + x,tgcc = y3  - xls ina  + x8 t g a .  

Demnach 
sp e igy1sh a = yl e i g  (y1 - y1')sh a 

(20) { ' - - - igQ tg aaina + iggs ln2  a . e - igy,sina + igy,sin a . 
Ein analoger Ausdruck folgt, wo 2, statt y1 steht. 
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Statt e-igyasina mussen wir fur die verschiedenen Ele- 
mente ds,, dsl ,  ds - ,  usw. setzen: 

e - i g y a s i n a - i g a s m a  fur d s  
e - i g y a s i n a + i g a s i n a  fur d s  

usw. 

1 '  

-1 \ (21) 

Wir summieren jetzt (15) und (16) nach d s  und integrieren 
nach yl. Geben wir nun zur Fig. 4 8 3 zuruck, so ersehen 
wir, daB hier sein wird 

(22) 1 v = g s i n u .  

wegen (20): 

b = ? / , ;  h = x 3 ;  c S = y 2 ,  

Deshalb folgt aus (15) und (16) und (31) und (33) 8 3 

- i g r , t g o s i n a + i y ,  2~ 
4 , P t  = LE z n  esgz, sin2 a L p 1 e  a M, dz 

- i g q  tgas ina- iy ,?  :+Se, a M, d ~ }  
S 

und 

8 

Hierbei ist die Integration langs der Oberflache des Gitters 
nur langs einer Periode zu fiihren, angefangen von der A c h e  
0 3  p3 - 

Hierbei bedeuten 

fur sinu + a > 1 ( * 
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Wir gehen nun zum System (y4, x4) iiber. 
yg = y, + x, Sl l l  cc ; zg = x4, 

Dann ist 

(29) 
und aufierdem ist 

und 

x2 = XI cos C t  - x4. 
Setzen wir dieses in (23) und (24) ein und beriicksichtigen 
und (12) 0 2, so erhalten wir 

Hierbei ist die Integration langs einer Periode von der 
Achse Og xg auszufiihren. Da aber die Ausdriicke unter den Inte- 
gralen alle in bezug auf die l?, - Achse periodisch sind, mit der- 
selben Periode, so sol1 die Integration von der Achse 0 x4, d. h. 
vom Punkte k anfangen. Dies wollen wir im folgenden voraus- 
setzen. 

Wir gehen nun- wieder zu den Griifien cp und 2 zuriick. 
Beachten wir, daB 

sein wird, und fiihren wir die Bezeichnungen 
e i g y : s i n a  = eigy,sina+igz,t:: asina (33) 

(34) P,(x)  =[xeiwgrlg + i z r g V = P d s ,  

8 
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Weiter folgt aus (17) 
a 

l a  2 n m Y l  
(38) As,n = - - 2 n  as, -JJZi, so Q0 ( 9 ~ )  eigyls ina cos __- a d s d y  1' 

y=o 8 

Oder wegen (25) und (27) 

Und endlich wegen (32) und (34), 9 3: 

(42) A3'rn = P, (zileo) + -ie-'*l'%'P~(.!T~l i so) .  
4 

Deshalb folgt aus (14) 

(43) 

(44) 

(45) 

Al,o - $,o - A3,, = (Noe-i~~xl + i l - ' e - i ~ ' x l ) a ,  0 

a A,,n - A,,,  - 83,n = (Nne-imnzl + N,'e- 'mn'z l )~ ,  

A ; , ~  - A ~ ' , ~  - d3',, = ( D n e - i m n Z 1  + ~ ~ ~ e - i m r n n ' x 1 )  4. 
(43) bis (45) fiir beliebige zl giiltig sein mussen, so folgt 

Setzen wir hier die Werte der A ein und beachten, da6 
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und 
(50) D, = iNn; Dn' = - iNn'. 

Der letzte Ausdruck stimmt mit (22) 9 2 tiberein. AuSer- 
dem ersehen wir aus (43) bis (45), daB Ausdrucke wie (8) und 
(9) 0 2 mit dem +-Zeichen vor der Quadratwurzel nicht vor- 
kommen kannen, da (43) bis (45) fur beliebige z1 gelten miissen. 

Ganz analog gestaltet sich die Rechnung, falls (26) und 
(28) in Betracht kommen. In diesem Fall ersehen wir sofort, 
dal3 nur die Werte (14) und (15) 0 2 zu gebrauchen sind. 

Um die Amplituden 7, und W, hinter dem Glitter zu be- 
rechnen, benutzen wir die Ausdriicke (18) @ 2 und (8). Wir 
miissen hierbei berucksichtigen, da8 hierbei x2 in (8) und zo, 
d. h. die Abszisse des AufpunYtes, in (18) 0 2 positiv nach 
links gerechnet werden. Statt (19) miissen wir deshalb 
schreiben 

statt (29) 

und statt (30) 

Wir erhalten dam,  falls wir die Bezeichnungen 

(51) .yl' = y3 + sin a + sc,tge, 

(52) 

(53) 

(54) 

ys = y4 - z0s1n a ,  

z2 = zo cos a + x4. 

3, (X) = JX. i 9 Y,r% - iz*g V W  d s , 

(55) R,'(X) = p i S S , , A -  k7v1-s,. ds 
8 

8 

einfiihren, dieselben Gleichungen (43) bis (45), nur da6 vor den 
As das +- Zeichen stehen wird und statt der GriiSen m,,, m,', 
P,, P,', N,, D, die entsprechenden Glrii6en U,, Ui, R,, R,', 
7. und F, gesetzt werden miissen. Deshalb folgt 
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7n R. (2 il so) R.' (zit %) 
2ag-G 2 a V C 7 , P  2a  ' 

wRn'(% - Bn R.' (Zit %,I - R,$' ~- (Zi, %) 
2 a g v  1-b.' 

(58) 7, = - a Rn(9') - ~- - ~- 

(59) 

und 

p;, - 2 a  __ __- 
2aV 1 - ,fi,? 

(60) w, = i 7a ; w,. = - i F,,'. 
Der Ausdruck (60) stimmt mit (23) 8 2 iiberein, auJ3er- 

dem ist ganz analog dem Vorhergehenden klar, daS in (16) 
und (17) 0 2 vor der Quadratwurzel kein +-Zeichen stehen 
kann und dal3 (18) und (19) 0 2 richtig sind. 

1st die magnetische Kraft parallel dem Gitter, so erhalten 
wir die Amplituden derselben vor und hinter dem Qitter ein- 
fach, indem wir in den vorhergehenden Ausdriicken, infolge des 
am Anfang dieses Paragraph Gesagten, iiberall statt 'p und 2 
die Gr68en 8, und 5 einfiihren. Haben wir fur diesen Fall 
die Amplitude der magnetiachen Kraft fur eine Welle be- 
stimmt, so brauchen wir dieselbe, infolge von (2) § 1, nur mit 
- m / g  zu multiplizieren, urn die Amplitude der elektrischen 
Kraft derselben Welle zu erhalten. Hierbei ist die positive 
Richtung der elektrischen Kraft nach rechts gerechnet, falls 
wir in die Richtung der Fortpflanzung der Welle blicken und 
die Z-Achse dabei nach oben gerichtet ist. 

Es folgt weiter: 

Hieraus ergibt sich 
(62) No = B0'; r0 = V0'. 

(63) 

(6 4) 5 

Deshalb erhalten wir fiir die direkt reffektierte Welle B., den 
Ausdruck 

und fur die gesamte direkt durchgegangene Welle Qh, den 
Ausdruck (Fig. 3) 

Dies ist richtig, solange wir langs den Kurven B (Fig. 8) inte- 
grieren. Integrieren wir lings einer Kurve A, B, (Fig. €9, so 
miissen wir statt (64) schreiben 

Ez0 = f . 2 No ei(w I - gzeos2a  - gysin2a) 

{ A  + 2 701 * 
Q' = f e i ( m t - g z ' )  

= 2 f e i (0 f - 95') .  p (644 0 '  
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Fur die imaginaren Spektra (y2 > 1; pa > 1) haben wir 
iiberall statt i f -  resp. ill 1 - pnz zu setzer? f y , , ~  - 1 
resp. fpn2 - 1 . 

_ _  ~ ~ 

8 5. Senkrechte Insidenz. 

Dieser Fall wird uns in der Folge hauptsachlich beschaf- 
tigen , weshalb wir denselben auch ausfiihrlich untersuchen 
wollen. 

Es ist hierbei a = 0 und demzufolge fallt das System (z4, y4) 
mit dem System (z, y) zusammen. Wir wollen deshalb die Koor- 
dinaten der Elemente der Integrationskurve nicht durch z4, y4, 
sondern durch x, y bezeichnen und die Koordinaten des Auf- 
punktes durch zl, yl im selben System. Hinter dem Gitter 
ist x1 positiv nach links zu rechnen und wir bezeichnen es 
wie friiher durch XI .  Auch ist jetzt i, = i; i, = i. 

Es wird nun sein 

(1) 
und zwar ist: 

m, = m,,' = un = un' 

112 fur - < 1 ,  a 

I n  fiir a > 1.  

Wir erhalten dann fur die elektrische Kraft (Ez vor dem Gitter 

(4) 

und hinter dem Gitter 
m 

(5) 

n = l  

Im Falle (3) ist in (4) und (5) statt im,, inR zu setzen. 
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Es bedeutet ferner 
(6) 
und 
(7) 
Wegen (62) 8 4 ist 
(8) 
AuBerdem ist infolge (21) 8 2 

(9) 

c, = A', + A;; F, = iv, - A; 

C*' = v, + Vn'; Pn' = v,, - v,,' . 

F, = To' = 0. 

n l  p, I: - yn = a - - - sin 6, = sin 8,'. 

Wir erhalten deshalb, da 
g n l .  2 n n  

(10) * 0 = 9 * - = - -  ' a  a 

ist, 

(11) C, = -I( 1 - !P + B j g , } e + i 5 g d s ,  
2a !J 

2a m,, am. 

S 

+ i  5m ?nnY 
(12) ~ n = ~ ~ ( - ~ + ~ ~ i g o + ~ j ~ o ) e  ( "-7) d s ,  

8 

121 fur a 4 1 
und analog 

(14) C; = - &J[ 7 + Zj$ ]  e W i z g d s ,  

(15) 7, = -J[ - 2 + %.Tigo -ZiG0} e 
2a m, a in,, 

(16) Tn' = -s { - 5 - 2nn Zi Go - Zi Go] e 

8 

1 - i ( 5  l>km + 'T) ds, 

8 

1 - - i ( z , s  -__ 2n:Y)ds 
2a ma,, am, 

8 

fur,< 921 1 .  

1st das Gitter symmetrisch in bezug auf die X-Achse, so 
sind alle Pn und Pn' gleich Null und wir konnen statt (11) bis 
(1 6) achreiben: 
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und 

auch die magnetischeKraft 
verschwinden. Theoretisch 
ist diese Annahme unzu- 
lassig l), aber praktisch 
wegen I. sehr plausibel. 

111. Die elektrische und 

Die Ausdrlicke (11) und (14) bleiben unverlndert. Die 
entsprechenden Ausdriicke fiir (ni l la)  > 1 sind leicht zu er- 
halten auf Grund des am SchluB des 5 4 Gesagten. 
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Da wir uber das Material und Form des Querschnittes 
der Driihte keine Annahmen machen, so konnen wir die Er- 
scheinungen vor dem (Sitter nicht untersuchen , da diese hier- 
vou abhingen. Den Zustand hinter dem Gitter kiiunen wir 
untersuchen, falls wir l h g s  einer Kurve A, B, (Fig. 8) inte- 
grieren. In  unserem Fall besteht diese Kurve aus den Stucken 
A B ,  B C D  und B 0. Wegen I1 fallt die Integration liings 
B C B  weg, nnd wir brauchen nur noch langs A B und D 0, 
oder, was dasselbe ist, lilngs D B' zu integrieren von D nach B'. 

Die x- Achse sol1 den Abstand 6 halbieren. Infolgedessen 
ist der Zustand hinter dem Gitter symmetrisch in bezug anf 
die z-Achse. 

Wir erhalten wegen I11 langs DD' (ds = - d y )  

Demnach ist 

b 
f H  

n d y  
- -  a 

a 121 fur < 1. 

Da langs B B ' ,  z = 0; Go = - i; i B o  = 0 und i s o  = - 1 sind. 
Alle F,' sind Null. 

Fu r  die direkt durchgegangene Welle miissen wir hier 
den Ausdruck (64a) 8 4 gebrauchen, weshalb wegen (8) 6 1 C,,' 
uns direkt die Amplitude dieser Welle angibt. V, ist die 
Amplitude der gebeugten Welle. 

Aus (2) und (3) folgt 

(4) 
Annalen der Physik. 1V. Folge. 44. 26 
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Konnen wir fiir die ersten Spektren, wegen I nilla gegen 1 
vernachlilssigen, 80 folgt statt (4) 

nnd 

Und die Verhaltnisse der entsprechenden Intensitaten sind 

1 . n n b  -= -  v"e * *S1112-~, A' n n a 

Uiese Ausdriicke stimmen, mjt den Formeln von Rayleigh') 
iiberein. Wir sehen aber hier klar, unter welchen Annahmen 
wir zu denselben kommen. 

Dies ist aber eine Folge 
unserer vereinfachten Annahmen. Tatsachlich miissen die 
Glieder in (5) 6 5 standig abnehmen. Wir begniigen uns des- 
halb bei der Darstellung der Amplitude E' der gesamten elek- 
trischen Kraft hinter dem Qitter, bei geniigender Entfernung 
von demselben, mit. den ersten n, Gliedern der Reihe (5) 8 I 
und erhalten, drt Cn' = 2 7, und q,f = 0 sind. 

Fiir die m, 5; 0 wird 7, = 00. 

74 = 11, 

E = 2 2  j T 1 e - i " m u  cos - 2nmyl  
a '  

I t  = 0 
(10) 

wobei also noch 

angenommen ist. 
Wir wollen ferner annehmen, da6 il so klein ist, daB 

n1 ;I/. klein gegen 1 ist. Dann konnen wir in (3) statt m,,, g 
setzen und im Exponenten in (10) 

schreiben und erhalten dann statt (10) 

1) Vgl. H. Kayser ,,Handbuch der Spektroskopie" 1. p. 427 oder 
Lord Eayleigh, Scientific Papers, 1. p. 213, Art. 30. 
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Nun haben W i nkellnann I) und insbesondere W eisel 8, 

den Zustand hinter dem Glitter untersucht, ungefiihr unter den 
Bedingungen 1-111. 

mm. Dem- 
nach ist nAln = n/542. Vernachlsssigungen wie 0,Ol gegen 1, 
d. h. nl542 = +16, so ist n1 = 54. 

as Y x' = ~ 

wo v = 1, 2, 3 . . . bedeuten 8011. 

Dann erhalten wir statt (13) 
(15) E = Be-"'gf(y , ) ,  

Es war z. B.8) u = 0,26 mm A =  0,461 . 

Wir setzen nun 

(14) I '  

und 
n=n,  n n b  sin ~ 

*la '' ; fur v = gerade. a cos -- -- b 
( 1 7 ) f ( y l ) = ; + 2 2  nn  a 

7 L = l  

Setzen wir in (16) yr = y2 + u / 2 ,  so folgt statt (16) 

Nun wird eine Funktion fib), die den folgenden Be- 
dingungen entspricht: 

b 
x f, fy) = 1 von y = 0 bis y = -, 

b 2, 

f i ( y ) = l  ,) ? / = a - -  a bis y =  a, 

~ !, y = o - -  f, (Y) = 0 :P y = - 2 '  
b 

(19) [ 
dargestellt durch 

1) A. Winkelmsnn, Ann. d. Phya. 27. p. 905. 1908. 
2) H. Weisel, Ann. d. Phys. 33. p. 925. 1910 und Gieflener Diseer- 

3) H. Wcise l ,  1. c. p. 1017. Tab. 4. 
tation. 1910. 

26* 
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n = t  

konnen wir  nun annaherungsweise f, = f setzen, so ist f’(y,) in 
(17) nichts anderes als eine Abbildung des Gitters. Fur  ein 
ungerades u erhalten wir, wie aus (18) ersichtlich, ebenfalls die- 
selbe Abbildung nur um die Halfte der Gitterkonstante langs 
der Y-Achse verschoben. D. h. im letzteren Fall liegt das 
Lichtminimum des Bildes gegeniiber dem Gitterspalt. Dieses 
und ebenfalls (1 4) stimmen mit den Untersuchungen von 
Weisel i iberehl)  

Wegen den Annahmen 1-111 konnen wir auch als hintere 
Begrenzung des Stabes die Linie B D  betrachten, denn die 
Form der StBbe tritt ja  bei der Losung nicht hervor. Machen 
wir diese Annahme, so folgt aus (6) 8 5 (z’= 0) und wegen 
1-111 

00 

2nny,  
a - A f (Yl) Y 

n = O  

wo f (uJ die durch (17) und (19) dargestellte Funktion ist. Ein 
Vergleich von (21), (10) und (3) ergibt uns, daE in (3) m, = 1 
gesetzt werden mu6. Bieraus folgern wiry daE die angefiihrten 
Losungen nur fur ein sehr kleines ;I/. gelten. 

Zum SchluE machten wir noch bemerken, daE falls die 
magnetische Kraft parallel dem Gitter ist, sich an den Resul- 
taten dieses Paragraphen nichts andern wird. D. h. die Ampli- 
tuden bleiben dieselben, wie man sich auf Grund des 6 4 leicht 
iiberzeugen kann. 

8 7. Durchsichtigee Stufenfilmgitter. 
Arbeit von H. Siedentopf. 

In Fig. 11 ist G ein durchdchtiges Gitter, welches einer- 
seits durch die Ebene Bl, parallel zur YZ-Ebene, begrenzt ist, 
andererseits durch Furchen von Dreieckform. Dies ent- 
spricht nlherungsweise dem T h o r p  schen Stufenfilmgitter.2) Der 
Brechungsexponent des Materials des Qitters sei u. 

1) K. Weisel,  1. c. p. 101% 
2) Vgl. H. Siedentopf, Berl. Ber. XXXII. p. 711. 1902. 
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Die auf die Fliiche 08 einfallende Welle ist 
@" = B e ( i m l + s v 4  (1) 

wobei als Gitterebcne die YZ-Ebene angenommen ist. 
Es ist Y E. 

(2) 

Wir machen nun die An- 
nahme, daB sich die Werte der 
gesamten elektrischen, resp. 
magnetischen Kraft liings 0 A 
und OB aus der Brechung an 
einer unendlich grot3en Ebene 
bestimmen. Dies setzt voraus, 
da6 0 A und OB groB in bezug 
zu 1 sind. Die einfallende 
Welle trifft die Ellache OB 
unter 90°, so deB dort die 
elektrische und magnetische 
Kraft verschwinden. AuSerdem 
vernachliissigen wir die von 0 A 
reflektierte und auf 0 B auf- 
fallende Welle, Wir brauchen 
also nur langs O A  zu inte- 
grieren, und zwar von A bis 0. 

haben wir liings O A :  

B = - 2 A  e i g b ( l - v ) .  
1 + Y  

Fig. 11. 

Es sei die elektrische Kraft parallel der 2-Achse. Dann 

2 v g COB a v 1 - u* sing a e +  i v g l  t g a  y = - B -  
w j v  COB a + I/T- Y* sin* a{ (3) 9 

1 - vZ sins a (4) 

so = - i sin u - j cos a ,  (5) 
also 
(6) jr;o = - COB u ;  iso = - sin m. 

+ i v  g g tg  a 
-- 2 Y COB a Z = B  

Y cos a + 
Weiter ist 

Alle Integrale werden von der Form 
n 

(7) J - f d s  
a 
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sein, wo, wie gesagt, von A bis 0 integriert wird. Wir setzen 
(Fig. 1 1) 

s =  08-.s, = O A - s s , = L - -  y .  
COS N COB N (8) 

Dann haben wir statt (7) 
s = O A  a 

s = O  a I) 

AuBerdem ist langs 08: 

Deshalb erhslten wir 
(10) x = y t g u .  

i B v { c o s a  +1/1-vssinScJ ( l l ) C i =  - ____- 
g a tg a (v- 1) ( v  coa a + 1/1 -vB sin9 a )  ( 

____ 
_ _ _ _ _ ~  ~ ~ ~~ .--. e+ i g a t g a ( r - 1 ) -  

Fur  v = 1 wird, wegen (2) C,,' = 8, wie es auch sein mn8. 
Bezeichnen wir den regularen Brechungswinkel durch x ,  so ist 
(12) v sin a! = sin x . 

Und statt (11) erhalten wir dam: 

Die Energie Eo berechnet sich durch Multiplikation 
Wegen (2) von (13) mit seinem komplex- konjugierten Wert. 

erhalten wir : 
8 A* 9 cos a (cos a + C O S ~ , ~  

g' ae sinz (a + x )  (9 - 2)¶ 
~____ { I -  cos [ g a  tga(u - 131 (14) Bo = 

wo 
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wobei 

(20) 

bedeutet. 7,’ bestimmt sich aw (19) nnd (20), falls wir dort 
an’ statt an setzen. 

Infolge (31) 6 2 ist aber 9,& < 0 (dort ac = 0 gesetzt). 1st 
also im speziellen Fall a- an = x, d. h. ,un = 0, so ist P, ein 
Maximum1) und gleich 

- 2 B v Ein a coax - 4 ~ v . s i n a  eosx e i g L ( l - ’ )  

(21) ’na-6,,=X +cos(a-x)sin(a+x)- (1 + q ~ o s ( w - x ) s i n ( a + ~ j - *  
- 

1st die magnetische Kraft parallel der 2-Achse, so 

~- - 
haben wir 

Bg* 2 v cos a 1/1- ~9 sin* a . e + i v g  +ga 8, = -_- (22) ~ ~ { C O S O L  + v1 /1 -v*s in*a j  
9 

und 

Weiter ist 
sin (a + ;(> COB (a - x )  

sin a (24) cos ac + v 1/1 - va sina u = 

1) H. Siedentopf, 1. c. p. 715. 
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Setzen wir S, und 5 statt cp und Z ein, so bekommen 
wir statt V, die magnetischen Amplituden. Diese letzteren, 
multipliziert mit -o/g, bezeichnen wir mit 7, und 7,'. Auf 
Grund des am SchluS des 0 4 Gesagten sind 1, und ?I,&' nichts 
anderes, als die entsprechenden Amplituden der elektrischen 
Kraft. Wir erhalten demnach 

D. h. die Drehung der Polarisationsebene, beim Durchgang 
durch das Gitter, ist fur alle Spektra dieselbe. Dieses letztere 
Resultat, welches durch unsere vereinfachten Annahmen be- 
dingt ist, scheint mir zweifelhaft zu sein und zwar auf Grund 
folgender Uberlegung. 

Wir untersuchen den Fall eines reflektierenden Glas- 
gitters.') Das Gitter ist durch eingeritzte Furchen entstanden. 
Das hindurchgegangene und eventuell von der Ruckseite des 
Glitters reflektierte Licht sol1 auf irgend eine Weise fur die 
Beobachtung unschadlich gemacht sein. z, Die Furchen siod 
rltuh und kann deshalb das von ihnen reflelitierte Licht als 
diffus angenommen werden und kommt deshalb fur uns nicht 
Betracht. 3, Nur das 'einfallende Licht kommt bei der Inte- 
gration kngs den Furchen in Betracht. Nun wissen wir, daB 
wif  innerhalb einer Periode lings einer beliebigen Kurve inte- 
grieren konnen. Wir integrieren deshalb nicht langs der un- 
bestimmten Kurve der Furche, sondern ltings der Geraden, 
die die Verllngerung der glatten Oberflache ist und beruck- 
sichtigen dabei nur die einfallende Welle. Diese Annahme und 
die, dal3 die Reflexion an den glatten Stellen wie an einer 
unendlich groBen Ebene stattfind.et4), ftlhrt uns zu dem fol- 
genden Resultat. 

1) Vgl. J. Fri ihl ich:  ,,Polarisation des von Glasgittern gebeugten 

2) J. Frohl ich ,  1. c. p. 203. 
3) J. Fri ibl icb,  1. c. p. 191-192. 
4) Diese Annahme erscheint um so mehr plausibel, els die Resultate 

bei J. F r o h l i c h  sich weuig unterscheiden bei a = 0,5rnm und bei 
a = 0,00116 mm. 

Lichtes". Leipzig. B. G. Teubner 1907. p. 203. 
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Bei senkrechter Inzidenz ist bei keinem der Spektra eine 
Drehung der Polarisationsebene vorhanden. Dies entspricht 
vollkommen dem Experiment.’) 

Bei schiefer Inzidenz weist der regular reflektierte Strahl 
dieselbe Drehung der Polarisationsebene auf, wie bei der Reflexion 
an eine unendlich groBe Ebene. Auch dies stimmt mit dem 
Experiment. z, Alle anderen Spektren haben aber dieselbe 
Drehung der Polarisationsebene , und dies widerspricht dem 
Experiment. Deshalb erschien mir auch das analoge Resultat 
bei dem Stufenfilmgitter zweifelhaft. Obwohl hier auch nur 
das Experiment entscheiden kann. 

Unsere Resultate unterscheiden sich von denjenigen bei 
H. S iedentopf ,  erstens wegen der Art der Berechnung, zweitens 
wegen der Berucksichtigung der Reflexion wie an der Ebene El 
so auch an 08 und drittens wegen der Beriicksichtigung 
der Polarisation. Das p bei H. S iedentopf  entspricht un- 
serem -,ucl,,. 

5 8. Drehtgitter. Erete Anniiherung. 
Arbeit von C1. S c h a e f e r  und F. R e i c h e .  

Die Herren C1. Schae fe r  und F. Re iche?  haben unlangst 
die Theorie des Drahtgitters untersucht unter Vernachlassigung 
der gegenseitigen Beeinflussung der Drkhte und bei endlicher 
Anzahl derselben. 

Wir wollen hier ahnliches machen: 1. auch die gegen- 
seitige Beeinflussung der Drlhte vernachlassigen, dafirr aber 
im Gegensatz zu C1. Schae fe r  und F. Reiche  annehmen: 
2. Anzahl der Drahte ist unendlich grofi, 3. schiefe In- 
zidenz. Hierbei wird die Summation uber die Drahte in 
exahter Weise ohne jede Annuherung auf Grund der $9 1-4 
ausgefiuhrt, weshalb die so berechneten Amplituden der ge- 
beugten Spektren f ir  beliebige Entfernungen vom Gitter gultig 
sein werden. 

Wir begniigen uns im folgenden auf die Erscheinungen 
hinter dem Gitter und auf reelle Beugungsspektra. Es ist 

1) J. Frohl ich ,  1. c. p. 222. 
2) J. F r o h l i c h ,  1. c. p. 332-333. 
3) C1. Schaefer  u. F. B e i c h e ,  Ann. d. Phys. 36. p. 817. 1911. 
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leicht, auf Grund des Vorhergehenden die imaginiiren Spektren 
und die Erscheinungen vor dem Gitter zu berechnen. 

In der Gitterebene Y,Z (Fig. 12) liegen die Achsen der 
Driihte. Die Integration langs der Oberfliiche der Drahte 

i 

Fig, 12. 

innerhalb einer Periode ist zu fuhren: von A durch B nach C 
und von C, durch B, nach dl, oder aber, was wir im folgenden 
auch machen werden, von A in Richtung des Pfeiles um den 
ganzen Draht herum. 

Fall I. Elektrische Kraft parallel der 2-Achse. Wegen 
der Annahme I sind die Grtif3en sp und Z durch Reihen von 
Produkten von Zylinderfunktionen mit dem COB des Vielfachen 
des Winkels ,!? l) (Fig. 12) dargestellt. 

(1) 
und 
(2) zk = T cog 6; = T sin 6 

Beachten wir nun, da6 
2 = x4 cos EC - y4 sin cc 

1) W. v. Ignatowsky, Ann. d. Phys. 18. p. 495. 1905. 
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sind und gehen ron dem Winkel p zu dem Winkel 6 iiber, so 
erhalten wir (e  = Radius des Drahtes) 

i 
Hierbei ist die Permeabilitat = 1 gesetzt und es bedeuten: 

und 

(6) 
(7) l) 
Hierbei bedeutet 
(8) 
Es is t v der Brechungsexponent und x der Extinktionskoeffizient, 
beide GroJ3en auf das Material des Drahtes bezogen. 

(9) i , ~ , - c o s S ;  i , @ , = - s i n S ;  d s = g d S  
und 

T = g1 Js'(sl el J, (9 e) - 9 4 (sl o) J,' (9 $1 
u, = 9 4 (yl el Q,' (9 e) - g1 J,' (.vl d &, (9 d - 

y1 = g ( Y  - ix). 

Weiter ist 

__- 2 x  
i g  y, p sin d - i g e  cos d v1- yf12 ns (10) R,(X) = ( g x e  9 

d=O 

1) W.V. Ignstowsky, 1. c. p. 501-503. 
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AuBerdem ist fur ein bestimmtes n: 
y, i, I, il I, 0 q  - ~ _ _ ~ - -  -- r- 2 n g l / i  - j,,,9 2 ~ v 1 7  2 a  

I m 

+ 2 a c o s 8 ,  A 2 4 Q,' (Y c4  
s=O 

- Qa (9 Q) COY (I?,, + a)] cos s a COS s 6 
00 

- a ct, a; 2 4 P Q: (.Y 0) 
a = l  

c - Q, (9 0) cos (a,, + d)] sin s u sin s d . 
Den Ausdruck (12) haben wir nun in (10) einzusetzen, um V,, 
zu beetimmen. Setzen wir in (12) an' statt a,, und dam (12) 
in (ll), so erhalten wir Y,,'. Tun wir dies und gehen von der 
Integration von 6 = 0 bis 6 = 2 1  zu derjenigen von d = 0 
bis 6 = z iiber, so erhalten wir 

Vl1 = - ~__-  A e {E; (cos 3,, + cos u) + 4 i(sin cc + sin TY,J 
a cos 4,. 
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Jc 

(21) F, = ~ e - i g e c 0 ~ ~ ~ ~ c ~ ~ d c o y ( g ~ s i n  9;,sin 6)sin 6sinsSd6. 

(21) 8,' statt 8, setzen. 

haben wir 

0 
Den Ausdruck fiir V,,' erhelten wir, falls wir in (13) bis 

Fall 11. Magnetische Kraft parallel der 2- Achse. Hierbei 

r=O 
m 

a = l  

I 
I 

Hierbei bedeuten 

(24) 

1) W. v. Ignatowsky, 1. c. p. 503-505. In dieser Arbeit ist fur 
den Fall I1 - A  atatt A gesetzt worden, wslhrend bier uberall A als 
positiv gesetzt ist. Man verglciehe (2) 3 2 mit dem Ausdruck (5) 8 1 
der zitierten Arbeit. 
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und 
(25) 
(26) 

W*' = 9Js1Ye)J,'(sl e) - 91 Jd"9 JdS(9,  el, 
us' = 91 J, (91 4) Qs' (9 4) - 9 Js' (91 e) Q, (9 

Die GroBen 8, und 5 haben wir in (12) anstatt sp und 2 
einzusetzen und erhalten dann mit Hilfe von (10) resp. (11) die 
Amplituden der magnetischen Kraft. Multiplizieren wir letztere, 
infolge des am SchluS des 8 4 Gesagten, mit - mly, so er- 
halten wir die entsprechenden Amplituden der elektrischen 
Kraft. Diese letzteren bezeichnen wir mit 7, und 71,'. Die 
L8' und die Vorzeichen in (24) bis (26) sind so gewahlt, daB 
wir direkt aus (13) die erhalten, falls wir in (13) La durch 
As' ersetzen. 

Wir wollen nun die Integrale P bestimmen. 

8 9. Bereohnung der Integrale F. 
Bedeutet p eine ganze positive oder negative Zahl, so 

haben wir 1) 

(1) ~ , + ( l / L d -  cz) = 1 7 l  

wobei die Bedingung 
(2) 
erflillt sein muf3. 

Durch Addition resp. Subtraktion zu (1) eines Ausdrucks, 
der aus (1) folgt, nachdem wir - p statt p gesetzt haben, er- 
halten wir, unter Beriicksichtigung der Beziehung 

und falls wir hinterher statt p, s schreiben 

- n  

h - t e  e)' '~eccOsdcos(hsin~ - P S ) ~ S ,  
U 

reeller Teil von (h + c) > 0 

(3) J - 8 ( ~ )  = (- 1)8J8(z) 

x 

(4) j e c c o s p  cos (h sin S) cos s 6. d 8 = J~ [V/P - cz; (F 1 + ( -1)s  ---+-I , 
0 

n 

wobei 

bedeutet. 
(6) 

1) N. N i e 1 s e n , Handbueh der Zylinderfunktionen, Leipzig, 
B. G. Teubner, 1904, p.  121, Formel (3). 
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ibeosd n Ja (v-) e sin (h sin S) sin sSd8 = 
2 ( v m ;  

{(It + ib)”- (- l)”(/i - ib)”]. 
ibeosd n Ja (v-) e sin (h sin S) sin sSd8 = 

2 ( v m ;  
I {(It + ib)”- (- l)”(/i - ib)”]. 

Durch Differentiation nach b erhalten wir: 

und 

’ ibcosd 
e sin (A sin s) sin s S coa 6 dtl I d  
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Durch Differentiation nach h folgt: 

e sin (h sin.6) cos s 6 sin 8 d 6 = 1 i ibcosd  

und 
i b cos8 1 $. cos ( / t  sin 4 sins sin 

Deshalb erhalten wir: 

(16) Fl = R i (cos a - cos - - ~ 1 ( 2 g p  3,) sin 
(8 - a )  2 sin 11 

2 
n (sin a - sin 4,) 

2 sin 11 
(17) 4 = (4 - .) 

2 
(18) F3 = I- l ~ ~ i ~ J , ( g ~ ) c o s ~ 9 . , , .  

(19) P4 = (- 1)8~1js+1J~(ge ) s ins9 ,~ .  
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8 10. Fortsetsung von § 8. 

Auf Glrund von (16) bis (23) des vorigen 0 9 erhdten wir 

7, = - n g A  2 i8+1(- l)d~aQ&gl(ye)J,(ge)cos.(9;, - a) 
m 

CZ cog 392 *=" 

m 

- *zia+1(- Ic COS a,, 1).4QIl(ge)J,'(ge)cosd(g;,-~), 
S=O 

oder wegen der Beziehung 

f g a c o s r r  ro = 7,' = 
s=O 

1) W. v. Ignatowsky, 1. c. p. 498-501. 
27 Annalen der Phyeik. IV. Folge. 44. 
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a 2 r + 2  
-A; = 2 (y) ; 

Auf Grund von (64) 8 4 fur die Amplitude Eo der direkt 
durchgegangenen Welle fur den Fall I 

m 

(13) Bo = A + 2 To = A {  1 + 2aooaa2i8+l(- I 1)" A r } ,  
8-0 

und filr den Fall I1 
m 

(14) Eo'= A + 2 lo = A {  1 + ~ 2acosa  A ZP+l(- 1yA; 
r=O 

Begniigen wir uns ilhnlich wie C1. S c h a e f e r  und F. Be ic  h e l) 
mit dem ersten Glied der Summe, d.h. mit 4, reap. Z,,', so erhalten 
wir 

I i  
I 2 a c o s a  lg - -  I g y - -  c m e  2 

(15) 

und 
i(ne)' . 

(16) = A { 1 + G z z i  I 
Und die entsprechenden Intensititen sind : 

wobei 
(18) M =  (lg- - lgy) + T ;  N=lg-- -1gy 
bedeuten. Wie wir spater sehen werden, ist diese Lkung 
nur giiltig fiir Aia klein. Infolgedessen kijnnen wir schreiben 

I 2 s p  I 
? a  "4 

Man vergleiche diesen Ausdruck mit dem entsprechenden 
Bus (16) folgt fiir die von CL Schaefer und F. Reiche.7 

Intensifit J I  : 

Is 

d. h. wir haben Hertzeffekt. 

1) C1. S c h a e f e r  u. F. R e i c h e ,  1. c. p. 835. 
2) C1. S c h a e f e r  u. F. R e i c h e ,  1. c. p. 836, Formal (47). 
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1st der Draht ein reines Dielektrikum, so haben wir unter 
der Voraussetzung 
(22) 

ond 

y p  und ygl/E klein gegen 1 
5 - - 2  3 ( 6 - 1 )  (23) 0 -  (J 

(24) A,,'=(); L ' = - i 4  1 

Und deshalb far diesen Fall 

und 

und demnach 

(27) 

denn es ist 

( I  a cos 
+ (7C 9)" (8 - -p 

q =  ( I  a cos a)' (a + I ) ~  > 1, - 
. + 4(n (& - 119 

d. h. wir haben Du Boiseffekt ahnlioh wie bei C1. Schaefer 
und F. Reiche'), nur die Werte sind andere. 

1st der Draht ein Halbleiter, so haben wir, wenn wieder 
(29) g~ und C J ~ Q  klein gegen 1 
vorausgesetzt wird 
(30) ~,=$B(gp-917=-2 i y 2 - 1 - 2 y x i - z z j  

2 ( ) z  
und 

Speziell fur ultrarote Strahlung konnen wir setzen 
(32) y* = yv(1  - i) (v = x ) ,  

(33) v = p T q X c  
ist und den Extinktionskoeffizienten bedeutet. 

(34) = 2@)2(1 + 2 i u 2 ) ,  

wo 

Dann ist 

1) C1.Schaefer u. F. Reiche ,  1.c. p. 840. 
27. 
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und 

(1 - 2 i V*) 
* (1 - 4 Y4) 

oder angenahrt 

(35%) 
Da gewijhnlich va sehr groS ist. Z. B. fiir Kupfer ist 

Dann folgt fur I = 1 p ,  v2 = 1920. 
Aus (34) und (35a) folgt 

0 = 64 - 

und 

(37) 
und hieraus folgt q < 1 , d. h. wir haben hier Hertzeffekt. 

8 11. Drahtgitter. Exakte LGsung. 
Wir gehen jetzt zur exakten Losung der Beugung an 

einem Drahtgitter uber, wobei wir .senkrechte Inzidenz, d. h. 
a = 0 annehmen. Auch hier beschranken wir uns auf die 
Erscheinungen hinter dem Gitter und auf reelle Spektren. Die 
imaginaren Spektren und die Erscheinungen vor dem Gitter 
lassen sich leicht aus dem Folgenden berechnen. 

Fall I. Elektrische Kraft parallel der 2-Achse. 
Wie wir sofort zeigen werden, lassen sich q~ und 2 dar- 

stellen durch folgende Rei hen : 

I 
Pall 11. Magnetische Kraft parallel der 2- Achse. 
Hierbei wird sein : 
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und 
m 

m 

d. h. der Form nach dieselben Gleichungen wie (3) bis (8) 8 10. 
Die G, sind herausgefallen. Wie wir aber sehen werden, 
hiingen die G, von den 0, ab, wir brauchen deshalb nur die 
D8 zu bestimmen. 

Die Amplitude X0 der elektrischen Kraft der direkt durch- 
gegangenen Welle ist im Falle I wegen (64) 6 4 

W 

(12) Eo = d + 2 Po = A ( l  + & Z I ~ + ~ ( -  1)BB8] 
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und fur Fall I1 

Q 12. Bestimmung der Koeffisienten 0, und Di.  
Fall I. Elektrische Kraft parallel der Z- Achse. 
In diesem Fall erhalten wir fur sp und 2 innerhalb des 

Drahtes an der OberflLche desselben die Ausdrlicke 
m 

s=O 

Fall 11. Magnetische Kraft parallel der Z- Achse. 
Hierbei haben wir 

00 

g =  222 0 E,' Js (9, e) COB 5 8 
s = o  

(312' 

und 
m 

(4) 
s=o 

Hieraus und aus den Ausdriicken (1) bis (4) 5 11 erhalten 
wir wegen der Grenzbedingung und unter Beriicksichtigung, 
daS 

00 

J , ( g d  + 2C1"J8(9e)  co5 5 8 ,  
eigecosd = 

s=1 
(5) 
und 

m 

(6) eig@co8dcosB = - i (J , ' (gg)  + 2 ~ ~ * J , ( g e ) c o ~ s 8 ]  
s = l  

sind, nach Elimination von E8 resp. &': 
G, = {z Do - 11 ,  

G, = 2 is {- D, - l}  
(7) 

(8) L' 
und 

Gi- (-$ - 11, 

Gs' = 2c8 n.' - 11, 



wobei die Gr68en A8 und L6’ dieselben wie in den $9 8 und 
10 sind. Sind die C, reap. G,’ gleich Null, beeinflussen sich 
also die Driihte nicht, so gehen die D8 in L6 iiber und wir 
haben den Fall des $ 8. 

Die Nummer des Drahtes bezeichnen wir durch p .  p kann 
die Werte von - 00 bis + 00 inkl. der Nullannehmen(Fig. 13). 
Unter rp verstehen wir die Entfernung von der Achse 

Y 

Fig. 13. 

des pkn Drahtes bis zu einem Punkt P. Alle anderen 
GroSen sind aus der Figur ersichtlich. 

- Wir setzen 
r=m 

T, = T &  &z(g Tp) cos t 8, 
r= 

(11) 
und 

p= +a0 

p= -ca 
ty= CT,. 

Es ist dann, abgesehen von dem Faktor e i a l ,  im Falle I ZV 
die von dem Drahtgitter reflektierte elektrische Kraft, und im 
Falle 11 die von dem Drahtgitter reflektierte magnetische 
Kraft. Infolgedessen ist das Folgende fur beide Falle gultig. 
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Wir zerlegen nun T, in eine Reihe nach Vielfachen des 
Winkels So urn die Achse des O h  Drahtes, rings seiner 
Oberflilche. 

Wir setzen z. B. p = 1. Dann haben wir:l) 

H6 cos fi- + K6 sin 4 (g p) cos s 6 2 I s'il 

s=l 

wo wir statt So, 6 geschrieben haben. Es bedeuten ferner 
- 

(14) Ho = 2 .Er cos 7- Qr (9 a ) ,  

1) W. v. I g n a t o w s k y ,  Archiv d. Mathematik und Phys. 18. 
p. 323. 1911. Diese Formel hat noch einmal, wie in der Einleitung be- 
merkt, Hr. ZBviHka abgeleitet. Am SchluS meiner Arbeit hsbe ich 
auediiicklich auf die Anwendung derselben f ir  die Gittertheorie auf- 
merksam gemacht. 
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Ganz analog erhalten wir fiir den - lkn Draht: 

und 
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B und hinterher aus (6) bis (11) die 7 und 

Summen lassen sich tatsticblich bestimmen I), und zwar ist 

Aus den Gleichungen (25) bis (27) bestimmen sich die 

Hierzn mussen aber die Summen (21) bekannt sein. Diese 
. 

Hierbei bedeuten 
I 

(30) P';, 

(31) m l  n p = - s i n @ , ;  c o s 1 9 ~ ' = f l - n ~ p a .  
y hat dieselbe Bedeutung wie in 8 1, r+ ist derjenige 

gr6Bte Wert von n, far welchen noch n,p < 1 ist (demnach 
ist (nl + l ) p  > 1) und Bz, sind die Bernoullischen Zahlen: 

(32) B2 = $; B4 = %; 1 B - -. 1 B, =- 1 - 42' 
6 

30; Bl" = ggusw.; 

in (28) muB s z  1 sein. 1st 
(33) p > l ,  d.h. L > a ,  
so erhdten wir statt (28) und (29) 

1) 'W. v. Ignatowsky,  Archiv der Mathematik und Physik. 
23. 1914. 
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(35). 

42 7 

I 
p=8 2 2 p p 2 ” ( s  + p - l)! 

BZp 

{ p  12 - f p w -  1]29 . 

-~ i p  1 8 = - + - - -  
a e  4 4s 4 2 2 ( L ! ( s - p ) !  

p = l  

00 

1 --&-; (- 2 1fP 

L n=l 

und speziell f i r  groSe s, da dann bekanntlich Baa groS wird, 

(39 4 

1) C1. Schaefer u. F. Reiche 1. c. p. 819. 
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Und wir erhalten statt (28) und (29) 

1 i p  COB 2 s 3,' p sin 2 s at' 
und 

( s,, 3 ' lp  + - + - 
4 4 s  2 cos 8,' 2 COB 4,' I 

Q 13. Umformung der Resultate awecke Ausreohnung. 
Absolute Leiter. Behr groSe Wellenliinge. 

Wir werden im folgenden nur die direkt durchgegangene 
Welle zu berechnen versuchen, weshalb fur uns die Formeln (12) 
und (13) 6 11 in Betracht kommen. Nun sind, wie aus (25) bis 
(27) 0 12 ersichtlich, die 0, mit dem gersden Index voll- 
kommen unabhilngig von denjenigen mit ungeradem Index. 

Deshalb setzen wir als erste Annuherung statt (12) und 
(13) 6 11: 

(1) 3 0  = A (1 + + @ D o  + B1)] 
(2) E,'= d ( l +  $ ( i D ; + B ; ) ) ,  
und 

und berechnen Do, D, resp. Bo', Bl' aus (25) und (27), indem 
wir nur die ersten Glieder rechterseits berncksichtigen, d. h. 
aus den Formeln 

0. - 1 = 2D0S0 
(3) Lo 
und 

(4! 

Hieraus folgt 

1 - 2L0& ' (5) Do = 

i {2 - 1) = B, {So + S,) .  

i L, 
i - 4 (So + Q 

=Q . 3, = 
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und fur absolute Leiter, wegen (9) 8 10; 

Die entsprechenden Ausdrucke fur i Do' + Dl' erhalten 
wir aus (6), wenn wir dort statt 5 L' setzen, resp. aus (7), 
falls wir dort die Derivierten der Zylinderfunktionen setzen. 
Dies wollen wir im folgenden beachten und deshalb nur die D 
berechnen. 

Als zweite Annaherung setzen wir : 

(8) 3, = A (1 + $[ ; (Do  - 0 2 )  + Dl - qJ] 
und berechnen die B aus den Gleichungen (25) bis (27) 8 12, 
indem wir nur die ersten zwei Glieder rechterseits beibehalten, 
d. h. aus den Gleichungen: 

1 = 2D0S, - 2D,S2 
(9) (" - 

-- Dz I = 2 Do S, - D, {So + S,] 
L, 

und 

Aus (9) ergibt sich 
L , ( l  +'L*(S0 - 2 8 ,  + - s4,t 

(11) 7 

L, I1 + 2LO (8.2 - S0)l (12) B, = 

Lo - Lp + Lo L,(3S0 - 4 4  + s4, - 
(1 3) D o -  D, M 9 

Y Do = - 

M 
und 

wo 
(14) 
bedeutet. 

M =  il + L,(S0 f S4)]fl - 2Aoso)+ 

Fiir absolute Leiter ist: 

wobei zur Vereinfachung z. B. statt J ,  (9 Q), Jo geschrieben ist. 
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Aus (10) folgt: 
- L, + iL, L,(S, - So) 

4 
- L, + iL, L, (So - s, - s, + S,) 

Ml 

D3 = 

D, = 

(16) t 

(17) 
und 

L, - L, + iL, L8{2S0 - s, - as, + S,] 
Ml 

(18) D , - D g  = 7 

wo 

Machen wir noch die Vernaohlassigung, da8 wir in den Summen 
aus S, nur das 8, mit dem groBten s beibehalten, z. B. statt 
So + S2 einfrach S, setzen, so erhalten wir statt (13) wegen (11) 
8 12, und da in12 = lgi ist, 

- 1 + (?)*[ 21gT g e i y -  15 
(22) B o - D a  = 

Aus (22) und (23) ersehen wir, da6 

sein wird. 
(24) D o - B 2 = D , - B 3 = 0  fiir p = O  

Far Q + 0 BZinnen wir schreiben 
2 D , - D  =--  (25) 2 Zp' 



Zui. Theorie der Gitter. 431 

da sich dann 1 + 
hebt. Wir erhalten demnach 

i m  Zahler und Nenner gerade weg- 

wofiir wir, falls p < al l t  ist, auch schreiben konnen 

was praktisch bei sehr langen Wellen mit vollkommener Pola- 
risation gleichbedeutend ist. 

Fur E,,' erhalten wir einen Ausdruck, der 'anniihernd 
gleich A ist nnd der die Durchliissigkeit der Wellen im 
Falle I1 beweist. I m  allgemeinen sind die hier erhaltenen 
Ausdriicke anwendbar nur fur Q klein in bezug auf a, was 
schon aus (24) ersichtlich ist. 

8 14. Arb& von'Du B o i e  und H. Ruben&') 

Es ist nun von Interesse, die gewonnenen Resultate auf 
den Fall anzuwenden, wo p nicht groB ist. Hierzu bietet sich 
die Gelegenheit auf Grund der Untersuchungen von Du Bois 
und R. Rubens. Dort schwankt p gerade um 1 herum. 

Qon den dort benutzten Wellenlangen wollen wir  die- 
jenigen von il= 24p bis il = l o o p  beriicksichtigen. Es ist 
(33) 0 10 fur ultrarote Strahlung 

Die Oitter waren aus verschiedenem Material. Fiir das 
am schlechtesten leitende Pt setzen wir c = 6.10-9 D a m  
haben wir bei der groBten Wellenlange il = 100 p und kleinsten 
a = 5 0 p  fur den Kleinsten Wert von ~ Y Q  CR. 100. Dieser 
Wert ist aber immer noch groB genug, daB wir fur J ,  (gle) 
seinen Naherungswert setzen kijnnen, und zwar 

1) H. Du Bois u. H. Rubens,  Ann. d. Phys. 35. p. 243. 
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Da nun y1 g = g y e (1 - i) ist, so wird egre = eloo sehr gro6 sein 
und wir kbnnen einfach statt (2) schreiben 

(3) 

und statt J,'@, e) 

(4) 

Setzen wir diese Werte in (6) und (7) 8 8 ein, so erhalten wir 

(5) 

Nun ist 

.o; = v ( l  - i),. 
(6) 9 

Fiir die kleinste Wellenlange, A = 2 4 p  und Pt, ist der 
KEeinste Wert von v ca. 65. Wir konnsn deshalb als erste 
Annaherung statt (5) schreiben 

(7) 

Aus den Gleichungen (25) bis (27) folgt, dab die D Funk- 
tionen von den 8 und L sein werden. Sind die L unabhkngig 
vom Material, so sind es auch die D. Wegen (7) kijnnen wir 
nun schlieben, da6 die Versuche von Du Bois und H. Rubens 
in erster Anniiherung unabhanyig vom Materia2 sind, Tatsiich- 
lich ersehen wir  aus den Daten fir die Gitter Pt, und CuI, 
daS die entsprechenden beobachteten Werte annghernd parallel 
laufen. 

Wir wollen deshalb im folgenden die Wirkung des Mate- 
rials vernachlassigen und ftir A und 1;' die Werte (9) und (10) 
§ 10 benutzen. Far die niichstfolgende zahlenmaige Berechnung 
benbtigen wir die Werte der S, die wir fur einige Werte Ton 
p berechnet und in der Tab. I zusammengestellt haben. 
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- 24 0,48 
50 

_ -  52 - 1,04 
50 

100 - - - 0,95238 105 
100 - - - 2  
50 

T a b e l l e  I. 

0,3253 -0,3954 + i 0,4653 - i 0,3922 
- 1,2956 +1,1164 - a 0,5254 + i 0,2600 
0,8048 - 0,7024 + i 1,0142 - i 1,0332 
0,3151 - 0,0360 - i 0,2854 + i 0,5000 

0,6053 + 0,3699 
-0,5693 + i 0,2600 

+ i 0,7407 

+ 0,5000 

1,4252 

-0,9781 

-0,9123 - d 0,0382 
-0,1817 

+ i 0,MOO 

+ i 0,6681 

I- i 0,5000 

- 1,7023 

- 4,0657 

Hierbei wurden folgende Anzahl der Glieder in der letzten 
Summe in (28) resp. (29) 0 12 benut.zt: 

n = 3 b i e . n = 9  

n =  1 b i s n =  8 

n==2bia .n=9 

n = 1 bis n = 4 

Tabe l l e  11. 

n = 3 b i s n = 4  

n =  1 bisra= 3 

n = 2 b k n = 3  

n = 1 bis n = 2 

P 

24 
50 
52 
50 

100 
105 
100 
50 

- 
- 

- 

- 

so 

n = 3 bis n = 15 

n = 1 bisn  = 10 

n = 4 bistz= 11 

n = 1 bis n = 6 

8, 

n - 3  

n = 2  

n = 2  

n = l  

Die Werte von J, (z), J1 (z), Q, (3) entnahm ich aus den 
Tabellen. l) . Die Werte der Zylinderfunktionen mit hoherem 
Index ah 1 resp. die Derivierten bestimmen sich aus den ent- 
sprechenden Rekursionsformeln. 

1) Die Werte YOU J,,(z) und .I1(%) wurden entuommen aus ,,Funk- 
ionentafeln" von E. J s h n k e  und F. Grude.  Leipzig, B. G. T e u b n e r .  
1909. Weiter wurde benutzt die Tafel von J. R. A i r e y ,  Arcbiv der 
Mathematik und Physik 22. p. 30. 1913. Dort sind die Werte von 
n / 2  Yo (a) und m i 2  Yi (x) mit dem negativen Vorzeichen angegeben. Aus 
(12) 1 berechnet sich d a m  Q, (z) und Q, (z). 

Annulen der Phyaik. IV. Folpe. 44 28 
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Wir wollen jetzt aus der Arbeit von Du Bois  nnd 
H. R u b e n s  diejenigen Resultate in eine Tabelle I11 zusam- 
menfaasen, welche wir diskutieren wollen. 

I 1 J I I  

0,270 
0,285 

100 p 0,038 

24 P 
52 P 

Tabe l l e  111. 

‘ I  Jil I JI JI 
0,373 I 

0,750 0,290 0,362 
0,731 0,263 0,587 

Nun wollen wir zur zablenmil6igen Berechnung ubergehen. 
Es wurde gerechnet nach den Formeln (1) und (7) 8 13 (erste 
Annailermy) und nach den Formelu (8), (15) und (20) 0 13 
(zloeite Annuherung). Die Rechnung ist ziemlich miihsam und 
wir wollen nur das Endresultat angeben. 

T a b e l l e  I V .  
C u , I = 2 4 p ,  a = 5 0 p 1 p = 0 , 4 R .  

____ - _ _ _ _ _ _ _ ~ -  I Jll 1 JL 
__.__ ___ 

Erste Ann&herung . . 0,639 0,557 
Zweite Anniiherung . . 1 0,296 1 0,496 

Die letzten Werte stimmen ziemlich gut mit den ent- 
sprechenden Werten der Tabelle 111 iiberein. 

Aus den Ausdrticken fur die 8 ersehen wir, da6 diese 
Funktionen unstetig sind und zwar fur p = 1, 4, 8 usw. Bei 
diesen Werten von p miissen wir gewisse extreme Beobach- 
tungswerte erwarten. Andererseits ist klar, da6 falls p, A und u 
sich im gleichen Verhaltnis andern, die Werte fur JII und JI 
ungeilndert bleiben. 

Nun haben wir fiir Cu, (A = 24 p) und Cu, ( A  = 52 p) p ca, Q, 
aber in beiden Fallen ist p Rleiner 8. Die entprechen- 

, 
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den Werte, wie aue Tabelle 111 ersichtlich, stimmen gut 
iiberein. 

Nehmen wir nun Cu, (1 = 52 p) und Cu, (A = 100 p), so 
ist in beiden Fallenp ca. I, aber fur Cu, ist p yrGj3er unti fur 
Cu, kleiner als 1. Dieser ubergang uber die extreme Stelle 
p = 1 bedingt eine starke Anderung von S, wie dies aus Tab. I 
zu ersehen ist. Deshalb kann man auch keine Ubereinstim- 
mung der entsprechenden Werte von J I I  und JI erwarten. 
Bus Tab. 111 ersehen wir, daB hauptsachlich die Werte von 
JI stark differieren. 

Die Rechnung ergibt nun folgendes. 

Tabe l l e  V. 

CU, I = 52 p, n = 50 p, p = 1.04. 

1 J i i  I JL 

Erste Anniiherung . . . j 0,935 0,922 
Zweite Andherung . . i 0,673 ~ 0,906 I 

Tabe l l e  VI. 

cu, = 100 p, a = 105 p, p = 0,95235. 

- 
1 Jii I J L  ~ _ _  

Erste Annaherung . . . I 0,158 
Zweite Anniiherung . . 0,249 0,452 

Eine zahlenmaBige Ubereinstimmung mit den experimen- 
tellen Daten kann man hier nicht erwarten, da bei dieser 
extremen Stelle die angewandte Annaherung wahrscheinlich un- 
zureichend ist, was man hauptsiichlich bei Cu, bemerkt. Aber 
man ersieht, daB die beiden JI in demselben Sinne differieren 
wie die beobachteten in Tab. 111. AuBerdem, um bei einer 
solchen extremen Stelle eine gute Ubereinstimmung mit den 
berechneten Werten zu erzielen, mu8 die Strahlung genau 
monochromatisch sein, wahrend bei Du Bois  und H. Rubens  
nur eine gewisse mittlere Wellenlange vorherrschte. 

25" 
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T a b e l l e  VII. 
Cu, I = 100 p, a = 50 p, p = 2. 

1 Jll  I JL _ _  
Eraate Annlherung . . . 0,005 0,654 i I- 

Auch hier wird wahrscheinlich die Nichtubereinstimmung 
teilweise von der Unreiiiheit der Strahlung herriihren und zwar 
mu5 man annehmen, daU noch Strahlung yon kurzer Wellen- 
laiige beigemischt war, denn wie ein Vergleich der Tab. VII 
mit V zeigt, erhoht sich die Uurchlassigkeit beim obergange 
VOIl p = 2 zu p = 1. 

(Eingegangen 19. Februar 1914.) 




