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4. Interferenz von Riéntgenstrahlen und Wdarme-
bewegung;

von P, Debye,

In einigen Notizen habe ich versucht, Belege dafiir bei-
zubringen?), daB die Wirmebewegung der Kristallatome einen
wesentlichen Einfluf hat auf die von Friedrich-Knip-
ping-Laue entdeckten und von Laue? schon theoretisch be-
handelten Interferenzen von Rontgenstrahlen, Ebenso wie das
bei der urspriinglichen Einsteinschen Theorie der spezifischen
Wirme der Fall war, wurden bei dieser Berechnung alle Atome
als voneinander unabhingig betrachtet und jedes derselben als
einfach schwingendes Gebilde in die Rechnung eingefiihrt,
AuBerdem aber wurde noch die weitere Beschrinkung gemacht,
daB die Beobachtungstemperatur so hoeh sei, daB von einer
Abweichung von der Aquipartition der Energie noch keine
Anzeichen zu bemerken sind. Die Summation der Wirkung
des jetzt nicht mehr wie bei Laue starren Atomgeriistes aunf
den einfallenden Strahl ergab dann das Fehlen einer Wirkung
auf die Schirfe der Interferenzmaxima und die Existenz eines
Intensititseffektes. Es wurde so ein Grund dafiir gefunden,
daB merkbare Interferenzintensitit meistens nur in Rich-
tungen auftritt, die kleine Winkel mit dem einfallenden Strahl
bilden und damit zugleich, daB die sogenannte Reflexion von
Rontgenstrahlen unter gewohnlichen Umstinden nur bei nicht
zu steilem Einfall beobachtet wird. Ferner lehrt die Rech-
nung, wie infolge der Wirmebewegung die Interferenzinten-
sitit immer begleitet sein muB vou einer zerstreuten Strahlung,
welche maximal dort auftritt, wo die Interferenzintensitit am

1) P.Debye, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 15. p.678, 738 u. 857. 19183.
2) M. v. Laue, Sitzungsber. d. Kgl. Bayer. Akad. d. Wiss., p. 303,
1912. Man vergleiche auBerdem die Zusammenstellung im ,,Rapport du
deuxi¢me Conseil de physique Solvay*.
Annalen der Physik. 1V, Folge, 43. 4
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schwiichsten ist. AuBlerdem zeigten die Formeln, wie die kleine,
im wesentlichen von der geringen Kompressibilitit herrithrende
Amplitude der Wirmebewegung von Diamantatomen Ursache
wird von der Sonderstellung, welche dieser Korper auch hier
wieder einnimmt.

Wegen der oben angezeigten Beschrinkungen konnte die
Theorie nur als ein erster Schritt auf dem Wege nach einer
vollstindigen theoretischen Beschreibung gelten. Beobachtet
ist bis jetzt nur das abnormale Verhalten des Diamanten,
aber selbst die Frage, ob die Interferenzerscheinungen durch
Temperaturinderungen in ibrem Aussehen beeinflubt werden,
ist bisher experimentell noch nicht in Angriff genommen.
Unter diesen Umstinden mag es voreilig scheinen, die Theorie
iiber das schon durch die Niherungsrechnungen KErreichte
ausbauen zu wollen. Dennoch haben wir das im folgenden
ausgefiihrt, von dem Gedanken ausgehend, daB es fiir die
experimentelle Priifung bequemer sein muB, iiber die Richtig-
keit unserer Vorstellungen zu entscheiden, wenn man sich
einer bis zu gewissem Gradel) abgeschlossenen Theorie gegen-
iiber befindet.

Die Erweiterung der Theorie haben wir ausgefiithrt in
den beiden obengenannten Richtungen.

Erstens haben wir die Annahme der gegenseitigen Un-
abhingigkeit der Atome fallen gelassen. Die Bewegung der-
selben ist in dieser Notiz zusammengesetzt aus iibereinander
gelagerten elastischen Wellen, deren Schwingungszahlen das
elastische Spektrum des Kiorpers durchlaufen, ein Verfahren, das
sich ja bei der Theorie der spezifischen Wirme bewidhrt hat.

Zweitens haben wir uns dadurch die Gelegenheit ge-
schaffen, die Quantenhypothese in unzweideutiger Weise auch
in diesem Falle zur Anwendung zu bringen. Fiir oder gegen
die Nullpunktsenergie haben wir uns nicht entschieden. Der
einzig berechtigte Standpunkt ist vorliufigz wohl der, beide
Hypothesen vollstindig auf ihre Folgen zu priifen, wenn auch
verschiedene neuere Arbeiten von A. Einstein und O. Stern,
H. Kamerling-Onnes, W. H. Keesom, E. Oosterhuis
schwerwiegende Griinde fiir die Annahme einer Nullpunkts-

1) Man vgl. die Anmerkung auf p. 63.
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energie bringen. Das war in unserem Falle um so angebrach-
ter, da es sich zeigt, daB man durch Beobachtung der Inter-
ferenzen von Rontgenstrahlen eine wahrscheinlich nicht schwer
zu handhabende Methode erhilt, die Frage zu entscheiden.
Tatsichlich ist es von vornberein klar, daB, wenn iiberhaupt
die vorgeschlagene Theorie in ihren Grundlagen richtig ist,
das mittlere Quadrat der Amplitude der Atombewegungen und
nicht der Differentialquotient dieser GroBe nach der Tempe-
ratur (wie bei der spezifischen Wirme) maBgebend sein muB.
Gerade mit Riicksicht auf diese experimentell beizubringende
Entscheidung haben wir die Theorie bis zu einer numerisch
brauchbaren Formel durchgefiihrt und eine numerische und
graphische Erliuterung daran angekniipft. Freilich konnte
letzteres wieder nur erreicht werden, indem wir die allgemeine
Formel durch niherungsweise Auswertung des -elastischen
Spektrums auf eine handlichere Gestalt brachten, aber diese
Naherungsmethode hat sich schon einmal bei der Berechnung
der spezifischen Wirme bewihrt und dirfte voraussichtlich
auch hier nicht zu wesentlich fehlerhaften Resultaten fiihren,
wenigstens, soweit man sich beschrinkt auf einatomige Korper
oder solche, welche wie Sylvin z. B. als einatomig behandelt
werden diirfen,

Eine Zusammenfassung am SchluB stellt die verschiedenen
Gesetze zusammen, zu welchen die hier vorgeschlagene Auf-
fassung fithrt.

§ 1. Mathematische Formulierung der Hauptfrage.

Die primire Welle sei eben und monochromatisch mit
der Schwingungszahl w in 2xsec. Wir beziehen dieselbe auf
ein rechtwinkeliges z,y,z-Koordinatensystem, indem sie sich
fortpflanzt in einer Richtung, welche mit den Koordinaten-
achsen die Richtungscos. «,, 3,7, bildet. Setzen wir ab-

kiirzend
_ 2_1:_ 2me

.

P e

wenn 1 die Wellenlinge und ¢ die Lichtgeschwindigkeit bedeu-
tet, dann wird die Amplitude dieser Welle bis auf den Zeit-
faktor proportional:

e—in(ooe + Aoy -+ puz) |
4*
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Versteht man unter z,y,z die Koordinaten eines Atoms, dann
miBt diese Funktion zugleich die Phase der von diesem Atom
ausgehenden sekundiren Strahlung.

Wir setzen nun fiir ein beliebiges Atom

r=x,4+u, Yy=y,+v, z=2,+%Fw;
dabei bedeuten z,,y,,2, die Koordinaten dieses Atoms fiir den
Fall, daB keine Wirmebewegung vorhanden ist; wenn keine
Nullpunktsenergie existiert, also die Koordinaten im absoluten
Nullpunkt. Die GroBen u,v,w dagegen sind die Komponenten
der Verschiebung, welche in unregelmiBiger Weise im Laufe
der Zeit wechselt.
 Beobachten wir den Korper in groBem Abstande und
nennen die Entfernung des angenommenen Aufpunktes von dem
beliebig herausgegriffenen Atom £, wihrend der Abstand bis
zum Nullpunkt des Koordinatensystems r gesetzt wird, dann
konnen wir mit geniigender Genauigkeit setzen:
B=r—[al,+u)+ By + o)+ 7 + v,
wenn «, 3,7 die Richtungscos. der Richtung Nullpunkt— Auf-
punkt bedeuten, vorausgesetzt, daB der strahlende Kristall sich
in unmittelbarer Nihe des Nullpunktes unseres Koordinaten-
systems befindet.
In einem beliebigen Moment findet man mit Riicksicht
auf die eben angegebenen Formeln fir die Amplitude der

vom ganzen Kristall ausgesandten sekundiren Strahlung den
Wert:

1y 42 E' i@ — 20) (20 + 1) + (B = o) (3o +0) + (r — 70) (o + )] |
r

Die Summation ist zu erstrecken iiber alle Atome des Korpers,
der Faktor 4 kann eine Funktion von e, 8,7, ¢, 8,7, sein
und wird z. B. dann eine bekannte, leicht angebbare Form
annehmen, wenn die Quelle der sekundiren Strahlung sich
z. B, einem schwingenden Elektron #hnlich verhilt. Uber diese
Abh#ngigkeit soll im folgenden nicht die Rede sein, wir werden
alle folgenden Resultate der Einfachheit halber so aussprechen,
als ob A4 konstant wire. In einer Hinsicht ist die obige Formel
fir die Amplitude schon spezialisiert. Besteht namlich das
Kristallmolekiil aus verschiedenen Atomen, dann werden die
verschiedenen chemischen Individuen auch im allgemeinen bei
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gleicher Anregung verschieden stark strahlen. Um ganz all-
gemein zu sein, miiBte man also 4 unter das Summenzeichen
bringen und bei der Summation die Verschiedenheit der Ko-
effizienten 4 beriicksichtigen. Wir sehen von vornherein von
dieser Komplikation ab und behandeln den Kristall so, als
ob alle Atome gleich wiren.

Die durch die Warmebewegung verursachten Schwankungen
von u,v,w verlaufen sehr langsam im Vergleich mit den jeder
Welle eigentiimlichen Schwankungen der elektrischen Ampli-
tude. Wahrend einer kleinen Zeit, welche wir in bezug
auf die Zeitdauer einer Schwingung des Rontgenstrahls als
sehr groB, in bezug auf die fiir eine merkliche Schwankung
der Anordnung der Atome ndtige Zeit aber als Moment auf-
fassen konnen, finden wir demnach die Intensitit J der sekun-
diren Strahlung, indem wir bei unverindertem u, v, w die
Gleichung (1) mit ‘dem konjugiert komplexen Werte multi-
plizieren. So erhilt man:

) {J= -‘g E E einl(a=a)lms— ) + (B — Bo) (Yo — %') + (v — ¥0) (%0 — %))
einlla— o) (@ —w)+ (B~ B)w=v) +{y =y w—w)],

dieselben GroBen, welche fiir die Ausfithrung der ersten Sum-
mation mit z,...w angedeutet sind, haben wir fir die Aus-
fithrung der zweiten Summation mit einem Strich versehen.

Die beobachtbare mittlere Intensitit hat Bezug auf eine
Zeitdauer, welche wieder groB ist, verglichen mit der Zeit
der Schwankungen der Atomanordnung. Um dieselbe zu
finden, miissen wir also in (2) ein zweites Mal mitteln, und
zwar in bezug auf die Verschiebungen u,v,w, welche lediglich
im letzten Faktor der Formel (2) auftreten. Ist die Wahr-
scheinlichkeit einer beliebigen Anordnung bekannt, dann kann
der Mittelwert dieses Faktors berechnet werden. KEs sei dieser
Mittelwert durch

M

dargestellt, dann folgt also fiir J der endgiiltige Ausdruck
8) J, = é;22eMgi"[(a"%)(10"xo')+(ﬁ—ﬂo)(!lo—yo')+(?—Yo)(zo— .
m r

In den folgenden Paragraphen beschéftigen wir uns zunichst
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mit der Berechnung der oben genannten Wahrscheinlichkeit
und dem daraus folgenden Ausdruck fir ¥, Wie Gleichung
(8) zeigt, bildet die Bestimmung dieses Mittelwertes die Haupt-
frage, welche zu beantworten ist,

§ 2. Einfiihrung von Normalkoordinaten.

Ebenso wie bei der Berechnung der spezifischen Warme
ist auch hier die Einfithrung von Normalkoordinaten bei der
Darstellung der Atombewegung von groBem Nutzen. Wir
konnten zu diesem Zweck ausgehen von den gewdhnlichen
elastischen Differentialgleichungen fiir ein Stadium mit stetiger
Raumerfiilllung und wiirden so eine angeniherte Theorie ent-
wickeln konnen, ebenso wie das fiir die Berechnung der
mittleren Wirmeenergie geschehen ist.!) Statt dessen wollen
wir hier aber von vornherein die atomistische Struktur des
Korpers zur Geltung bringen und uns deshalb bei der De-
finition der neuen Koordinaten anschlieflen an die Ausfithrungen
von Born und v. Karman.? Allerdings wird bei dem heutigen
Stande unserer Kenntnisse iiber die Atomkrifte dadurch,
wenigstens vorliufig, praktisch nicht viel gewonnen, denn be-
kanntlich erfordert die genaue Berechnung der Atombewegung
mit Beriicksichtigung der kiirzesten mitwirkenden elastischen
Wellen die Kenntnis einer viel gréBeren Zahl von ,elastischen
" Konstanten* als uns die gewohnlichen, auf den elastischen
Differentialgleichungen sich stiitzenden Messungen liefern kinnen.
Ja sogar bei Beschrinkung auf tiefe Temperaturen, wo man
nur die langen elastischen Wellen zu beriicksichtigen braucht,
fithrt die genaue Berechnung von dem in diesem Falle allein
bendtigten Anfang des elastischen Spektrums zu Rechnungen,
welche immerhin so kompliziert sind, daB sie bis jetzt noch
nicht fiir den einfachsten Fall des reguliren Kristalls durch-
gefiihrt wurden. Wir werden versuchen die Vorteile der beiden
Methoden so gut als moglich auszunutzen, indem wir einerseits
bei der Einfilhrung der Normalkoordinaten Born und v. Kar-
méan folgen, so daB fiir den gesuchten Mittelwert eine Formel
entwickelt werden kann, welche in mathematischer Hinsicht
vollstindig bestimmt ist und dennoch eine allgemeine Giiltig-

1) P. Debye, Ann. d. Phys. 39. p. 789. 1912.
2) M. Born u. Th. v. Kdrm4n, Physik. Zeitschr. 14. p. 65. 1913,
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keit beanspruchen darf. Andererseits werden wir dann aber
nachtriglich verschiedene Vereinfachungen einfithren, welche
unumginglich sind, will man ein bestimmtes, praktisch brauch-
bares Resultat erreichen und welche im wesentlichen wieder
die Riickkehr zu einer auf die elastischen Differentialgleichungen
gestiitzten Methode bedeuten.

Dieser Anordnung entsprechend stellen wir in diesem Para-
graphen einige Formeln zusammen, welche bei der Einfithrung
der Normalkoordinaten zu benutzen sind. Dieselben sind nur
zur bequemeren Orientierung hier angefiihrt und enthalten nichts
Neues gegeniiber den Ausfithrungen von Born und v. Karmén,

Betrachtet man statt dem endlichen Kristall einen un-
endlich ausgedehnten, dann kann jede stehende Welle als
Eigenschwingung angesehen werden. Der Elementarbereich
des Kristalles sei ein rechtwinkeliges Parallelopiped mit den
Kantenlingen a, 5, ¢; die Ruhelage eines beliebigen Atoms
sei mittels dreier ganzen Zahlen /, m, n definiert durch die
Koordinaten Za, mbd, ne. Definiert man die stehende Welle
durch ihre Phasenebenen

4) D=lp+ my-+ ny = const

unter Einfiihrung dreier Phasenkonstanten ¢, , y, dann
konnen die Verschiebungen dargestellt werden in der Form:

l u=9 cos Qeivt,
v =B cos Qeiwt
' w =08 cos Reiwt

)
oder
l u =9 sin Qeiwt,

(59 v =9 sin Qeiv’,
1 w =@ sin Qeivt,

wenn dafiir gesorgt ist, daB die Verhiltnisse der Konstanten
A, B, € und die Schwingungszahl ® in 2mxsec den symme-
trischen Gleichungen:

AN+ FB + EQC = po®¥,
(6) FU 4+ BB + DC = pow?B,
EN 4+ DB+ CC = pw?@

geniigen.
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Hierbei bedeutet u die Masse des Kristallatoms, wihrend
A4, B, C, D, E, F im allgemeinen periodische Funktionen von
@, v, x sind. Die Koeffizienten dieser Entwickelungen sind
praktisch allerdings nicht alle bekannt, man wiirde dieselben
erst dann angeben kdnnen, wenn man iiber die Kriifte, welche
die Atome aufeinander ausiiben, véllig orientiert wire. Fiir
kleine Werte der Phasenkonstanten ¢, v, », d. h. also fiir
Wellen, deren Wellenlinge groB ist gegeniiber dem Atom-
abstand, kann man die Koeffizienten 4 .. . C dagegen in
den gewohnlichen elastischen Konstanten ausdriicken. Benutzt
man die Bezeichnung von Voigt, dann findet man durch Ver-
gleichung mit den elastischen Gleichungen fiir das rhombo-
edrische System: ‘

be
A—7c11¢ +—c 4 +70551’

B= 76221/1 + _c“ ey x® +‘a—"66 P*,

7 ab be ca ,

@ C="Ceyx® + 0 @+ 5 Ca V™,

D=alc,, + ¢ )vx,

E=0bey +es)xps

F=cle, + c)py,

WeNN €, Cypr Cgar Cagr Cogr Cogr Cayr 31y €1 di€ neun zu diesem

Kristallsystem gehorigen elastischen Konstanten bedeuten.
Fir das regulire System a = b = ¢ ist:

€y = Cgp = Cg30 Cyy = C55 = Cggy Cp3 = €31 = Cpp
und kann also fiir den gleichen Grenzfall wie oben:
4 =alc, ¢* + e (v* + x¥],
B= aley; w2 + e (0 + %],

) C=aleyx® + ey (@*+ ¢,
D=a(c,, + e, )y,
E=alc,te)re,

F=a(y+e )y,

gesetzt werden.

Fiir einen wirklich isotropen Kérper schlieBlich konnte
man (7)) noch weiter vereinfachen, da bekanntlich in diesem
Falle
(8) 2¢,, =

cn—c
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gesetzt werden muB, so daB zwei elastische Konstanten zur
Definition des Korpers in iiblicher Weise ausreichen.

Sieht man nun 4 ... F als bekannt an, dann folgt in
bekannter Weise, daB man (6) nur geniigen kann, wenn w?
einer Gleichung dritten Grades gentigt, welche drei positive
reelle Wurzeln w,?, w,?, w,? hat. Zu jeder dieser Wurzeln ge-
horen gleichzeitig bestimmte Verhiltnisse 9 : B: €, so da noch
fir jeden Fall eine multiplikative Konstante beliebig festgesetzt
werden kann. Uber diese Konstante werde so verfiigt, daB
die Summe der Quadrate der von dem F~Vtor ei~! in () und
(5') stehenden Lagenfunktionen jetzt aber ..r einen endlichen
Kristall mit der Atomzahl N berechnet den Wert 1 hat.
Dann. ist

A2+ B, + @12=J.i\7’

) ]u22+$22+ 6, = %
1

U + By* + G =,

giiltig fir jede beliebige Schwingungszahl. Fithrt man nun
nach dieser Normierung die Lagenfanktionen:
U=%cos 2, U'=WUAsin Q,
(10) V=%3Bcos 2, 7' =Bsin2,
W =GCcos 2, W' =Csin 2,
als Eigenfunktionen ein, wobei wir die zu den drei verschie-
denen Wurzeln der Gleichung fiir @? gehbrigen Fuanktionen
noch durch die Indizes £ = 1, 2, 8 voneinander unterscheiden
wollen, dann haben Born und v. KArméin gezeigt, daB man
die Verschiebungen =, v, w durch diese Eigenfunktionen dar-
stellen kann in der Form:

u= s [[[dpaw dzzk’(Q,; U+ QU
=g fffavdvir S@T v @,
=g [[[dg dwdxzk’(qk'w,;+ QW .

Die GroBen @, und @,”, welche beliebige Funktionen von
@, v, ¥ sind, konnen als die gesuchten Normalkoordinaten
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angesehen werden; die Integration ist iiber die verschiedenen
moglichen Phasen zu erstrecken, d. h. also fir jede der
GroBen ¢, vy, ¥, z. B. von —a bis 4. Die Ausdriicke (11)
reprisentieren eine Darstellung, welche eigentlich erst fiir
lim N = oo erreicht wird. Zum ferneren Gebrauch schreiben
wir dieselben in einer etwas abweichenden Form, welche damit
im Hinblick auf den sehr groBen Wert von N als identisch
angesehen werden kann, aber die Existenz von 8 N Freiheits-
graden klarer in den Vordergrund riickt. Zu diesem Zwecke
konstruiere man in einem ¢-1-#-Koordinatensystem den Phasen-
wiirfel, welcher dem Integrationsbereich in (11) entspricht und
teile diesen Wiirfel durch Ebenen parallel den Koordinaten-
ebenen in N gleiche Elementarwiirfel. Jedes Tripel >/(@, U’
k

k
+ @ U) usw,, kann dann z. B. als zum Mittelpunkt eines
solchen Elementarwiirfels gehorig betrachtet werden. An Stelle
der Integration in(11) tritt nun sinngem#B eine Summation tiber
diese N-Punkte des Phasenwiirfels, welche mit Riicksicht
darauf, daB das Raumelement d p dywdy durch (27)3/N ersetat
werden kann, unter Einfihrung des Summenzeichens S den
Verschiebungen u, », w die Form gibt:

(=STQ U+ e T,
(12) v = S; @V, + &'V
| w = Sg(Qk’ W+ Q) W)

In derselben Weise zeigt sich, daB die potentielle
Energie ® -und die kinetische Energie 7' durch die Normal-
koordinaten @ ausgedriickt werden konnen in der Form:?)

[(@=58 She@ e,
k
lr=2s S+ on

Wir erinnern noch daran, daB neben den Gleichungen (9),
welche die Normierung ausdriicken:

(13)

1) Der Punkt bedeutet in der iiblichen Weise eine Differentiation
nach der Zeit,
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A4+ B, + 62 = JLV’
(14) W2+ B, + 6,2 = -,
9’[32+%82+@32= 1%

zwischen den neun Koeffizienten noch drei Beziehungen be-
stehen, welche ohne weiteres aus (6) erhalten werden kdnnen,
néamlich:

AU +3B,8,+66,=0,
(15) %I%(+§B‘B+@(S_O

| e, + 2,98, + 6,6, =0.

Die zwei Gleichungstripel (14) und (15) schlieBlich ziehen
zwei weitere Gleichungstripel nach sich, von der Form:

{W+ﬂ+%ww

' 1
(14) id + 9B, + B,2= 1,
2 s |

|62+ 6 + 60 =

und
W B, + U, B, + A B, =0,
(15) B, 6 +9,¢, +3B,8, =0,
|6, o + 6,9, + 6%, =0,

wie das bei der Transformation zweier Koordinatensysteme
aufeinander gezeigt wird.

§ 3. Berechnung des gesuchten Mittelwertes fiir den Fall
verschwindender Nullpunktsenergie.

Jede Kigenschwingung des Kristalles wurde im vorigen
Paragraphen zusammengesetzt aus einer sin- und einer cos-Welle,
welche noch mit beliebiger durch @ und §” charakterisierter
Amplitude vorkommen konnte. Wir wollen die raumlich
konstante Phase der aus diesen beiden zusammengesetzten
Welle 0 nennen und dementsprechend setzen

(16) Q@ =Qcosd, @ =@sind;
die Phase J sei im folgenden als zeitlich konstant betrachtet,

so daB damit das Verhiltnis @' : Q” festgelegt ist. Nach (13) fol-
gen dann fiir die potentielle, resp. kinetische Energie die Formeln:
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¢ = %SZ“’kZQkZJ

oder auch indem wir die zu @ gehorige Impulskoordinate P
einfithren:

17

Im 6 N-dimensionalen @-P-Raum nehmen wir nun

ein Volumelement
dR= dQld‘Pl e ngNd_PgN
an, dann kann die Wahrscheinlichkeit dafir, daB unser Atom-
system Koordinaten und Impulse hat, welche diesem Element
entsprechen, stets gleich
wdR

gesetzt werden, wobei v eine Funktion bedeutet, welche je
nach der zugrunde gelegten Hypothese iiber die Warmebewe-
gung eine andere Form annimmt. Auf alle Fille aber liefert
die Einfithrung der Normalkoordinaten die Miglichkeit v in
ein Produkt von Einzelfaktoren 1w, ... .. 03y 2Zu zerlegen, von
denen jeder nur von zwei zusammengehorigen Impuls- und
Lagerkoordinaten abhingt. Dasselbe gilt aber auch von der
am Ende des § 1 genannten Funktion, deren Mittelwert zu
bestimmen ist, da die Verschiebungen linear in P und @ aus-
zudriicken sind. Nach(12)hat man némlich mit Riicksicht auf(16)

u= Szk’ek%cos (2-9),
v=8 >'Q,B,cos(2-0),
k
w == SZQk(S’k cos (L2 —9),
wenn wir nach (10) die B’;deutung von U V' W, U, V", W' in
Rechnung ziehen. Der Exponent der Exponentialfunktion,

deren Mittelwert zu bestimmen ist, kann also nach § 1 auf
die Form gebracht werden:
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(18){!'%[(“—%)(“—“')+(ﬂ—ﬂo)(v—”')+(7—70)(w—W')]=
mSEk: Q,{cos (2—0) — cos (2 — I} (e — ) U, + (8 — BB,
+ 7 —7,8]
wenn wie frither 2 eine Abkiirzung ist fiir den Ausdruck
Q=lgt+my+ny,
wihrend £’ zu einem anderen in seiner Ruhelage durch die
Zahlen , m’, n’ charakterisierten Atom gehort und definiert
wird durch die Beziehung
QOQ=lgpt+my+nx.

Bezeichnen wir ein beliebiges Glied der Summe (18) durch .
den Index s und machen dasselbe mit der zu den entspre-
chenden Koordinaten @, und P, gehdrigen Einzelwahrschein-
lichkeit, dann haben wir nach der oben als moglich erkannten
Zerlegung nur den Wert

K, =
(19) ffeix()'(cos(ﬂ—d)—cos(!z’—a))[a—ao)‘l(,+(ﬂ—ﬂo)iaa+y-yo)@:‘] madchP‘

zu bestimmen, Das Produkt dieser zweifachen Integrale fiber
alle mdglichen Werte von s (von 1 bis 3 V) erstreckt liefert dann
den im § 1 mit e¥ bezeichneten Mittelwert. So erhalten
wir also:
M

(20) e =1IIK,
oder nach Logarithmierung:

(209 M=logk,.

Zur Berechnung von K, setzen wir voriibergehend abkiirzend:

@1) { 0, = xfcos (2 — J) — cos (' — I« — e«x)¥U,
+ @ - ﬂo)%s + @ - 70)@;3]’
dann wird
22) K, = [[ewawdq,dp,.
Zeichnet man nun in einer Q-P-Ebene die Kurven
(28) b o2Qr+ f,; = const. = E,

auf welchen also die partiellen, zu den Koordinaten @,, P, ge-
hérende Energie £ nach (17) const. ist, dann besagt die
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Plancksche Quantenhypothese in ihrer urspriinglichen Form
bekanntlich, daB fiir die Wahrscheinlichkeit eines durch @,, P,
definierten Teilzustandes nur die Kurven eine Rolle spielen,
deren Flicheninhalt ein ganzes Vielfaches des elementaren
Wirkungsquantums £ ist. In bekannter Weise folgt dann fir
die const. in Gleichung (23) der Wert

(24) p=%ho

wenn z die ganze Zahl bedeutet, mit der 4 zu multiplizieren
ist, um den zu der betreffenden Kurve gehdrigen Flicheninhalt
zu bestimmen.

Wir berechnen zunichst den Mittelwert von ee.¢., welches
zu einer dieser Kurven gehdrt. Dazu fithren wir an Stelle
der Koordinaten @, P, die Phase der in der Kurve Z = const.
stattfindenden Bewegung ¢ ein, indem wir setzen

Q, = :—fgcosrp, P =7V2uklising;
jeder Punkt der Ellipse (23) ist dann durch einen Wert von ¢
zwischen 0 und 2# charakterisiert, wihrend alle Werte von ¢
gleich wahrscheinlich sind. Der zu einer Kurve Z = const.
gehorige Mittelwert von ¢'e.9 ergibt sich also zu

2z

cos
1 i @ 1 e e, ¥ wg P

27

Im allgemeinen fithrt die Ausrechnung dieses Integrals
auf Besselsche Funktionen, man iiberzeugt sich indessen
leicht, daB in unserem Falle eine Entwickelung nach Potenzen
des Faktors von cos¢g im Exponenten gestattet ist!), welche
bei der zweiten Potenz dieses Faktors abgebrochen werden
kann. Tatsédchlich zeigt némlich die Normierung (9), daB eine
solche Entwickelung nach negativen Potenzen von N fort-
schreitet, so daB man sich wegen dem sehr groBen Werte
von & ohne irgendwie merklichen Fehler auf diejenigen Glieder
der Euntwickelung beschrinken kann, welche nach Ausfithrung

1) Die Entwickelung ist hier moglich im Gegensatz zu dem friiher
diskutierten Fall (Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 15, p. 749. 1913), weil
die Amplitude der Einzelbewegung jetzt auBerordentlich klein ist (von
der Ordnung 1/VN gegen friiher).
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aller Rechnungen Glieder von der Ordnung N° liefern. Auch
vom praktischen Standpunkte aus ist die Naherung verstind-
lich, denn erstens ist nach unserem Ansatz die ganze Be-
wegung eines Atoms zusammengesetzt aus 3 N Kinzel-
bewegungen, wiahrend zweitens bei der Berechnung von K,
nur eine einzelne dieser notgedrungen “uBerst minimalen Be-
wegungen eine Rolle spielt.
Fithrt man die Entwickelung aus, dann findet man:

27 2n .
! 0 g = L o 1/ 28
2;1.fe dg = 2nfd(p[l+zgs‘/yw'2c08(p
o 0
—02 2cos2(p..<]
=1 — _el I o !
- 2‘“@,2 ’
oder nach Einsetzen des Wertes (24) fiir £:
- 1 dniQJQ! _ ho?
(20) -ﬂ—fe d¢_1_z_——4nya)“.

0
Die Wahrscheinlichkeit nun, daB die Bewegung durch einen
beliebigen Punkt auf der Ellipse mit dem Inhalt z /% dargestellt
wird, ist in bekannter Weise proportional:

zh ws

e 2zkT.

Die Wahrscheinlichkeit, daB der darstellende Punkt auf
irgendeiner Ellipse in der @,, P-Ebene liegt, ist 1, deshalb ist
die gesuchte Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte Ellipse
mit dem Index z numerisch gleich:

—z{)—hﬂ‘s—,— hows lws
(26) e 2rET || — ¢ ZmkT)  *FakT,
. hows
Ze "2akT

Multipliziert man jetzt den fiir eine Ellipse in (25) angegebenen
Mittelwert mit der Wahrscheinlichkeit (26) und summiert dann
iiber alle Ellipsen, d. h. iiber z von O bis cc, dann ist das
Resultat nach (22) der gesuchte Wert von K, der sich also
ergibt in der Form:

hos

(27) K, = (1 - e*‘l;’;"l’)Z(l — ziﬁ"g )Lf:zuku’_
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Nun ist einerseits:
h ws b ws
(1 —e 2nkT) Ze_zzakr =1;

andererseits findet man leicht

o ke g e 1
5 Z' 7
1_ ¢ 2akT ze Zmkl _ ,

z I ws

e2ak T 1
also kann fiir K, auch geschrieben werden:
h o,
- 2 2n
28 K =1-_%_ —
( ) * 2"‘ ‘:012 hoews '
e2akT — 1

wihrend mit derselben Genauigkeit log K, sich hieraus durch
Potenzentwickelung ergibt zu

YR
: - o' 2%
(289 log K = 0 o o
e2akT—1

Um hieraus ¥ zu finden, muB nach (20') iiber alle moglichen
Werte von s summiert werden. Nun ist nach dem fritheren
die Summation nach s so zu verstehen, daB man in jedem
der N Punkte des Phasenwiirfels zunichst die Summe iiber
die drei zu diesem Punkte gehorigen Schwingungszahlen bildet
und nachtriiglich iiber alle NV Punkte dieses Wiirfels summiert.
Fithren wir jetzt der besseren Ubersicht halber fiir diese Sum-
mation wieder das frithere Zeichen §> ein und setzen zu-
k

gleich fiir o, den Wert (21) ein, dann erhilt man?):

ll(dk

\ %2 2
(29) J — =5 Z’ZM wn? ~le— )%+ (6 — Fo) B,

hor
e2arkT — 1

+ (7 — 7,) 6]} cos (2 — &) — cos (2 — &),
In diesem Ausdruck tritt vorliufig noch die réumlich

konstante Phase J der Einzelschwingungen auf. Nun ist es
aber wohl sicher, daB bei einem wirklichen Kristall jede Einzel-

1) Der Inder % ist nicht zu verwechseln mit der Boltzmannschen
Konstaute &, welche in der Verbindung % T in derselben Formel vorkommt.
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schwingung nicht, wie das in der Theorie vorausgesetzt ist,
ewig ohne Anderung bestehen kann. Die Schwingungen
werden vielmehr ihre Phase § unregelmiBig #ndern, und zwar
so, daB keine Phasenbeziehungen zwischen den einzelnen
Eigenschwingungen im Mittel bestehen. Das berechtigt uns
dazu, nicht (29) als den endgiiltigen Ausdruck fir M anzu-
sehen, sondern dafiir den nach 0 genommenen Mittelwert zu
substituieren.l) Fibrt man diese Mittelwertsbildung aus, dann
erhialt man schlieBlich:

hwk

(30) — M= SZ.“ w? hok [(“ - ao) ?Ik - (ﬂ - ﬂo)%

e.aTkT——l

+ @ = 7) G2
Nur in einem Falle hat man diesen Ausdruck durch einen
anderen zu ersetzen, nimlich dann, wenn Q= £ ist, d. b,
wenn sich in dem urspriinglich zur Mittelwertsbildung vorge-
gebenen Ausdruck die Verschiebungen u,»,w und o/, w’ auf
dasselbe Atom beziehen, oder, anders ausgedriickt, wenn zugleich:

=0, m=m, n=n
ist. In diesem Spezialfalle wird einfach
(30') M=0,

Wir rekapitulieren die einzelnen Schritte, welche zur Be-
rechnung von M ndtig sind. Nachdem die elastischen ,,Kon-
stanten des Kristalls A4,B,C, D, E,F fir eine Welle mit der
Phasenebene

lp + my + ny = const.

als Funktionen von (p, 1,y angesetzt sind, berechne man aus (6)
die drei mit diesen Gleichungen vertriglichen Werte der Schwingungs-
zahl in 2qsec, welche wir o, (mit k = 1,2,3) nannten und die

1) Die Mittelwertsbildung wurde hier so ausgefiihrt, als ob die Be-
wegungen naher Atome vollstéindig von einander unabhiingig sind. Das
steht mit der Gleichung (29) selbst im Widerspruch, nach welcher viel-
mehr eine Einzelwelle durch den ganzen Kdorper hindurch ungestort zu
verfolgen wire. Das wirkliche Verhalten der Wellen wird zwischen diesen
beiden #HuBersten liegen und steht in direktem Zusammeshang mit der
Frage nach der Wirmeleitfihigkeit. Auf den zweiten hier nicht weiter
beriicksichtigten Grenzfall beabsichtige ich demniichst zuriickzukommen.
Annalen der Physik. IV.Folge. 43 5
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zugehorigen Koeffizienten ¥, B,,C,, welche unter Hinzuziehung
der Normierungsbedingungen (9) ebenso wie o, absolut bestimmt
sind, als Punktionen der Phasen @,,x. Sind dann auPerdem
die Richtungscos. der einfallenden primdren Riontgenwelle ey 5,7,
die Richtungscos. der Beobachtungsrichtung e, B,v und die Wellen-
linge der Strahlung A gegeben, dann kann die > von (30) be-

k
rechnet werden, da » = 2n|) gesetzt wurde. Schlieflich liefert
die Summation S tber alle im Phasenwirfel gleichmifig wver-
teilten N Punkte den gesuchien Wert von M.

Fir die Diskussion von # und die daran anzuschlieBende
Berechnung der Intensitit J/ verweisen wir auf § 5. Hier
begniigen wir uns mit der Angabe .der allgemeinen Formel;
im nichsten § 4 wird die Rechnung unter Annahme einer
Nullpunktsenergie bis zu dem entsprechenden Stadium aus-
gefiihrt. '

§ 4. Berechnung des gesuchten Mittelwertes unter Annahme
einer Nullpunktsenergie.

Die Uberlegungen des vorigen Paragraphen konnen bis
zur Formel (22) ohne Anderung auf den jetzigen Fall iiber-
tragen werden, denn nach wie vor bleibt eine Zerlegung von
w in w, bis wsy mdglich. Kine Abweichung gegen frither
tritt demnach erst bei der wirklichen Ausrechnung des Doppel-
integrals:

K, =ffe"9«@«m8dQ,dP8,

da jetzt w, anders zu definieren ist. Bekanntlich besteht der
Unterschied zwischen dem neueren und dem ilteren Planck-
schen Ansatz, so weit dieser fir uns in Betracht kommt,
darin, daB die Rolle, welche im vorigen Paragraphen den ein-
zelnen Ellipsen: Energie = const. zugeteilt wurde, jetzt tiber-
nommen wird von den elliptischen Ringen, welche durch diese
Ellipsen begrenzt werden und dementsprechend alle den Flichen-
inhalt 4 besitzen. Ahnlich wie im § 3 zuerst der Mittelwert
von e2¢, auf einer Ellipse bestimmt wurde, haben wir nun-
mehr diesen Mittelwert zu bestimmen fiir einen beliebigen der
elliptischen Ringe.

Machen wir auch jetzt wieder den Ansatz

2K o
0=/ 2E sy, B~ YZiTsing,
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dann haben wir £ nicht als konstant, sondern als verinderlich
anzusehen zwischen den Grenzen

h w, . h o,
E=z bis E=(z+1)5"-

In den neuen Koordinaten £ und ¢ wird das Flichen-
element der @, P-Ebene dargestellt durch den Ausdruck:
1 7
-c;;d.E d(P,

unter Einfithrung dieser Koordinaten findet man also den ge-
suchten Mittelwert fiir einen der elliptischen Ringe nach der
Formel:

wenn die Integration iiber ¢ von 0 bis 27 und iiber #
zwischen den oben angegebenen Grenzen ausgestreckt wird.

Ebenso wie oben ist es gestattet, die Exponentialfunktion
unter dem Integralzeichen nach Potenzen des Exponenten zu
entwickeln und nur die ersten Glieder beizubehalten. So
findet man:

1/’l
ff e ;m' dEdqp:ffd[«}dgo[l+z'g8(:—£2)/’cos<p

_E
v o cos® ¢ +]

ko,

= 2af - 2O 00 e 2,

andererseits ist

I w,
f dBdp =272,
also wird der Mittelwert, fiir einen der elliptischen Ringe be-
rechnet:

0. ho, 1
81) -t )

Nach der allgemeinen Formel (22) fiir K, und mit Riick-
sicht auf die Uberlegungen, welche zu den Formeln (26) und (27)
des vorigen Paragraphen fiihrten, welche hier ohne weiteres

iibertragen werden konnen, ergibt sich nach Eintragung des
Mittelwertes (31):

5*
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hwy ko,
(32) K, = (1 —e 2717?)2 [1- ko’ (z + %)]e“m

dnp w,

Dieser Ausdruck unterscheidet sich von (27) nur dadurch,
daB unter dem Summenzeichen einmal z 4 } statt z auftritt,
er ist genau so auszurechnen, wie das im § 3 im AnschluB
an (27) angedeutet wurde und liefert:

h o, l
. -1_ 9 Ilhfv- 2=
(33) ‘Ks_ 2”(‘,‘2 l 2 2n + hw,
o 27ET _
und im AnschluB daran
hw,
: R R TSN L
(33" log K, = 5 0 { T o T T,
8:27];1' 1

Da nun weiterhin der je:zt fiir log K, gefundene Aus-
druck sich von dem frither gefundenen nur im Bau des
Klammerausdruckes unterscheidet und insbesondere hier wie
dort der Faktor o2 in gleicher Weise vorkommt, darf man
die Uberlegungen des vorigen Paragraphen beziiglich der
Phasen 0 ohne Anderung iibertragen. Deshalb kann das
SchluBresultat M ohne weiteres angegeben werden.

Man findet:
ko
_ %2 1wy 2n _
(34) —M—SZEW{?E'FW_}[(“ o) U,
k o27kT _q

+ B—B80B. + r—7)&]
fiir alle Fille mit Ausnahme des Spezialfalles:
l=U,m=m', n=n',
fir welchen auch hier
(34) M=0
ist.

Fiir die Bedeutung der einzelnen Zeichen sei auf die
kursiv gedruckte Vorschrift am Ende des vorigen Paragraphen
verwiesen.

§ 5. Allgemeine Resultate iiber den Einflu8 der Wirmebewegung.

Das erste was an dem Ausdruck von M sowohl in (30)
wie in (34) auffillt, ist die Unabhingigkeit von den Gréfen
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l,m, n, 'y m n’. Ein EinfluB der gegenseitigen Lage der
Atome, deren Verschiebungen u, v, w und %', ¢, w’ in dem
Ausdruck vorkamen, durch dessen Mitteilung M erhalten wurde,
ist demnach nicht mehr vorhanden. Daraus folgt das schon
frither auf Grund einer elementaren Theorie erhaltene Resultat:

Die Wirmebewegung hat keinen Einfluf} auf die Schirfe der
Interferenzpunkte.

Die Intensitit der sekundiren Rontgenstrahlung wird
nimlich durch die im § 1, Formel (3) angegebene Doppel-
summe bestimmt. Achtet man nun auf die Ausnahmewerte
(30) oder (34" fir M, dann kann derselbe berechnet werden,
indem man zunichst aus der Doppelsumme alle diejenigen
Glieder herausnimmt, fiir welche

l=0ym=m/,n=n'

ist. Dieselben geben insgesamt den Beitrag

A? A?
T D=0

Nun subtrahiere man von der Doppelsumme alle diese
Glieder, jedes mit ¢¥ multipliziert, zum Gesamtbetrage

2
4{ Net
r

und addiere schlieBlich dasselbe. Was dann von der Doppel-
summe, nach dieser Addition, noch zu beriicksichtigen ist,
kann in der Form

A4 2’ 2’ o L@ @) o) + (B —Fo) (go—3') + (7 =1 2= )]
7‘2

Lmyn, V,m',n

geschrieben werden, wobei M jetzt durchweg durch (30) oder
(34) bestimmt wird wegen der Unabhingigkeit von [, m, =,
I’y m’yn’ auBerhalb der Summenzeichen gebracht werden kann
und nunmehr die Summation iiber alle Werte von I, m, n,
U, m’, n’ zu erstrecken ist. Die zuletzt angegebene Doppel-
summe ist dieselbe, welche in der Liaueschen Theorie auf-
tritt, sie bestimmt die Lage der Interferenzpunkte in bekannter
Weise, Setzen wir nun abkiirzend

(35) Z=N(l —e¥)
und

(36) L = 2 2 ei"[(a_ao) (wo—xo) + (B—Bo) (o — ¥} + (7 —70) (o —2,")]
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dann 1#Bt sich die gesuchte Intensitat J, aus Z im L zu-
sammenstellen in der Form:

(37) I, =%+,

wonach der vorangestellte Satz ohne weiteres klar ist.

Dagegen kann andererseits behauptet werden:

Die Wirmebewegunyg ibt einen wesentlichen Einflufy auf die
Intensitiat der sekundiren Strahlung.

Die GroBe 3, welche die Temperatur 7' als Parameter
enthilt, ist nach (30) oder (34) stets negativ. AuBerdem wichst
der absolute Betrag derselben, wie man ohne weiteres sieht,
mit 7' iber alle Grenzen. Fir lim 7= oo wird demnach
e =0 und erhilt man fiir die Intensitit den Ausdruck:

ey

72

In dieser Grenze bleibt also von der ganzen Erscheinung
nur mehr eine gleichm#Big zerstreute Intensitit iibrig. Ande-
rerseits wird wenigstens dann, wenn keine Nullpunktsenergie
existiert, fir 7 = 0, auch #/ = 0 und demnach
=% L.

m

Fiir diesen Grenzfall wird also die Intensitétsverteilung
durch den Liaueschen Ausdruck genau dargestellt.

Bei mittleren Temperaturen und auch dann noch fir 7 =0,
wenn eine Nullpunktsenergie existiert sind die beiden Glieder
der Klammer (37) zu beriicksichtigen. Die Formel zeigt, wie
die Wirmebewegung der durch Z gemessenen Interferenzinten-
sitit Knergie wegnimmt und dieselbe in eine durch Z gemessene
zerstreute Knergie umsetzt.

In sehr einfacher Weise ist die den TemperatureintluB
messende GroBe M von der Wellenlinge abhingig. Da nim-
lich sowohl in (30) wie in (34) »? nur als Faktor auftritt, ist
M durchweg umgekehrt proportional der Wellenlinge der sekun-
diren Rontgenstrahlung, Beachtet man nur diese Abhiéngigkeit
und beobachtet bei konstanter Temperatur und fester Richtung
von Kinfallsstrahl und Sekundirstrahl, dann ist demnach die
Interferenzintensitiit proportional

const

e * L
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und die zerstreute Intensitit proportional
. const
1—e #

Was schlieBlich die Abhéngigkeit von Einfallsrichtung und
Beobachtungsrichtung abhingt, dariiber zeigt (30) oder (34) so-
fort, daB M eine quadratische Funktion der Differenzen (¢— ),
(8 —Boh (¥ — 7,) ist, deren Koeffizienten absolut genommen mit
steigender Temperatur stets zunehmen, Man kann indessen
leicht einsehen, daf diese quadratische Funktion nicht die all-
gemeinste moégliche Form hat; tatsichlich kommen in ihr nur
die Quadrate der obigen Differenzen und nicht die Produkte
derselben vor. Betrachtet man z. B. das mit (& —e,) (3 —8,)
maltiplizierte Glied von — M in (30), dann hat der zugehorige
Koeffizient den Wert:

h wk

(38) SZ f‘,:" t T hw, h“’k 2(l\:EBk‘

e2nkT _q

Nun ist einerseits w, nach § 2 zu bestimmen als Wurzel der
Gleichung dritten Grades

d—pw? F I
r .B—‘uwk?' D =0.
i D C— pa?

Die darin vorkommenden Koeffizienten A4...7# kann man
z. B. durch (7) bestimmt denken, dann sieht man leicht, daB
eine Zeichenumkehr von irgendeiner der GréBen ¢, v oder y
die Determinante nicht #ndert.!) Hat man also in einem Ok-
tanten des ¢-, i-, y-Raumes einen bestimmten Punkt gew&hlt
und dafiir eine Wurzel w, berechnet, dann ist dieselbe auch
eine Wurzel der vorgelegten Determinante fiir die sieben in
den sieben iibrigen Oktanten des Phasenwiirfels vorhandenen,
durch fortgesetzte Spiegelung aus den Koordinatenebenen ent-
stehenden Punkten. Die Werte der Wurzeln w, wiederholen
sich also in jedem der acht Oktanten, dasselbe gilt also auch
fiir den in (38) vorkommenden Ausdruck:

1) Die Symmetrieceigenschaften, welche wir hier benutzen, bleiben
auch im Falle des allgemeinen Ansatzes fiir die Koeffizienten 4 ... F
erhalten.
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‘umk? hwk,
27k T
e -1

Andererseits folgen nach Bestimmung von w, die Verhiltnisse
A, :B,: €, aus (6) in der Form:

w.c | B—pel? D \ v D F B—pw?
(39) %:B,: ¢ —\ D C—pol C—pwlE| ‘ D
=4.:4:4"

Mit Riicksicht auf die Normierungsgleichungen (14)
wird also

RS S | S NS S S—
(40){ x WVAk2+Ak“'+A"2 I;” VNVAk"+Jk'2+Ak”z
G = VWVAA ey

Die Determinante 4, #ndert sich nicht bei einer Vor-
zeichenéinderung der Phasen ¢, v oder y. Dagegen &ndert
4, ibr Zeichen bei einer Vorzeichenéinderung von ¢ oder v
und 4,” reagiert in derselben Weise bei einer Vorzeichen-
anderung von @ oder y, wahrend diese Anderungen an y im
ersteren Falle, an  im zweiten Falle ohne EinfluB bleiben.
Daraus folgt, daB jede der Kombinationen 4,4, 4,'4,”, 4,4,
stets in 4 der 8 Oktanten mit demselben Zeichen und in den
anderen vier mit entgegengesetztem Zeichen vorkommt. Bei
der durch § ausgedriickten Summation miissen also sowohl
der Faktor von (ox— e,)(3 — 3,) wie die Faktoren von (8 —£)(y —7,)
und von (y —y,)(¢ — ¢«,) verschwinden. Es ist klar, daf das-
selbe auch fiir (34) gilt.

Eine anschauliche Vorstellung iiber die raumliche Ver-
teilung des Temperatureffektes gewinnt man folgendermafen.
Man zeichne in einem rechtwinkeligen Koordinatensystem,
dessen Achsen den Kanten des Elementarparallelopipeds parallel
laufen einen Punkt mit den Koordinaten e, f3,, 7, Da diese
GroBen die Richtungscos. des Einfallsstrahles bedeuten, ist

e + B2 + 7, =1
und liegt also dieser Punkt auf der Einheitskugel dort wo der

durch den Nullpunkt gelegte einfallende Strahl dieselbe schneidet.
Nun ist der Temperatureinfiub (riumlich) konstant, wenn M,
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d. h. wenn die Summe (30), resp. (34), konstant ist. Mit Riick-
sicht auf die obigen Uberlegungen kann man diese Bedingung
schreiben:

(41) Ky (@ — e + Ky (B — ) + Ky3 (¥ — 7,)* = const.

Zeichnet man nun die bei stetig veriinderlichem rechten
Gliede durch diese Gleichung dargestellte Schar von Ellip-
soiden um den Punkt e,, 8, 7, als
Mittelpunkt, dann liegen die Achsen
derselben in Richtung der Koordinaten- '
achsen und haben Liingen proportional %

K, ~'h K,,~"h, K4,—", welche nur mehr
Funktion von Temperatur und Wellen-
lange sind. Die Schnittlinien dieser
Flachenschar mit der Einheitskugel
sind die Kurven, auf denen der Tem-
peratureffekt konstant ist. In der

Fig. 1 ist ein solches Ellipsoid und die zugehérige Schnittlinie
schematisch gezeichnet.

Viel einfacher wird das Verhalten fiir regulire Kristalle,
dann geht das Ellipsoid, von dem eben die Rede war, iiber in
eine Kugel, so daB die Kurven konstanten Temperatureinflusses
Kreise werden. Dieselben liegen in Ebenen senkrecht zum
Einfallsstrahl und haben ihren Mittelpunkt auf dieser Linie.
Nur dieser Spezialfall wurde in der fritheren angeniherten
Theorie beriicksichtigt.

Fig. 1.

DaB letztere Aussage zu Recht besteht, sieht man folgen-
dermaBen. Im Falle des reguliren Kristalles konnen die
Gleichungen (7) als Definitionsgleichungen fiir die GroBen
A...F angesehen werden. Denkt man sich nun diese Werte
in (6) eingesetzt, dann haben letztere Gleichungen die Eigen-
schaft, daB 1. die Determinante des Gleichungssystems bei
zyklischer Vertauschung von ¢, v, y unverindert bleibt und
2. die Gleichungen selbst sich nicht #ndern, wenn gleichzeitig
@, ¥, x unter sich und U, B, € unter sich zyklisch vertauscht
werden.

Nach dem Fritheren ist es nur nétig einen Oktanten des
Phasenwiirfels genauer zu betrachten, wir wihlen dafiir den-
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jenigen in dem ¢, v, y positiv sind. Nun wahlen wir einen
beliebigen Punkt
p=@, Y=Y, ¥=%
in demselben, dann kdnnen sofort die zwei weiteren Punkte
o=y, W=y, =9
und
g =x, V=9, X=1
eingezeichnet werden, fiir welche die Determinante unverindert
geblieben ist. KEine Wurzel w,, welche zum ersten Punkt ge-
hért, gehort also gleichzeitig zu allen drei Punkten. In Fig. 2
haben wir diese drei Punkte einge-
TBL zeichnet; auBerdem haben wir den
einen Oktanten des Phasenwiirfels
durch drei durch den Nullpunkt und
YBE je durch eine Kante des Wiirfels
gehende Ebenen so in drei Pyramiden
eingeteilt, daB bei der obigen zy-
Fig. 2. klischen Vertauschung die Gesamtheit
der Punkte einer Pyramide in die Ge-
samtheit der Punkte der folgenden iibergeht.

Zu jedem der drei obengenannten Punkte gehéren
nach Annahme einer bestimmten Schwingungszahl w, drei
Werte A, B, €, welche wir resp. mit A, B, €; A, B, ¢
A, B”, " bezeichnet haben. In den Ausdriicken (30) oder
(34) hat man nun, sofern man vorliufig nur diese drei Punkte
in Betracht zieht, die Ausdriicke

2[2+%[’2+?I”2, %2_]_5'8’2_]_%”2’ @2+@'2+@"2
zu bilden. Mit Riicksicht auf die oben unter 2. genannte
Eigenschaft der Gleichungen (6) ist aber

A=A B =B, € =¢C,

A=9%B, =C, & =19,

A=¢, B'=%A, € =9,
so daB die drei Summen denselben gemeinschaftlichen Wert

A2 + B 4 €2

haben, Nimmt man nun immer bei der in (30) und (34) durch
S bezeichneten Summation drei durch zyklische Vertauschung
miteinander zusammenhingende Punkte des Phasenraums zu-
sammen, 8o folgt also ohne weiteres die Gleichheit der Koeffi-

o
AUBE
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zienten von (¢ — «,)2, (6 — £,)? und (y — 7,)?, womit die vor-
angestellte Behauptung bewiesen ist.

Mit dem Obigen diirfte das, was sich ohne eingehendere
Bearbeitung von (380) oder (34) iiber- den Temperatureinfluf
aussagen liaft, im wesentlichen erschopft sein. Wir gehen im
niichsten Paragraphen dazu iiber, die Form der Temperatur-
abhingigkeit genauer zu diskutieren, und zwar zunichst
fir tiefe Temperaturen.

§ 6. Der Wirmeeinflu3 bei tiefen Temperaturen.

Beschrinken wir uns zunichst auf die fir den Fall
fehlender Nullpunktsenergie berechneten Gleichung (80), dann
konnen wir vor allem die Summation § durch eine Integration
iiber den Phasenwiirfel ersetzen. Zu einem der AN-Punkte
dieses Wiirfels, woriiber die Summation § zu erstrecken ist,
gehort ein Volumelement vom Inhalte

2n)®
N ’

wofiir im Lim. fiir ¥ = oo auch do dvy dy geschrieben werden
kann. Deshalb kann (30) auf die Form gebracht werden:

+x 7z +n h O)k
(42) 1 1 ~ @ fffdlpdl/} dlZ"y w? ’”‘-’k e — e, U,
{ l i —7 —7 anu'_l

+ B —=BPBE+ G — 70 €7,

wenn wir noch das Resultat des vorigen Paragraphen benutzen,
wonach die Produkte (¢ — «,) (3 — f,) usw. aus dem Knd-
resultat verschwinden.

Fiir tiefe Temperaturen liefern die Teile des Phasen-
wiirfels, zu denen hohe Schwingungszahlen w, gehoren, keinen
nennenswerten Beitrag mehr zu dem Werte von M; in diesem
Spezialfalle diirfen wir uns also in Strenge beschriinken auf
lange Wellen, fiir welche die elastischen Koeffizienten durch
(1) mit geniigender Genauigkeit dargestellt werden. Kine
wesentliche Vereinfachung, welche dadurch erzielt wird, be-
steht darin, daB nun bekanntlich die Fortpflanzungsgeschwindig-
keit der elastischen Wellen unabhingig von der Schwingungs-
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zahl ist. Setzt man die zu w, gehdrige Geschwindigkeit g,
und die Wellenlinge gleich 2, dann ist

2719y
(43) w, = 200k,

Nennt man andererseits die Richtungen der Normale zu den
Ebenen konstanter Phase p, ¢, 7, so daB

pz + 92 + 7.2 =1
ist, dann kann man fir ¢, v, y substituieren

24
(44) g ="1p, w=2"0, ¥=22%,
wobei a,b,¢ die schon in § 2 eingefithrten Lingen des ele-
mentaren Kristallparallelopipeds bedeuten.

An Stelle der Berechnung von w, als Funktion von ¢, v, x
tritt jetzt die Berechnung von g, als Funktion von p,gq,r.
Setzt man nimlich in (6) die Werte (43) und (44) ein, dann
folgt fiir ¢ die Gleichung:

f 4,— 09 F, L,
(45) 7 B, —vg* D, =0,
‘ B, D, C,—og*

wobei 4,...F, nach (7) Abkiirzungen sind fiir die folgenden
Richtungsfunktionen:

Ay =, PP+ e g + c557%, Dy = (c33 + €ui) g7,
o l B, =y ¢* + €47 + cgo p*y By = (c5, + 55)7 P,

Cy = g7 + 65 P° + ¢4 9% By = (035 + )P -

Die Gleichung (45) hat drei Wurzeln, von denen eine be-
liebige oben mit ¢, bezeichnet wurde; der Buchstabe o be-
deutet die Dichte, welche urspriinglich in der Form p/abec
auftritt.

Nach Wahl eines bestimmten Wertes ¢, ergeben sich die

GroBen U, B,, €, aus den drei zu (45) gehdrigen linearen
(Gleichungen

4, mk + £, %1.- + £, @k = (’.‘/k2 2[,_.,
(47) F U, + BB, + D,€,=09>9,

B, %, + Do%k"' GE, = 0926,
mit der Nebenbedingung:

(47) A2+ B2+ C2 = -
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Im Exponenten der Exponentialfunktion in (42) steht die
GroBe

k(l)k — hgk — .

(48) 2a kT AET &

diese und die zwei Koordinaten der Einheitskugel
pZ + 92 + r? =

seien als neue Variablen eingefithrt an Stelle von ¢, vy, .

Dann berechnet man leicht fiir die GréBe des Volumelementes

des Phasenraumes in diesen neuen Koordinaten den Wert:
(2nkT

3
T 2
e ) abegtdfd 0,

wenn d 2 ein Flichenelement der Einheitskugel bedeutet.
Fiihrt man diesen Wert in (42) ein, dann entsteht nach
einiger Reduktion der Ausdruck:

N 2T Ed&

@s) { T M= T 'e‘r_TZ
+ @ = BB+ (r — 7, €7
Da wir uns auf tiefe Temperaturen beschranken, konnte einer-
seits die Integration nach & von 0 bis oo erstreckt werden,
andererseits sind nach (47) die GroBen %, ®,,€, nur von den
Koordinaten auf der Einheitskugel und nicht von § abhingig;
wir waren demnach berechtigt, das Integral nach & als Faktor
vor der Summe zu bringen. Bekanntlich ist

CEdE
f eE—1 6
und kann also an Stelle von (45) auch geschrieben werden
N k7 asL2 2
x|~ w 2 Ll =« %+ (B~ BB,
+ 7 — 7)€%

Hieraus folgt das Resultat:

Bei tiefen Temperaturen wird bei Abwesenheit einer Null-
punktsenergie der Erponent der Ixponentialfunktion, welche den
Warmeeinflup mift, proportional T2

Der Faktor von 7'? ist im allgemeinen eine quadratische
Funktion von (¢ — &), (B — B,), (¥ — 7,), deren Koeffizienten
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nach (45") berechnet werden kdnnen als Summe fiber t = 1,2, 3
der Mittelwerte-

welche im allgememen vonemander verschleden ausfallen.

Beim reguliren Kristall dagegen wurde oben gezeigt, daB
diese Mittelwerte einander gleich sein miissen. Jeder derselben
kann deshalb auf die Form gebracht werden:

<[ W? + $,,.:7 80,

was mit Riicksicht auf (14 ) auch einfach gleich

a2

gesetzt werden kann. An Stelle von (45) bekommt man jetzt
fiir M den Wert:

2 1.2
_]u_lxkf

144 ILQ [(“ - aO l/-) ﬂO

7’—7’02]2fd”

was noch unter Einfilhrung des Winkels zw1schen Beob-
achtungs- und Einfallsrichtung auf die einfache Form

(46") — M= 71_2 AT cos&)z a9
k

(46)

h 4 gka

gebracht werden kann; ein Ausdruck, dessen Bau natirlich
in Ubereinstimmung ist mit der am KEnde des vorhergehenden
Paragraphen angegebenen Konstruktion. Die Summe > ist

dieselbe, welche auch bei der Theorie der spezifischen Wkirme
fir tiefe Temperaturen auftritt. Nach der von Born und
v. Karman?) ausgefiihrten Berechnung des Faktors in dem 7%-
Gesetz fiir regulire Kristalle hat man

4at TR d £
() A N et
k

5

wenn C die spezifische Wirme (Wirmemenge pro Gramm) be-
deutet, Durch Kombination der beiden Formeln (46") und (47)
findet man schlieBlich

1) Born und v. Karmén, Physik. Ztschr. 14, p. 15. 1918.



Interferenz von Rintgenstrahlen und Wirmebewegung, 19

5owr o
96at K T
woraus nun ohne Beriicksichtigung elastischer Messungen der
TemperatureinfluB bei tiefen Temperaturen aus der beob-
achteten spezifischen Wirme zu berechnen ist.

Wie (48) unter Beobachtung des 7'3-Gesetzes fiir die spezi-
fische Wirme noch einmal deutlich zeigt, verschwindet # und
damit der TemperatureinfluB fiir tiefe Temperaturen vollstindig,
wenn keine Nullpunktsenergie existiert. Die im vorigen Para-
graphen durch Z charakterisierte zerstreute Strahlung ver-
schwindet bei 7 = 0 fiir alle Beobachtungsrichtungen, wiihrend
ein Abnehmen der Interferenzintensitit mit zunehmendem
Winkelabstand  zwischen Beobachtungs- und Einfallsrichtung
nicht mehr exponentiell stattfindet. Ein anderes Bild erhalten
wir, wenn die Nullpunktsenergie vorhanden ist. In diesem
Falle gilt fiir & nicht mehr Gleichung (30), sondern Gleichung
(34), M ist also gegeniiber dem oben angegebenen Wert bei
allen Temperaturen um den von der Temperatur unabhéingigen
Betrag:

{ Al =8> I A — w U+ (B BB
k

U oy
+ (7 - 7 0 ]
groBer, ein Ausdruck, der ihnlich wie oben auch geschneben
werden kann:

(49:){ =4 (2n)afffd‘l’dwd7!2”; %% [(ee — )2 A2

+ (8 — B B,* + ¥ — 70 €.

Die Rechnung, welche man auszufihren hat, um den
Wert von A M aus (49) zu finden, ist natiirlich vollstindig
bestimmt. Man hat zu jedem Punkt ¢, v/, ¥ des Phasenraumes
die drei Wurzeln @, und die zugehérigen Konstanten U, B, €,
aus den Gleichungen (6) zu berechnen und dann die Inte-
gration iitber den Phasenraum auszufithren. Das ist nun in
Strenge nicht allein sehr umstindlich, sondern nicht einmal
zahlenm#Big durchzufiithren, weil dazu die GroBen 4... F in (7)
als Funktionen von ¢, 1,y genauer bekannt sein miiBten als
das durch elastische Messungen iiberhaupt erreichbar ist.
Wesentlich ist dabei vor allen Dingen, daB in (49°) jetzt nicht

(48) — M= 1 — cos ),

(49)
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mehr wie bei den fritheren Rechnungen dieses Paragraphen
der EinfluB der hohen Schwingungszahlen durch eine Planck-
sche Funktion neutralisiert wird. Indessen wir brauchen
durchaus eine Zahlenangabe iiber den fiir die Frage nach der
Nullpunktsenergie ganz wesentlichen Wert von 4 M, deshalb
moge es gestattet sein, das Annaherungsverfahren, das sich
bei der Berechnung der spezifischen Wirme bewshrt hat, auch
hier anzuwenden.

Beschriinken wir uns auf den regularen Kristall, dann
fanden wir frither schon ganz allgemein, daB die in (49" auf-
tretenden Faktoren von (¢— )% (3 —p8,)% (v —7,) untereinander
gleich sind. Fiir jeden dieser Fa,ktoren kénnen wir demnach
schreiben:

i (2n)3fffd(pdl/1dx ZW; O 2+ B2+ 6.

Mit Riicksicht auf (14) wird also unter Einfihrung des
oben schon benutzten Winkels &:

(50) AM_% L l—cos{}fffd(pdlpdlzym

oder auch

(50)  AM = (1 —cosP) " Zfﬂd“”‘“”‘“

Bis hierher ist die Rechnung noch streng richtig, jetzt
fihren wir an Stelle von ¢, v, ¥ die neuen Variablen w, und
zwei Winkel der Kinheitskugel ein, dann kann fir depdwywdy
nach (44) substituiert werden:

wldodf,
gr
wenn d 2 das Element des raumlichen Winkels bedeutet und
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit g, niherungsweise als von
der Schwingungszahl und der Fortpflanzungsrichtung unab-
hingig angesehen wird. Dann nehmen wir wie in der Theorie
der spezifischen Wirme fiir @ einen Maximalwert wy.; an
und tun so, als ob wir von @ = 0 bis @y, liber das Innnere
einer Kugel zu integrieren haben?), so wird

1) In dlesel Weise wurde von M. Born und Th. v. Kdrman (Phy-

sik. Ztschr. 14. p. 15. 1913) der Ubergang von ihrer Theorie zu der von
mir abgeleiteten Formel fiir die spezifische Wirme bewerkstelligt.
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1 2 h 1
(51) AM = o (1 — cos &)3‘9—’ Ohex 2 5

Beim isotropen Kdrper, bei dem wenigstens die Unabhiingig-
keit von g, von der Fortpflanzungsrichtung gew&hrleistet ist,
kann dann die Summe berechnet werden in der Form:

1
s
mittels der beobachteten oder berechneten Fortpflanzungs-
geschwindigkeit g, der Longitudinal- und g, der Transversal-
wellen. Statt dessen kann man auch (51) zuriickfithren auf
die frither?) eingefiihrte charakteristische Temperatur:
52 = . mEX
(52) © 2k

An der betreffenden Stelle wurde gezeigt, daB fiir ein
Volumen 7 mit der Atomzahl N die Beziehung besteht
, 14 1 2 |4 1
(52) 3N =y whu (y_‘,+ F) = 525 Ghex > o
80 daB man unter Einfiihrung des einem ‘Atom zukommenden
Volumens 7/N und der eben erwihnten charakteristischen
Temperatur an Stelle von (51) erhilt:
3 N «2R* 1

Unter Einfibrung der Avogadroschen Zahl NV (Anzahl
der Atome pro Atomgewicht) und des Atomgewichtes 4 kann
man schlieBlich bei einatomigen Korpern geradesogut schreiben

3 2ht N
(53" AM=R7,“’_IC_W(1—cos3).

Wihrend bei Abwesenheit der Nullpunktsenergie der
Temperatureffekt fir 7= 0 verschwindet, wird im entgegen-
gesetzten Falle die Temperaturfunktion konvergieren nach
e~ 44 ein Wert, der sich experimentell unter Umstinden recht
erheblich bemerkbar machen muB, wie die numerische Dis-
kussion im § 8 zeigt.

1 2
= T

§ 7. Angendherte Formel fiir die Temperaturfunktion im ganzen
Temperaturgebiet.

Wie das von der Theorie der spezifischen Wirmen bekannt
ist und es auch der vorige Paragraph fiir unseren Fall wiederum

1) P. Debye, loc. cit.
Annalen der Physik, IV. Folge. 43. 6
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zeigt, werden die strengen Rechnungen schlieBlich unaus-
fidhrbar. Nun hat andererseits die Nachpriifung meiner an-
geniherten Theorie der spezifischen Wirme ergeben, daB bei
einatomigen Korpern und solchen, welche wie z. B. KCl ebenso
zu behandeln sind nur minimale Differenzen zwischen dem theo-
retischen und experimentellen Verlauf der Kurven: spezifische
Wirme als Funktion der Temperatur, vorhanden sind. KEs
liegt deshalb nahe, fiir dieselben Falle auch hier eine moglichst
einfache Niherungsformel zu entwickeln, welche mdglichst ge-
nau die experimentellen Erscheinungen beschreibt. Dieses Ziel
werden wir im folgenden zu erreichen suchen, man wird die
Formel als Wegweiser benutzen konnen fiir die Experimente,
welche auf diesem Gebiete noch alle erst ausgefithrt werden
miissen. Der Kristall, auf den wir unsere Rechnung beziehen
wollen, sei regulir, auBerdem werde zunichst von einer Null-
punktsenergie abgesehen. Fiir diesen Fall kann mit Riicksicht
auf das am Ende des § 5 erhaltene allgemeine Resultat unter
Hinzuziehung von (14) fiir M nach (42) geschrieben werden:

hﬁ)k

(54) — M %(2)5 cosﬂfoqu;dwdx#;k e

e?nkT—l

wenn wir wieder wie in § 6 den Winkel ¢, zwischen Beob-
achtungsrichtung und Einfallsrichtung einfithren. Nun sehe
man niherungsweise die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢, als
konstant an und filhre dann unter Benutzung von (43) und
(44) an Stelle von ¢, y, ¥ die neuen Variablen

hco;,
(55) §=gnkr
und zwei Koordinaten auf der Einheitskugel ein. Dann erhilt
man statt (54) unter Benutzung der im § 6 benutzten Be-
zeichnungen:

—~ M= (l—cos ) “ XL fof fd—gl dg?

SchlieBlich erstrecke man die Integration nach & von 0
bis zu einem Maximalwert z, der der maximalen Grenz-
schwingungszahl des elastischen Spektrums entspricht und fiir
den wir @/7 schreiben unter Einfihrung der obengenannten
charakterischen Temperatur @. Andererseits berechne man
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das Integral iiber die Einheitskugel, so wie das einem isotropen
Kérper entsprechen wiirde, bei welchem

d 2 1 2
J5F =47 (G + 5)
ist. Dann findet man fiir M den Ausdruck

C
=T
§d§

e‘tl

66 —M=t—cs) LT (ot ) [
0

Die Summe der reciproken dritten Potenzen der Fort-
pflanzungsgeschwindigkeiten kann ebenfalls nach (52) und (52
in @ aunsgedriickt werden; tut man das, dann kann man an
Stelle von (56) auch schreiben:

, 3  x%h? 1 3 tdt

(56") —-M=_5 Fk@(l_cosﬁ)?fﬁ
0

wenn pu die Masse eines Atoms der betreffenden Substanz

bedeutet. Unter Einfithrung der Anzahl Atome pro Atom-

gewicht V und des Atomgewichtes 4 kann man (56") auch die

Form geben:

?

x
£d¢
eé—1

Gey - M= 2 T cos ) L

Damit ist die gesuchte Darstellung von X fir das ganze
Temperaturgebiet gefunden.

Im nichsten Paragraphen werden wir eine eingehendere,
numerische Diskussion an diese Formel anschlieBen, hier
mogen nur die zwei Grenzfille 7< < @ und 7> > @ eine
besondere Erwihnung finden.

a) T'< <0,

In diesem Falle ist x = &/7 > > 1, die obere Grenze im
Integral kann dann gleich oo gesetzt werden und man findet:

fw _fsdé f§ =t +e e .. )dE

1 et
=1+T+?+ﬁ+"'=—6—'

Ersetzt man nun noch 1/z? durch 7?/0?, dann wird z. B. (56'):
6*
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(57) —M=%%(1—cos&)w.

Wir finden also das schon im § 6 fiir tiefe Temperaturen aus-
gesprochene Resultat wieder, wonach — M proportional dem
Quadrate der absoluten Temperatur wird.})

b) 7> > 0.

In diesem Falle ist # = O /7 < < 1 und kann man das
Integral in (56’) niherungsweise berechnen zu

fus e

i} 0
Damit wird (56):
(58) —M=2 PP s T
i uk O

Dieselbe Temperaturabhingigkeit gab auch die frithere Nihe-
rungstheorie. Der einzige Unterschied besteht darin, daB wir
jetzt nicht mehr eine nur angenahert bekannte ,,quasielastische
Kraft f fir das Atom einzufiihren haben. Man kann das auch
so ausdriicken: durch (58) werde die frither eingefiihrte quasi-
elastische Kraft f bestimmt. In der Néherungstheorie fanden
wir namlich
- M= 2’%5(1 —cosH) T,
ein Vergleich mit (58) liefert also fiir f die Bestimmungs-
gleichung:
4ndy la’ @*

f_*

Mit Riicksicht auf die Definition von ©:
hvmax
0= -

mittels der Grenzschwingungszahl des elastischen Spektrums
kann man auch noch schreiben

2
% =3 472 0% 0x

1) Die Identitit mit (48) folgt sofort, wenn man fiir C den fir tiefe
Temperaturen giiltigen Wert
ootk I
5 u 6
substituiert.
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und deshalb das SchluBresultat folgendermaBen aussprechen:

Die jetzige, verbesserte Theorie liefert im Grenzfall fur hohe
Temperaturen dasselbe Resultat, wie die frihere, ohne Rick-
sicht auf die gegenseitige Bindung der Atome, entworfene; als
wSchwingungszahl der Atome* hat man in letztere einen Wert
einzusetzen, der Vi Mal der Schwingungszahl des elastischen
Spektrums ist.

Der Fall, daB eine Nullpunktsenergie existiert, kann ohue
weitere Rechnung erledigt werden; die Anderung 4 M, welche
M durch die Beriicksichtigung dieses Umstandes erfihrt, wurde
schon im vorigen Paragraphen berechnet. Mit Riicksicht auf
(53) oder (53") findet man jetzt

8 AR 1, 1 EdE
(9) =M= gl —cosd) [T + }tﬂ
0

an Stelle von (56°), womit auch hier eine Darstellung fiir das
ganze Temperaturgebiet erhalten ist. An dem obigen Satz ist
pichts zu #ndern, nur liegen die Temperaturen, welche als
,hoch“ zu bezeichnen sind, erheblich hoher, wie bei verschwin-
dender Nullpunktsenergie.

§ 8. Numerische Diskussion und graphische Erlduterung.

Der Temperaturverlauf von M wird bestimmt durch das in
(66) und (59) auftretende Integral. Wir schreiben dasselbe:

1 fEE_ 0@
w’o Fo1 T x

]

die Funktion @ (z) hat dann die folgenden Entwickelungen:?)

B, B B
d’(z):l—%-i——g—!xz—ﬁx"'—{—?—;xs— 4
(60) _1 x wi md x& xs +
=1-— 7+ 36— 3600 T 211680 10886400 T "
und
, NG - 1 -2 (1 1
©0) =TI T(1+1) - (745

~8z (1 1
=G

1) B,, B;, B;... — bedeuten die Bernouillischen Zahlen.




86 L. Debye.

von denen (60) fir kleine Werte und (60°) fiir grofe Werte von
z geeignet ist. Bricht man (60) beim dritten Gliede ab, dann
ist der Fehler noch kleiner wie 1 Proz. fiir = 2, dasselbe
gilt fir (80°) von z wenig groBer als 2 an. Die Reihen folgen
ganz analog wie das fiir die in der Theorie der spezifischen
Wiarme auftretende Funktion frither gezeigt wurde. Mittels
(60) und (60") wurde fiir & (z) die folgende Tabelle berechnet.

x D (z) x ‘ D (z) x D (x) p D (x)

0 1 1,2 0,740 0,483 9 | 0,188
0,2 0,951 | 14 0,704 0,388 10 | 0,164
0,4 0,904 | 1,6 0,669 0,321 12 | 0,187

0,6 0,860 | 1,8 0,631 0,271 14 | 0,114
0,8 0,818 | 2,0 0,607 0,234 16 | 0,103
1,0 0,718 | 2,5 0,540 8 0,205 20 | 0,0822

Fir den Temperaturverlauf ist die Funktion ®/z, resp.
1+ @]z maBgebend (vgl. (62) resp. (62")). Zur besseren Veran-

s
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Fig. 8.

schaulichung haben wir in Fig. 3 die beiden Funktionen als
Funktion von 1/z = I'/0 aufgetragen. Sie liegen zwischen den
beiden Niherungen
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welcke ebenfalls, und zwar gestrichelt eingezeichnet wurden.
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Man iiberzeugt sich leicht, daB die obige Niherungs-
gleichung fiir tiefere Temperaturen gilt bis 7/@ =}, wih-
rend die Niaherungsgleichung fir hohe Temperaturen gilt von
T/© = 1,6 an, mit einem Fehler von hochstens 1 Proz. LBt
man einen Fehler von 10 Proz. zu, dann erstrecken sich die

Gﬁltigkeitsbereiche von 7/@ = 0 bis 7/6 = ?1’5— und von 7'/0
= W bis 7/6 = co.

Die fiir die absolute GroBe des Temperatureffektes bei der
Interferenz von Rontgenstrahlen maBgebende reine Zahl sei P
genannt, dann ist nach (56°) oder (56”) und (59)

(61) 1 x¥A? 3 NI «

S i0uk0 1k A6

wobei » das 2n-fache des reziproken Wertes der Wellenlange
der Rontgenstrahlen bedeutet, 2 und % die bekannten univer-
sellen Konstanten sind, @ die fiir den Verlauf der spezi-
fischen Wirme charakteristische Temperatur, u die wirkliche
Masse eines Atoms, 4 das iibliche Atomgewicht und NV die
universelle Zahl der Atome pro Atomgewicht bedeutet. Fiihrt
man die Wellenliinge A ein und setzt nach Planck: ¥=6,20-10%,
k=1,34.10"1 erg, h = 6,41.10~27 erg sec., dann kann P
auch berechnet werden aus der Beziehung:

, _ 0,571.10—1
(617 P=—FTow

in der A in Zentimeter einzusetzen ist.

Der Exponent der Exponentialfunktion, welcher den Ver-
lauf der Intensitét regelt und den wir frither 3/ nannten, kann
geschrieben werden:

a) bei fehlender Nullpunktsenergie:

(62) M= —P(l —cos8)- 22,
b) bei Anwesenheit von 1\Iullpunktsenergle
(627 M= —P(l — cos &) [% + 20 ] ,

wobei P die eben definierte Zahl ist, @ die Funktion von
z = 0|7 bedeutet, mit deren Besprechung dieser Paragraph
angefangen wurde und & der Winkel ist zwischen Beobach-
tungs- und Einfallsrichtung.

Im AnschluB an § 5 erinnern wir daran, daB die zer-
strente Intensitit proportional ist '
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(68) N1 -,
wihrend die Interferenzintensitit gemessen wird durch
(639 XL,

wobei Z der dort noch niher definierte Lauesche Ausdruck
und & die Zahl der beleuchteten Atome bedeutet.

Als erstes Beispiel sei der Fall des Diamanten gewihlt,
dessen eigenartiges experimentelles Verhalten den AnstoB zu
der Theorie gegeben hat. Hier ist 4 = 12 und 6 = 1830;
fir A = 107® cm wird demnach (vgl. (617):

P =026,
fir A =5-10"% cm wire P viermal so groB, alsc
P=1,04.

Unter Benutzung der Tabelle von @(z) kann jetzt der
Exponent der Temperaturfunktion # leicht nach (62) oder
(62) berechnet werden fiir jede beliebige Temperatur 7' und
einen beliebigen Winkel J. SchieBlich ergeben sich nach Be-
rechnung von e¥ die Ausdriicke (63) und (63", welche den
Verlauf von zerstreuter, resp. Interferenzintensitit charak-
terisieren.

Die Rechnung wurde durchgefiihrt fir zwei Wellenlingen
A=171-10"%cm und A = 3,5:10°® cm; das Resultat derselben
wird durch die folgenden vier Figuren veranschaulicht.

In jeder Figur ist senkrecht zu einer horizontalen $-Achse,
welche von 0 bis x geht, die GroBe ¢ aufgetragen, und zwar
fiir die Temperaturen 7' = 0, 300, 600, 900, 1200. Die Figuren
mit dem Index a beziehen sich auf den Fall verschwindender
Nullpunktsenergie (Gl. (62)), die Figuren mit dem Index b da-
gegen wurden unter Annahme einer Nullpunktsenergie be-
rechnet (Gl (62%). Fir 4a und 4b ist 2 = 7,5:107° cm, fiir
5a und 5b ist A = 8,5:107% cm. Die Zahlen neben oder an
den Kurven bedeuten die Temperaturen, fiir welche sie be-
rechnet sind.?)

Die Ordinaten der Kurven messen den Intensitéitsabfall der
Interferenzintensitiat; der senkrechte Abstand von den Kurven

1) Durch ein Versehen wurden in den folgenden Figuren unrichtige
Zahlen fiir die zugehdrigen Wellenliingen eingezeichnet. Statt 1075, resp.
5.107%, soll es heiBen 7,1.107%, resp. 3,5.107°.
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bis zur oberen Horizontale in der Hohe 1 ist proportional der
gleichzeitig vorhandenen, zu derselben Wellenlinge gehorigen
zerstreuten Intensitit, soweit die Verinderlichkeit ihre Ursache
in der Wirmebewegung findet.?)
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Vor allem zeigen die Figuren den groBen EinfluB einer
Nullpunktsenergie vorausgesetzt, daB bei geniigend kleiner Wel-
lenlsinge beobachtet wird. Wihrend némlich in den Figuren mit
dem Index a die Kurve schlieBlich fiir 7= 0 mit der Horizontalen
in der Hohe 1 zusammenfallt, ist das bei Anwesenheit einer
Nullpunktsenergie nicht der Fall. Wie die Figuren b zeigen
ist die Grenzkurve fiir 7'= () erheblich von den ebengenannten
horizontalen verschieden, besonders bei der Wellenlinge
3,5.10~°. Bei noch kleinerer Wellenlinge wiirde der Unterschied
noch viel groBer werden.

1) Fiir die Reduktion auf die wirklich beobachtbare und im Ex-
periment aufhebende Intensitit vgl. man den zweiten Zusatz am SchluB.
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Um die Sonderstellung, welche Diamant einnimmt, niher
zu beleuchten, wurde dieselbe Rechnung wie oben auch noch
fir Sylvin durchgefithrt.)) In diesem Falle erhdlt man eine
leidliche Darstellung der Kurve fiir die spezifische Warme
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nach meiner Formel mit @ = 219. Dieser Wert fiir & wurde
angenommen, aulerdem wurde 4 gleich 37 gesetzt (Mittel
zwischen K = 39 und Ol = 35) Die Kurven wurden ebenfalls
wieder berechnet fiir 2 = 7,1-107° cm und fiir A = 8,5-107° cm,
unter Annahme verschwindender Nullpunktsenergie (Kurven ) und
unter Annahme der Existenz einer Nullpunktsenergie (Kurven ).

Der Unterschied der beiden Auffassungen, beziiglich der
Grenzkurve fiir 7= 0, kommt hier noch deutlicher zum Aus-
druck wie beim Diamanten. Inshesondere aber kommt die stir-

1) Sylvin wurde gewihlt, weil diese Substanz mit groBer Wahr-
scheinlichkeit als einatomiger Kérper behandelt werden darf.
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kere Amplitude der Wirmebewegung voll zur Geltung. Dem ent-
spricht es, daB wir jetzt starke Verinderungen wahrnehmen
im Temperaturgebiete unterhalb mittlerer Zimmertemperatur,
wahrend beim Diamanten kein sehr groBer Unterschied zwischen
7= 0 und 7 = 300 mehr zu verzeichnen ist. Wir zeichneten
deshalb die Kurven fiir 7 = 0, 100, 200, 300, 400. Auch sei
noch darauf aufmerksam gemacht, wie sich bei Sylvin und
fehlender Nullpunktsenergie eine rapide Verinderlichkeit der
Intensitiatskurve erst von etwa 7'= 100 an zeigt, Deshalb
haben wir in Fig. Ta auch noch die Kurve fiir die Zwischen-
temperatur 7' = 50 eingetragen.

Die Kurven diirften klar erkennen lassen, daB es die
wenigstens angeniherte Richtigkeit der vorgeschlagenen Theorie
vorausgesetzt, moglich sein muB mittels Messungen iiber die
Intensitatsverteilung als Funktion der Temperatur eine end-
giiltige Kntscheidung fiir oder wider der Hypothese der Null-
punktsenergie zu erbringen.

An der hiesigen Stelle fehlten leider die Mittel zu dieser
Untersuchung, ich muB mich deshalb jeder Vermutung itber das
wahrscheinliche Resultat solcher Versuche enthalten.

Zusammenfassung.?)

1. Die Warmebewegung der Atome hat einen wesentlichen
EinfluB auf die bei Rontgenstrahlen beobachtbaren Inter-
ferenzerscheinungen.

2. Die Scharfe der Interferenzmaxima wird nicht, ihre
Intensitit, ebenso wie die rdumliche Intensitiatsverteilung aber
wohl beeinfluit.

8. Die Interferenzintensitit nimmt wegen der Wirmebe-
wegung exponentiell ab

a) mit zunehmendem Winkelabstand zwischen Einfalls- und
Beobachtungsrichtung,

b) mit zunehmender Temperatur,

¢) mit abnehmender Wellenliange.

4, Der Exponent der ebengenannten Exponentialfunktion
verschwindet bei 7= 0 bei fehlender Nullpunktsenergie und
behalt einen endlichen, wesentlich in Betracht kommenden
Wert, wenn eine Nullpunktsenergie existiert.

1) Man beachte die Einschriinkung der Anmerkung p. 65.
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5. Der Exponent ist stets umgekehrt proportional dem
Quadrate der Wellenlinge,

6. Die Interferenzintensitit ist stets begleitet von einer
zerstreuten Intensitit, welche dort am intensivsten ist, wo die
Interferenzintensitit am meisten geschwicht erscheint und
umgekehrt.

7. Der Verlauf der Erscheinungen 4Bt sich anniéherungs-
weise vorausberechnen, wenn Daten tiber den Verlauf der spe-
zifischen Wirme als Funktion der Temperatur vorliegen.

8. In der betreffenden Niherung gilt ein Ahnlichkeitsgesetz
wie bei den spezifischen Wirmen einatomiger Korper, wonach
auch hier der Temperaturverlauf nur Funktion von dem Ver-
hiltnis der charakteristischen Temperatur @ zur Beobachtungs-
temperatur ist.

Utrecht, 29. September 1913.

(Eingegangen 10. Oktober 1913.)

Zusitze bei der Korrekiur (26. November 1913):

1. Inzwischen teilte mir A. Sommerfeld eine Fassung
der obigen Resultate mit, welche die riumliche Verteilung der
Warmewirkung auf die Interferenzpunkte in sehr einfacher
Weise allgemein zu iibersehen gestattet.

Wir fanden, daB z. B. bei fehlender Nullpunktsenergie der
Wirmeeffekt gemessen wird durch eine Exponentialfunktion mit
einem Exponenten ¥, welcher nach (62) und (61) unter Wieder-
einfilhrung der Richtungscos. «,, 8, 7 @ f, v auf die Form:

2
63 M= — 3 2O e — af + (B = B+ — 7))
gebracht werden kann. In einem Interferenzpunkt aber kann
dafiir nach den Grundformeln

A ! A
(64) «—ty=h—, ﬂ—ﬂ‘):hzz, Y=o =hs

der Liaueschen Theorie (fiir das regulire System bei beliebiger
Incidenz giiltig) auch geschrieben werden

’ 84t s1)
(63) M= = 2om T + b+ b




