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I. T h e o d e  des festen Zustamdes einatomdger 
Elemente; 

vom E. G r i l m e d s e r ~  

. I n h a l t :  1. Die Voraussetzungen der Theorie. 2. Die potentielle 
Energie des Mol. 3. Direktionskraft und Frequenz des einzelnen Atoms. 
4. Uber den Wert der Funktion y. 6. Die h d e r u n g  derfiequenz mit 
Temperatur und Druck. 6. Die Zustandsgleichung des festen R6rpers. 
7. Isochorische Zustandaiindorung. 8. Atomwiirme, Sehwingungsenergie 
und Entropie als Funktionen von Temperatur und Druck. 9. Adia- 
batische Zustandsiinderung. 10. Isotherme Zustandsiinderung. 11. 180- 

piestische Zustandshderung (Thermische Ausdehnung). 1'2. Die Subli- 
mationswiirme beim absoluten Nullpunkt. 13. Berechnung der Frequens 
aus der Kompressihilitiit oder aus dem Crenzverhilltnis von Atomwarme 
und Ausdehnungskoeffizient. 14. Die Ausdehnung der Theorie auf hohere 
Tempcraturen. 15. Volumiinderung zwischen Nullpunkt und Schmelz- 
punkt. 16. Das Verhgltnis der mittlaen Schwingungaamplitude zur 
Volumausdehnung. Raumerfullung der Atome. 17. Beziehung zwischen 
Frequens und Schmelspunkt. 18. Beziehung zwisehen Kompressihilitiit 
und Schmelztemperatur. 19. o h e r  den Sehmelzvorgang und die Schmelz- 
wiirme. 

Im Laufe der letzten Jahre ist aus der Physikalisch- 
Technischen Reichsanstalt eine Reihe von Untersuchungen 
hervorgegangen, die sich mit den thermisch-elastischen Eigen- 
schaften reiner Metalle beschaftigen. Eine wertvolle Er- 
ganzung fanden diese . Untersuchungen durch die von ver- 
schiedenen Seiten angestellten Messungen iiber die Abhiingig, 
keit der spezifischen Wiirme von der Temperatur, sowie durch 
die Kompressibilitatsmessungen an der Barvard- Universitiiit. 
Die nachstehenden Uberlegungen sind aus dem Bestreben 
hervorgegangen, ein theoretisches Model1 zu finden, welches die 
thermisch-elastischen Eigenschaften der Metalle in sich vereinigt. 

Vor einigen Jahren hat Miel) eine Theorie einatomiger 
Korper entwickelt. Er ging dabei von der alten Anschauung 

1) G.Mie, Ann. d. Phys. 11. p. 657. 1903. 
Annden der Phyaik. IV. Folge. 39. 17 
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aus, da6 die Atome durch anziehende und absto0ende KrLfte 
nach bestimmten Gleichgewichtslagen dirigiert werden; und 
zwar folgt aus der Elastizitat der festen Korper, dal3 die ab- 
sto6ende Kraft sehr vie1 schneller als die anziehende Kraft 
mit wachsendem Atomabstand abnehmen mu0. 

Die Einfiihrung dieser zwei Arten voneinander unab- 
hangiger Atomkrafte ist zweifellos unbefriedigend. Es wilre 
z. B. sympathischer, die AbstoBung der Atome lediglich durch 
Warmebewegung zu erkliiren. Dann mii0te man aber an- 
nehmen , da0 die Warmebewegung beim absoluten Nullpunkt 
nicht aufhijrt, sondern noch gro0 genug ist, um den Itorper 
beim Nullpunkt fast ebenso kompressibel zu erhalten, wie bei 
Zimmertemperatur. Denn daf3 in diesem Temperatnrintervall 
die Kompressibilitit sich nur verhaltnismaflig wenig andert, 
wird durch Experiment und Theorie l) sehr wahrscheinlich 
gemacht. Eine W armebewegung beim Nullpunkt konnte aber 
den Atomen schwerlich zugeschrieben werden. 

Einen anderen Ausweg hat Th. W. R i c h a r d s 3  vorgezogen. 
Er sieht die Atome selbst als kompressibel an,  muS d a m  
also annehmen, ds6 nicht nur beim Nullpunkt, sondern wesent- 
lich auoh bei hoherer .Ternperatur die Kompressibilitbt des 
Korpers durch die der Atome bedingt wird. Durch diese An- 
nahme diirfte wohl die Schwierigkeit, die wir umgehen miichten, 
nur an eine andere Stelle verlegt werden. 

Sehr fruchtbar scheint der Gedanke zu sein, die Atom- 
krafte auf elektrische und elektromagnetische Krafte zuriick- 
zufiihren. So hat F. E a b e r 3 )  aus der Vorstellung eines Raum- 
gitters von Elektronen, in welches die Atome eingelagert sind, 
Folgernngen gezogen, die sich mit iiberraschendem Erfolge an 
der Erfahrung bestatigen. Vor allem aber hat anch Made-  
lung') in einer interessanten Studie gezeigt, da6 es ein elektro- 
magnetisches Model1 gibt, in welchem Erafte auftreten, die 
den Atomkraften bis zu einem gewissen Grade analog sind. 

1) E. Griineisen, Ann. d. Phys. 33. p. 1239. 1910; Verb. d. Deutach. 

2) Vgl. z. B. Th. W. Richards,  Journ. Chern. SOC. 99. p. 1201. 

3) F. Haher,  Verh. d. Deutsch. Physik. Ges. 13. p. 1117. 1911. 
4) E. Bladelung, Physik. Zeitschr. 13. p, 489. 1912. 

Phyaik. Gee. 13. p. 491. 1911; W. Nernst ,  ibid 13. p. 921. 1911. 

1911 (Faraday Lecture). 
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Die folgende Theorie, welche in ihren Grundzfigen bereits 
veroffentlicht ist’), fuSt noch auf der alten Anschauung Hie’s 
und ftihrt die Absto0ung ebenso wie die Anziehung auf Krilfte 
zurtick, die einer Potenz des Atomabstandes umgekehrt pro- 
portional sind. Wir wollen darin nur eine Arbeitshypothese 
sehen, die bei besserer Erkenntnis fiber dae Wesen der Atom- 
krllfte dnrch andere Annahmen ersetzt werden kann. An den 
Folgerungen wird sich dadurch nichts Wesentliches andern, 
solange wenigstens die Rolle der Leitungselektronen unbertick- 
sichtigt bleiben kann. 

Die Voraueeetaungen der Theorie. 

1. Die potentielle Energie zweier im gegenseitigen Ab- 
stande r befindlichen Atome soll bis auf eine Konstante ge- 
geben sein durch 

a b  
tx ry 

+ - 9  
-- 

wo sich der erste Summand auf die anziehende, der zweite 
a d  die absto0ende Kraft bezieht. Die HiZlfte dieses Betrages 
konnen wir dann ansehen als die potentielle Energie, die das 
einzelne Atom infolge der Nachbarschaft des anderen hat, 
Die GrbSen a und b sollen konstant sein. 

Durch die Wirkung beider Krtifte werden die Atome 
eines Mols beim absoluten Nullpunkt, wo wir vollstilndige Ruhe 
der Atome annehmen wollen, und beim llnSeren Druck 0 in 
bestimmten Gleichgewichtslagen gehalten, die sich bei h6herer 
Temperatur entsprechend der Volumausdehnung und bei Druck- 
veriinderung entsprechend der Kompressibilitilt verschieben. 
AuSerdem fiihren aber in h6herer Temperatur die Atome urn 
ihre Gleichgewichtslagen Schwingungen aus, die wir als un- 
gedimpfte Sinusschwingungen voraussetzen wollen, so daS die 
poten tielle Schwingungsenergie gleich der kinetischen wird. 
Die gesamte Schwingungsenergie eines Mol soll durch 

T 

1) E. Griineisen, Verh. d. Deutsch. Phyeik. Gee. 13. p. 836. 1911; 
14. p. 322. 1912. 

17* 
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gegeben sein (C, = Atomwarme bei konstantem Volumen, 
T abs. Temperatur). 

Indem wir die Frage nach der Bnderung der Atomwarme 
mit der Temperatur zunachet offen lassen , verallgemeinern 
wir  den Ansatz Mie's, der das Dulong-Pet i tsche Gesetz 
Cv = 3 R eingefifhrt hatte. 

Wie wir im Laufe der Untersuchung sehen werden, er- 
fordert unser Ansatz, daf3 die Atomwarme eine Funktion von 
v : T ist, wo Y die Frequenz der Atomschwingungen bedeutet. 
Wir befinden uns also in Ubereinstimmung mit der E ins t e in -  
schen auf der P l a n  ckschen Quantenhypothese aufgebauten 
Theorie der spezifischen Warme l), die freilich sehr vie1 mehr 
leistet, indem sie die Form jener Funktion angibt. 

Auch darin wollen wir allgemeiner als Mie rechnen, daB 
wir beide Exponenten x und y zunachst unbestimmt lassen. 
Sind die Formeln allgemein entwickelt, so kann man auf Grund 
der Erfahrung entscheiden, ob x wie bei Mie gleich 3 gesetzt 
warden kann, um die anziehende Kraft mit der Eohiisionskraft 
von van  d e r  W a a l s  in Ubereinstimmung zu bringen, oder 
ob x besser einen anderen Wert erhalt. 

Die potentielle Energie des Mol. 

2. Beim absoluten Nullpunkt und bei verschwindendem 
auberen Druck hat jedes Atom die der Struktur des festen 
Korpers entsprechende Ruhelage inne. Wir wollen eine be- 
stimmte Vorstellung zugrunde legen und mit E i n s t e i n  an- 
nehmen, die Atome seien in den Ecken eines kubischen Raum- 
gitters gelagert. In  diesem Zustand sei der Abstand zweier 
benachbarter Atome To definiert durch 

NToS = wo , 
wo wo das Molvolumen fur 3'= 0, p = 0, und N die Atomzahl 
im Mol ist. 

W ir berechnen nun unter den gegebenen Verhiiltnissen 
die potentielle Energie yo eines einzelnen Atoms, soweit sie 
von den anziehenden Krafteu der ubrigen Atome im Mol her- 
riihrt. Von diesen haben immer eine gewisse Anzahl pi den 

1) A.Einate in ,  Ann. d. Phys. 22. p. 184. 1907. 
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gleichen Abstand 1, F0 von dem betrachteten (zentralen) Atom, 
oder mit anderen Worten, die umgebenden Atome konnen wir 
uns auf Kugelflachen arigeordnet denken, die durch den Index ;1 
gekennzeichnet werden. Mit Rucksiclit darauf kannen wir 
setzen 

Die Summe ist streng genommen iiber alle zum Mol gehorigen 
Atome zu erstrecken , kann aber jedenfalls fruh abgebrochen 
werden, da erfahrungsgema6 die entfernteren Atome zur poi 
tentiellen Energie des Einzelatoms nicht merklich beitragen. 
Ob dies daher riihrt, da6 z groB ist, oder daher, da6 zwar 2 
niedrig ist, aber die Wirkung der entfernteren Atome durch 
die niichstliegenden gleichsam abgeschirmt wird, ist zweifel- 
haft, aber fur unsere spilteren Folgerungen wichtig. Wir 
werden deshalb auf diesen Punkt zuruckkommen. 

Nennen wir xo die potentielle Energie des Atoms unter 
dem EinfluB der absto6enden Krafte der Umgebung, SO ist 
zu setzen 

Wir wollen die nur von der Struktur des Korpers und 
yon den Exponenten x und y abhiingigen Summen 

und ferner 
(1 b) a G(.E) = e, 6 o(y) = b 

setzen, dann wird 

Entsprechend den Ausdrucken rp0 und xo fur das einzelne 
Atom haben wir fur die von den anziehenden und abstofienden 
Kraften herriibrenden Teile der potentiellen Energie des Mol 
zu setzen 

Q0 = Nrp, , X, = A'%,, , 
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und daher fur die gesamte innere potentielle Energie des Yo1 
fiir T = O  und p = O  

Mit den Abkurzungen 

A B  T o = - -  + .. - 
l 0 

Da die Atome beim Nullpunkt und bei verschwindendem 
aufleren Druck sich in einer Gleichgewichtslage befinden, so 
ist P, in bezug auf Variationen von vo ein Minimum. Daraus 
folgt 

(34 

(3 b) 
oder auch 

Diese Beziehungen erm6glichen es, B und b durch A und a 
auszudrucken, wovon wir spater Gebrauch machen werden. 
Dabei mu8 dann vo bzw. To als eine von Temperatur und 
Druck unabhlngige Konstante angesehen werden. 

Bei hoherer Temperatur wachst der mittlere Abstand 
der Atomruhelagen. AuBerdem fiihren die Atome um diese 
Ruhelagen Schwingungen aus, deren potentielle Energie eben- 
falls zu P gerechnet werden mu8. Der allgemeinste Ausdruck 
fur den Momentanwert von P ist 

(4) 

wenn rre den momentanen Abstand des pten Atoms vom gteD 
Atom bezeichnet, y und e aber die Zahlen 1 bis N durch- 
laufen. 

Den zeitlichen Mittelwert von 7 wollen wir gleichsetzen 
der Summe aus der mittleren potentiellen Energie der in den 
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Ruhelagen gedachten Atome und aus der mittleren potentiellen 
Schwingungsenergie. Dann erhalten wir 

(4  a) 
T 

v=-.-+- A B  + + [ C V d T = F ( u ) + + E ,  
L.'l Om 

0 

da nach unseren .Voraussetzungen die Atome reine Sinus- 
schwingungen ausfiihren , deren Qesamtenergie bei der Tem- 
peratur T durch den Warmeinhalt 

E =  [ CudT 

gegeben ist. Aus der Form van V ist noch nicht zu er- 
kennen, walcher Teil auf die anziehenden, welcher auf die ab- 
stobenden Krlifte zuriickzufiihren ist. Dazu wird uns die 
folgende Betrachtung verhelfen. 

Direkt ionskraf t  und F r e q u e n z  den einzelnen Atome. 

3. Wir versuchen die potentielle Schwingungsenergie und 
die Frequenz des Einzelatoms aus den angenommenen Kraften 
abzuleiten. Wir vernachIassigen dabei, wie E ins t e in  in seiner 
ersten Mittcilung *) iiber diesen Gegenstand , den EinfluB der 
Koppelunga) mit den Nachbaratomen. 

Ein Atom werde um die gegen den Atomabstand kleine 
Strecke lj aus seiner Ruhelage mtfernt, wahrend alle anderen 
Atome in den Ecken des Raumgitters von der Kantenlange F 
ruhen miigen. Dann wachst, die potentielle Energie des be- 
trachteten Atoms um + B Ea, wobei U die Direktionskraft nach 

1) A . E i n s t e i n ,  Ann. d. Phys. 22. p. 180. 1907. 
2) Vgl. A. E i n s t e i n ,  Ann. d. Phys. 36. p. 679. 1911. Ferner 

RI. B o r n  u. Th.  v. RBrm:in, Physik. Zeitachr. 13. p. 297. 1912, welche 
gezeigt haben, dafl bei Beriicksichtigung des Koppelungseinflusses keine 
seharfe Eigenfrequenz des Atoms errechnet wird, wohl aber eine An- 
hiiufung der Frequenzen bei gewissen hochsten Grenzwerten, die von der- 
selben Grofienordnung sind , wie die nach unserem Naherungsverfabren 
berechnete Frequenz. Auf dies interessante Ergebnis ngher einzugehen, 
war nicht mehr mijglich, da die vorliegende Abhandlung bereits ab- 
geschlossen war. 
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der Ruhelage bedeutet. Die Eigenfrequenz des Atoms (= Schwin- 
gungszahl /Sek.) ist dann gegeben durch 

wenn p die Masse cines Atoms ist. 
Urn die Direktionskraft D zu finden, gehen wir zunachst 

von den beiden Atomen aus, die in Richtung der Verschiebung .$ 
dcm betrachteten Atom am iiLchsten liegen, etwa im Abstande F. 
Die von ihnen lierriihrende, der Verschiebung entgegenwirkende 
Kraft ist 

wenn man Glieder von der Ordnung ,!j:j vernachlassigt und 
wenn man 

f ( ?  + 6) - f’:? - .$) = + 2 &. f ‘ (3  f 

also 
a h 

T ! / + 2  f” (1’) = 5 (2 + 1) + r^ -?/(!/ + 1; 
s e tz t . l) 

Von dem Atompaar i m  Abstande €,F wird die Kraft 
+ 2 E f ’ ( 5 7 )  ausgeiiht, also von allen in der Richtung g 
liegenden Atomen die Kraft 

+ 2.$Cf”(f;j). 
i. 

Urn auch die Kraftwirkung derjenigen Atompaare zu be- 
riicksichtigen, die nicht in der Richtung .$ liegen , wollen wir 
jedem Glied der Summe C einen Zahlenfaktor yj. zuschreiben, 
der von der Atomzahl pn im Abstande fl-7; und von den Winkeln 

1) Es iet wohl nicht ubcrflussig, zu bemerken, daB die Kraft f ( r )  
zwischen j e  zwei Atomcn itn allgemeinen keioeswegs verschwindet fur 

seitig auf. Vielmehr uberwiegt bei kleinem Atomabstand die absto6ende 
Kraft, bei gro6em Abstand die anziehende liraft. Wiihrend niimlich 
nach (3b) gilt 

~~ 

i ’  = y -o. Die anziehende und absto6ende Kraft heben sich nicht gegen- 

( , : b  = ? I T o z - ! / ,  
5 

ist daa Verhilltnis 
a : b <  o : b .  

Dies folgt aus ( 1  b) und daraus, daU im allgemeinen IT (2) > u (y) sein muU. 
Wenn a :  b = n : b ware, so wurde aus (5 )  und (3b) folgen: f (7J = 0. D a  
n : b < a : b, so iiberwiegt in f\T,I die AbstoEung. 
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abhangt, unter denen, von der Richtung C aus, die y,-Atome 
angetroffen werden. Und zwar ist q1 gleich der halben l) Kosinus- 
quadratsumme 2, dieser Winkel. Also ist jedenfalls q, < $ pI. 

aus der Ruhe- 
lage verschobene Atom wirkt, ware demnach zu setzen 

Die gesamte Kraft, welche auf das um 

+ 2 C c ‘ I n  f‘ (5. F) 7 
i 

also die Direktionskraft D gleich dem Faktor von - El mithin 

Wenn wir hier aus ( lb )  die Werte fiir a und b entnehmen 
und zur Abkurzung die Bezeichnung 

(6) 

einfuhren, so wird 

und weiter mit Riicksicht auf (3b) 

Dieser Ausdruck fur die Direktionskraft des Einzelatoms 
ermoglicht es uns nun auch anzugeben, welcher Teil der 
mittleren potentiellen Schwingungsenergie des Grammatoms 
Q E von den anziehenden, welcher Teil von den abstobenden 
Kraften herrilhrt. Beide Teile mussen in dem Verhaltnis der 
beiden Glieder von B stehen. Wir wollen denjenigen Teil 
von D, der von den anziehenden Kraften herriihrt, mit -Dz, 
denjenigen Teil, der von den abstobenden Kraften herriihrt, 
mit + By bezeichnen, dann entfallt von der gesamten mittleren 
potentiellen Energie V (Gleichung (4 a)) auf die anziehenden 
Krafte der Teil 

A B ,  (8) 2.” 2 lJ 
- 
@ = -  --- 

~ ~- 

I) Ds wir jetzt Atompaare ziihlen. 
2) Vgl. A. Einstein,  Ann. d. Phys. 34. p. 172. 1911. 



266 E. Griiaeisen. 

auf die absto6enden Krafte der Teil 
B 1 D, 
urn 2 D 

- s =+ - + --&* 

Von diesen AusdrIicken werden wir spater Gebrauch machen. 
Fur  die Frequenz der Atomschwingungen ergibt sich aus 

der in (7 a) berechneten Direktionskraft D, wenn man noch das 
Atomvolumen v und das Atomgewicht M = iVp einfiihrt: . 

ober den Wert der Funktion y. 

4. Es ist zweckmuig, sich schon hier uber die m6glichen 
Werte der Funktion q klar zu werden. Definiert wird sie 
durch Gleichung (6), aus welcher sofort zu ersehen ist, da6 
jedes einzelne Glied der Zilhlersumme kleiner iat, als das mit 
gleichem il bezeichnete Glied der Nennersumme. Denn wir 
wissen bereits, daB qn < QpX Also ist jedenfalls q kleiner 
als 1. 

Es macht nun einen sehr erheblichen Unterschied, ob wir 
annehmen, da6 nur die in der Nahe der ersten Kugelflache (€, 
nahe gleich 1) liegenden Atome auf das zentrale Atom Krafte 
ausuben, wahrend die entfernteren Atome gleichsam abgeschirmt 
sind, oder ob wir annehmen, da6 auch die entfernteren Atome 
ungestort wirksam sind. Im ersten Fall ist die Wahl von x 
nur insofern beschrankt, als x < y sein mu6, im zweiten Fall 
mu6 x )= 3 sein, wie wir sehen werden. Wir wollen im 
folgenden diese beiden Falle als Fall 1 und Fall 2 unter- 
scheiden. 

Der Einfacbheit halber sol1 so gerechnet werden, als ob 
alle Atome, deren Abstand vom zentralen Atom zwischen 

liegt, auf einer Kugelflache mit dem Radius IF, lagen. Diese 
Anzahl pr wachst fur groBe Zahlen il offenbar quadratisch mit 
dem Abstand vom Zentralatom. 

FulE 1. Wenn t, gleich 1, f2, f3 . .. f;. . . . gleich Null ge- 
setzt wird, so ist nahezu 

ilr, una (a + q r ,  
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also unabhangig von x und y.1) Fur  das Quadrat der Frequenz 
erhalten wir  d a m  aus Gleichung (9) 

Fur die Zahl ql/pl erhalt man eine Schiitzung, wenn man 
mit Eins te inz)  annimmt, daS die Krafte auf das Atom nicht 
von den zerstreut liegenden Nachbaratomen ausgeiibt werden, 
sondern von einer gleichma0ig wirkenden Kugelflache. Dann ist 

7z - 

j z  n re sin< cos'c d z  
1 

P I  2 2 n r2 6 
- = -. (11 1 0 - =-- 

Hierbei bezeichnet T den Radius der Kugelflache, 5 den 
Winkel zwischen r und der t-Richtung. Der Wert von q 
liegt also jedenfalls unter ' Is ,  unter den in der FuSnote ge- 
machten Annahmen etwa bei 'Is. 

Fall 2. Die Atome sollen keine abschirmende Wirkung aus- 
uben, dann hangt die Anzahl von Gliedern, die in den Summen 
von Gleichung (6) beriicksichtigt werden mfissen, von der Hohe 
der Exponenten x und y, bzw. von der Gr60e des Arguments 
der Funktion y ab. Mit abnehmendem Argument wachst der 
Nenner von y starker als der Zlhler, daher nimmt I,IJ selbst 
ab. Also m u 4  da t < y ist, jedenfalls 

sein. 
Nun sieht man weiter leicht ein, daB x nicht unter den 

Wert 3 sinken kann , wenn iiberhaupt keine abschirmende 
Wirkung der Atome vorhanden ist. Da namlich v1 proportional 

gesetzt werden kann, weil die Anzahl p r  im Mittel wachsen 

v (4 < v (Y! 

1) Durch die Annahme rl = 1 mu8 q zu groS ausfallen, denn sie ist 
glcichbedeutend damit, daB alle wirksamen Nachbaratome vom zentralen 
Atom den Abstand 7 = I/v/W haben. Ntihme man mit E i n s t e i n  an, da6 
die auf einer Wiirfelfliiche liegenden 26 Nachbarmolekiile auf einer Kugel- 
fllohe con gleichem raumliehem Inhalt verteilt wiiren, 80 wurde der Radius 
dieser Kugelfltiche (6/7r)% - T ,  daher ft = (6/72)'/~ = 1,24, wodurch dann ly 
im Verhgltnis 1/l,t42 = 1/1,54 kleiner wurde als q1 : PI. Vgl. A. E i n s t e i n ,  
Ann. d. Phys. 34. p. 172. 1911. 

2) Vgl. voriges Zitat. 

3 
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wird, wie die Oberflache der niit urn das zentrale Atom 
geschlagenen Kugel, so bleibt nach Gleichung (1) die potentielle 
Energie yo des zentralen Atoms fur :c > 3 endlich, fur x < 3 
wurde sie mit der Substanzmenge mehr und mehr wachsen, 
was der Erfahrung widerspricht.') 

Wir wolleri deshalb Fall 2 dahin spezialisieren, daE wir 
z > 3 annehmen, damit ~ ( z )  konvergiert. Es sol1 aber z so 
wenig von 3 verschieden sein, da6 fur Zahlenrechnungen 

x = 3 ,  n = l  

gesetzt werden darf. Dadurch wird dann die anziehende Kraft 
zmischen den Atomen identisch mit der v a n  d e r  Waalsschen 
Kohasionskraft. 

In diesem 1~'aUe. den ich iri meirieii fiiiheren illitteilungen 
ausschlieBlicA bel'iundelt habe, wird q~ (x) verschwindend Rieili gegen 
q ~ ( y ) .  Bei hinreichend groBem y miiBte VJ((Y)  sich der oberen 
Grenze '1, nahern. Wir werden sehen, daB die Erfahrung einen 
kleineren Wert, y (y) = +i ergibt, der mit der obigen Schatzung 
' i s  gut stimmt (vgl. vor. S.). 

F u r  das Quadrat der Eigenfrequenz erhalt man im Fall  22) 

Die Bnderung der Frequenz mit Temperatur und Druck. 

5. Die einzige GrOBe in dem Ausdruck fur 2r (Gleichung (9)), 
welche von Ternperatur und Druck abhangt, ist das Atom- 
volumen v. Daher ist 

1 a u  d l o g u  1 81. 1 a,. I ~ l r r ;=  d l o g , . ~ a i ~ = - ~ ~ > ~ ~ '  

Y a l l  dlog I' 1. a l l  I 1  a p '  
I t a Y  dioau  1 a u  - 1 a / .  - - _ _ . I - - -  

(10) 

1 1 1 1  
2 z  3: 4' 

1) Die Reihe 1 + ~ - + + - + j= f . . . ist konvergent fur x > 1, 

divergent fur x 5 1. 
2) Die fruher von rnir (Verh. d. D. Phys. Ges. 13. p. 843, Gleichung (6). 

1911) mitgeteilte Gleichung fur u2 entspricht einer weniger strengen Be- 
trachtungsweise, die aucb S. R a t n o m s k y ,  Ann. d. Phys. 39. p. 637. 
1912 befolgt. 
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wobei also 
tlloc I' I d10gD i' = - ~~ = - - ~ 

ti d l o g F  

gesetzt ist. Nun ergibt sich aus Gleichung (7) durch logarith- 
misches Differenzieren nach 7 

~ c-=- - r rl log D y i-2 I), x + 2 D, 
- - + F F  I )  

und damit 

Fiihren wir nun aus Gleichung (7a) die Betrage fur D, 3, 
und By ein, und setzen dabei 7J7 = 1, was mit groBer An- 
niiherung erlaubt ist, so wird 

also eine positive Zahl. Aus Gleichung (10) folgt demnach 
der Satz: 

Die Freqtienz der Atomschwinguiigen nimmt ab mit stetgender 
Temperatur und nimmt zu mit  steigendem Druck. 

Von der Zahl y wiire zu erwarten, daB sie von Tempe- 
ratur und Druck nahezu unabhangig ist, und daB sie fiir alle 
dicjenigen Xlemente gleicher Struktur denselben Wert hat, 
deren Atome nach denselben Gesetzen sich anziehen und ab- 
sto8en. Wir werden deshalb in der Folge y als konstant in 
bezug auf Temperatur und Druck behandeln. 

Fur die beiden im vorigen Abschnitt unterschiedenen 
Falle berechnet sich y folgenderma6en: 

Full 1. ~ ( z )  = ~ ( y ) .  Aus Gleichung (1 1) folgt 

Pall 2. y (z) klein gegen ~,LI(IJ). Dann wird unabhangig 
vom Werte x 

Wir werden im Abschnitt 7 sehen, daB y ,  also auch die 
Frequenzanderung mit Temperatur und Druck, der Beobachtung 
zogiinglich ist. 
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Die Zustandsgleichung des festen Korpere. 

6. Wie van  d e r  Waals  und Mie nehmen wir den Virial- 
Nach ihm ist satz yon C laus ius  als Zustandsgleichung an. 

wo p die Masse eines Atoms, u seine Geschwindigkeit, r der 
Abstand zweier Atome, f (r)  die zwischen ihneu wirkende Kraft 
(positiv gerechiiet im Falle der AbstoBung), p der auf die 
Oberflache des Korpers gleichma6ig wirkende Druck, tt sein 
Volumen ist, unter dem wir wieder das Volumen eines Mol 
verstehen wollen. Die Summen sind iiber samtliche Atome 
des Mol zu erstrecken, und zwar so, da6 im Virial C r f ( r )  
jeder Abstand zweier Atome nur einmal vorkommt; die Striche 
deuten an, daR Mittelwerte zu bilden sind. 

Nach unseren Grundannahmen ist die gesamte mittlere 
Schwingungsenergie im Mol bei der Temperatur T 

T 

Ferner ist, nach den von uns angenommenen Kraftgesetzen 
zwischen zwei Atomen (Uleichung (5 ) )  

wenn beide Zeiger p und p die Ziffern 1 bis N durchlaufen, 
so daB jeder Abstand r zweimal vorkommt. Nach Gleichung (4) 
wird also 

C r f ( r )  = t (1) + y S . 
Bilden wir hier den zeitlichen Mittelwert und fiihren aus den 
Gleichungen (8) und (8a) die Werte fur und ein, so er- 
halten wir 

Aus (12), (13) und (14) folgt fur die Zustandsgleichuug, mit 
Riicksicht darauf, da6 D = By- Dz, 
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Der Faktor des Integrals auf der rechten Seite ist nun 
aber identisch mit der im vorigen Abschnitt (Gleichung (1l)j 
eingefuhrten Konstante y,  welche dort ah Verhaltnis der loga- 
rithmischen Anderungen von Eigenfrequenz und Volumen auf- 
trat. Mit den abkurzenden Bezeichnungen 

konnen wir die Zustandsgleichung des einatomigen festen 
KSrpers schreiben 
(1 6) p u +  G ( u ) = ~ E ,  
oder auch 

d log Y 

ogv ( p  + P ( D ) )  v = - E .  (16a) 

In dieser Form erinnert die Zustandsgleichung uberhaupt 
nicht mehr an die spezielle Annahme der Potenzgesetze, weil 
P(v) einfach denjenigen Teil der inneren potentiellen Energie 
bedeutet, der nicht zur Schwingungsenergie geh6rt. Es war 
mir deshalb wahrscheinlich, da8 die Gleichung eine allgemeinere 
Bedeutung haben musse. In  der Tat hat Ratnowskyl )  den 
wichtigen Nachweis geliefert, da6 zur Herleitung der Glei- 
chung (16a) die Annahme der Potenzgesetze nicht wesentlich 
ist. Anstatt des Virialsatzes benutzt er zur Ableitung der 
Zustandsgleichung die Bol tzmannsche Definition der Entropie 
aus der Wahrscheinlichkeit unter Berucksichtigung der P l a n c k -  
schen Quantenhypothese, er verfahrt also ahnlich wie P 1 a n  c k z, 
bei der Herleitung der Zustandsgleichung einatomiger Gase. 

Isochorische Zuatandsiinderung. 

7. Wenn wir den festen Korper bei konstant gehaltenem 
Volurrien erwarmen, so gilt nach Gleichung (16) 

1) S .Ratnowsky,  Ann. d. Phys. 38. p.637. 1912. 
2 )  31. Planck,  Sitzungsber. d. Bed. Akad. 1908. p. 633. 
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woraus mit Rucksicht auf die bekannte Beziehung 

folgt 

(17 )  

Stat t  des Produktes aus Atomwarme bei konstantern 
Volumen und isothermer Kompressibilitit darf ubrigens nach 
einer bekannten Gleichung der Thermodynamik auch das Pro- 
dukt aus C, und der adiabatischen Kompressibilitat (a w , /dp) ,  
gese tzt werd en. 

Nach Gleichung (17) lk6t sich nun die im wesentlichen 
von den Exponenten der Potenzgesetze abhangige Konstante y 
aus lauter beobachtbaren Grii6en berechnen, namlich aus Atom- 
volumen, Ausdelinungskoeffizient, Kompressibilitat und Atom- 
warme. Ich habe diese Berechnung bereits fruher I) durch- 
gefuhrt, gebe aber die mit Rucksicht auf den Unterschied 
von C, und C,, neu berechneten Zahlen fur eine Reihe von 
Elementen in Tab. 1 noch einmal an. Es zeigt sich, cla6 y 
nicht in dern DiIrtBe von Element zu Element konstant ist, wie 
wir es fur wahrscheinlich halten miiBten, da  doch die zwischen 
den Atomen wirksamen Kraftgesetze vermutlich universellen 
Charakter tragen. Vielmehr scheint y mit dem Atomgewicht 
,,periodischLL veranderlich zu sein , auBerdem aber auch mit 
wachsendem Atomgewicht etwas zu wachsen. DaB Versuchs- 
fehler die Irikonstanz von y bemirken, ist wohl ausgeschlossen. 
Nnch den jungsten Hriahrur~gen~) stimmen z. B. gerade fur 
Eisen die Kompressibilitatsmessungen nach verschiedenen Me- 
thoden gut iiberein. Hochstens konnte man daran denken ", 
daB es prinzipiell unmoglich ist, an einem beliebigen Metall- 
stuck, das man als quasiisotrop behandelt, die zrahren ther- 

1 )  E. G r u n e i s e n ,  Ann. d. Pliys. 26. p. 398. 1908. 
2 )  Vgl. P. 11'. R r i d g m a n ,  Proc. of the Am. Acad. 17. p. 369. 1911. 
3) Vgl. A. E i n s t e i n ,  Ann. d. Phys. .%, p. 690. 1911. 
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misch-elastischen Eigenschaften des kristallisierten Elementes 
zu messen. 

75,O 
65,4 
33,6 
3S,1 
47,7 
34,s 

26,4 
42,3 

55,5 

86,4 

T a b e l l e  1. 

299 
1,36 
0,62 
0,57 
0,74 
0,57 

0,40 
0,60 

o,92 

2,4 

I v  
A1 
Fe 
Ni 
C U  
Pd 
Ag 
Pt 
Au 
Pb 

I 

10,O 
7,2 
6,6 
7,1 
4 9  

10,3 
991 

10,3 
1S,3 

cv. 10-7 

[C.G.S.] 

23,l 
23,4 
24,s 
26,O 
23,5 
24,9 
23,9 
25,l 
24,s 
25,3 

Immerhin 1aBt sich nicht leugnt-, daB 

r 

1,61 
2,06 
1,57 
1,70 
1,95 
2,16 
2,60 
2,39 
2,93 
2,60 

ie Inkonstanz 
von y gegen die Realitat der Potenzgesetze spricht und sie 
nur als Arbeitshypothese zulassig erscheinen liiBt. DaB sie 
jedoch in dieser Hinsicht nutzlich sind, geht daraus hervor, 
datl die von unserer Theorie geforderte Unabhiingigkeit der 
GroBe y von Temperatur und Druck durch die Erfahrung gut 
bestatigt wird. Wir werden darauf in den folgenden Ab- 
schnitten eingehen. 

Mit der Zahl y kennen wir nun auch in dem von uns p. 267 
besprochenen Falle 2 (3 = 3, n = 1, y ( x )  klein gegen ~ ( ( y ) )  

2 
3 

m = 2 2 y -  . 

Die betreffenden Zahlen sind gleichfalls in Tabelle 1 ail- 
gegeben. 

I m  Falle 1 ( ~ ( 2 )  = ~ ( ( y ) )  ist 

m + n = 2 y  - 1 ,  

m also zweifellos kleiner als in Fall 2, auch wenn wir n sehr 
klein annehmen, was ja im Falle 1 erlaubt ist. 

hnnalen der Physili. IV. Folge. 39. 1s 
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Die in Gleichung (1 7) ausgedriickte Beziehung gehort 
iibrigens zu den altesten Bestanden der Theorie fester Korper.') 
Dim ist nicht zu verwundern, da sie bis zu einem gewissen 
Grade unabhangig von der speziellen Form der Funktion G(v)  
aus der Zustandsgleichung (16) folgt. 

Atomwiirme , Schwingungsenergie u n d  Entropie als Funktionen 
von Temperatur und Druck. 

8. Sus  der bekannten thermodynamischen Gleichung 

folgt mit Riicksicht auf Gleichung (1 7) und Gleichung (10) 

T4 13 = -  

oder 

(18) 

Hieraus ergibt sich durch Differentiation nach p bei konstanter 
Temperatur 

Gehen wir andererseits aus von der bekannten thermodyna- 
mischen Beziehung 

1) Guldberg ,  Forh. Vidensk.-Selsk. Christiania 1867. p. 140; O s t -  
walds Klassiker Nr. 139. p. 8, hat fur ,,ideale feste Stoffe" die Gleichung 

d V  

aufgestellt, und er gibt an, daS diese Beziehung schon friiher von Vogel  
gefunden, aber wohl als empirische Beziebung wenig beachtet worden 
sei. Spiiter sind S l o t t e ,  Ofversigt af Finska Vet.-Soc. Farh. 35. p. 16. 
189.1, und Mie, Ann. d. Phys. 11. p. 657. 1903, en Gleichungen derselben 
oder Ihnlicher Form gelangt. 
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und setzen auf der rechten Seite nach Gleichung (17) und (10) 

so ergibt sich 

Bus (19) und (20) folgt 

( : ; : ) p $ ( ; ) T *  

Diese Uifferentialgleichung wird aber erfullt durch den 
hnsatz 

(2 1) C" = 5 (+) 9 

wo 5 eine von Druck und Temperatur unabhangige Funktions- 
form darstellt. Wir sehen hieraus, daB wir fur den Verlauf 
der Atomwarme mit der Temperatur irgend eine der neuer- 
clings aufgestellten, auf der Planckschen Quantentheorie be- 
ruhenden Formeln l) einfuhren konnen, die zum Teil bekannt- 
lich den empirischen Verlauf der Atomwarmen, wenigstens in 
tiefer Temperatur, gut darstellen. 

Bus (21) folgt fur die gesamte Schwingungsenergie bei der 
Temperatur T 

Die untere Grenze ist nach unseren Grundannahmen Null zu 
setzen. Sehen wir bei der Integration einmal u als von T un- 
abhangig an, so konnen wir setzen 

('2 2) E = u Q  ( ; ) 7  

wo Q wieder eine von Druck und Temperatur unabhangige 
Funktionsform darstellt. 

1) A. Eins te in ,  1. c.; W. Nernst  u. F. A. Lindemann,  Sitzber. 
d. Berl. Akad. 1911. p. 494. 

1s" 
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Auch von der Entropie S kann gezeigt werden, da6 sie 
eine Funktion von sein mu6. Setzt man nach dem 
N e r n  s t schen Warmetheorem mit P l a n c k  

‘I‘ 

U 

und fiihrt den W-ert von C, aus (18) und (21) ein, so folgt 
T 

= -J5 (-;) [&log (+jlPdT. 
0 

Dies Integral stellt aber wiederum eine Funktion von t i /  (r 

dar. etwa 

Da nach Gleichung (22) v/T eine Funktion von E/v sein 
niu6, und die Schwingungsenergie 

ist, wenn U die gesamte innere Energie des Grammatoms be- 
deutet, so konnen wir die Entropie auch setzen 

E = u - P(v) 

G - F(v)  s = B, (-”- ) * 
Aus diesem Ausdruck fur die Entropie , welchen R a t n  o w s li y 
mit Hilfe der Bol tzmannschen Entropiedefinition und der 
Quantentheorie in speziellerer Form abgeleitet hat ,  IiBt sich 
durch sehr einfache Rechnungeii unsere Zustandsgleichung (1 6 a) 
bestatigen.’) 

Adiabatische Zustandsiinderung. 

9. Nach der Thermodynamik tritt bei adiabatischer Druck- 
anderung eine Temperaturanderung ein, fur welche 

ist, also nach Gleichung (17) und (10) 

1) Vgl. S. Ratnowsky,  1. c. p. 642. In dieser Arbeit 
ein Versehen untergelaufen, indem E als Gesamtenergie, U 
guogsenergie bezeichnet ist. Es muB umgekehrt heiden. 

ist offenbar 
als Schwin- 
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Die relative g’emperaturerh6hung ist gleich der relativen 
Frequenzanderung und y-mal, h h. etwa doppelt so STOF wie die 
Kompressibilitat. l) Daraus folgt sofort 

a 

also auch nach (21) . .  
(24) 
und nach (22) 

(%) S = o  

Bei adiahatkcher h d a n d e r u i i y  bleibt die Atomwarme cv hon - 
slant, der Warmegehalt (die Schwingunpenergie) u:achst im 
gleichen rerhaltnis iuie die Frequenz oder die Temperatur. 

Wir wollen nunmehr die adiabatische Kompressibilitiit 
berechnen, sowie ihre Anderung rnit Temperatur und Druck. 

Aus der Zustandsgleichung (1 6) folgt durch Differentiation 
nach p bei konstanter Entropie und mit Riicksicht auf Glei- 
chung (26) 

folglich wird 

(26) 

Nach (15) ist 
A B ‘G(v) = y n  - - ym,m+i7  

V ,n+l 

ferner kann das erste Glied im Nenner von Gleichung (26) 
gegen die anderen vernachlassigt werden, wenn der Druck 11 

1) E. Griineisen, Ann. d. Phys. 86. p. 397. 190% 
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klein bleibt gegeniiber d e n  reziproken Wert der Kompressi- 
bilitat; das ist aber bei den experimentell zuganglichen Drucken 
meistens der Fall. Also wird der Nenner, wenn wir noch den 
Wert von B aus Gleichung (3a) einsetzen, 

Setzen wir mit Rucksicht auf den geringen Unterschied von u 

und wo 

so geht der vorige husdruck uber in 

( 2 6 4  

und Gleichung (26)  in 
,:71 f ? 1,I - y 

- (g),s = Tt- - 1212 (+) . 

Definieren wir als adiabatische Kompressibilitat 

wo also vo die durch Gleichung (3a) bestimmte Konstante des 
festen Korpers sein soll, so wird 

+ 1 I l l  -7 + 1 . r + n - - y + l  
(27)  x g  = ~ 

72 ( I / &  - 72) (*] = *' (%) 7 

wenn 
(."II+J 

xo = (25)  12 (m - 72) A 

die Kompressibilitat beim absoluten Nullpunkt und bei ver- 
schwindendem aufierem Druck bedeutet. Aus. Gleichung (27) 
ergibt sich auch sofort der Temperaturkoeffizient der adia- 
batischen Kompressibilitat 

(29) 
I ax,  1 a,. -- - ( m + u - y + 2 ) -  . 

xs aT v d T  

Die Anckrung der adiabatischen Kompressibilitliit mit der 
l'emperatur ist also wesentlich durcli dic thermische Ausdehnuny 
bertimmt. 
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Den Druckkoeffizienten erhalten wir durch logarithmische 
Differentiation von Gleichung (26) nach p bei konstanter En- 
tropie. Mit Rucksicht auf (26a) ergibt sich 

1 a / .  + (n + 1 + 711 - 7); ( F ) s ’  
wofiir auch geschrieben werden kann 

Der Bruckkoeffizient der  Kompressibilitat ist durch diese selbst 
icesentlick bestimrnt. 

Isotherme Zustandsiinderung. 

10. Wir berechnen zunachst wieder die xnderung der 
Atomwarme C,, und der Schwingungsenergie 4 bei isothermer 
Druckanderung. Nach der Differentiationsregel 

und mit Riicksicht auf Gleichung (23) und (24) ist 

Durch Verbindung der letzten Gleichung mit (25) folgt 

Es fragt sich nun, welche Bedeutung der Differentialquotient 
d E l d T  bei konstantem Druck besitzt. 

Nach dem Energieprinzip ist die gesamte bei konstantem 
Druck dem g-Atom zugefiihrte Warme gleich der Gesamt- 
Bnderung der inneren Energie des g-Atoms plus BuBerer Arbeit. 
-4190 haben wir 

7‘ ‘I’ 
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Hieraus folgt durch Differentiation nach T bei konstantem p 
mit Rucksicht auf Gleichung (1 5) 

Nun ist nach Gleichung (16) 

p v  + G(v)  = Y E ,  

und nach der bekannten thermodynamischen Gleichung fur die 
Differenz C, - C, rnit Rucksicht auf Gleichung (17) 

also folgt durch Kombination der drei letzten Gleichungen 

(33) 

Die auf der rechten Seite in [ 3 gesetzte GroBe hat eine an- 
schauliche Bedeutung. Sie wird dargestellt durch dasjenige 
Flachenstuck, welches im Atomwarme-Temperaturdiagramm 
das unterhalb der C,-Kurve liegende Flachenstuck zum Recht- 
eck erganzt. Das betreffende Flachenstuck ist also erstens 
unbedingt kleiner als das Rechteck, und nahert sich zweitens, 
mit der Temperatur wachsend, einem konstanten Betrage, 
dessen Verhaltnis zu E mit wachsender Temperatur immer 
kleiner wird. Wir kSnnen demnach aus Gleichung (33) schlieBen, 
daf3 (aE/aT),  sich von C, nur um einen Betrag unterscheidet, 
der einen mit steigender Temperatur immer kleiner werdenden 
Bruchteil von C,-  Cu ausmacht. 

Kehren wir nunmehr zu Gleichung (32) zuruck, so zeigt 
sich, daB die rechte Seite negativ ist, weil u rnit p wachst. 
Das Resultat von (31) und (32) ist demnach folgendes: Atom- 
warme Cv und Scchwingungsenergie E nehmen ah bci isothermcr 
Drucksteigerung. 

Um die isotherme Kompressibilitat und ihre Anderung 
mit Temperatur und Druck zu finden, differcnzieren wir die 
Zustandsgleichung (16) nach y bei konstantem 2'. Dann er- 
halten wir 
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Hieraus folgt 

Nun ist mit einer schon p. 278 benutzten Naherungsrechnung 

?z(m-n)A )* 

wahrend p gegen G (v) vernachlassigt werden .kann. Ferner 
ist das zweite Glied auf der rechten Seite von (34) nicht nur 
in der Niihe des absoluten Nullpunktes, wo es ganzlich ver- 
schwindet, sondern auch in hoherer Temperatur klein gegen 
das erste, so dab man einen unmerklichen Fehler begeht, 
wenn man in diesem Gliede mit Rucksicht auf Gleichung (34) 
und 1101 

- - (:-) 

setzt. Wir erhalten so schlieBlich aus (34) und (32), wenn 
wir noch vorubergehend die abkurzende Bezeichnung 

anmenden, ohne den Index 17 bzw. S mitzufuhren, 

Definieren wir als isotherme Kompressibilitat 

so konnen wir mit Einfuhrung des Wertes von x,, aus (28) 
die vorige Gleichung schreiben 

oder angenahert 

Diese Gleichung stimmt im wesentlichen uberein mit der 
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friiher l) aus eiiifacheren Annahmen (Unabhangigkeit der GroBe 
rc = von der Temperatur) von mir abgeleiteten Gleichung 1 d a  

C, d T  

mobei 
1' 

1 C,dT= (u-v,) 

gesetzt war. Unbekannt war mir jedoch damals, da6 der 
Koeffizient von (v - i ~ , ) / u ~  in Gleichung (35aj, namlich a a p -  , 
in so einfacher Weise aus xo berechnet werden kann. Den 
allgemeinen Charakter deR Verlaufs der Kompressibilitat mit 
der Temperatur zeigen die fur Kupfer und Platin gezeichneten 
Figuren des ekien zitierten Vortrages. 

Beim absoluten Nullpunkt stimrnen xT und xs (Gl. (27)) 
uberein, wie wir das verlangen miissen. 

Fu r  den 'remperaturkoeffizienteii von xT erhalt man aus 
Gleichung (35) wenn man berucksichtigt, da6 das zweite Glied 
der rechten Seite klein ist gegen das erste, und wenn man 
im zweiten Glied a! als unabhangig von der Temperatur und 
nach Gleichung (10) u / x  = 7' setzt, 

1 an 

wofiir mit Riicksicht auf die Bedeutung von E und Glei- 
chung (1 9 a) jedenfalls in tiefer Temperatur mit Annaherung 
geschrieben werden kann 

Aucki die i&derung der isothermen Kompressililitiit mit der Tem- 
pcratur i s t  clurch die tlierrnische Busdehnung wesentlich bestimrnt. 
Und zwar ergibt sie sich groBer als die Lnderung von xs ,  
wie wir das erwarten mussen. 

~ ~~~ 

1) E. Grune i sen ,  Verh. d. Deutsch. Physik. Ges. 13. p. 500. 1911 
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Bilden wir aus Gleichung (35) und (27) das Verhaltnis 
der beiden Kompressibilitaten, so ergibt sich 

T 

und hieraus mit Riicksicht auf Gleichung (19a) und unter Ver- 
nachlassigung der Tempersturabhangigkeit von v im Korrek- 
tionsgliede 

also bis auf kleine GroBen hoherer Ordnung das von der 
Thermodynamik geforderte Verhaltnis 

Den Druckkoeffizieriten von xT finden wir durch logarith- 
mische Differentiation von Gleichung (34) nach p bei kon- 
stantem T. Sehen wir von dem EinfluB des zweiten Gliedes 
auf der rechten Seite ab, so ergibt sich 

(37) 

Bie Druckkoeffizienten der isothermen und adiabatisehen Kom- 
pressihilitat sind praktisch gleich und zwar gleich einem niedrig- 
znhligen Tielfachen der Kompressibilitat selbst. 

DaB eine quantitative Prufung der Formeln (35a) und (37) 
nn dem vorliegenden experimentellen Material im groBen und 
ganzen befriedigende Resultate gibt, habe ich bereits fruher l) 
gezeigt. Die Formel (35a) z. B. war gut brauchbar, urn die 
xnderung der Kompressibilitat mit der Temperatur wieder- 

1) E. Gruneisen,  Verh. d. Deutsch. Physik. Ges. 13. p. 491 und 
536. 1911; vgl. hierzu noch die neuere Arbeit von P. W. Bridgman,  
Proc. of the Amcr. Acad. 4i.  p. 347. 1911. 
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zugeben. Dies zeigte eine damals (1. c. p. 501) abgedruckte 
Tabelle, in welcher fur Cu, Pt und F e  die Beobachtungen 
mit der Rechnung verglichen wurden. Die zur Darstellung 
der Beobachtungen notwendigen Konstanten u und d u l d p ,  
von denen die erste durch das Verhlltnis der thermischen 
Ausdehnung zur Atomwarme gegeben , die zweite empirisch 
aus den Kompressibilitatsmessungen zwischen - 190 und 
+ 165O C. ermittelt war, wurden damals ehenfalls angegeben. 
Berechnen wir aus ihnen die GroBen - 1 / CI d a / d p ,  so miissen 
diese nach Gleichung (35a) mit (m + n + 2) xo iibereinstimmen. 
Es ergibt sich aus den damaligen Zahlen fur 

Kupfer Plstin Eisen 

5,7 [C.G.S] 

~, , .10 '~  = 0,71 0,37 0960 ,l 

Die Quotienten der untereinander stehenden Zahlen sollten 
den Zahlenfaktor m + n + 2 ergeben. 

Diese empirischen Zahlen sind gro8er als wir sie nach den 
Werten von y in Tab. 1 erwarten wurden. Es ergeben sich 
namlich aus y in den Fallen 1 und 2 folgende Zahlen: 

Fall 1. m + TZ + 2 = 2 7  + 1 = 4,s 5,s 491 
Fall 2. n~ t. 12 + 2 = 2 7 + 2,33 = 6,2 7 , l  595 

Man sieht also, da5 die fur Fall 2 berechneten Zahlen besser 
mit der Erfahrung stimmen, daS aber gleichwohl eine Differenz 
bleibt. Zu deren Beurteilung mu6 man bedenken, da6 die 
experimentelle Bestimmung des sehr kleinen Temperaturkoeffi- 
zienten der Kompressibilitat schwierig ist, und daB man fur 
diese GroBe leicht zu hohe Werte finden kann'), besonders 
in hoherer Temperatur. Z. B. wurden Beobachtung und Theorie 
besser stimmen, wenn man nur die Kompressibilitatsbeobach- 
tungen im Interval1 - 190/ 17 O C. fiir die Berechnung von 
du l a p  bzw. m 4- n + 2 heranziehen wiirde. 

Im Ruckblic,k auf die Abschnitte 9 und 10 sei noch ein- 
ma1 darauf hingewiesen, daS alle hier abgeleiteten Formeln 

Man erhalt 
m + n + 2 =  8,s 896 975 

Kupfer Plstin Eisen 

1) Vgl. E. Griineisen, Ann. d. Phys. 33. p. 1269ff. 1910. 
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auf der Annahme beruhen, dab y = - d log v : d log v unab- 
hangig ist von einer Volumanderung, mag diese durch Druck- 
oder durch Temperaturtinderung bewirkt sein. Soweit man 
bisher urteilen kann, scheint diese Annahme in erster Naherung 
zuzutreffen. Mehr wird man von unserer Theorie kaum er- 
warten diirfen. 

Isopiestische ZustandGnderung (Thermieche Auedehnung). 

11. Beim SiuEeren Druck 0 lautet die Zustandsgleichung 

G(v)  = Y E .  

Durch Aufliisung dieser Gleichung nach v la6t sich also prinzi- 
piell unsere Aufgabe h e n ,  das Volumen a19 Funktion von B 
darzustellen und dadurch auch als Funktion der Temperatur. 

Entwickeln wir z. B. die linke Seite in eine Reihe nach 
fortschreitenden Potenzen von v -vO, so folgt 

1 G' (vo) = -, zo 

1 

xo Qo 
G ( v o )  = - (m+ 72 + 1) ~ 1 

also folgt fur die Zustandsgleichung 

+.  . .] = Y E ?  1 m + ' ) 2 + 1  V - d 0  

2 VO 
(38) G(v) = (v -vo)  U, [1 - 
oder angenahert 

111 + II + 1 
2 

(38a) v - v0 = Y X ,  E 
oder auch 

Setzen mir 
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wo Q, eine Warmemenge bedeutet, die groB ist gegen E ,  so 
geht die vorige Gleichung uber in 

(39) 
vT- v, El, 
-- - 

9th + 9L + 1 
2 

El ! Qn - VO 

Die relative T5olumanderung zwischen den Temperaturen 0 
rind T ist annahcrnd proportional der Schwinyunysenergie o d u  
deem Warmeinhalt E bei der Temperatur T. J e  tiefer die Tem- 
peratur, je  kleiner E ,  um so strenger sollte diese Proportio- 
nalitat erfullt sein. l) In hoher Temperatur sollte das Volumen 
schneller wachsen als es der Proportionalitat mit 3 entspricht. 

Dies theoretische Ergebnis wird durch die Erfahrung in 
ausgezeichneter Weise bestat.igt, zugleich also auch die Annahme, 
daB y unabhiingig ist von der Temperatur. Gleichung (39) ist 
somit wohl die erste rationell begriindete Formel, welche die 
thermische Ausdehnung der einfachsten festen Korper im 
ganzen richtig darstellt , wenigstens wenn man im Nenner 
statt (m + n + 1) / 2 einen empirischen Zahlenfaktor einfiihrt. 
I n  hoher Temperatur, wo E' proportional mit T wachst, kann 
unsere Gleichung (39) in erster Naherung durch eine qua- 
dratische Formel nach 1' ersetzt werden, wie solche bekannt- 
lich mit gutem Erfolge zur Darstellung der Beobachtungen 
angewandt worden ist. 

Wir wollen die Formel auf zwei Beispiele anwenden, in- 
dem wir die Ausdehnung von Kupfer und Platin durch sie 
darzustellen suchen. Dabei gehen wir davon aus, daB nach 
Nerns t -LindemannS)  der Warmeinha.lt E mit groBer Nahe- 
rung berechnet werden kann aus der Formel 

c u  Pt 
@ v  = 320 = 220 

1) Vgl. hierzu M. Thiesen,  Verh. d. Deutsch. Physik. Ges. 10. 

2) L.Holborn uiid A. Day,  Ann. d. Phys. 4. p. 104. 1901; R. 

3) W. Nernst u. F. A. Lindemann, 1. c. 

p. 410 u. 415. 1908. 

Dittenberger, Zeitschr. d. Ver. D. Ing. 4G. p. 1532. 1902. 
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g-cal. -) be- 
Grad einzusetzen ist und R die Gaskonstante (= 1,954 

deutet. Setzen wir ferner fur 

c u  Pt 
Qo = 124000 231 000 g-cal. 

1 "bob. rr, i T% 
I mm 

821289 2,93 
2891523 4,Ol 
5231648 2,32 
6481773 2,45 
7731898 2,59 

20,4/80,5 0,29 

so ergeben sich aus Gleichung (39) und (40) die in den Tabb. 3 
und 3, Spal'Le 3 berechneten Langenanderungen in Millimetern 
fur Stiicke von l m  Lange aus Cu und Pt. Dabei ist 

beob.-ber. A 'ber. 
mm mm 

0,25 + $4 
2,83 -I- ,10 
4,Ol * 
2,33 -,01 
2,44 + $1 
2,58 + $1 
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‘beob. 

90/196 0,80 
195/259 o,ai  
2891523 2,16 
5231773 2,46 
77311023 2,63 

1023112i3 2,77-?,8rJ 

Yli---r mm 

3. Griineisen. 

A L r .  beob.-ber. 
in m mm 

o,ao & 
o,ai * 
2,15 + ,01 
2,47 - ,01 
2,65 - ,02 
2,a5 ? 

1) Vgl. hierzu u. a. F. Richarz, Zeitschr. f. anorg. Chem. 6s. 
p. 356. 1908; J. Koenigsberger ,  Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 14. 
p. 275. 1912. 

2) E. Griineisen, Ann. d. Phys. 26. p. 211. 1908; 33. p.65. 1910. 
Vgl. auch Ch. L. Lindemann,  1. c. 

3) E. Griineisen, Rerh. d. Deutsch. Yhys. Ges. 13. p. 426. 1911. 



Theorie des festen Zustandes einatomQer Elemente. 289 

alle gleich sind, was in manchen Fallen wahrscheinlich ist, oder 
ob diese Anderungen verschieden sind. Im ersten Fall wiichst 
der Ausdehnungskoeffizient nahezu proportional der Atom- 
wiirme, im zweiten Fall trifft dies im allgemeinen nicht zu. 

Die Sublimationswiirme beim absoluten Nullpunkt. 

12. Die Sublimationswiirme des g- Atoms beim absoluten 
Nullpunkt haben wir gleichzusetzen demjenigen Betrag, 
urn welchen die innere potentielle Energie des g-Atoms zu- 
nimmt, wenn die Atome aus der Lage beim absoluten Null- 
punkt in groBe gegenseitige Entfernung gebracht werden.') Also 

A B A m - w  (p13)o = - 7, = - - -~ - _ - ~ .  
w; 0: .: m 

Mit Riicksicht auf Gleichung (28) folgt hieraus 

oder mit Anwendung von Gleichung (1 7) 

Diese hbchst einfachen Beziehungen (41) und (41 a) ge- 
statten also die Sublimationswiirme aus der Kompreseibilitiit 
und dem Atomvolumen, bzw. aus dem Verhaltnis von Atom- 
warme und Ausdehnungskoeffizient beim absoluten Nullpunkt 
zu berechnen, falls die Exponenten m und n in den Gesetzen 
der abstogenden und anziehenden Krafte zwischen den Atomen 
gegeben sind. 

Wie ich bereits an  anderer Stellez) gezeigt habe, scheinen 
die Gleichungen (41) und (41 a) mit der Erfahrung anniihernd 
in Einklang zu kommen, wenn man Fall 2 annimmt, also mit 
van d e r  W a d s  n = I ,  x = 3 setzt, wobei dann nach Glei- 
chung (1 1 c) 

3 m f 2  2 also m = 2 y  -- 
3 

y = -  

1) Vgl. G. M i e ,  1. c. 
2) E. GrUneisen, Verh. d. Deutsch. Physik. Gee. 14. p. 322. 1912. 

Annalen dsr Physik. IV. Folge. 39. . 19 
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gesetzt und Gleichung (41 a) geschrieben werden kann 

Diese Beziehung ist dadurch besonders einfach, daB der Zahlen- 
faktor der rechten Seite trotz der ziemlich schwankenden 
Zahlen fur m (Tab. 1) doch einen nahezu konstanten Wert an. 
nimmt, namlich 

3 I l l  t 2 
6 9n 

. = 0,6. 

Fur den Fall 1 hingegen scheint es nicht moglich, Zahlen 
fur m und n zu wahlen, die einerseits die Bedingung ( l l b )  
erfiillen, andererseits in Gleichung (41) oder (41 a) substituiert 
die Sublimationswarme der GroBenordnung nach richtig ergeben. 
Wir sehen hier also wieder, dab Fall 2 den tatsachlichen Ver- 
haltnissen besser entspricht. 

Man wird zuniichst geneigt sein, die Ubereinstimmung 
zwischen der Rechnung nach Gleichung (41 b) und der Erfahrung 
(vgl. 1. c.) fur einen Zufall zu halten. Demgegenuber ist zu be- 
merken, daB diese Ubereinstimmung nicht etwa davon abhangt, 
ob die Potenzgesetze auch in groBeren Atomabstanden giiltig 
bleiben. Bezeichnen wir allgemein wieder mit F(u) denjenigen 
Teit der inneren potentiellen Energie, der nicht zur Schwin- 
gungsenergie gehort, so ist es fur den Wert des Integrals 

I =m 

p + ) d u  = F(oo) - p(uo) = (!113)o 
" 

1 = r o  

ganz gleichgult.ig, ob P(u) auf dem ganzen Wege u . .  .a den 
durch Gleichung (15) definierten Wert - wir wollen ihn Fl (u) 
nennen - besitzt, oder ob dieser Wert nur in sehr tiefer 
Temperatur gilt, etwa von vo . . . ul, wahrend von u1 . . . 00 P(v) 
eine andere Form P.(V) annimmt, die naturlich bei u1 stetig 
in Fl (v) ubergehen und fiir v =oo Null werden muB. Dann 
gilt namlich wieder 

m e ,  M 

S E ' ( v ) d u  = S 1 ; ' ( u ) d u  + p ; ' ( u ) d u ,  
uo 0, , e ,  

= PI (vl) - F1 (v0) + EL (a) - F, (vl) = - l'(~,,).  



Theorie des festen Zustandes einatomiger Elemente. 291 

Es geniigt also vollkommen, P(u) aus Beobachtungen im Ge- 
biete uo . . . v1 zu ,bestimmen, wie wir das mittels der Zustands- 
gleichung (1 ti a) getan haben. 

Es ist wohl kaum notig, darauf hinzuweisen, da6 unsere 
Ableitung der Sublimationswarme nur gilt, wenn die Substanz 
beim Sublimieren einatomig bleibt. 

Auf die angenaherte Berechnung der Verdampfungswarmen 
und Siedepunkte, die ich an der zuletzt zitierten Stelle durch- 
gefuhrt habe, brauche ich hier nicht noch einmal einzugehen. 

Berechnung der Frequenz &us der Kompressibilitlit 
oder aus dem Grenzverhiiltnis von Atomwlirme und Aus- 

dehnungskoeffisient. 

13. Durch Kombination der Gleichungen (9) und (27) kann 
man eine Beziehung zwischen der Eigenfrequenz des Atoms 
und der kubischen Kompressibilitiit gewinnen , welche bereits 
von E i n s t e i n  l) abgeleitet wurde, nachdem schon vorher 
Made lung?  und Suthe r l and3)  den Zusammenhang zwischen 
beiden GCri5Sen aufgedeckt hatten. Beschranken wir uns auf 
den Fall 2, da er mit der Erfahrung besser ubereinstimmt, so 
konnen wir ~ ( 2 )  gegen ~ ( y )  vernachlassigen, es gilt dann 
Gleichung (9 b), die geschrieben werden kann 

wobei 
3 ( 3 m  + 1) 2 2  = -- 
no (m - n) Y (Y) 

gesetzt ist. Fuhren wir nach Gleichung (27) ein 

SO folgt 

(43) 

1) A.Einstein, Ann. d. Phys. 34. p. 170. 1911. 
2) E. Madelung, G6tt. Nachr. 1909. p. 100. 
3) W. Sutherland,  Phil. Mag. (6) 20. p. 657. 1910. 

19* 
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Fruher') hatte ich in diese Gleichung die iaotherme Kom- 
pressibilitit eingefuhrt und mit Vernachlassigung des zweiten 
Gliedes auf der rechten Seite yon Gleichung (36b) erhalten 

(43 a) 

Die 'Gleichungen (43) und ( 4 3 4  stellen die Einsteinsche 
Formel fur die Berechnung der Eigenfrequenz aus der Kom- 
pressibilitat dar, sofern man die Potenz von v/vo gleich 1 
setzt und z2 als Konstante betrachtet. Bevor wir auf die 
Diskussion dieser Zahl eingehen, wollen wir die vorigen Glei- 
chungen umformen, indem wir sie fur den absoluten Nullpunkt 
ansetzen und dann nach Gleichung ( 1  7) das Grenzverhiiltnis 
von Atomwarme und Ausdehnungskoeffizient an Stelle von v0 / x 0  
einfiihren. Wir erhalten dann 2, 

wenn wir mit c die spezifische Wilrme des Elementes (auf 1 g 
bezogen) bezeichnen. Diese Gleichung kann, wenn y z2 als 
konstant betrachtet wird, ebenfalls zur Berechnung der Eigen- 
frequenz dienen und besitzt gegeniiber der E ins t e in  schen 
gewisse Vorzuge. 

Den einen sehe ich darin, daB das Grenzverhaltnis von 
Atomwarme und Ausdehnungskoeffizient auch fur solche Ele- 
mente verhaltnismiiBig leicht meSbar ist, deren Kompressibilitat 
zu klein ist, um genau bestimmt werden zu konnen. In  Tab. 5 
sind z. B. Diamant, Rhodium, Iridium aufgenommen, deren 
Kompressibilitkt noch nicht gemessen wurde. 

Ein anderer Vorzug der Gleichung (44) gegenuber (43) 
ergibt sich, wenn wir die Frage diskutieren, in welchem Grade 
die dort auftretenden Zahlen za bzw. y z z  als konstant be- 
trachtet werden konnen. Um die Zahlen nach (42) zu berechnen, 
miissen wir far ~p(y)  einen Wert annehmen. Wir wollen ihn 
so wilhlen, daB die aus Gleichung (44) berechneten Frequenzen, in 
die Nerns t -Lindemannsche  Formel (40) eingesetzt, einen mit 

1) E. G r u n e i s e n ,  Verh. d. D. Phys. Gee.. 13. p. 844, G1.(8). 1911. 
2) Vgl. auch S. Ratnowsky,  1. c. G1. (11). 

~ ._____ 
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der Erfahrung moglichst iibereinstimmenden Anstieg der Atom- 
warmen mit der Temperatur ergeben. Es zeigt sich, da6 wir 
dafur etwa 

1 
Vb)  = 11 

zu setzen haben, also etwas groBer als die Hhlfte des p. 267 
geschatzten oberen Grenzwertes. Mit diesem Werte von y (y) 
ergibt sich, daB z2 und y za zwischen den in Tab. 4 angegebenen 
Grenzen liegen, wenn m zwischen 2,5 und 5 schwankt, wie 
dies fur die in Tab. 1 verzeichneten Metalle der Fall ist. 

Tabel le  4. 

Es zeigt sich nun, da6 y z 2  zwischen engeren Grenzen schwankt 
ala z2, da6 man also mit der Annahme der Konstanz von y z 2  
in Qleichung (44) einen geringeren Fehler macht, als mit der 
Annahme der Konstanz von z2 in der Einsteinschen Formel (43). 

Als Mittelwerte ergeben sich etwa fur 
Z* = 0,13 ; y = 0,28, 

wiihrend Einstein selbst z2 = 0,11 berechnet hat. 

berechnet. 
In Tab. 5 sind eine Anzahl Frequenzen nach Formel (44) 

Mit ~ ( y )  = A und yza = 0,28 wird 

wobei Cv in g-cal/Qrad gezahlt ist. Neben v ist in Tab. 5 
die in die Nernst-Lindemannsche Formel eingehende GroBe 
@ v verzeichnet, wo @ die Plancksche Strahlungskonstante 
4,865 e 10-11 ist. In der letzten Spalte sind schlieBlich die 
bisher aus dem Verlauf der Atomwarme mit der Temperatur 
von Nernst-Lindemann') und Koref2) berechneten @+Werte 
als ,,beob.(( angefiihrt. Besonders hervorzuheben ist die gute 

1) W. Nernat u. F. A. L i n d e m e n n ,  1. c. 
2) F. Koref, Physik. Zeitachr. 13. p. 183. 1912. 
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Ubereinstimmung zwisohen Rechnung und Beobachtung beim 
Diamanten. 

T a b e l l e  5. - ___ 

c 3 
Mg 
A1 
Si ') 

F e  
c u  
Rh 
Pd 
Ag 
I r  
Pt 
AU 
Pb 

LlI 

~ _ _ _ _  

12,oo 
24,4 
27,l 
28,3 

55,9 
63,6 

103 
106 
108 

193 
195 
197 
207 

~- 

kg-cal 
470 
81 
87 

(263) 

177 
124 

(239) 
183 
112 

321 
231 
150 
80 

-~ 

Vber, * 10-18 

_ _ ~  

38,2 
6,90 
7,68 

11 

8,49 
6,69 

6,91 

4,32 
5,83 

5,79 
4,80 
3,70 
2,16 

@ 'ber. 

1860 
336 
374 

(535) 

41 3 
325 

336 
284 
210 

282 
233 
180 
105 

fl  'beob. 

1940 

405 
660 

320 

222 

(220) 

92 

Die Ausdehnung der Theor ie  auf  h o h e r e  Temperaturen.  

14. In  Anbetracht der einfachen Annahmen, die wir unserer 
Theorie zugrunde gelegt haben, kann von vornherein erwartet 
werden , daB in tiefer Temperatur, wo die Schmingungsampli- 
tuden klein sind, die tatsachlichen Verhaltnisse durch die 
Theorie quantitativ einigerma6en zutreffend wiedergegeben 
werden, da0 dagegen in hoiien Temperaturen, besonders wenn 
sie dem Schmelzpunkt nahe liegen, die Theorie an Geltung 
erheblich einbiillt. Wenn trotzdem im folgenden einige An- 
wendungen auf' das Gebiet hoherer Temperaturen besprochen 
werden, so geschieht dies , weil eine Reihe bereits bekannter 
Beziehungen durch unsere Theorie in Zusammenhang kommt. 

1) Diamant. 
2) Der Ausdehnungskoeffizient ist von F i z e a  u an geschmolzenem 

Si gemeseen, die Atomwarme bezieht sich auf kristallisiertes Si. Deshalb 
iet vielleicht die Kombination der Zahlen nicht einwandfrei. 



Theorie des festen Zustandes einatomiger Elemente. 295 

Volumiinderung zwiachen Nullpunkt und Schmelzpunkt. 

15. Wir wollen annehmen, da6 die aus der Zustandsgleichung 
gefolgerte Gleichung (38) bis zum Schmelzpunkt benutzt werden 
darf, dann erhalten wir Naherungswerte fur die relative Volum- 
dehnung zwischen den Temperaturen 0 und Ts (Schmelzpunkt). 
Bezeichnen wir das Atomvolumen beim Schmelzpunkt im festen 
Zustand mit v, und setzen 

v." - ('0 

",, = 6, 

so folgt aus Gleichung (38) mit Riicksicht auf Gleichung (17) 
T8 

1 a t %  
8 j l -  '''+''+' ~ 2 - d  ') == ( T c T ) o J C t d T .  ~ 

0 

Es wird nun in erster Annaherung erlaubt sein, fur das 
Integral auf der rechten Seite den Betrag 3 R T' einzusetzen, 
so daB 

Da6 wir mit 3 R T8 auf der rechten Seite wahrscheinlich einen 
zu groBen Betrag eingesetzt haben, wollen wir dadurch aus- 
zugleichen suchen, da6 wir links fur (rn + n + 1)/2 den aus 
unserer Theorie im Falle 2 folgenden Wert einsetzen, welcher 
kleiner ist, als der den Ausdehnungsbeobachtunyerb eutsprechende 
Wert (vgl. p. 288). Indem wir also n =. 1 setzen und die in 
Tab. 1 berechneten m- Werte benutzen, wollen wir aus Glei- 
chung (45) die Gr06e 3' fur eine Reihe von Metallen berechnen, 
deren Schmelztemperatur und Grenzverhaltnis zwischen Atom- 
warme und Ausdehnungskoeffizient gut bekannt sind. Das Er- 
gebnis findet sich in Tab. 6. 

Fruher l) hatte ich bereits 6 auf einem mehr empirischen 
Wege zu schatzen versucht, indem ich den zum Teil bis zu 
sehr hohen Temperaturen reichenden Ausdehnungsbeobachtungen 
eine von Thiesen2)  angegebene Exponentialformel anpa6te, die 

1) E. G r u n e i s e n ,  Ann. d. Phys. 33. p. 33. 1910. 
2) M. T h i e s e n ,  Verh. d. Deutsch. Phye. Ges. 10. p. 410. 1908. 
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Mg 
A1 
Cu 
Pd 

Pt 
Au 
Pb 

Ag 

E. Gruneisen. 

Tabe l l e  6 .  

81 
87 

, 124 
183 
112 
231 
150 
79,6 

kg-cal 

T8 beob. 

903 
930 
1357 
1833 
1234 
2043 
1337 
600 

d 

0,082 
0,081 
0,083 
0,076 
0,094 
0,066 
0,072 
0,055 

3% 

- 

0,074 
0,068 
0,075 
0,077 
0,076 
0,063 
0,061 
0,050 

allerdings die Ausdehnung in hohen Temperaturen in der Regel 
etwas zu klein gibt. Ihre Extrapolation bis zum Schmelzpunkt 
gab die damals mit % bezeichnete relative lineare Ausdehnung 
zwischen 0 und T,. Ein Vergleich zwischen S und 3 2l in Tab. 6 
zeigt , daB die beiden wesentlich voneinander unabhangigen 
Schatzungen sich ziemlich nahe kommen, dab jedoch 3 %  in 
der Regel unterhalb 6 bleibt, wie erwartet. 

Die relative Ausdehnung zwischen Nullpunkt und Schmelz- 
punkt ist fur die einatomigeu Elemente zwar nicht vGll&~, aber 
doch annaiternd gleich. Wir wollen in den folgenden Rech- 
nmgen fur sie den Wert 0,OS einsetzen. 

Daa Verhaltnis der mittleren Schwingungsamplitude zur 
Volumauedehnung. Raumerfullung der Atome. 

16. Wir wollen die mittlere Amplitude 8 des Einzelatoms 
bei der Temperatur T dadurch definieren, daB wir die gesamte 
im Grammatom enthaltene Schwingungsenergie setzen 

E =  C v d T =  4 n a M ~ ' i P .  
(46) 1 
Dann konnen wir Gleichung 38a,  die aber wohlgemerkt nur 
fur p = 0 gilt, schreiben 

111 + n + 1 

(47) 
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Nun ist nach Gleichung (27) und (43) 

woraus folgt 

Durch Einfiihrung in Gleichung (47) ergibt sich 
- -m+n+l  

also annahernd 

(484 

Die als Faktor auftretende niedrige Potenz von vo/v konnen 
wir hier, da es sich nur um eine Schatzung handelt, fort- 
lassen. Da y und 9 von der Temperatur unabhangig sein 
sollen, so erhalten wir den Satz: 

Das Perhiiltnis der mittleren Amplitude zum mittleren Bb- 
stand beaachbarter dtome wachst rnit der Temperatur annahernd 
wie die Quadratwurzel aus dem Volumenzuwachs. , 

Da auBerdem y za fur einatomige Elemente nur geringen 
Schwankungen unterworfen ist (Tab. 4), so gilt auch folgen- 
der Satz: 

Fur verschiedene einatomige feste Kiirper ist bei gleicher rela- 
tiver dwsdehnung die Schwingunysamplitude unyefahr der yleiche 
Bruchteil d f s  Atomabstandes. 

Nun hatte sich im vorigen Abschnitt der Schmelzpunkt 
als eine Temperatur ergeben, bis zu welcher die relative Aus- 
dehnung verschiedener Elemente, vom Nullpunkt an gerechnet, 
annahernd gleich war. 

Beim Schmelzpunkt ist das Perhaltnis der mittleren Amplitude 
zum mittleren Atomabstand fur verschiedene einatomige K6rper un- 
gefahr gleich. 

Die Abweichungen von dieser Regel scheinen in der 
Richtung zu liegen, daS fur Elemente mit hohem Atomgewicht 
(a/FjT, kleiner ist, als far Elemente mit niedrigem Atomgewicht. 
Rechnen wir  nach Tab. 6 mit 

Also miissen wir schlieEen: 
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und nach p. 293 mit 

80 folgt fur das Verhaltnis der Amplitude zum Atomabstand 
beim Schmelzpuokt etwa 

y . 3  = 0!28 , 

Wir kommen hiermit zu dem fur die Grundlagen unserer 
Theorie wichtigen Ergebnis, dab 8 selbst fur hohe Tempe- 
raturen noch klein gegen r; ist. 

Nahme man mit F. A. Lindemann l )  an, da8 beim 
Schmelzen die benachbarten Atome oder iEre Wirkungs- 
spharen zusammenstoBen, so miiBte man hieraus in Ver- 
bindung mit dem zuletzt durch den Druck hervorgehobenen 
Satz schlieSen, da6 auch die ,,Raumerfullung" der Atome bei 
verschiedenen Elementen ungefahr den gleichen (und zwar 
ziemlich groBen) Bruchteil des sogenannten ,,Atomvolumens" 
betragt. Dieser Satz, welcher hier als Folgerung unserer 
Theorie und des empirischen Resultates 8 = const. erscheint, 
wurde von L in  d e m a n n  als Voraussetzung eingefiihrt, urn die 
Beziehung zwischen Eigenfrequenz und Schmelzpunkt ab- 
zuleiten, zu der wir jetzt iibergehen wollen. 

Beziehung awischen Frequenz und Schmelzpunkt. 

17. Wir erhalten die bekannte Lindemannsche  Formel 
zur Berechnung der Atomfrequenz einfach durch Kombination 
der Gleichungen (46) und (18). Setzen wir namlich wie friiher 

so ergibt sich aus jenen Gleichungen fur das Quadrat der 
Frequenz beim Schmelzpunkt 

Diese Gleichung ist mit der Lindemannschen identisch, falls 
die in [ ] gesetzte Zahl fur verschiedene Elemente denselben 
___- 

1) F. A. Liodernann, Physik. Zeitschr. 11. p. 609. 1910; vgl. such 
Sitzungsber. il. Berl. Akad. 1911. p. 318. 
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Wert hat. Das ist aber nach den Darlegungen der vorigen 
Abschnitte mi t  einer gewissen Annaherung der Fall. Rechnet 
man mit 

n = l ,  m = 4 ,  d=O,OS, y z 2 = 0 , 2 8 ,  
so erhalt man 

- nr + n f 1 

(49 a) 

Diese Formel gilt fiir die Frequenz beim Schmelzpunkt. Nach 
Gleichung (10) nimmt aber die Frequenz etwa doppelt so schnell 
mit der Temperatur ab, wie das Volumen wachst. Im Tempe- 
raturgebiet des flussigen Wasserstoffs mu6 deshalb die Frequenz 
erheblich (etwa im Verhaltnis 1 + y B = 1,16) gro6er sein, als 
man sie nach Gleichung (49a) berechnet. In der Tat ergibt 
sich') aus dem empirischen Verlauf der Atomwarme in tiefer 
Temperatur fur den Zahlenfaktor von (49a) der Wert 

Man erkennt hieraus die innere nbereinstimmung der For- 
meln (49a) und (44a). Der absolute Wert der Zahlenfaktoren 
war ja durch die Wahl von ~ ( y )  = 2r den Forderungen der 
Nerns t -Lindemannschen  Formel angepa6t worden. 

Bekanntlich hat sich die Lindemannsche Formel im 
ganzen sehr gut fur die Berechnung der Frequenzen v bewiihrt. 
Im Gegensatz hierzu hatte ich in einer friiheren Mitteilung2), 
in der ich Gleichung (49) bereits in fast der gleichen Form 
aufgestellt hatte, gefolgert, da6 der Zahlenfaktor der L inde -  
mannschen Formel nur in roher Annaherung konstant sein 
konne, weil namlich die Schwankungen der Zahlen y und 6 
vielfach in eritgegengesetztem Sinne stattfinden. Damals hatte 
ich aber angenommeu, dab 2 konstant sein miisse. Wie wir 
jedoch in Tab. 4 gesehen haben, unterliegt z2 ebenfalls nicht 

2,8 - 10'' = 2,4 - 1,16 10". 

11 Vgl. die Zusammenstellung von A. E u c k e n ,  Jahrbuch d. Radio- 

2) E. Gruneisen,  Verh. d. Deutscb. Physik. Ges. 13. p. 845. 1911. 
sktivitiit u. Elektronik 8. p. 505. 1912. 
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unbetrbhtlichen Schwankungen, die sich mit denen von y zum 
Teil kompensieren. Dadurch muS unser Urteil uber die Giiltig- 
keit der Lindemannschen Formel gainstiger, das uber die 
Gultigkeit der E i n s t e in  schen Formel (Gleichung (43)) un- 
gunstiger ausfallen als frilher. 

Rechnet man bei beiden Formeln mit mittleren , aber 
konstanten Zahlenfaktoren, so laBt unsere Theorie erwarten, 
daS fur Metalle mit groSem m die Einsteinsche, fur Metalle 
mit kleinem m die Lindemannsche Formel zu groBe Eigen- 
frequenzen gibt und umgekehrt. Das Mittel aus beiden Formeln 
mUSte genauer sein als die aus einm Formel berechnete 
Frequenz. Unsere neue Formel (44) nimmt dagegen eine 
mittlere Stellung ein. Sie zeigt sich der Lindemannschen 
uberlegen beim Diamant und Silicium , wiLhrend andererseits 
die Lindemannsche Formel fur Blei besser zu stimmen 
scheint und auch Metalle mit umfaSt, fiir die unsere Formel 
versagt, weil der Ausdehnungskoeffizient anomal klein ist 
(Bi, Sb). 

Erst wenn fiir miiglichst viele Elemente der Verlauf der 
Atomwhme in tiefer Temperatur experimentell festgestellt ist, 
wird man entscheiden kiinnen , welche der drei Formeln (43), 
(44s) oder (49a) die Verhaltniszahlen der beobachteten B v-Werte 
am besten wiedergibt. 

Besiehung swischen Kompreseibilitiit und 
Schmelstemperatur. 

18. Die Folge des am SchluB des vorigen Abschnittes 
Gesagten ist, daS die mehrfachl) durch Division der Formeln 
von E i n s t e i n  und L i n d e m a n n  abgeleitete Beziehung 

' = const. 
x T. 

nur wenig gut mit der Erfahrung stimmen kann. 

Temperatur des Schmelzpunktes 
Bus den Gleichungen (43) und (49) ergibt sich fur die 

1) A. Einstein, Ann. d. Phye. 36. p. 690. 1911; W. Nernst u. 
F. A. Lindemann,  Zeitschr. f. Elektrochemie 17. p. 817. 1911. 
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oder, wenn wir fur die adiabatische Kompressibilitat beim 
Schmelzpunkt die beim Nullpunkt (Gleichung (27)) einfuhren 
und ebenso fur v8 auf der linken Seite von Gleichung (50) das 
Atomvolumen beim Nullpunkt, so folgt 

I A1 1 Fe Ni I Ca I Pd 1 Ag 1 Pt I Au I F% 

Man ersieht hieraus sofort, da6 die rechts stehende Zahl 
keineswegs konstant ist, sondern im allgemeinen mit wachsen- 
den Werten von y (bzw. m) ebenfalls wachst. Wir setzen den 
Fall, da6 n = 1 ist, also y = (3m + 2)/6, und nehmen fur 
m einen mittleren Wert, setzen also 

dann mii6te sein 
m = 4 ,  6 = 0,08, R = 8,3 l o 7 ,  

10-Q 1 8,3 1 6,8 6 4  1 7,0 1 8,5 1-1 12 1 13 

fiber den Schmelavorgrtnp und die Schmelswiirme. 

19. Mie hat in seiner eingangs erwghnten Abhandlung 
die Ansicht vertreten, da6 in einem fliissigen Korper die 
Molekularbewegung im wesentlichen dieselbe ist, wie in einem 
festen Korper, ,,nur da6 (in der Flussigkeit) die Atome weit 
genug gelagert sind, dab sie bei starkeren Ausschliigen ge- 
legentlich einmal zwischeneinander hindurchschliipfen konnen.') 
Dadurch wird ihre Kdhfiguration nur in der Weise geandert, 

1) Vgl. auch L. Boltzmsnn, Vorleeungen iiber Gaetheorie 1. 1. 
Leipdg 1896. 
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daB in der entsprechenden Gleichgewichtslage mehrere Atome 
gegen friiher miteinander vertauscht sind". 

Fur  diese Anschauung spricht die Beobachtung, deB die 
Atomwarme beim Schmelzen nur unbedeutende Anderungen 
erleidet. Eine E'olge dieser Anschauung ware, dafi die Schwin- 
gungsenergie beim Schmelzen sich nur wenig andern konnte, 
namlich nur dadurch, daB die Frequenz v infolge der Volum- 
vergroSerung beim Schmelzen abnahme, die Energie also etwa 
nach der Einsteinschen oder Nerns t  - Lindemannschen 
Formel zunahme. Diese Energiezunahme wiirde nur einen 
kleinen Bruchteil der beobachteten Schmelzwarme ausmachen. 
Die wichtigste Ursache fur die Schmelzwarme ware anderswo 
zu suchen. Es ist klar, daB die AbstandsvergrOBerung der 
Atomgleichgewichtslagen, welche beim Schmelzen eintritt, nach 
unseren Grundannahmen eine Arbeit gegen die zwischen den 
Atomen wirkenden Krafte erfordert , welche ebenfalls von der 
Schmelzwarme bestritten werden muB. Jene Arbeit ware 
gleich der Differenz der inneren potentiellen Energieen des 
Mol im fliissigen und festen Zustand beim Schmelzpunkt, mit 
Ausschlufi der schon besprochenen kleinen Anderung der 
Schwingungsenergie, also gleich der Anderung von P(v) (Glei- 
chung (15)). Man erhielte demnach far jene Arbeit, wenn der 
fliissige Zustand durch gestrichene Grotlen gekennzeichnet wird, 

d F(u) = P(?Js') - F(vs),  
oder angenahert 

dP(a) = (vs'- v' ~ 

8 (E),=, * 

Nun ist nach (15) und (38) 
m + 1L + 1 m + n + 3  

3 
I 

also hiitte man 

Wenn man in diese Gleichung auf der rechten Seite beobach- 
tete Daten einfiihrt, 80 ergeben sich fhr A F Zahlen, die er- 
beblich kleiner sind als die SchmelzwBrme. 

Die Arbeit, welche beim Schmelzen gegen die anriehendevr 
Krafte  der in den Cleich~eioichtslagen gedachten Atome infolge 
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ihrer dbstandsvergrZJ3erung zu leisten ist, betragt nur etwa ein 
Brittel der gcsamten Schmelzenergie. 

Es muB also beim Schmelzen noch eine Veranderung ein- 
treten, welche eine Energiezufuhr von mindestens der halben 
Schmelzwarme erfordert. Uber die Art dieser Vertinderung 
vermag unsere Theorie vorltiufig keinen AufschluS zu geben. 

Indessen hat sich empirisch folgende Eigenschaft des 
Schmelzpunktes herausgestellt. Es scheint, dap mit groper An- 
naherung die rela five Polumanderung im festen Zustand zwischen 
Nullpunkt und Schmelzpunkt vom auperen BrucR unalhangig ist. 
Denn wenn man diese Annahme macht, 80 kommt man, wie 
ich bereits friiher zeigte, zu Ergebnissen, die mit der Er- 
fahrung recht gut stimmen. Bezeichnen wir mit v, und v,, die 
fiir den jemeils herrschenden Druck geltenden Volumina beim 
Schmelzpunkt und Nullpunkt, wobei also vo nicht mehr ale 
Konstante zu betrachten ist, und setzen wir (v, - vo)/vo = 6 
als unabhangig vom Druck voraus, so erhalten wir mit Ruck- 
sicht darauf, da6 bei Druckerhohung v, abnimmt wegen der 
Kompressibilitilt , aber zunimmt wegen der Schmelzpunkts- 
erhohung, durch logarithmisches Differenzieren von 6 nach p 

a v. - Go --log ___ = 0 
aP % 

1 an,, - - . . .- I(”) 2 3  + (3) -51 -Joalv, 
c , - v o  a~ , d p  ap ap 

und hieraus, durch Einfiihrung des mittleren Ausdehnungs- 
koeffizienten zwischen Nullpunkt und Schmelzpunkt 

Lassen wir Gleichung (35 a) bis zum Schmelzpunkt gelten, 
wobei der EinfluB des zweiten Gliedes auf der rechten Seite 
mit steigender Temperatur immer mehr zuriicktritt, so kbnnen wir 

x, - x,, = (m + n + 2)  xo S 
aetzen und erhalten 
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wo die Zahl - 
p = &),: (*) dT O . . . T ,  

jedenfalls groBer als 1 ist und um so niiher gleich 1, je  
weniger sich der Ausdehnungskoeffizient mit der Temperatur 
andert. Dabei kann von dem Bereich sehr tiefer Temperaturen 
abgesehen werden, da dieser fiir die Bildung von (tj’v/aT)o..,T8 
nicht sehr in Betracht kommt. Obwohl wir bisher noch sehr 
wenig iiber die Ausdehnung in der Niihe des Schmelzpunktes 
wissen, kann man doch schiitzen, daS vermutlich q < 1,5 ist. 
Es sind also verhiiltnismiiSig enge Grenzen far q gegeben. 

Soweit man es bisher beurteilen kann, gibt Gleichung (52) 
die Schmelzpunktsanderung der Metalle der GraSenordnung 
nach richtig an, wobei allerdings die Alkalimetalle auszunehmen 
sind. Ob man m und n besser nach Fall 1 oder nach Fall 2 
(p. 266) zu wiihlen hat, mag dahingestellt bleiben. Friiherl) 
habe ich fur Fall 2 Zahlenbeispiele gegeben, auf die hinzu- 
weisen hier geniigen mdge. 

Men kann nun auch mittels der Clapeyron-Clausius- 
schen Formel die Schmelzwiirme g,, und die Volumiinderung 
beim Schmelzen v8’- v, in Gleichung (52) einfuhren und er- 
h d t  dann 

(53) 
v;- v, 

Q12 = (711 + fa + 1) ., 
oder, wenn man wieder nach Gleichung (17) fur vo/xo das 
Grenzverhiiltnis von Atomwarme und Ausdehnungskoeffizient 

Fiir Fall 2 wird 

Es ist dies eine Zahl, welche bei variablem m verhiiltnisma6ig 
wenig um den Wert 0,39 herum schwankt. In  Tab. 8, die 
aus einer friiheren Arbeit a) fast unveriindert entnommen ist, 
findet man jene Zahl fiir einige Metalle berechnet. Zugleich 

1) E. Griineisen, Verb. d. Deutsch. Physik. Geu. 13. p. 846. 1911. 
2) E. Griineisen, Verh. d. Deutsch. Phyaik. Gee. 14. p. 322. 1912. 
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Tabe l l e  8. 
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ist aus den beobachteten Werten des Grenzverhaltnisses und 
der Schmelzwarme der in [ 3 gesetzte Ausdruck berechnet 
(Spalte 5), welcher insofern eine Prufung der Formel (53a) 
an der Erfahrung gestattet, als q(v8 ' -vJ /vo  nur wenig grBEer 
sein darf als die beobachtete relative Volumanderung beim 
Schmelzen, welche in Spalte 6 nach Toep le r  fur Al, nach 
Vicent in i  und Omodei  fur P b  angegeben ist. Das Qer- 
haltnis q ergibt sich aus Tab. 8 fur A1 zu 1,3, fiir Pb zu 1,1, 
liegt also zwischen den oben angegebenen Grenzen und ent- 
spricht auch insofern der Erwartung, als der kleinere Wert 
von p sich fur dasjenige Metal1 (Pb) ergibt, dessen Aus- 
dehnungskoeffizient sich im maBgebenden Temperaturintervall 
langsamer andert. 

Es scheint also, daB die Formeln (53) und (53a) annahernd 
richtig sind, daE also auch unsere Ausgangshypothese - 6 un- 
abhangig vom Druck - nahe zutrifft. Die Zahlen von Spalte 5 
legen weiter den SchluB nahe, daE die relative Volumanderung 
beim Schmelzen fur die einatomigen Elemente von gleicher 
GroBenordnung ist (etwa 0,03-0,05). 

$us (51) und (53) folgt 

Auf der linken Seite steht das Verhaltnis der Srbeit, welche 
Annalen der Physik. IV. Folge. 39. 20 
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beim Schmelzen gegen die Atomkrafte zu leisten ist, zur ge- 
samten Schmelzenergie, auf der rechten Seite eine Zahl, die 
fiir d = 0,08, m = 4, n =  1 und 1 < q < 1,5 von der GrBBen- 
ordnung ist. Die Gleichung ist also nur ein anderer Bus- 
druck fur den bereits oben p. 302 aus der Erfahrung ab- 
geleiteten Satz. 

DaE Gleichung (53) im wesentlichen identisch ist mit zwei 
langst bekannten Regeln von Guldbe rg  und R icha rds ,  habe 
ich bereits an der zuletzt zitierten Stelle ausgefuhrt und gehe 
darauf nicht noch einmal ein. 

SchluSbemerkung. 

Sehen wir von den Uberlegungen des letzten Abschnittes 
ab, die nur eineii orientierenden VorstoB nach dem Gebiet 
des fliissigen Zustandes machen sollten, 00 enthalt die Tor- 
stehende Abhandlung nur Folgerungen, die sich notwendig 
aus den zugrunde gelegten Vorstellungen uber das Model1 
einee einatomigen und isotropen festen Korpers ergeben. Wir 
sahen, dab diese Folgerungen im groBen und ganzen, be- 
sonders in tiefer Temperatur, sich mit den Erfahrungen decken, 
die man an vielen Metallen, zum Teil auch an anderen Ele- 
menten gemacht hat. Und zwar erzielte man eine bessere 
Ubereinstimmung im Falle 2, also mit der Annahme, daE die 
Wirkungssphare der anziehenden Krafte nicht nur bis zu den 
nachstbenachbarten Atomen reicht, sondern weiter. 

DaE andererseits der Theorie noch groBe Mangel an- 
haften, geht schon daraus hervor, daB vorlaufig nicht versucht 
worden ist, den Widerstand gegen Gestaltsiinderung, den Ein- 
flu6 der Anisotropie, sowie die elektrischen Eigenschaften und 
die Wkmeleitung in den Bereich der Untersuchung zu ziehen. 

(Eingegangen 14. Juli 1912.) 




