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3. uber totale Refledom; 
vom W. V O W  Ignatowsky.  

9 1. Einleituag. 

Hr. W. Voigt gibt in seiner Arbeitl) eine sehr inter- 
essante Anordnung an, welcbe es ermoglicht, das bei der 
Totalreflexion in das zweite Medium eintretende Licht nach- 
zuweisen. Da das Folgende gewissermaSen als Fortsetzung 
der Untersuchungen des Hrn. Voigt betrachtet werden mu8, 
so wollen wir in Kurze einige Stellen der Arbeit von Hrn. 
Voigt wiederholen, und zwar diejenigen, die f ~ r  das Folgende 
maSgebend sind. 

Gegeben sei ein Prisma a b c d mit einer stumpfen Kante 
in c. Dss Licht falle in Richtung des Pfeiles so ein, daS 
auf den Seiten b c und c d Totalreflexion 
stattfindet. Die Beobachtung ergibt, daS 
die Kante c leuchtet, und zwar maximal 

eines Falles von Beugung, insofern die vb ------' 

ungefahr in der Richtung c1.B) Weiter a 
bemerkt Hr. Voigta): ,,Am nachaten rage 
wohl die Auffassung des Problemes als 

letzte ungestbrte ebene inhomogene Welle 
im zweiten Medium, die in der Fig. 1 d ' 
durch die Gerade c m  angedeutet ist, ale 

nnd der Prismenflache c d  angesehen 
werden darf." Nun bemerkt Hr. Voigt, da6 die Rolle. welche 
die Grenzflache c d bei diesem Vorgang spielt, ziemlich unklar 
ist. Nehmen wir aber ein Prisma von der Form a b c G bzw. 
ein rechtwinkliges Prisma a b c a, so wiirde die Wirkung der 

1 

m 

n 
Lichtquelle far den Raum zwischen ihr Fig. 1. 

1) W. V o i g t ,  Ann. d. Phys. 67. p. 185. 1899. 
2) 1. C. p. 188-189. 
3) 1. C. p. 193-194. 
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zweiten Grenzflache c e bzw. c a des Prismas dahei auf 
das BuBerste reduziert, wahrscheinlich vollstandig eliminiert 
sein. I) 

Wir wollen deshalb fur das Folgende ein Prisma von der 
Form a b c e a bzw. a b c a annehmen, die inhomogene Welle c m 
als Lichtquelle fur den Raum e c m  bzw. unterhalb a c m  be- 
trachten und die Wirkung der Fliiche e c  bzw. ac vernach- 
lassigen. Beriicksichtigen wir noch die Untersuchung von 
Hrn. Voig t  uber das durch die Kante, die doch schlieBlich 
eine Zylinderflache von sehr kleinem Radius ist, durch ge- 
wohnliche Brechung durchgegangene Licht 4, so mussen wir 
annehmen, da6 die Beobachtungen am besten in dem Winkel 
raum e c 1 bzw. a c 1 ausgefiihrt werden, eventuell auch uber c I 
hinaus, aber nicht zu nahe an die Richtung e n ,  die parallel 
dem einfallenden Lichte ist. 

DaS diese. Annahmen eine Annaherung an die wirklich 
eintretenden Verhaltnisse darstellen , folgt schon daraus , daS 
an der Kante selbst eine Storung der oben erwahnten inhomo- 
genen Welle eintritt, weil wir dort eben, in strengem Sinne, 
keine totale Reflexion haben werden. 3, Die Berechtigung fur 
unsere Annahmen kann nur durch das Experiment bewiesen 
werden und diesbezuglich verweisen wir auf die an diese 
Arbeit anschlie6ende experimentelle Untersuchung. 

Q 2. Theorie. 

Wir denken uns die Z- Achse eines Koordinatensysteme 
(Fig. 2) znsammenfallend mit der Kante c des Prismas. Die 
X-Achse sol1 normal zur Flache c 6  des Prismas und nach 
au6en hin gerichtet sein. Dann fallt die Fliiche c b  mit der 
2 Y-Ebene zusammen. Innerhalb des Prismas falle eine ebene 
Welle in Eichtung des Pfeiles unter dem Winkel (p auf die 
2 Y-Ebene. 

Wir miissen nun zwei Falle unterscheiden. 
I. Pall. Die elektrische Kraft (3 ist parallel der Z-Achse. 

1) 1. c. p. 198. 

3) C1. Schsefer u. G. Gross, Ann. d. Phys. 32. p. 648. 1910. 
2) 1. C. p. 197-198. 



903 

wobei T die Periode, il die Wellenlange und n den Brechungs- 
exponenten bedeuten. 
(3) a; = y sin - x cos sp . 

Y 

Fig. 2. 

Fiir die reflektierte elektrische Kraft erhalten wir 
(4) @'= fdae i (a t -P14  

und 
(5) a,=-ysinrp-xcoscp, 
und f ir  die gebrochene 

@"= f 8, ei(aut + y n  + 0 2 ) .  (6) 
Es ist allgemein 

(7) 

Aus (6) und (7) folgt dam, da n = fi ist, 
(8) aa =pa - ma. 

Bus der Grenzbedingung fur die elektrische Kraft ergibt 
sich (fiir z = 0) 

(9) A1eipiaincp + J a e ; p i Y n h q  = A3giy" ,  
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und da  dies fiir beliebige y gelten muB, so folgt 

(10) 
und 
(11) 

p ,  sin cp = m 

A, + A, = A,. 
Aus (10) und (8) ergibt sich 

(1 2) a2 = pa(l - n 2 s i n a q ) .  

1st na sin2 cp > 1, haben wir also Totalreflexion, so mu8 sein 

(1 3) oc = + i p l 2 i G K j G 3 .  
Aus den Grenzbedingungen fur die magnetische &aft 

ergibt sich: 
(14) n ~ ( A , - A 8 , ) ~ o s ~  = A,u .  

Es folgt dann aus (14) und (11) 

nnd demnach 
= f A, e- z p  v w s  sin* rp - 1 ei (o t + y npainp) . (16) 

Fur die Komponente der magnetischen &aft der ge- 
brochenen Welle langs der X-Achse ist 

(1 7) = - i - A8 - n p  sin e- Z P  Vnsnin*rp - 1 ei (w 2 + Y ~ P  a h  , 
0 

II. Fall. 
Die magnetische Kraft der einfallenden Welle ist : 

Die magnetische &aft ist parallel zur Z-Achsa 

$ J = f . -  '1' '1 e i  (w I +Pi 4) 
(18) 0 

(1 9) 0 

und der reflektierten 
Q'= f .A%' '1 ei (wt-ZJ, an), 

wobei A,' die Amplitude der einfallenden elektrischen Kraft 
bedeutet. Fiir die gebrochene Welle erhalten wir 

@'= f . -  8s.'~ ,i (w t + y m + z a ) .  
(20) w 
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Die GroBen a,, aa und a bestimmen sich wie fruher, und 
aus den Grenzbedingungen erhalten wir 

(A,'+ A,') n = A,' 

A ' u  
P 

(A,'- A;) cos cp = - -n - - (22) 
Hieraus folgt 

und 
2 p  n cos cp 2 n cog cp 

coscp - inl/nssin$cp - 1 = A,' (24) A,'= 4' p COB cp - n a 

Aus (20) ergibt sich fiir die gebrochene elektrische Kraft 

25) @;=- i Z e i ( W t + y m + z a )  A '  + i 8 8 1 e i ( a , t + y m + z a ) .  
P P 

Den Annahmen von 8 1. zufolge wollen wir als Lichtquelle 
diejenigen Werte fur die magnetische bzw. elektrische Kraft 
annehmen, die sich aus den Werten der gebrochenen Welle 
fur y - 0  ergeben. 

Ein Punkt P, welcher unterhalb der X-Achse liegt, habe 
die Entfernung R = 0 P vom Koordinatenanfang. Der ent- 
sprechende Einheitsvektor so ist von P nach 0 gerechnet. 

Um die Lichterregung im Punkte P tatsachlich zu be- 
rechnen, benutzen wir die von mir fruher abgeleiteten Inte- 
grale (31) und (33), 8 10 meiner Arbeitl), in welchen wir ds 
statt dx und So statt i setzen konnen. Da nun die Ampli- 
tuden mit wachsendem x sehr rasch abnehmen, so brauchen 
wir nur ein sehr kleines Stuck der X-Achse zu betrachten 
und konnen deshalb schreiben (Fig. 2) 

(27) 8t0 i = cos (so i) = sin 8 ,  

(28) sin ("I,, i) = cos 9.. 

Bezeichnen wir fur den ersten Fall die Komponente der 
magnetisohen Kraft langs der X-Achse mit rp', nnd diejenige 

(26) T = PD = R - X C O S ~ ,  

1) W. v. Ignatowsky, Ann. d. Phys. 26. p. 116. 1908; 26. p. 1031. 
1908. 
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der elektrischen Kraft langs der Z-Achse durch 2 ,  so er- 
halten wir (der Faktor e i W t  ist weggelassen) aus (17) und (161: 
(Y = 0)  

(29) W 
SpI" - 4 n p s i n v  - e - x p v i G m  = e - x P Y C  

und 

hierbei ist 
(30) z'= 8, e-ZP'ViGST-7 = ~ - Z P Y B ,  

2 n co8 cp 

n co8 cp - i p s i n e  cp - 1 
A, = A, ~~ (31) 

Die Funktionen Qo, Q1 und QIfl die in den zitierten Inte- 
gralen vorkommen l reduzieren sich fiir groBe Argumente zu: 

(33) 

wobei jetzt R dem r in (26) entspricht. Da wir nur langs 
einem sehr kurzen Stuck der X-Achse zu integrieren haben, 
so kiinnen wir in den Nennern von (32) und (33) r = R  setzen 
und in den Exponenten yon e den Ausdruck (26) fur R und 
erhslten deshalb statt (32) und (33) 

und 

wo nun R = OP ist. 
Aus den Integralen (31) 8 10 meiner Arbeit und (29) und 

(30) erhalten wir dam,  unter Berucksichtigung, da6 n = i ist: 

(334  Q1'= - Q, = Qo 9 

i (,,+: -..) 
s= f A G R e  ( p  D sin 9. - w C) 

. ? i z p c 0 ~ 6 - x p y .  dz 
8 
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oder 

Und endlich, da e - - z ~ p y  sehr klein ist.: 

i ( w t + ; - . . )  1 Co - p D s i n 8  (34) GZ= t - e  

Ganz analog erhalten wir aus dem zweiten Integral (31) 
8 10: 

i ( d + a - P R )  11/11 
2 n  2 p R  Q , = - e  

p D sin 8 i D cos4 8 
icos i?  - 7 ['Of] - o R  

1 p D sin 8 i D cos4 8 
icos i?  - 7 ['Of] - 

i ( d + a - P R )  11/11 
2 n  2 p R  

Q , = - e  

Bezeichnen wir durch b,, einen Einheitsvektor senkrecht zu %,, 
(Fig. 2), so wird sein 

b, cos 9. + %, sin 8 ,  { i = -  !J$, cos 8 + b, sin 6. 
i = 

(36) 

Hieraus nnd aus (31) erhalten wir statt (34) und (35) 

2 n COB cp (n sin cp + sin a) _ _ _ ~ ~  (37) gZ = - t e  ( i c o s 4  - y)(mcoscp - iy) 
und 

Wir erhalten dann laut 0 5') ftir den zeitlichen Mittelwert des 
P o p  tingschen Strahlnngsvektors 

(39) 
st, A,% np maa cp (n sin cp + sin 8) 
16 na R GI (ng - 1) (n sin cp - sin a) 8, = - -~ 

und f i r  den zeitlichen Mittelwert des Quadrates der elektrischen 
Kraft 

(40) E s = A 1  4 n p R ( n P -  l)(nsincp - sin$) ' 
n4 C O S ~  cp (n sin cp + sin 8) 

Wir gehen jetzt zu dem Fall I1 fiber und erhalten aus 
den Integralen (33) 0 10, falls wir setzen: 

1) Ann. d. Phys. 23. p. 891. 1907. 
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In@;=-- e i z a  = G e - Z P y  

P 

wie leicht aus (20) und (25) folgt, 

.~ __ 
icosY - y (42) Q,= - e  

und 

wobei wir das letzte Glied in (33) 0 10 vernachlassigt haben 
wegen pR im Nenner. 

Wegen (24) und (36) folgt statt (42) und (43) 

2~~coscp{bo(ns ingr  + s i n 4 ) + % , ( i ~ - c o s 9 ) }  
(i cos 3 - y) (cos cp - i n 7) 7 

Fur den Mittelwert des Poyntingschen Strahlungsvektors 
folgt dam:  

~- np C O B ~  cp (n sin cp + sin 4) 

A,Is ne cos9 cp COB 9 

1 16n4~o(np-1)(nP8iiiscp-cosScp)(nsincp -sin$) 

-~ 
bo 1 6 d  Ro (d - 1) (ne sid cp - COB* 9) (n sin cp - sin 4) 

und fur den Mittelwert des elektrischen Kraft 
A,'* n3 cosp 9 sin cp 

(47) '2 = 2 p  n R (ns - 1) (nz sin* cp - cos* 9) (n sin cp - sin 9) . 
Wir berechnen noch fur beide Falle den zeitlichen Mittel- 

wert des Quadrates der magnetischen Kraft und erhalten f* 
den ersten Fall aus (38) unter Vernachliissigung der imaginaren 
Glieder in der Klammer, wegen p R im Nenner 
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Und fur den zweiten Fall 

5 3.  Zuesmmenfaesung. 

Wir nehmen an, das Licht falle senkrecht zur Flache ab 
(Fig. 1) in das Prisma ein. Bevor es in das Prisma eintritt, 
habe die elektrische graft die Amplitude: 

Fiir den ersten Fall B,, 
,, ,, zweiten ,, B,. 

Dann ist bei senkrechtem Einfall 

Berechnen wir die Energie der Strahlung mit Hilfe des 
Poy  n tingschen Vektors, so ist die Intensitat der einfallenden 
Strahlung : 

B14 (1 + m)2 A,a 
8 n  e 3 2 n c  ' 
BZp (1 + 12)) A,' 

Fiir den ersten Fall: J1 = - - - 

- (2) 1 ,, ,, zweiten ,, : J~ = __ - 8n c 3 2 n o  9 

wo c die Lichtgeschwindigkeit bedeutet. 
Berechnen wir anderseits die Energie aus dem Mittel- 

werte des Quadrates der elektrischen Kraft, so erhalten wir 
fur die einfallende Strahlung 

Bl* (1 + aYA12 Fur  den ersten Fall: J1 = ~ 

2 8 
, 

(1 + n))pA,'s 
8 ,, ,, zweiten ,, : J~ = = 2 

Wir denken uns das aus dem Prisma austretende Licht 
mit einem Polarisationsphotometer, z. B. nach M a r t e n s, 
beobachtet. Die Achse des Instrumentes falle mit der Rich- 
tung von O P  zusammen. Wir haben dann die Moglichkeit, 
das Verhaltnis der Intensitaten des in der Hauptebene und 
senkrecht dazu polarisierten Lichtes zu bestimmen. 

Nehmen wir als MaB der Intensitat den zeitlichen Mittel- 
wert des Quadrates der elektrischen Kraft, wie man dies 
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eventuell nach den Versuchen von 0. W i  e n  e r vermuten 
kiinntel), so erhalten wir aus (40) und (47) 5 2: 

K l = J ” .  2 n sin cp 
(4) J1 (nz sin* - cos*cp) (n sin 9 + sin 8) 

Falls wir den Poyntingschen Vektor zugrunde legen, 
erhalten wir aus (39) und (46) 5 2, wobei wir in (46) das zweite 
Glied nicht berucksichtigen diirfen, da desselbe eine zur Blick- 
richtung senkrechte Strahlung darstellt: 

Wir kijnnen endiich zugrunde legen den zeitlichen Mittel- 
wert e der gesamten in einem Volumenelement enthaltenen 
Energie. 

Nun ist 
E H e=-- 

8 n c 9  + 8n’ 
Bus (40), (47), (48) und (49) erhalten wir deshalb 

-. 3 II sin 9 + sin 4 
(7) K3 3. 5. 5 JB 

e, J1 2 (rap sin* 9 - COB* 9)  (n sin cp + sin 8) 

Die Formeln (4) und (7) ergeben uns eine Abhiingigkeit vom 
Winkel 9.. Hierdurch sind wir in den Stand geaetzt, eine 
experimentelle Entscheidung zwischen (4) und (7) einerseits und 
(5)  anderseits zu treffen. Wir verweisen diesbeziiglich auf die 
folgende Arbeit. 

‘Berl in ,  Januar 1912. 

1) 0. Wiener, Wied. Ann. 40. p. 203. 1890. 

(Emgegangen 22. Januar 1912.) 




