958

4. Die Anwendung der kinetischen Theorie
der Gase auf chemische Probleme;
von O. Sackur.))

1. Elnleitung.

Die kinetische Theorie der Gase vermag bekanntlich in
der Form, die sie durch Maxwell und Boltzmann erhalten
hat, eine vollstindige Erklirung des thermodynamischen Ver~
haltens einatomiger, chemisch einheitlicher Gase zu geben.
Durch die Annahme, daB sich die einzelnen Molekeln eines
solchen Gases bei konstantem Volumen und konstanter Tem-
peratur in dem ihnen zur Verfiigung stehenden Raume nach
den Gesetzen der Wahrscheinlichkeit verteilen und alle mog-
lichen Geschwindigkeiten und Richtungen nach den gleichen
Wabhrscheinlichkeitsregeln annehmen kénnen, vermochte Boltz-
mann ein anschauliches Bild des Kntropiebegriffes zu geben
und das Verbaltnis der spezifischen Wirmen (¢ /c) = ®/; zu
berechnen, was auch tatsichlich fiir Quecksxlberdampf und die
Edelgase empirisch bestitigt wurde. Ebenso konnte er durch
Einfiihrung gewisser Annahmen iiber die Bewegungen der
Atome innerhalb der Molekeln das Verhiltnis ¢, /¢, fir zwei-
atomige Gase in Ubereinstimmung mit der Erfahrung zu 7/,
“berechnen. Schlieflich hat Planck neuerdings die Loschmidt-
sche Zahl %, die Anzabhl der Molekeln im Mol, mittels dieser
kinetischen Theorie aus Strahlungsmessungen berechnet und
ebenfalls ausgezeichnete Ubereinstimmung mit mehreren nach
vollig andersartigen Methoden berechneten Werten gefunden.

Angesichts dieser vorziiglichen Bestitigung der Theorie
erscheint es nicht wberfliissig, darauf hinzuweisen, daB die
konsequente Anwendung der Theorie auf chemische Probleme
zu Folgerungen fiibrt, die zu den bisherigen Anschauungen in
einem gewissen (Gegensatze stehen. Die ausfithrliche Dar-
stellung der hierbei auftretenden Schwierigkeiten diirfte viel-
leicht dazu beitragen, ihre Beseitigung durch eine entsprechende
Erweiterung der Theorie zu erleichtern.

1) Vorgetragen in der Sitzung der Schlesischen Gesellsch. f. Vater-
lind., Kultur am 28. Juni 1911.
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Zu diesem Zweck soll erdrtert werden, ob die kinetische
Theorie imstande ist, den chemischen Besonderheiten der ver-
schiedenen Gase Rechnung zu tragen und diese auf mechanische
oder kinematische Unterschiede zuriickzufithren. Bekanntlich
sind die physikalischen Eigenschaften eines Gases (Druck und
Temperatur) darch die Zahl und Masse der Molekeln, die sich
in einem bestimmten Volumen befinden, sowie durch den
Mittelwert ihrer translatorischen Geschwindigkeit eindeutig be-
stimmt. Offenbar reichen diese GroBen zur Beurteilung des
chemischen Verhaltens nicht aus, Es entsteht daher das Pro-
blem, die noch fehlenden Bestimmungsstiicke aufznsuchen. Erst
wenn dies gelungen ist, kann die kinetische Theorie der Gase
zur Erklarung chemischer Erscheinungen herangezogen werden.

Zur Lésung dieser Aufgabe muB zunichst der Zusammen-
hang zwischen Entropie und Wahrscheinltichkeit etwas eingehender
erortert werden. Nach Boltzmann ist die Entropie eines
idealen einatomigen Gases ein MaB fir die molekulare Un-
ordnung. Das Entropiemaximum, d. h. der stationdre Zustand
ist erreicht, wenn keine einzige der in einem bestimmten
Volumen enthaltenen Molekeln eine bevorzugte Lage, Richtung
oder Geschwindigkeit besitzt, sondern weun sich alle Koordi-
naten und Geschwindigkeitskomponenten nach den Gesetzen
des Zufalls, d. h. nach den Regeln der Wahrscheinlichkeits-
rechnung, um Mittelwerte gruppieren. Macht man die An-
nahme, daB die Entropie eines Systems in einem bestimmten
Zustand lediglich durch die Wahrscheinlichkeit # dieses Zu-
standes bestimmt ist!), so gelangt man mit Notwendigkeit zu
der Gleichung
@ S=khln M.

k muB dann eine universelle Konstante sein, die von der
stofflichen Natur, sowie den Zustandsvariabeln (Energie und
Volumen) unabhingig ist.?) Die Wahrscheinlichkeit # ist nach
Boltzmann3) fiir ideale einatomige Gase diejenige Zahl, welche

1) M. Planck, Theorie der Wiirmestrablung. § 128fF.

2) Anmerkung: Die der Gleichung (I) gewéhnlich zugefiigte, addi-
tive unbestimmte Konstante muB konsequenterweise fortgelassen, d. h.
= Null gesetzt werden, wenn der Zusammenhang zwischen S und W ein
eindeutiger sein soll.

3) L. Boltzmann, Vorlesungen iiber Gastheorie 1. § 6.
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angibt, um wievielmal der tatséichliche Zustand des Gases wahr-
scheinlicher ist als derjenige Zustand gleicher Energie und
gleichen Volumens, bei welchem alle Atome gleiche Lage, Rich-
tung und Geschwindigkeit hitten. Die Wahrscheinlichkeit ist
also hier nicht, wie gewthnlich, ein echter Bruch, sondern eine
groBe Zahl. SchlieBt man auch mehratomige Gase sowie
Flussigkeiten und feste Stoffe in die Betrachtung ein, so kann
man # zweckmiBig definieren als diejenige Zahl, welche an-
gibt, um wievielmal der Zustand wahrscheinlicher ist als der-
jenige, bei welchem die ,,generalisierten Koordinaten“?) aller
Molekeln die gleichen Mittelwerte besitzen. Diese Definition
ist inhaltlich wohl identisch mit der von Planck, L c., ge-
gebenen, nach welcher die Wahrscheinlichkeit gleich der An.-
zahl der Komplexionen ist, die der gegebene Zustand um-
faBt?), vorausgesetzt, daB die einzelnen Komplexionen alle
gleich wahrscheinlich sind.

Nach der Thermodynamik ist jeder in einem abgeschlos-
senen System von selbst eintretende Vorgang mit einem Wachsen
der Entropie verkniipft; nach der kinetischen Theorie wird er
gemdB Gleichung {I) durch eine Vermehrung der molekularen
Unordnung erklart, d.h. durch den Ubergang eines unwahr-
scheinlicheren in einen wahrscheinlicheren Zustand. Dieser
Gedanke ist jedoch bisher nur bei den Zustandsinderungen
idealer Gase, d. h. an physikalisch und chemisch einheitlichen
Stoffen, sowie bei den Strahlungserscheinungen durchgefiihrt
worden. Ks liegt nun nahe, ihn fiir alle in der Natur von
selbst eintretenden Vorginge, z. B. fiir chemishe Reaktionen
anzuwenden und ganz allgemein irreversible Vorginge jeder
Art als solche anzusprechen, die mit einer Vergriferung der
Wahrscheinlichkeit des abgeschlossenen Systems verbunden
sind. Diese Erweiterung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes auch
auf chemisch verschiedene Zustinde der Materie scheint mir
eine einfache Konsequenz der Boltzmannshhen Anschauung
zu sein. Denn die kinetisch-statistische Erklarung der Irre-
versibilitit hitte nur beschrinkten Wert, wenn sie lediglich

1) L. Boltzmann, Vorlesungen iiber Gastheorie 2. § 25; z. B.
Rotationsgeschwindigkeit mehratomiger Molekeln, Schwingungsenergie der
Atome innerhalb der Molekeln usw.

2) Vgl. auch A. Einstein, Physik. Zeitschr, 10. p. 187. 1909.
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auf die in der Natur relativ seltenen, rein physikalischen Zu-
standsinderungen bezogen werden diirfte. Demnach kann man
als das Grundgesetz der chemischen Kinetik und Statik den
folgenden Satz aussprechen:

Befinden sich die Molekeln verschiedener Stoffe in einem
adiabatisch abgeschlossenen Rawme, so hann nur dann eine Um-
setzung zwischen ihnen eintreten, wenn durch diese die molekulare
Unordnung des Systems wdchst; im Zustand des chemischen
Gleichgewichtes ist die Wahrscheinlichkeit des Systems ein Maximum,

Die Fruchtbarkeit dieses Satzes kann sich erst dann er-
weisen, wenn man die Wahrscheinlichkeiten chemisch ver-
schiedener Stoffe miteinander vergleichen kann, wenn man also
z. B. zeigen kann, daB die Wahrscheinlichkeit einer bestimmten
Menge Wasserdampf groBer ist als die Wahrscheinlichkeit der
dquivalenten Menge Knallgas bei gleicher Gesamtenergie und
gleichem Volumen. Es ist daher notwendig, einen MabBstab
fiir die Wahrscheinlichkeit jedes einzelnen materieilen Systems
zu schaffen. Im folgenden hoffe ich zeigen zu kénnen, daB
bei idealen Gasen die oben gegebene Definition der Wahr-
scheinlichkeit hierzu ausreicht und dafl sich gleichzeitig die
chemischen Besonderheiten der verschiedenen Gase durch Kin-
filhrung von Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen erklidren lassen.

Zu diesem Zweck vergleichen wir die Ausdriicke, die uns
die Thermodynamik und die kinetische Theorie fiir die Entropie
eines idealen Gases liefert.

2. Thermodynamische Ableitung.

Die Thermodynamik gelangt zur Berechnung der Entropie §
eines Gases (pro Mol) durch die folgende Uberlegung: Bei der
nmkehrbaren Erwirmung eines Moles des Gases durch Zu-
fiihrung der Wiarme d@ ist der Quotient d@/7 = d§ ein
totales Differential der Entropie. Wir erhalten also, wenn wir
die Gesamtenergie des Gases mit U bezeichnen,

1

— a9 L 1 L
as =0 =7+ T a1 0+ gy Aot

Bei idealen Gasen ist 0U/0v =0 und p = RT/v; setzen
wir ferner 0U /01 = ¢,, unabhingig von der Temperatur, so
erhalten wir durch Integration

(n S=cIn?+4 Rlnv 4 §?.
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Die Konstante §' kann zwar durch die Thermodynamik
nicht bestimmt werden, sic muf abder fir jedes Gas einen be-
stimmten Wert besitzen und stellt die Entropie des Gases bei
T7=1 und v=1 dar. Ibr Zahlenwert hingt also nur von
der chemischen Natur des Gases sowie dem MaBstabe ab, nach
welchem wir Volumen und Temperatur messen.

Die Bedeutung der Entropiekonstante §! zur Beurteilung
der chemischen Natur des Gases und seiner Fiahigkeit, sich
mit anderen (Gasen zu vereinigen, erkennt man aus der fol-
genden einfachen thermodynamischen Ableitung des Massen-
wirkungsgesetzes. 'Treten die Gase ./ und B miteinander in
Reaktion unter Bildung der Verbindung 4 B, also nach der
Gleichung 4 + B = 4B, so besteht bei jeder Temperatur ein
bestimmtes Gleichgewicht, bei welchem die Reaktion Halt
macht. Im Zustande des Gleichgewichts erfolgt die weitere
Umsetzung einer kleinen Menge dm bei konstanter Temperatur
und konstantem Volumen umkehrbar. Wird hierbei die
Wirme @ dm entwickelt (@ ist die Wirmeténung der Reak-
tion), so muf

d
— QTm =ds,

d. h. gleich der Entropieinderung sein, die bei der Umsetzung
stattfindet. Wir erbalten also

— ~jQ,—a'm =d8 =8,p-dm — 84dm —-Sgdﬂl

oder unter Benutzung von (1)

i

AB I 1 Q1
- 4+ 8ip— 81— 8%
A4 B R

—_?1—=(CUAB—C'UA —_ CUB)IIIT’*— Rln
oder wenn man die Molekularvolumina » durch die Konzen-
trationen ersetzt, mittels ¢ = 1/v, und bei der Summation die
unter Wirmeentwicklung entstehenden Stoffe als positiv, die
verschwindenden als negativ in Rechnung setzt

_chfA,,-—,,Q_ Z(’v 1 ZSI
@) Ny = my T G

Bei idealen Gasen ist die rechte Seite der Gleichung (2)
nur eine Funktion der Temperatur und von den Konzen-
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trationen unabhiingig; daher folgt das sogenannte Massen-
wirkungsgesetz
‘4B -
In =InA
cq%Cy <
(bei konstanter Temperatur).

Die Gleichung (2) driickt auch die bekannte Abhangig-
keit der Gleichgewichtskonstante von der Wirmetdnung und
der Temperatur aus. Durch Differentiation geht sie in die
van’t Hoffsche Gleichung der Reaktionsisochore fiber. Denn
es folgt
(2q) . Q 149 | Se 1 0

ar =" ke TRr ar T F T~ RT*’
da nach Kirchhoff

de

i =3

ist. HKs ist gewdhnlich iblich, die Gleichung (2) riickwirts

durch Integration von (2a) zu gewinnen. Setzt mnn die spezi-

fischen Wirmen der Gase in erster Annéherung konstant, also
Q = Qo - ch T7

so erhilt man durch Integration von (2a)

) K= 4 Zmryy

und durch Vergleich mit (2) fir die unbestimmte Integrations-
konstante J den Ausdruck

St ey (St — ey

N

Diese Integrationskonstante, deren Zahlenwert gemeinsam
mit der Reaktionswirme die Lage des chemischen Gleich-
gewichts bestimmt, kann also durch eine Summe von Stoff-
konstanten dargestellt werden, von denen jede einzelne aus
der Entropiekonstanten und der spezifischen Warme berechen-
bar ist. Die Entropiekonstante §1 ist also gewissermaBen ein
MaB fiir die Reaktionsfahigkeit eines Gases. Je groBer §! ist,
um so geringer ist ceteris paribus seine Reaktionsfahigkeit
und um so groBer sein Bestreben, in unverbundenem Zustande
zu beharren.

Fihrt man in die Gleichung (3) und (3a) an Stelle der
Konzentrationen die Partialdrucke ein, gemiB der Gleichung
p = RTec, so erhilt man
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Pag . o

In P i InK,=Ink + >l RT
- Q ZCW—I— R 1 —\
._R—%_}_—-—R—ln]—i—J—i—ZlnR

(4) . D . <
log,, &, = 2,3<RT + E.:Iee log 7'+ > C,
wenn
C = St—e+ Bnf ist.

238

Die Zerlegung der Integrationskonstanten in eine Summe
von Stoffkonstanten ist besonders von Nernst bet der Dar-
stellung seines Wirmetheorems hervorgehoben worden?); sie
folgt, wie man aus obiger Herleitung und dem véllig analogen,
bereits von Planck? und spater von Haber? benutzten Be-
weise des Massenwirkungsgesetzes erkennt, bereits aus den
beiden Hauptsitzen der Thermodynamik. Die beiden zuletzt
genannten Autoren haben jedoch auf diese Zerlegung keinen
Wert gelegt, weil es ihnen unméglich war, die Summanden
einzeln zu bestimmen. Krst Nernst hat durch Aufstellung
seines Wirmetheorems den Weg gezeigt, auf welchem man zu
einer zahlenmiBigen Berechnung dieser Stoffkonstanten aus
Dampfdruckmessungen an reinen Stoffen gelangen kann. Den
Nernstschen Gedankengang zur Bestimmung dieser Kon-
stanten kann man im Anschluf} an die obige Ableitung folgender-
maben formulieren:

Zur Verdampfung eines Moles einer Fliissigkeit (oder eines
festen Stoffes) unter ihrem Dampfdruck p muB die Verdampfungs-
wirme L (bei konstantem Volumen) zugefithrt werden. Da die
Verdampfung umkehrbar erfolgt, so gilt nach dem 2. Haupt-
satz die Gleichung

L

=4 §=8-8,
wenn 4§ die Differenz der Entropien (pro Mol) im gasformigen
und flissigen (oder festen) Zustand bedeutet. Nun ist nach

1) W. Nernst, Gott. Nachr. 1906.
2) M. Planck, Thermodynamik, 1. Aufl. 1897. p. 205.
3) F. Haber, Thermodynamik techn. Gasreaktionen. 1905. p. 39.
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dem Nernstschen Warmetheorem §, lediglich eine Funktion
der Temperatur

Sf = f% ar 1)7
ferner ist nach Gleichung(1)
8§ =c,nT+Rln,+ 8" =(c,+R)InT—Rlnp+8'+hkE,
mithin
L
T

Die Verdampfungswirme Z ist in ihrer Temperatur-
abhingigkeit gegeben durch
dL

daT

also, falls ¢, unabhiingig von der Temperatur angenommen wird

L= L+ T~ [cdl.

c
=%MT—Rmp+&+MR—f%dR
=Cv—- Cf,

Mithin wird
— L, 1 c 1 ¢
np= 77"+ g [adl + FT— 5 [FaT

und
(4a) log,gp = F(T) + C.

Durch passende Annahmen gelang es Nernst, die Kon-
stante C, die er als chemische Konstante bezeichnet, fiir eine Reihe
von einfachen Stoffen aus Dampfdruckmessungen zu berechnen.

Erst das Nernstsche Wirmetheorem ermdglicht es also,
aus Messungen an reinen Stoffen (Dampfdruck von IKlissig-
keiten oder festen Korpern) diese, das chemische Verhalten der
Gase bestimmende Konstante € und damit nach (4) auch die
Entropiekonstante ! zu ermitteln,

3. Kinetische Bedeutung der Entropiekonstanten.
Nach Gleichung (I) ergibt sich die Entropie eines Gases aus
S=rklnWw.
Zur Berechnung von # folgen wir dem sehr klaren und
durchsichtigen Gedankengange, den Planeck im Anschluf an

1) Vgl. die Formulierung von M. Planck, Thermodynamik, 8. Aufl.
p. 268.
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Boltzmann im § 188 seiner ,,Wiarmestrahlung® entwickelt
hat, und beschrinken uns zuniichst auf einatomige ideale Gase.

Bezeichnen wir die Raumkoordinaten im Molekularvolumen v
mit x, y, 2z, die Geschwindigkeitskomponenten mit &, 7, {, so
ist die Anzahl der Molekeln, deren Koordinaten zwischen z, v, z
und z + dz, y + dy, und z + dz und deren GGeschwindigkeits-
komponenten zwischen & 7, & uwnd &+ d§, g4 dn, {4+ dS
liegen, proportional dem Produkt dz-dy.-dz-d&.dy-df =do.
Die Anzahl der Molekeln, die diesem ,,Klementargebiet¢ do
angebdren, bezeichnen wir mit fdo, wobei f als eine Funktion
der z, y, z, & v, { aufzufassen ist. Dann betrigt also die
Anzahl n, Molekeln, die im Elementargebiet do; liegen, =f, da,,
n, = f,do, liegen im Klementargebiet do, usf. Summieren
wir die n,, n, usw. iiber alle Elementargebiete, so erhalten
wir die Anzahl Molekeln im Mol und erhalten

B) N=Sm+n-.)=Sdo,+fds...) =ffd¢r.

Die Wahrscheinlichkeit des Systems erhalten wir nach
den Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung nach Beltz-

mann zu
Nt

= R
Mithin ist
(6) S=ktln Nl —k(Iln(f,da!) + In(fydayt) . . ..

Machen wir nun die Annahme!), dal die Elementar-
gebiete do alle gleich und zwar so groB sind, daB die Anzahl
der in ihnen vorhandenen Molekeln eine groBe Zahl ist?), so
koénnen wir zur Auswertung der Entropie die Stirlingsche
Néherungsformel

Inp!=plnp-—-1)
benutzen und erhalten
§=iNWIN — kN — kS fdo(Infds —1)
=khNIMN — kN —L>(fInfds + fdo-lnde — fda).

1) Vgl. den Satz von Liouville bei Boltzmann, 1. e. 2. p. €6,

2) Diejenigen Elementargebiete, in denen nur eine kleine Zahl von
Molekeln vorhanden ist, sind im Ausdruck (5) und (6) gegen die Elementar-
gebiete mit groBer Molekelzahl zu vernachlissigen.
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Unter Beriicksichtigung von (5) folgt dann
(62) S=/eNlnj\7—kf/‘lnfda——k.Nlndo-.

Zur Berechnung der Funktion f fitlhren wir die Bedin-
gungen ein, dafl die Entropie im stationiren Zustande ein
Maximum und daB die Anzahl N und die gesamte kinetische
Euergie U der & Molekeln konstant ist, also

@ 08 =0 =f(!nf+ 1)0fda

und

(8 U=2 (@402 + 2 fdo
(8a) U =0 = f(gz L4 o fde
und

9) SN =0= f Sfdo

ist.  Aus den Gleichungen (7)—(9) folgt dann
(10) f=we—ﬂ(§2+rf+£*)

Maxwellscher Verteilungssatz).

Die Auswertung der Konstanten ¢ und g gelingt durch
Einsetzen von (10) in (5) und (8) und ergibt

N (8m N\%:
(103) a=T(411U)

3m N
(10b) g=2ny.

Aus Gleichung (6a) folgt dann durch Kinsetzen
S§=AiNInN—EkANndo
—hkflne—BE+ 2+ P ae FETT+Edg
=LiNInN—kNlndo — kNl + 31N,

8§=iNInN—iNlndo —kNInN L+ kNlno
3m1\

34 Nln +3ANIn U+ 3kN

kNindo.

=34ANU 4 kNlnv + SkN(l 1 8’”1712\)
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Mit Hilfe der thermodynamischen Beziehungen

aS 1 a8 _p
=71 Wl =

folgert Planck dann ohne weiteres

pv=kNT, also le:——R, U=%RT
und
oU
= ¢ ==

Yva ; R.

wjeo

Mithin erhalten wir fiir die Entropie eines einatomigen idealen
Gases, da m N = M (Molekulargewicht) ist, pro Mol

(1) S=ecInT+ Rluv +c, (1 +In 232) — Rindo.
Der Vergleich von (11) mit der rein thermodynamisch abge-
leiteten Gleichung (1) (p. 961) ergibt fir die Entropiekonstante

eines einatomigen Gases

l St = cv(l-}—ln 27;;‘?

| ~n(3 e (3 L)

Demnach hingt die Entropiekonstante §! auBer vom
Molekulargewicht auch von der GroBe des Elementargebietes do
ab. Dieses Resultat muB befremden, da 8! nach Gleichung(l)
und den folgenden Erdrterungen des Massenwirkungsgesetzes
fir jedes Gas einen ganz bestimmten Wert besitzt, wikrend
die GroBe des Elementargebietes do bisher als willkiirlich an-
genommen wurde. Da die reine Kinetik iiber die Grofle von do
bisher nichts aussagen konnte, so offenbart sich hier eine Liicke
in der Reihe von Schlufifolgerungen, die von den kinetischen
Hypothesen zur Zustandsgleichung der Gase fiihrt.

Da8 die Gleichung (12) eine theoretische Bedeutung be-
sitzt, erkennt man daraus, daB sie ,,dimensionsrichtig ist.
Der Wert §! bangt niamlich, wie p. 962 erértert wurde, davon
ab, in welcher MaBeinheit man das Volumen des Gases an-
gibt, Verdndert man den MaBstab firr », so muff §* in dem-
selben MaBe abnehmen, wie Rlnv zunimmt. Der unter dem
Logarithmus auf der rechten Seite der Gleichung (12) stehende

a2 ) — Rlndo
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Ausdruck muf daher die Dimension [/—%) besitzen. Dies ist
auch tatsichlich der Fall; denn es ist

‘VII};“] = [2-£~?], also [(%)3/2] = [B.¢7%],

(do] = [dedydzdEdydl)| = [59],

2a R\% 1 — 1
(F5) e — =]

Die Gleichungen (11) und (12) beweisen also, daB die
thermodynamisch-chemischen Kigenschaften eines idealen ein-
atomigen (fases sich nicht durch die Zahl und Masse der
Molekeln, ihr Volumen und ihre gesamte kinetische Energie
allein darstellen lassen, sondern noch durch eine neue Kon-
stante do bestimmt werden. Die sechsdimensionale Mannig-
faltigkeit 2, y, 2, & #, &, deren Koordinaten den Zustand einer
einzigen Molekel in jedem Zeitmoment eindeutig festlegen, darf
also, damit die Kinetik der Gase mit der Thermodynamik nicht
in Widerspruch gersit, nicht beliebig teilbar angenommen
werden, sondern besitzt gewissermaBen eine atomistische Struk-
tur. Die einarder gleichen Elementargebicte do, in denen die
Zahl der Molekeln so groB ist, daB die Anwendung der Stir-
lingschen Formel ohne merklichen Fehler statthaft wird,
miissen fiir jedes einzelne Gas einen bestimmten Wert be-
sitzen, der seinerseits fiir die chemischen KEigenschaften des
(Gases bestimmend ist.

Die allerdings schwer vorstellbare physikalische Inter-
pretation dieses Ergebnisses wiirde, da do = dv-d§-dg-d{ ist,
verlangen, daB sich die Molekeln der Gase nicht im ganzen
ihnen zur Verfiigung stehenden Raum gleichm#Big verteilen
und nicht alle moglichen Geschwindigkeiten von Null bis un-
endlich annehmen konnen, sondern daB sie sich um einzelne
Raumpunkte, etwa wie die Schiisse nach einer Scheibe, an-
hanfen und daB ihre Geschwindigkeitskomponenten sich sprung-
weise #ndern. Die Volumina dieser Haufungsstellen und die
Differenzen dieser bevorzugten Geschwindigkeiten sind dann
fiir das chemische Verhalten des Gases maligebend. Man kann
sich diese Verhiltnisse vielleicht durch die mnachstehenden
Figuren veranschaulichen, in welchen die Klementargebiete do

Annalen der Physik. IV. Folge. 36. 62

ferner

also
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durch die kleinen Quadrate dargestellt sind. In Fig. 1 kann
man das gesamte Zustandsfeld in beliebiger Weise in einander
gleiche Elementargebiete einteilen, ohne die Bedingung zu ver-
letzen, daB jedes Elementargebiet eine grofie Zahl von Punkten
umschlieBt. In Fig. 2 dagegen ist nur eine einzige Teilungs-
moglichkeit vorhanden.

Zu analogen Ergebnissen ist bekanntlich Planck bei der
statistischen Behandlung der Strahlungsentropie gekommen.
Er mufite die friiher als unendlich teilbar betrachtete Energie

]

o
1
l

Fig. 1. Fig. 2.

als endliche Summe von Elementarquanten auffassen, um die
Strahlungserscheinungen mit der Thermodynamik und der
Kinetik gleichzeitig in Einklang bringen zu kénnen. s scheint
daher so, als ob die statistische Methode in ihrer heutigen
Form nur dann zur analytischen Behandlung des zweiten
Hauptsatzes ausreicht, wenn wir alle kontinuierlichen Gréfen
(Energie, Raum usw.) ebenso wie seit alter Zeit die Materie
in endliche EKlementarquanten zerlegen. Der Grund hiertiir
diirfte in der Definition der Entropie nach der Gleichung
8§ = kln ¥ beruhen; denn man erhilt nur dann eine endliche
» Wahrscheinlichkeit¢ #, wenn man die endliche Anzahl von
Molekeln (oder Resonatoren) einer endlichen Anzahl von Be-
stimmungsstiicken zuordnet. Wir stehen also anscheinend, falls
nicht irgend ein Fehler in der SchluBweise aufgedeckt wird,
vor dem Dilemma, entweder die physikalische Realitdt end-
licher Elementargebiete (und endlicher Energiequanten) zu
postulieren oder den eindeutigen Zusammenhang zwischen En-
tropie und Wahrscheinlichkeit aufzugeben.

Zu ganz denselben Ergebnissen gelangt man bei der Be-
handlung der mehratomigen idealen Gase. Bei diesen miissen
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wir, wie aus den Werten fiir die spezifischen Wirmen folgt,
annehmen, daB die Wirmeenergie nicht lediglich in der kine-
tischen Energie der translatorischen Bewegung besteht, sondern
daB jede einzelne Molekel noch einen bestimmten Energiebetrag
besitzt, der aus der Bewegung der Atome in der Molekel
folgt. Es ist bekanntlich Boltzmann u. a. gelungen, durch
geeignete Hypothesen den Erscheinungen Rechnung zu tragen.
Eine dieser Annahmen besteht z. B. darin, daf eine aus zwei
Atomen bestehende Molekel Rotationen um die beiden zur
Verbindungslinie der Atome senkrechten Achsen ausfithren
kann und daB die gesamie Wirmeenergie des Gases sich nach
den Gesetzen der Wahrscheinlichkeit gleichm#Big auf alle
einzelnen Bewegungsformen (Freiheitsgrade) verteilt. Dann ist
der Zustand einer zweiatomigen Molekel auBer durch die Ko-
ordinaten z, y, 2, & 7, { noch durch die beiden Koordinaten
v und v bestimmt, wenn uz und v den beiden neu eingefithrten
Winkelgeschwindigkeiten proportional sind. Die gesamte, nun-
mehr achtdimensionale Mannigfaltigkeit teilen wir wieder in
gleich grofe Klementargebiete do = dx dy dz d& dy d{ du dv
und setzen die Zahl der Molekeln, die sich in einem Klemen-
targebiet do befinden, = fds. Dann gelten ebenso wie p. 9617
angegeben, die Gleichungen

N=[ffdos,

S=iNnN—Ljflnfde —kNInds
und

U= [+ a2+ 5+ +v3fdo.
Fiir den stationdren Zustand erhilt man wie oben
[= e~ B+ Fut 4o

und fiir die Konstanten « und B die Werte

o = ﬂ(éﬁg)“ ﬂ _ bm v .
T e \4n U T s U
und daher
3 /il 2 R 3/'2 1
(123 S=3RInT+ Rinv + R(g+1n (*2F) %)

woraus sich ¢ =5 R ergibt, wie es auch empirisch bei den
meisten zweiatomigen Gasen (H,, N,, O,, CO, HCI usw.) an-
genihert gefunden wurde.

62*
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Bei dreiatomigen idealen Gasen kann man entsprechend
Rotationen um drei zueinander senkrechte Achsen annehmen,
mit den Winkelgeschwindigkeiten proportional %, v, w. Dann
ist das Elementargebiet gegeben durch

do=dx dy dz d§ an d du dv dw,

die Energie durch

U= ’%L’f(§2+n?+§2+u2+v2+wz)fd<f
und man erbilt fir die Entropie
(12b) S=8RWT+ Rlnv + R (3+ In (2R 317) :
woraus fir die spezifischen Warmen ¢, =38 R folgt, was auch
angenihert fir H,0-Dampf, wenigstens bei tiefen Tempera-
turen, gefunden wurde.

Fassen wir die Resultate der kinetischen Betrachtungs-
weise zusammen, so ergibt sich, daB die Entropie eines Moles
des Gases stets gegeben ist durch Volumen und Temperatur,
ferner durch die Zahl der Freiheitsgrade, das Molekulargewicht
und eine GroBe do (bzw. ihren Logarithmus), der fiir jedes
(Gas einen bestimmten, aus der Theorie vorlaufig nicht dedu-
zierbaren Wert besitzt.

Bs besteht nun die Moglichkeit, anzunehmen, daB dieses
Elementargebiet do, wenigstens fir Gase mit gleicher Atom-
zahl in der Molekel, eine universelle Konstante ist. Diese
Hypothese konnen wir priifen, wenn wir die von Nernst be-
rechneten Zahlenwerte der ,,Chemischen Konstanten* benutzen.
Nach p. 964, Gleichung (4) ist

S1=28C.R4c,—RInR
und nach p. 968, Gleichung (12)

S1=c, (1 + 1ni}";?-) ~ Rlndo.

Mithin

2308 =c I 27% L RIn R — Rindo.

Fir Gase mit gleicher Atomzahl besitzt ¢, denselben Wert.
Wiire auch do von der chemischen Natur unabhiingig, so wiirde

¢ = Const. — ;; In M,
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d. h. es miiBte die chemische Konstante C mit wachsendem
Molekulargewicht abnehmen. Tatsichlich zeigt die Tabelle
nach Nernstl) das Gegenteil:

H, N, 0, HCI  HJ
C=16 2,6 2.8 3,0 3,4

Nernst hat zur Berechnung der Konstanten C die Glei-
chung (4a) p. 965 in der Form

L 1 & ,
1ogp=—§’-3-}’7,f+1,7510g1 iy 7+ C

benutzt (vgl. Lehrbuch, 6. Aufl. p. 708). Die zur Ableitung
dieser Gleichung notwendigen Aunahmen iiber den Gang der
spezifischen Wirmen der festen oder fliissigen Phase bei tiefen
Temperaturen treflen nun aber nach den theoretischen An-
schauungen von Einstein sowie nach den neueren Bestim-
mungen, die im Nernstschen Laboratorium ausgefiihrt wurden,
nicht zu. Demnach miiBte die Form der Funktion F(7') und
entsprechend der Zahlenwert von C gelindert werden, doch
ist kaum anzunehmen, daBl die Reikenfolge der C-Werte fiir
die verschiedenen Stoffe dadurch vollstindig umgekehrt wiirde.
Daher erscheint der SchluB berechtigt, daB die Konstante do
entgegen der oben versuchsweise eingefithrten Annahme fiir
jedes Gas einen anderen Wert besitzt. KEs mag dahin ge-
stellt bleiben, ob nicht do viellsicht eine bisher unbekannte
Funktion des Molekulargewichtes des betr. Gases ist.

Es 1aBt sich ferner zeigen, dafl das Elementargebiet do
fir jedes Gas nur dann einen bestimmten konstanten Wert
besitzt, wenn man, wie dies bisher stets geschehen ist, gleiche
molekulare Mengen der verschiedenen (ase miteinander ver-
gleicht, Der Wert von do hingt namlich, ebenso wie z. B.
die Masse und das Volumen eines Gases von der Anzahl der
vorhandenen Molekeln ab und ist ebenso wie die Masse und
das Volumen dieser direkt proportional. Um dies zu beweisen,
vergleichen wir wieder die von der Thermodynamik und der
Kinetik gelieferten Ausdriicke fiir die Entropie.

1) W. Nernst, Lehrbuch, 6. Aufl. p. 708.
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Befinden sich im Volumen » N-Molekeln (d. h. ein Mol)
eines einatomigen Gases, so ist die Entropie dieses Volumens
nach der Thermodynamik

(13a) - 8y y=c,InT+ Rlnv 4 8,
nach der Kinetik '

(18b) Sy, =¢,In T+ Rlno + c (1 +In 278

i ) Rindoy.

Befinden sich im gleichen Volumen » nur n Molekeln,
d. h. n/N Mole, so ist die Entropie des Volumens nach der
Thermodynamik

(14a) Sm=fd,f=%.cvln2’+f\i~mnu+51n,

nach der Kinetik
(/3
N v-_—chlnlr_i_ R]nv—}—N v(l-[—ln

7y

2nR)

(14b)
-— NRIH d O'n.

Nun denken wir uns das Volumen » mit den n Molekeln
N/n mal aneinander gereiht, so daB das Volumen 7 = (#/n)v
mit N Molekeln entsteht. Die Entropie dieser N Molekeln ist
nun nach Gleichung 13a

(15) Swy=cInT+ Rln 7 + §ly.
Andererseits ist die Wahrscheinlichkeit, dafl die #/n Vo-
lumina v alle die gleiche Wahrscheinlichkeit 7, besitzen, nach

den Gesetzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung = W ¥'; folg-
lich ist die Entropie

[SN,V-_" k%]n”fn-: :;XSW,U-_—_ ¢,In7 4+ Rlno

(15a)
2n R
l +cv( + In- 77) Rlndo,.
Mithin folgt aus (15), (15a) und (13Db)
(16) ElnV— Rlndoy= Rlnv — Rilndo,,
a
A P 4
n d(r,,
oder
d

(17) 20 _ 4% _ eonst,
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Fiir eine beliebige Menge eines und desselben (Gases ist
also das Elementargebiet do proportional der Zahl der vor-
handenen Molekeln. Offenbar ist das Volumen der Hiufungs-
stellen (p. 969) um so groBer, je mehr Molekeln in ihnen ent-
halten sind.

4, Kinetische Ableitung des Massenwirkungsgesetzes.

Wir wollen nun die gewonnenen Ergebnisse dazu benutzen,
um die Gesetze des chemischen Gleichgewichtes mittels der
kinetischen Theorie abzuleiten, da wir jetzt die absoluten
Wahrscheinlichkeiten verschiedener Stoffe miteinander ver-
gleichen konnen (vgl. p.961).

Bereits Boltzmann hat die Wahrscheinlichkeitsbetrach-
tung auf chemische Gleichgewichtserscheinungen angewendet.
Es gelang ihm, die Gleichungen, welche die Abhingigkeit der
Gasdissoziation von Temperatur und Druck beherrschen, auf
Grund kinetischer Vorstellungen abzuleiten, indem er die
Wahrscheinlichkeit dafiir berechnete, daB sich eine Moleke! in
der sogenannten , Wirkungssphiire” einer anderen Molekel be-
fand.) Spater haben sich Natanson?, Jager?®) und Kriiger?)
erfolgreich mit diesem Problem befaBt. Alle diese Forscher
haben aber, um die empirisch und thermodynamisch richtigen
Gleichungen ableiten zu konnen, ganz bestimmte spezielle An-
nahmen iiber den Mechanismus der Verbindungsbildung aus-
sprechen miissen, deren unabhiingige Priifung sich bisher nicht
ermdglichen lieB. Im folgenden hoffe ich die Gleichgewichts-
erscheinungen in idealen Gasen erschipfend behandeln zu
kénnen lediglich auf Grund des auf p. 961 ausgesprochenen
Grundsatzes, daB im Zustande des chemischen Gleichgewichtes
die ,,Wahrscheinlichkeit* eines adiabatisch abgeschlossenen Systems
ein Mazimum ist.

Um die zur Ableitung der Gleichgewichtshedingung not-
wendigen Rechnungen moglichst iibersichtlich zu gestalten,

1) Vorlesungen iiber Gastheorie. 2. p. 1774

2) L. Natanson, Wied. Ann. 38. p. 288, 1889.

8) W.Jiger, vgl. Winkelmann, Handb. d. Physik. 3. p. 725.
(2. Auflage).

4) F. Kriiger, Gottinger Nachrichten 1908, p. 318.
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will ich sie an dem klassischen Beispiel der Dissoziation des
Joddampfes durchfiihren.

Im Volumen v befinden sich », Atome Jod (J) von der
Masse m und n, Molekeln J, von der Masse 2m. Behalten wir
die frithere Bezeichnungsweise bei, so ist die Energie eines
Jodatoms gegeben durch

= E P+t a
und die Energie einer Jodmolekel
uy, =m(E + 7?4+ 5+ u® + 0% 4 b

a und b sind die nichtkinetischen Knergiebetrige der Atome
und Molekeln; daB diese in der Regel anch bei den einatomigen
Gasen einen endlichen Wert besitzen miissen, geht aus
folgender Uberlegung hervor: Es bedeutet 5 — 2 a die Energie,
die bei der Dissoziation der J,-Molekel bei Null-Grad abs.
nach aulen abgegeben wird. Da diese einen negativen Wert
besitzt, so muB a positiv sein. Moglicherweise ist a ein
MaB fir die Kraft, mit der die Valenzelektronen im Atom
festgehalten werden, beziehungsweise fiir die kinetische Energie
der Elektronen innerhalb des Atoms.

Die Gesamtenergie U der im Volumen v vorhandenen
Molekeln und Atome ist also gegeben durch

(18) { U= 2/ E 4+ + O doy +na+m [ + 72

+ 24+ u?+otfydo, +n, 0,
wenn wir das Elementargebiet der », Jodatome mit d o), und
das Elementargebiet der n, Molekeln J/, mit 4o, bezeichnen.
Die Wahrscheinlichkeit des Systems ist gégeben durch das
Produkt der Wahrscheinlichkeiten der », Atome J und der
n, Molekeln J,, also # = W, +//, und die Entropie des Systems
S=klnW, + kIn ¥, oder

S=rFknnn —kffiInfdo;, — kn Indo,
+ kn,dnn, — kff,Inf,dey, — kn,Indo,.
Die n, Molekeln J, stehen mit den », Atomen J/ im Disso-

ziationsgleichgewicht, falls sich beim Verschwinden von Jn,
Molekeln J, und dem gleichzeitigen Entstehen von dn, = —2dn,

(19)
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Atomen J bei Konstanz des Volumens und der Gesamtenergie
die Wahrscheinlichkeit #” und die Entropie § des Systems
nicht #dndern, falls also fir 0 U = 0 auch 08 = 0 ist. Mithin
ergibt sich aus (18)

(18a) | OU=0=F &+ + D3/ 80+ Om-atm/ig
| ++ 2+ w0 of,00,+ 00,0

und aus (19)

l5S=0=6nllnnl+6‘n1—f5fllnfido'l—f6‘fld(rl

(19a) * —dnlndo, 4 dn,Inn, + dn, — fof;Inf, do,

I —Jofydo, —dnyIndo,.

Beriicksichtigen wir [f, do, = n,, [f,do, = n, und dn, =
~— 29 n,, so geht (19a) tiber in

[onmdn s —sofilnfido, — fof,Inf,do,
{19b) 1 ™

(19b) und (18a) kdnnen gleichzeitig nur erfillt sein, wenn

f; = e, e—BE+n+LY)
20; {/‘2__,[/23 28(E+ 2+ It ut + 23
un
n, 0y [b—-2a]-§ doy o
(21) lnw——lnrﬁ—2-———-~m —In e =0 ist.

Gleichung (21) stellt die Bedingung des Dissoziationsgleich-
gewichtes dar. Zur Bestimmung der Konstanten e,, e, und g8
setzen wir die Gleichungen (20) in (18) ein und beriicksichtigen
ferner, daB /f, d o, = n, und [f, d o, = n, ist. Dann ergibt sich

R

(22) - T ’)/1
1 Ny =&, (E‘@)
und
3mmn, , 5mn,
{23) U= ;nﬂn + :nﬂn +ma+mnb.

Mittels der 3 Gleichungen (22) und (238) sind die 3 Kon-
stanten o, o, und B aus m, v, n, und =, zu berechnen. Die
Ausrechnung wird sehr einfach, wenn wir beriicksichtigen, dafl



918 0. Sackur.

die ersten beiden Summanden der Gleichung (28) je die kine-
tische Energie der beiden eiunzelnen Gase in Volumen v dar-
stellen (vgl. auch Gleichung (10b) p. 967). Demnach ist unter
Berticksichtigung dessen, was wir fir einheitliche Gase ge-
funden hatten,

also

Setzen wir diesen Wert, sowie die Werte aus (22) in (21)
ein, so folgt

Tom\% , [2aRTV (b—2
[ lnv-(—R!—j) . hlv"-(ZqRF) __(b a N

(24) mN mN RT

l —1In dgy = 0.

d oy
Nun ist m ¥ = M (Atomgewicht des Jod),
—N(b—2a)=+ G,

" die Wirmemenge, die bei der Bildung eines Moles J;, bei Null-
Grad abs. entwickelt wird, und ferner nach Gleichung (17) p. 974

o My
d01~'”Nd'7N,; 11(72—-—N—d0N2.

Mithin geht (24) iiber in

da%

1 - RT=
—+ gln»m—ﬂ .—3In

ny’ 2a RT Qo _
~w tzw7r = 0.

— In—=
RT U”f‘vl?

Tyl
Um den Vergleich mit der thermodynamisch abgeleiteten

Gleichgewichtsbedingung zu erméglichen, filhren wir die mole-
kularen Konzentrationen

und ferner die spezifischen Wirmen

€y g = %R und c¢<,J,=%R
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ein und erhalten

ch . Q Cl‘,Jz 7 7J z.] 2Ra

e SN LR NIRRT L

2¢, g 2Rn dU'N
BT M E LN Ptis. O

(25) R My doy,
=+ 22T+ 3 (%20 ndoy)
— Qo 26,, 7 2(9 —C')
rr T I =

also vollige Identitit mit den Gleichungen (8), {3a) (p. 963)
und (12) p. 968).

Der im ersten Abschnitt (p. 961) ausgesprochene Grund-
satz vermag also in Verbindung mit der weiterhin begriindeten
Erweiterung der Gastheorie die speziellen Hypothesen Boltz-
manns und seiner Nachfolger zu ersetzen. Er gilt offenbar
nicht nur fiir ideale Gase, sondern fiir simtliche chemische
Reaktionen. Damit gibt er zugleich eine kinetische Erklirung
fiir die angensiherte Giiltigkeit des Berthelotschen Prinzips, das
aus der reinen Mechanik nicht abzuleiten ist. Nach Berthelot
sollen nur exotherme Reaktionen von selbst eintreten konnen,
d. h. nur solche, bei deren adiabatischem Ablauf die Temperatur
des reagierenden Systems steigt. Da besonders bei tiefen
Temperaturen (bei flissigen und festen Stoffen) wahrscheinlich
die molekulare Unordnung mit wachsender Temperatur stark
ansteigt, so werden die unter Wirmeentwickelung verlaufenden,
also zu einer Temperatursteigerung fithrenden Reaktionen dann
meist mit einer Zunahme der gesamten mloekularen Unordnung
verbunden sein. Erst bei hohen Temperaturen im Gaszustande
wird der Temperatureinflu auf die ,, Wahrscheinlichkeit relativ
gering. Daher finden wir bei tiefen Temperaturen das Ber-
thelotsche Prinzip fast ausnahmslos erfiillt, wihrend bei hohen
Temperaturen auch endotherme Reaktionen auftreten. Auch
die kinetische Erklirung des Nernstschen Wirmetheorems, die
ich kiirzlich gegeben habe?), fiigt sich dieser Anschauung ein.

Die oben gegebene kinetische Ableitung des Massen-
wirkungsgesetzes fuft auf der Annahme, daB sich auch bei den

1) 0. Sackur, Apn. d. Phys. 84, p. 455. 1911.
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mehratomigen (Gasen die gesamte kinetische Knergie gleich-
mabig auf alle Freiheitsgrade verteilt. Dies ist aber bei den
realen mehratomigen Gasen nicht streng der Fall, da ihre
spezifischen Wirmen ausnahmslos mit steigender Temperatur
ansteigen. Nernst hat daher kiirzlich die Hypothese einge-
fithvt), daB bei hohen Temperaturen Schwingungen der Atome
innerhalb der Molekeln auftreten, deren Energie sich aus Viel-
fachen eines Elementarquantums zusammensetzt. Durch diese
Annahme wiirde natiirlich die analytische Form der Gleich-
gewichtsbedingung (25) modifiziert werden, doch diirfte die
kinetische Ableitung der richtigen Gleichung keine prinzipiellen
Schwierigkeiten bieten.

Zusammenfassung.

Es wird der Versuch gemacht, die Boltzmann-Planck-
schen Anschauungen vom Zusammenhange von Entropie und
Wahrscheinlichkeit zur Erklirung irreversibler chemischer
Reaktionen heranzuziehen. Zu diesem Zwecke muB ein MaB
fir die ,,Wahrscheinlichkeit® chemisch verschiedener Stoffe
eingefithrt werden. Dies ist fiir ideale Gase moglich, aber
nur durch die Annahme, daB die Molekeln der Gase sich nicht
gleichmiBig in dem ihnen zur Verfligung stehenden Raume
verteilen, sondern gewisse Hiufungsstellen von endlichem Vo-
lumen besitzen, und daB ferner ihre bevorzugten Geschwindig-
keitskomponenten endliche Differenzen aufweisen. Dann kann
man die Gesetze des chemischen Gleichgewichtes ohne weitere
Hypothesen iiber den Mechanismus der Verbindungsbildung
ableiten, lediglich anf Grund des Safzes, daB jede von selbst
eintretende chemische Reaktion zu einer Vermehrung der
molekularen Unordnung fiihrt.

Breslau, September 1911.

1) W. Nernst, Zeitschr. f. Elektrochem. 17. p. 265. 1911,
(Eingegangen 6. Oktober 1911.)



