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7 .  Z w  mnamik der Relativ 
von X L a u e .  

tdltstheor 

Die Dynamik des Massenpunktes hat A. Einstein’) schon 
in seiner ersten grundlegenden Arbeit iiber das Relativitate- 
prinzip, kurz darauf auch M. Planck3)  behandelt. Das wesent- 
lichste Ergebnis ihrer Untersuchung waren die bekannten, 
seither am Elektron verschiedentlich experimentell bestatigten 
Formeln fiir die Abhangigkeit der longitudinalen und der 
transversalen Yasse von der Geschwindigkeit. Als Ansgangs- 
punkt diente die Annahme, daB im Grenzfall nnendlich kleiner 
Geschwindigkeit die N e w t o n sche Dynamik bestehen bleibt. 
Spater hat P1 a n c  k3) die Theorie nach,der thermodynamischen 
Seite hin erweitert, und hat dabei die mechanische Tragheit 
vollig suf Energie (und Druck) zuriickgefuhrt. Dabei legte er 
das Prinzip der kleinsten Wirkung der Betracbtung zugrunde, 
mul3te aber .nebenbei noch eine Annahme uber die Trans- 
formation der Krafte einfiihren. 

Dennoch gibt es in der Dynamik noch ungeloste Probleme. 
2. B. fragt P. E h r e n f e s t q ,  ob die Dynamik des Massen- 
punktes auch dann noch fur ein Elektron gilt, wenn man 
diesem nicht - wie iiblich - radiale Symmetrie sondern 
etwa elliptische Gestalt zuschreibt. E ins t e in  9 bejaht dies, 
weil im Grenzfall unendlich kleiner Geschwindigkeit unter 
allen Umstanden die Newt on sche Mechanik gelten miisse. 
Diese Annahme ist aber in dieser Allgemeinheit sicherlich 
nicht zutreffend, wie wir spater sehen werden. Anch M. Borne)  
glaubt dem Elektron Kugelsymmetrie zuschreiben zu miissen, 

1) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17. p. 891. 1905. 
2) M. Planck, Verb. d. Dentach. Phyaik. Ges. 4. p. 136. 1906. 
3) M. Planck, Berliner Ber. 1907. p. 542; Ann. d. Phys. 26. 
1908. 
4) P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 23. p. 204. 1907. 
5) A. Einstein, Ann. d. Phye. 23. p. 206. 1907. 
6) M. Born,  Ann. d. Phys. 30. p. 1. 1909. 
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weil sonst - im Widerspruch mit der Erfahrung - zu einer 
longitudinalen Beschleunigung auch eine transversale Kom- 
ponente der Kraft gehorte. 

Eng damit zusammen hangt die Theorie des Trou ton-  
Noble schen Versuches. Nach der Elektronentheorie erfahrt 
ein gleichformig bewegter, geladener Kondensator von den 
elektromagnetischen Kraften ein Drehmoment. T r o u t o n  und 
Noble 1) versuchten dies an einem bifilar aufgehangten Konden- 
sator als Folge der Erdbewegung nachzuweisen, konnten aber 
keine Drehung desselben aus der Ruhelage finden. Die 
Relativitatstheorie vermag dies Ergebnis natblich sehr einfach 
dadurch zu erkllren, dafi die Krde, relativ zu welcher der 
Kondensator ruht, ein berechtigtes Bezugssystem ist. Wie 
aber gestaltet sich die Theorie, wenn man ein anderes Bezugs- 
system wahlt? Das elektromagnetische Drehmoment ist auch 
nach der Relativitatstheorie vorhanden. Warum tritt dennoch 
keine Drehung auf? 

Eine Antwort darauf gibt H. A. Lorentz.2) Im mit- 
bewegten System werden die elektrostatischen Krafte auf- 
gehoben durch die molekulare Kohasion, sonst ware j a  der 
Kondensator nicht im Gleichgewicht. An jedem Punkt ist 
also die Resultante aus der elektrischen und den Molekular- 
krilften Null. Transformieren sich beide Arten von Kraften 
in der gleichen Weise auf andere Bezugssysteme, so bleibt 
diese Resultante in allen Systemen Null und zu einer Drehung 
liegt keine Ursache vor. So unzweifelhaft diese Antwort das 
Richtige trifft, so befriedigt sie doch insofern nicht ganz, als 
sie suf die Molekulartheorie Bezug nimmt, mit der das Problem 
an sich nichts zu tun hat. 

Schon bei der Newt on schen Mechanik ist oft dargelegt 
worden?, da8 es folgerichtiger ist, die Dynamik der Kontinua 
der des Massenpunktes voranzustellen. Mir scheint in den 
beiden genannten Problemen ein Hinweis darauf zu liegen, 
dafi in der Relativitatstheorie die VorzIige des genannten 
Weges vor dem umgekehrten, die Dynamik der Kontinua 

1 )  Fr.T.Tronton u. H. R. Noble ,  Proc. Roy. SOC. 72. p. 132. 1903. 
2) H. A. Lorentz, Proc. Amsterdam 1904. p. 805. 
3) Vgl. z. B. G. Hamel,  Mathem. Ann. 66. p. 350. 1908. 
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aus der des Massenpunktes abzuleiten, noch weit gr6Ber sind, 
als in der alten Theorie. Wir wollen deshalb im folgenden 
den Begriff der elastischen Spannungen in seinem Zusammen- 
hang mit dem Impuls und der Energie untersucheml) 

Vorbemerkungen. 

In der klassischen Elastizitatstheorie bilden die Spannungen 
einen Tensor symmetriechen p, d. h. die GroBen 

P z z ,  Pzy, 2'2,9 

Pyz? P y y ,  P y z t  

P z z '  P z y 9  P e r '  

zwischen denen die drei Beziehungen p j k  = pk bestehen, rechnen 
sich bei einer Drehung des Achsenkreuzes x, y, z um, wie die 
Quadrate (9 usw.) und die Produkte (zy uew.) aus den Koordi- 
naten. In der RelativitLtstheorie f&llt zunachst die Symmetrie- 
eigenschaft fort. Wir gelangen so zum Begriff des unsymme- 
trischen Tensors, fir welchen bei der durch das Schema 

1) Die gleichen Betrachtungen finden sich in etwas anderer Form 
in meiner demnllchst erscheinenden Schrift ,,Dm Relativittitaprinzip" 
Brannschweig 1911. 
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Man bestatigt daran, da6 man aus t und einem beliebigen 
Vektor 91 ein Vektorprodukt [Sr t]  bilden kann, dessen Definition 
lautet : l) 

[Sr 4, = %= tkZ + gy t k a ,  + gz t k Z  9 = x, y, * * 
Bekanntlich knnn man die Operationen 

a a a 
a x  ’ a x  ’ a x  
- ~ -  

als Komponenten eines symbolischen Vektors auffassen, dessen 
Vektorprodukt mit t wir als die Divergenz von t (bib@ be- 
zeichnen; seine Komponenten sind nach dem Schema 

atkz at,, a Q. 
a z  a y  b i P k t  = __ + ~ + x7 k = z , ~ , z  

zu bilden. 
Ein unsymmetrischer Tensor ist z. B. das Tensorprodukt 

[[a S]] aus zmei Vektoren und b. Seine Komponenten sind 

[[%%]Ijk = gjbk, j ,  k = x . ~ ,  2, 1 .  

Ein nach dem Relativitatsprinzip berechtigtes Raum-Zeit- 
System nennen wir K ;  mehrere derartige unterscheiden wir 
durch angehangte Indizes (X’ ,  KO). Der Ubergang von K 
zu IT‘ (Lorentztransformation) stellen wir nach Minkowski%) 
als imaginare Drehung des vierdimensionalen Achsenkreuzes 
t, y, z, 1 dar (I = i c t ) ;  d. h. durch das Schema: 

X 

Y 
z 

1 

al(l’ cfa(l) (Y3(l)  u4(l) 

u2(2’ a3‘a) (Y4(2’ 

a1(3) az(3) a3(a a4(3) 

u1 C4)  4 4 )  , a3(4’ a4“’ 

1) W. Voigt, Giittinger Nachr. 1904. p. 495. 
2) H. Minkowski ,  Gottinger Nmhr. 1908. p. 1. 
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Ferner ist bekanntl), daB sich die Begriffe des Vektors 
und Tensors auf das Vierdimensionale iibertragen lassen. Ein 
Vierervektor F - den Sechservektor brauchen wir im folgen- 
den nicht - hat den Richtungssinn einer gerichteten Strecke ; 
d. h. seine vier Komponenten F,, Fy, PZ, F, transformieren 
sich bei der Lorentztransformation wie die entsprechenden 
Koordinaten. Unter einem Welttensor aber verstehen wir die 
Gesamtheit der 16 Komponenten Tjk ( j ,  h = x, y, z, l ) ,  welche 
sich dabei umrechnen, wie die Quadrate und Produkte aus 
x, y, 2, 1. Zwischen ihnen bestehen stets die sechs Symmetrie- 
beziehungen Tik = 2'Lt.. Analog wie beim Tensor p in drei 
Dimensionen die Divergenz b i b p  ein Raumvektor, so ist hier 
die Divergenz A i u T ein Vierervektor mit den Komponenten 

Q 1. Die Transformation der Kraft; 
Energie- und Impulasatz. 

Bus den Untersuchungen von Minkowski, Sommerfe ld  
und A b r a h a m 3  entnehmen wir, da8 sich die auf die Volum- 
einheit bezogene ponderomotorische Kraft (Kraftdichte) der 
Elektrodynamik & zu einem Vierervektor P erganzen 1a&, 
wenn man zu den drei riLumlichen Komponenten Fn = 3, usw. 
als vierte Komponente = i / c  (q&) hinzunimmt, wo q die 
Geschwindigkeit des Angriffspunktes von 8, somit (q 3) die 
Arbeit pro Volumen- und Zeiteinheit bedeutet. 9 Ferner ist 
von denselben Autoren ausgefiLhrt worden, da6 die so definierte 
Viererkraft F mit einem Welttensor T in der Beziehung 

(1) F = -  A i v T  

1) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 38. p. 749; 33. p. 649. 1910. 
2) M. Abraham, Rendicenti del Circolo Matematica di Palermo 

3) In der Elehtrodynamik der ponderablen Kiirper iet 
30. p. 1910. 

= ((q 8) + 9) I 

wo Q die pro Volumen- und Zeiteinheit erzeugte Jouleeche Wgrme 
bedeutet 
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steht , wobei die Komponenten von T einfache physikalische 
Bedeutungen haben. Die neun Komponenten namlich, bei 
denen I nicht als Index auftritt, geben den dreidimensionalen 
Tensor p der Maxwellschen Spannungen an (Tjk =pjk, 
j ,  k = x, y, 2); - q,, ist die Dichte W der elektromagnetischen 
Energie und die sechs iibrigen Komponenten stehen mit der 
Impulsdichte g und dem Energiestrom (Poyn tingschen Vektor) G 
in dem Zusammenhang 

In der Tat  enthalt bei dieser Deutung von Y' Gleichung (l), 
angewandt auf die raumlichen Komponenten, den Impulssatz : 

(2) % = - b i a p - g ,  

angewandt auf die zeitliche Komponente aber den Energiesatz : 

(3) (q 5) = - div B - p. 

Sie verbindet beide in einer gegen die Lorentztransformation 
invarianten Form. 

P l n n c k  und E i n s t e i n  haben nun schon ausgesprochen, 
daB sich alle ponderomotorischen Krafte bei der Lorentz- 
transformation in der gleichen Weise umrechnen mitssen, wie 
in der Elektrodynamik. Es muB somit in allen Qebieten der 
Physik moglich sein, die Kraftdichte mit ihrer Leistung zu 
einer Viererkraft zusammenzufassen. Es gibt nun zu jeder 
als Funktion der Weltpunkte vorgeschriebenen Viererkraft F 
unendlich viele Welttensoren, die mit ihr in der Beziehung (1) 

F = -  A i v T  

stehen. Wir nehmen an, daB es in jedem Qebiete der Physik 
einen unter diesen Welttensoren gibt, dessen Komponenten 
die entsprechende Bedeutung haben , wie die Komponenten 
des erwiihnten elektromagnetischen Tensors; d. h. daB zum 
Beispiel auch in der Dynamik die Energiedichte durch - T,,, 
die Impulsdichte und der Energiestrom nach (1 a) durch die 
Tzl - T,, usw. angesehen wird, wahrend die Tzz mit den 
elnstischen Spannungen in Zusammenhang stehen. Willkurlich 

Annalen der Physik. IV. Folge. 36. 34 
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kann dabei scheinen, da0 wir den Tensor 27 als symmetrisch 
voraussetzen ; denn auch die Divergenz eines unsymmetrischea 
Welttensors ware ein Vierervektor. Doch laSt sich gerade 
dieser Teil der Annahme spiiter begrhden (vgl. 9 4). Die 
wichtigste physikalische Folgerung am den Symmetriebe- 
ziehungen 

ist das Gesetz von der Trggheit der Energie, welches wir 
aus (1 a) sogleich in seiner allgemeinsten Fassung l) 

Tz, = qz 7 Tyl = Fly 7 Tzl = I:, 

(3 4 g =  :3 
finden. 

Zwecks Deutung der Viererkraft ist zu beachten, da0 bei 
rein elektromagnetischen Vorgangen keine ponderomotorische 
Kraft 5 auftritt, weil ja sonst notwendigerweise andersartige 
Vorgange als Folge davon auftreten miissen. Es ist also 
auch die Viererkraft 

F = -  d i v T =  0. 

Gleichung (2) sagt dann aus, da0 sich die elektromagnetische 
Spannkraft - biD p und die elektromagnetische Tragheits- 
kraft - g  im Gleichgewicht halten. Ebenso werden wir bei 
rein dynamischen Vorgangen die dynamische Viererkraft Null 
zu setzen haben. Sagt doch auch die Newtonsche Dynamik - 
am deutlichsten vielleicht im d'Alem b e r t  schen Prinzip - 
aus, da0 die Triigheitskraft, die sich der VergroSernng des 
mechanischen Impulses widersetzt , die von den elastischen 
Spsnnungen ansgeiibte Kraft - andere Kriifte gibt es in der 
seinen Dynamik uberhaupt nicht - geiade kompensiert. Man 
hat so als die, den Impuls- und Energiesatz umfassende, gegen 
die Lorentztransformation iuvariante Grnndgleichung der Dyna- 
mik die Beziehung 

wo die Komponenten von T die angegebene physikalische Be- 
deutung haben. 

(4) P=- A i v T =  0 ,  

1) M. Planck,  Physik. Zeitschr. 9. p. 828. 1908; Verh. d. Deutsch. 
Phyeik. Ges. 6. p. 728. 1908. 
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Treten dynamische, elektrodynamische und sonstige Vor- 
gange in Wechselwirkung, so tritt an die Stelle von (4), wie 
man leicht sieht, die Beziehung 
(5) X P = -  A i v ( 2 T )  = 0. 

Die Summation ist uber alle Viererkrafte, die dynamische, 
elektrodynamische usw., bzw. uber alle Welttensoren aus- 
zufiihren. 

Q 2. Die Transformation von Impula, Energie und Spannungen. 

Die Transformationsformeln fiir .den Impuls, die Energie- 
dichte und die Spannungen p beim Ubergang von einem be- 
rechtigten Bezugssystem K zu einem anderen K' ist durch 
die Zuruckfiihrung auf die Komponenten des Welttensors T 
eindeutig bestimmt. Wir wollen sie aber nicht fur die all- 
gemeinste Lorentztransformation hinschreiben, sondern voraus- 
setzen, da6 die raumlichen Achsenkreuze x, y, z in K und 
x', y', z' in iT einander parallel sind, und daS die Geschwindig- 
keit b, welche R' gegen K hat, in der Richtung der x-Achse 
liegt. In diesem Fall lautet die Lorentztransformation: 

x' + i p I' l '+ igx' x =  y - ~  , y =y', z = z', 1 = 
1 - 8  y i q F  ' 

p = -?. 
c 

Transformiert man die Komponenten von T wie xa USW., 80 

findet man, indem man an ihrer Stelle nach 8 1 (vgl. ( l a )  
und (3a)) W, g, G und p einftihrt, die folgenden Formeln 

W ' +  PPZ', + 2vg; 
1 - 8 2  I Pyy w =  = Py; , Pyz = PYi 7 

34 * 
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Die hier nicht hingeschriebenen Formeln fur g,, p,,, p,,: p,, 
und pzy findet man durch Vertauschung der Index y mit z 
an den passenden Stellen. 

Die wicb tigste Frage ist nun, welche Energiearten wir 
hier zur Dichte W zusammenfassen wollen. Die Antwort lautet: 
Alle diejenigen, welche in einem berechtigten System, dem 
Ruhsystem KO l), keine Stromung zeigen, daher auch keinen 
Impuls ergeben. Dazn gehoren Warme 3, chemiscbe, elastische 
Energie, innere Energie der Atome und vielleicht noch neue, un- 
bekannte Energiearten. Elektromagnetische Energie ist im all- 
gelneinen rruszuschlieBen, weil sie auch im Ruhsystem KO stromen 
kann. Tut sie dies in einem speziellen Fall nicht, so kann 
sie auch durchaus in W mit einbezogen werden; der Tensor p 
umfaBt dann neben den elastischen auch die Maxwell  schen 
Spannungen, der Vektor g neben dem mechanischen den elektro- 
magnetischen Impuls. 

Setzen wir nun an die Stelle des Systems .K’ das Ruh- 
system, so vereinfachen sich die Formeln (6) wegen g 0 = O  in 
der folgenden Art: 

Hier ist v durch q ersetzt, da q die Geschwindigkeit des 
Korpers im System K bedeutet. Wir k6nnen die Gleichungen 
fiir W und g auch vektoriell schreiben wie folgt: 

1 I + -~ c y m  ([qPol - + (q  [qP”))* 

1) Es wird hier nur vorausgesetzt, daB die unmittelbarste Um- 
gebung des betrachteten materiellen Punktes in KO ruht. Erst spiiter, 
bei der Integration, welche zu den Formeln @a) bzw. (10) fuhrt, muB 
der g a m e  Korper als in KO ruhend angesehen werden. 

2) Wir denken steta an gleichformig temperierte Korper, sehen 
infolgedessen von der Wtirmeleitung ab. 
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Man beweist dies leicht, iudem man die x-Achse als parallel 
zu q annimmt; das Vektorprodukt [qpo] erhalt dann die 
Komponenten 

so daB man die Formeln unter (7) wieder erhalt. Die Glei- 
chungen (8) enthalten in der allgemeinsten Weise die Znriick- 
fuhrung der Energie und des Impulses auf die Geschwindig- 
keit und den durch W o  und po bestimmten inneren Zustand 
des Korpers. Besonders mu6 hervorgehoben werden, da6 der 
zweite Summand in der Gleichung fur g einen zu q senk- 
rechten Vektor darstellt; sein skalares Produkt mit q ist niim- 
lich Null. Die Impulsdichte setzt sich somit aus einer zu q 
parallelen, zu q / c a - q a  proportionalen, und aus einer zu q senk- 
rechten, zu q /  c 12- q2 proportionalen Komponente zusammen. 
Die letztere veschwindet nur d a m ,  wenn die Geschwindig- 
keit q in einer der Achsenrichtungen des Ellipsoids der Ruh- 
spannungen p o  liegt; denn wahlen wir eine davon als x-Achse 
nnd ist q parallel zu z, so wird [ q p ]  = q,p;,, also parallel zu q. 

Integrieren wir die Gleichungen (8) uber das Volumen 

[q Pol, = CI PZ0, 7 [q Poly = 4 PZ0, 7 

____ 

V c T  y =  pJ 
0 

eines Korpers, in welchem die Geschwindigkeit raumlich kon- 
stant ist, so finden wir fur seine Energie 

die Beziehungen 

+ $ { rq, s Po d TO1 - 5 (9 [q, s Pod q) * 
I 
I 

E ' O  ist dabei die Ruhenergie, f p o d  Po wie po selbst ein sym- 
metrischer Tensor. 
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Wird der K8rper adiabatisch isopieistisch (d. h. bei kon- 
stantem Z0 und po) beschleunigt , und zwar in longitudinaler 
Richtung, so liegt nach (84 die Impulszunahme im allgemeinen 
keineswegs in der gemeinsamen Richtung von Geschwindigkeit 
und Beschleunigung. Vielmehr ist ihre transversale Kompo. 
nente gleich 

und verschwindet durchaus nicht im Grenzfall p = 0. Schon 
an diesem Beispiel erkennt man, daB in diesem Qrenzfall 
keineswegs allgemein die Newton sche Dynamik gilt. 

Dies zunachst vielleicht verwunderliche Verhalten wird 
im Sinne des Satzes von der Tragheit der Energie (3a) leicht 
verstandlich. Der erste Summand in der Gleichung (8) fur g, 

Wo, stellt den Konvektionsstrom der Energie dar, die 
CS - q p  
anderen den auch in der klassischen Elastizitatstheorie be- 
kannten Energiestrom bei der Bewegung gespannter Karper. 
Da6 der letztere keineswegs die Richtung der Geschwindig- 
keit zu haben braucht, sondern auch senkrecht auf ihr stehen 
kann, zeigt besonders anschaulich das Beispiel einer rotieren- 
den, tordierten Welle, bei welcher die Energieiibertragung in 
einer zur Rotationsachse parallelen Richtung erfolgt. 

Wesentlich vereinfachen sich die Gleichungen , wenn die 
Spannungen po einen ullseitjg gleichen Druck p o  bilden. Dann 
wird nach (8) 

(9) 

1st auSer q auch der Druck p o  raumlich konstant, so folgen 
aus (8a) die Planckschen 

(10) E= c 2 E " q s p o V ~  7 
c v q  

0 3. Die abeoluten und die 

Gleichungen l): 

relativen (elaetiechen) Spannungen. 

Die Grundgleichung (4) sagt, auf die raumlichen Kompo- 
nenten angewendet, aus, daB 
(11) g = - b i b p  

1) M. Plsnclt, Ann. d. Phys. 26. p. 1. 1908, Gleichung(43)u. (46). 
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ist. g ist der Differentialquotient von g nach t ,  gebildet fiir 
einen im Raume festen Punkt, d. h. bei konstanten x, y, z. 
Deswegen ist p nicht der Tensor der elastischen Spannungen, 
denn diese mussen wie in der bisherigen Theorie mit der Ver- 
anderung des Impulses eines bestimlnten Korperelementes S P 
in Zusammenhang stehen. Bezeichnen wir diese Veranderung 
fur das Zeitintervall dt  mit ~ i S T d t ,  so gelten bekanntlich die 
Beziehungen 

- 

a d a - $ - 6, + (8, (13 + ay (9, qJ 4- ax. (4, (I,) 

usw., oder vektoriell geschrieben (vgl. die ,,Vorbemerkungon") 

Fiihren wir nun den unsymmetrischen Tensor 

t = P - "9931 
ein, so findet man aus (11) und ( l la)  

= - b i b t .  - (1 3) - 

Durch diese Gleichung erweist sich der Tensor t als der Tensor 
der elastischen Spannungen. Denn integriert mali (13) iiber 
einen endlichen Korper , so folgt fur dessen Impulsanderung 

d @  
__ = St,, do  d t  

(ds Oberflachenelement, n dessen Normale), wo die Kompo- 
nenten des Vektors t,, nach dem Schema 

(14) t,,, = t,, cos n x + txy cos n y  + ifzz cos n z 

zu bilden sind. Links steht in (13a) die Impulszunahme des 
Kiirpers, also ist das Oberflachenintegral rechts die Kraft, 
welche die Spannungen auf ihn ausuben, d. h. t,da die auf d o  
wirkende Kraft. 

Aus (12) und den unter (7) angegebenen Transformations- 
formeln fur p und g findet man leicht die folgenden ftir t: 
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Dabei ist aber, im Gegensatz zu (8), q a l s  zu z parallel voraus- 
gesetzt. 1st der innere Spannungszustand ein allseitig gleicher 
Druck PO, so wird 

Nach (15) gelten dann genau dieselben Beziehungen fur den 
Tensor t .  

P;* = P i y  = p;. = P O ,  2?& = Py". = P,", = Q * 

Der allseitig gleiche relative Druck 

P = P o  
ist somit eine Invariante der Lorentztransformation (P1 anck). 

I)a6 nicht die absoluten Spannungen p ,  sondern die rela- 
tiven t als elastische Spannungen zu bezeichnen sind, zeigt 
sich auch in den Transformationsformeln (15) und (7). Die 
tjk hlngen namlich auI3er mit  q nur mit den Buhspannungen 
pik,  die p jk  dagegen au5erdem noch mit To zusammen. Die 
letzteren anderten also ihren Wert und ihre Bedeutung, wenn 
man von W o  etwa die Warme absonderte, wie das bei Beruck- 
sichtigung der Warmeleitung notwendig wurde, die ersteren 
dagegen nicht. 

5 4. Der Fllicheneatz. 

In  der bisherigen Elastizitatstheorie steht die Symmetrie 
des Spannungstensors in engstem Zusammenhang mit dem 
sogenannten Flachensatz, welcher die Erhaltung des Dreh- 
impulses ausspricht. Wollen wir hier fur die Unsymmetrie 
des Tensors t den tieferen Grund suchen, so mitssen wir infolge- 
dessen zunachst diesen Satz in die Belativitatstheorie iiber- 
tragen. 

Wie in der bisherigen Theorie definieren wir als den 
Drehimpuls, welcher in einem bestimmten raumlichen Bereich 
enthalten ist, das Integral 

erstreckt iiber diesen Bereich; r ist der Radiusvektor , der 
von einem beliebigen festen Punkte nach d8 weist. Fragen 
wir nach der Veranderung vow2 mit der Zeit, so ist bei der 
Differentiation die Oberflache des Bereichs als unveranderlich 
zu betrachten. Infolgedessen ist nach (1 1) 
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wo p, der Vektor mit den Komponenten 

ist. 

Volumelementes dP;  er ist 

(1 7 a) v,, = P,, cos (. x) + P,, (20s (ny) + PZZ cos (.z) usw. 

Nun aber fragen wir nach dem Drehimpuls eines materiellen 

[rgIdP= [rr s d y ] ;  

berechnen wir aber hier den Differentialquotienten nach der 
Zeit, so ist zu berucksichtigen, da6 sich nicht nur g, sondern 
auch d P nach Gro6e und Lage, also auch der Vektor r anderh. 
Nehmen wir den Impuls g d P  a19 konstant an, so ist dieser 
Differentialquotient offenbar gleich 

Li.9 gdP1 = [q, g d V I ,  

da i = q ist. 
hinzu 

Im allgemeinen aber tritt noch als Summand 

[r ,  &w] = [ r j l d P -  

Bei einem bewegten Korper ist infolgedessen nach (13) 

(18) ~ = ~ l [ r ~ l + [ ~ 8 1 1 d Y . = ~ ~ - " r , b i b t l + [ q 9 l ~ d ~ ~ .  

Den ersten Teil des rechts stehenden Raumintegrales kann 
man nun durch partielle Integration umformen und findet so: 

- [r, bib t],  d 7 = J[r t,], do + s(tz, - t,,) d v, 
daher unter Berucksichtigung von (1 2), wonach 

ist 
- J[r bib t ]  d Y = J[r t,,] do - s[q g] d P. 

Setzt man nun diesen Wert ein, so folgt aus (18) 
d 8  - = J[r t,J do. d t  

Das rechts stehende Flachenintegral ist das von der Umgebung 
auf den Korper ausgeiibte Drehmoment, da t , do  auf do  
wirkende Kraft ist. Berechnen wir umgekehrt das Dreh- 
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moment, welches der Korper auf seine Umgebung ausiibt, so 
finden wir wiederum J[rtn] d o ,  nur hat jetzt die Normale n 
die entgegengesetzte Richtung wie fruher , infolgedessen ist tn 
und ebenso J [ r  t,J don den fruheren Werten entgegengesetzt 
gleich. Wirkt auf die Umgebung nicht noch ein anderes Dreh- 
moment als das berechnete, so gilt fur die Lnderung ihres 
Drehimpulses 13" die Beziehung 

also 
(20) 

d 2  __ d2a - 
d t  d t  ' 

13 + 13" = const. 
Der Flachensatz gilt somit auch in der Relativitatstheorie. 
Dies laBt sich naturlich auch aus (17) schlie6en. 

Wenden wir Gleichung (1 9) auf ein infinitesimales materielles 
Parallelepiped an, zu dessen Kanten parallel wir die Koordi- 
natenachsen legen, so schlieBt die bisherige Theorie wie folgt: 
g ist parallel zu q, also [q 91 = 0 und nach (18) 

Da wir den Anfangspunkt von r ins Volumen d 7  hinein ver- 
legen durfen, so wir$ [r g] d P  (16) beim Grenzubergang yon 
hoherer Ordnung klein wie d r. Das Drehmoment [[r t,] do 
wird aber in seiner x-Komponente gleich (t - 4,) d 7. Infolge- 
dessen mu8 tzy = tyz usw. sein. In der Relativitatstheorie ist zwar 
auch [ r g ] d P  im Limes zu vernachlassigen, aber deswegen 
wird naih (18) 

~ = Csgl d y ;  
also 

tyz - 4 ,  = [q 91, 
in Ubereinstimmung mit (12). Ber Spannungstensor t ist aus 
dem Grunde unsymmetrisch , dap ein yespanntes Korperelernent 
eines Drehmomentes zur Aufrechterhaltung seiner Geschwindigkeit 
bedarc 

Im Ruhsystem KO muB wegen des Flachensatzes der 
Tensor po symmetrisch sein; zugleich ist in KO die Impuls- 
dichte go und der Energiestrom Bo Null. Infolgedessen gelten 
in KO (vgl. (1 a)) die Symmetriegleichungen 

T. - Tk 
l k  - 

Yf 

d 2  
d t  

(k = xO, yo, zO, Z'). 
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Damit aber ist die Symmetrie des Welttensors T uberhaupt 
bewiesen; es mussen in jedem System die entsprechenden 
Symmetriegleichungen bestehen. 

Bei nicht rein dynamischen Vorgangen, bei welchen an 
die Stelle von Gleichung (4) die Gleichung (5) 

S F =  - d i v ( B T )  = 0 

tritt, schlie6en wir in Analogie zu (ll), daB 
C j = - b i b s p  

die den Impulssatz enthaltende Gleichung ist. Definieren wir 
dann den gesamten Drehimpuls 

2 2  =I[., 2 9 3  dS,  

so wird in Analogie zu (17) 

J' a 
a t  

~ 2 2  = [r, 2'wJ d n .  

Daraus folgt wie oben der Satz von der Erhaltung des Dreh- 
impulses X(2 + 138) = const. Die Summationen sind hier wie 
fiber alle Impulsarten (der mechanischen elektromagnetischen 
usw.), 80 auch uber alle Arten von Spannungen (mechanische, 
Maxwellsche) und uber alle Drehimpulse zu erstrecken. Der 
Flachensatz erhalt so eine uber die Dynamik hinausreichende, 
fiir die gesamte Physik gultige Bedeutung. 

f$ 5.  Vollstandiges statisches System. 

Wie in 8 2 aus Qleichung (8) und (8a) hervorging, ist die 
Dynamik der Relativitatstheorie im  allgemeinen ziemlich ver- 
wickelt. Die Verhaltnisse gestalten sich aber wieder einfach 
bei einem vollstandigen statischen System. Wir verstehen 
darunter ein solches welches i n  irgend einem berechtigten 
Bezugssystem KO im statischen Gleichgewicht ist, ohne mit 
anderen Korpern in Wechselwirkung zu stehen l); also etwa 

1) Statt dieser Bedingung kijnnte man ohne wesentliche Anderung 
auch die einfuhren, daB die Umgebung einen allseitig gleicben Druck 
ausiiben SOL Dann miiEten an die Stelle von (22) die Gleichungen (10) 
treten, wahrend (21) abzuandern ware in 
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ein e!ektrostatisches Feld mit Einschlu6 aller Ladungstrager. l) 
In ihm ist die Impulsdichte, bezogen auf das Ruhsystem, 
iiberall Null nnd seine h e r g i e  haftet fest an ihrem Ort. In  
jedem anderen Bezugssyetem R macht die gesamte Energie, 
einschlie6lich der etwa vorhandenen elektromagnetischen, die 
Bewegung mit. Infolgedeseen kiinnen wir in den Formeln (8a) 
unter Eo die gesamte Energie, unter @ den gesamten Impuls 
und unter p o  die Summe BUS den elastischen und den, Max- 
w el  1 when Spannungen verstehen. 

Wir betrachten zunachst den Zustand in KO. Da go=O, 
folgt aus (1 1) f i r  einen beliebig begrenzten Raum 

-Jb iopodSo  = Odo0 = 0. 

Wir wahlen jetzt die Begrenzung so, da6 sie aus einem be- 
liebigen Querschnitt des Systems und aus einer Fliiche be- 
steht, welche vollstiindig auBerhalb des Systems verlauft. Da 
nach Voraussetzung das System mit anderen Korpern nicht 
in Wechseiwirkung steht , also im Vakuum befindlich gedacht 
werden kann,  so ist fur den zweiten Teil pno= 0, somit anch 
allein f i r  den Querschnitt 

(20 b) S p . 0  doo = 0. 

Nun wahlen wir als Querschnitt eine Ebene zo = const. 
D a m  folgt, indem wir die Vektorgleichung (20b) auf die drei 
Koordinatenrichtungen anwenden und nach (17 a) die Kompo- 
nenten von p," durch pzop, pza,,o usw. ausdriicken: 

(20 a) s p n  

Jponzo doo = pazo,a  dy0 d Y  0. 
. .- . - s 

1) Man kiinnte sogar noch elektrostatisch-magnetoetatiache Felder 
annehmen, trotzdem dann 6'' von Null verechieden iet. Daa hlitte zwar 
den Erfolg, dab in (7) und (8) noch gewisse zu no proportionale Sum- 
msnden auftreten. Doch wiirden diese bei der Integration iiber den 
Kiirper wieder verschwinden, da 

ist. @a) bliebe somit. nngeiindert; deegleichen (%Oa), weil go= 0 ist. 
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Multiplizieren wir hier mit dxo und integrieren wir fiber das 
ganze Volumen Po des Systems, so finden wir 

Sechs weitere Gleichungen erhalten wir, wenn wir eine Ebene 
yo = const. oder zo = const. als Querschnitt wahlen. Sie alle 
lassen sich in die Tensorgleichung 

zusammenfassen. 

Gleichungen (Sa) uber in: 
Fur  ein vollstandiges statisches System gehen somit die 

d. h. ein vollstandiges statisches System verhalt sich bei gleich- 
formiger Bewegung wie ein Massenpunkt von der Ruhmasse 

Dasselbe gilt aber auch fur quasistationare (adiabatisch iso- 
pizistische) Beschleunigung; denn als quasistationar bezeichnet 
man sie, wenn der innere Zustand (Eo,po) dabei nicht merk- 
lich geandert wird. Wie dss System also auch beschaffen sein 
mag, immer ist seine longitudinale Masse 

a G  cs mo m=----= 
a q  l / C $ 7 3  ' 

seine trsnsversale 
G emo . 

n i t = - =  - . - ,  
(I l/cz - 94 

im Grenzfall q = 0 gehorcht efi der Ne wtonschen Mechanik. 
Ein solches System bildet z. B. das Elektron mit seinem 

Feide; wie es auch geformt sein mag, es mu6 bei quasi- 
stationarer Bewegung der Dynamik des Massenpunktes ge- 
horchen, so daB man aus Versuchen dieser Art nie einen 
RiickschluB ziehen kann auf seine Fol'm, seine Ladungs- 
verteilung und auch nicht darauf, ob es neben seinem elektro- 
magnetischen Impuls noch einen anderen bat. So hatte 
E ins t e in  die Ehrenfestsche Frage tatsachlich richtig beant- 
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wortet. Da5 B o r n  sich gezwungen sah, Kugelsymmetrie an- 
zunehmen, liegt daran, da5 er  nicht an den mechanischen 
Impuls des Elektrons dachte, welcher nur bei bestimmten 
Annahmen uber die Form und Ladungsverteilung Null ge- 
setzt werden kann, z. B. wenn man Kugelsymmetrie voraus- 
setzt; aber nicht allgemein. Denn im Elektron herrschen 
neben den elektromagnetischen Spannungen notwendigerweise 
andersartige l) (die man vorlaufig ruhig als elastische bezeichnen 
darf), und diese werden nach (8a) dem mechanischen Impuls 
im allgemeinen eine transversale Komponente verschaffen, 
welche nicht wie die longitudinale Komponente durch eine 
passende Wahl von E o  zu Null gemacht werden kann. Bei 
Kugelsymmetrie fallt die transversale Komponente natur- 
lich fort. 

Ein vollstiindiges statisches System ist ferner der Konden- 
sator des Trouton-Nobleschen Versuches mit seinem Feld. 
Ebensowenig wie ein Massenpunkt bedarf das ganze System 
bei gleichformigcr Qeschwindigkeit eines Drehmomentes. Das 
Drehmoment, welches die elektromagnetischen Wafte auf den 
Kondensator selbst ausuben, ist gerade dasjenige, dessen dieser 
als elastisch gespannter Korper nach 8 4 bedarf. Weder der 
elektromagnetische Impuls des Feldes , noch der mechanische 
Impuls des Korpers haben in diesem Fall die Richtung der 
Geschwindigkeit, wohl aber der aus beiden zusammengesetzte 
Gesamtimpuls, wie aus (22) hervorgeht. 

1) H. Po incarb ,  Rendiconti del circolo matematico di Palermo 21. 
p. 125. 1906. 

(Eingegangen 30. April 1911.) 


