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2. Das Maxwellsche Gesetz
der Geschwindigkeitsverteilung in der
Relativtheorie;
von Ferencz Jitttner.

Um die Entropie 8 eines idealen einatomigen Gases in
einem gegebenen Zustande mittels ihrer allgemeinen Definition

(1) S =tklog W,

worin # die Wahrscheinlichkeit des Zutandes ist, zu berechnen
und daraus die thermodynamischen Eigenschaften des Gases
abzuleiten, muB man eine bestimmte Mechanik zugrunde legen.
Man wiahlte nun bisher stets die Newtonsche Mechanik. Vor
Standpunkte des Relativprinzips von A. Einstein ist diese
aber bekanntlich nur ein Grenz{all einer allgemeineren Mechanik,
und es dfirfte von Interesse sein, die Entropie eines solchen
ruhenden Gases, sowie mit ihrer Hilfe das Gesetz der Ge-
schwindigkeitsverteilung im Gleichgewichtszustand unter- An-
nahme der Relativititsmechanik zu ermitteln; ‘daran mégen
sich dann die Folgerungen iiber die Zustandsgleichung und die
Abhingigkeit der Energie, Entropie und freien Energie von
der Temperatur (spezifische Warmen, adiabatische Gleichungen)
anschlieBen.

Es ist mir eine angenehme Pflicht, Hrn. Geheimrat Planck
fir die freundliché Anregung zu dieser Arbeit und seine wohl-
wollenden Ratschlige meinen wirmsten Dank auszusprechen.

§ 1. Die Entropie eines ruhenden idealen einatomigen Gases
in einem beliebigen Zustande. '

Vou den Begriffen der Relativititsmechanik?) kommen fiir
die kinetische Gastheorie erstlich in Betracht die Impuls-
komponerten &, 5, { eines mit der Geschwindigkeit

g=Vit+ g4 2*
1) M. Planck, Verh. d. Deutsch. Physik. Ges. 8. p. 136—141. 1906,
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bewegten materiellen Punktes von der (Rub-)Masse m

(23') §=m<§a 7 =my, §=m3)
worin . ‘ )

‘l_1 q’ (1"‘
V1= l/“? Vi-&

die auf die Masseneinheit reduzierten Komponenten des Im-
pulses sind. ¢ bedeutet die Lichtgeschwindigkeit.

Ferner ist der Ausdruck fiir die lebendige Kraft Z des
Massenpunktes m von Bedeutung:

(3) L=-—"2 .
=

Um nun die Wahrscheinlichkeit #eines beliebigen Zustandes
eines ruhenden idealen einatomigen Gases zu berechnen, wihlt
man zweckmiBig als Zustandsvariabeln die drei Koordinaten
z,y,z und die drei reduzierten Impulskomponenten g, y, 3 der
einzelnen Molekiile, die als Massenpunkte von der (Ruh-)Masse m
und der variabeln Geschwindigkeit ¢ aufzufassen sind, Wendet
man nimlich die Hamiltonschen Gleichungen der Relativ-
theorie!) auf die Bewegung der einzelnen Massenpunkte an, so
folgt der Satz von Liouville, daB in dem durch die Koordi.
naten z y, z, 1, 9, § dargestellten sechsdimensionalen Raum die
GroBe eines beliebigen elementaren Zustandsgebietes

(4) do =dz dy-dz dg dy dj

sich zeitlich nicht #ndert, wenn jeder Punkt des Gebietes
seinen Ort entsprechend den Gesetzen der Relativititsmechanik
andert. Daher kann man die Wahrscheinlichkeit d # dafiir,
daB ein Zustandspunkt z/y/z/c/y/s in ein bestimmtes Elementar-
gebiet dw fallt, einfach gleich dw setzen. Hierbei ist dw als
»,Makrodifferential“ (nach einem Ausdruck von Planck) zu
wahlen, d. h. so, daB es trotz seiner Kleinheit im allgemeinen
noch sehr viele Zustandspunkte enthdlt. Wirde man wie in
der gewohnlichen Mechanik

5) do = dzdydzdidydz

1) M. Planck, L c. p. 140 u. 141.
Annalen der Physik. IV, Folge. 34. 56
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als Elementargebiet nehmen, so wiirde dieses sich bei Zu-
grundelegung der Relativmechanik flir die Bewegung der be-
stimmten in ihm gelegenen Zustandspunkte z/y/z/%[y/2 zeitlich
andern. Also ist die Wahrscheinlichkeit d ¥ dafir, daB ein
solcher Punkt in do liegt, hier nicht durch die GréBe von do
zu messen; sie wird vielmehr eben durch die GroBe des zu do
gehorigen dw angegeben?) (vgl. unten § 3).

Der Zustand des Gases, das nicht im Gleichgewicht zu
sein braucht, ist gegeben, wenn man die Zahl der in jedem
Elementargebiet dw gelegenen Zustandspunkte z/y/z/r/y/3 kennt.
Diese Anzahl sei nun dargestellt durch den Ausdruck

(6) dN = F(r,y, 21,9 3).dzdydz dy dy dy = Fdw,

worin F die gegebene Verteilungsfunktion ist. dN ist dabei
wicder als eine groBe Zahl, als ein Makrodifferential, auf-
zufassen. Die Gesamtzahl N der Molekiile des Gases ist dann:

(7) N= fﬁ’dm.

Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit # des Zustandes #
teilt man das ganze sechsdimensionale Zustandsgebiet des
Gases in lauter Elementargebiete gleicher Wahrscheinlichkeit,
also nach dem Obigen in lauter gleich groBe Gebiete dw.
Dann ergibt sich in bekannter Weise?) die Wahrscheinlich-
keit # des Zustandes F der N Molekiile:

Mz {[Fdol!
® V= aiwdon = ﬂ;(mw}ﬁ
Somit erhilt man aus Gleichung (1) bei Anwendung der Kormel
von Stirling folgenden Ausdruck fir die Entropie § des
Zustandes #:

9) S = const. — & f Flog Fda.

1) Vgl. M. Planck, Acht Vorlesungen iiber theoretische Physik
p. 55—>57. Leipzig 1910.

2) Vgl. M. Planck, Acht Vorlesungen p. 60—62. Uberhaupt moge
fiir die genauere Ausfithrung aller Uberlegungen und Rechnungen, die
in der relativtheoretischen Behandlung der Gastheorie nicht geiindert
werden, auf die vierte Vorlesung des Buches verwiesen werden.
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Fir gegen die Lichtgeschwindigkeit ¢ kleine Geschwindigkeiten ¢
der Gasmolekiile wird angendhert

t1=%, 9§=y, 3=2, do=dos,
Flz,y,2, 5,98 = Flz,y,2, 4,9, 2) = @.
Daher geht § dann in den bekannten Naherungsausdruck 8,
der gewdhnlichen Gastheorie iiber:

9% §, = const. — kf(p log p do.
Entsprechend stellt der Ausdruck
H= f Flog Fdo

die relativtheoretische Verallgemeinerung der H-Funktion von
L. Boltzmann, ndmlich von

f(p log p da,
dar.

§ 2. Das Gesets der Raum- und Geschwindigkeitsverteilung
im thermodynamischen Gleichgewicht.

Betrachten wir jetzt das thermodynamische Gleichgewicht
eines rnhenden Gases, dessen Molekiilzahl

(1) N= f Fdo,
sowie Volumen
(10) V= f dr dydz

und Gesamtenergie (vgl. (3))
(11) E'=f/,Fdw=mc2f—1,—-Fdw
/it
c‘l

gegebene Werte haben. Die Verteilungsfunktion 7 kann nun
im Gleichgewicht nicht mehr beliebig sein, da dieses die Be-
dingung erfillen muB, daB die durch (9) bestimmte Entropie §
des aus N Molekiillen bestehenden Gases bei Konstanz von
7 und E ein Maximum sein muB:

d8§=0.

GemiB (9) mub also 7 der Gleichung
f(logF +1).0F.do =0
56*
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mit den aus (7) und (11) folgenden Nebenbedingungen

faﬁ'.dw =0, f-_;_—’.azf.dm=o

geniigey. Die Losung

_e
(12) F=ue Vi <

ist die gesuchte Ferteilungsfunktion des Gleichgewichts; die Kon-
stanten ¢ und S sollen spiiter (in § 4) aus den Werten NN, 7
und E bestimmt werden.

Da F hier von z, y, z unabhingig ist, ist die raumliche
Verteilung der Molekiille im Gleichgewicht gleichmiBig.

Fiir gegen ¢ kleine Werte von ¢, fiir die dw angenshert
in do iibergeht, erhdlt man durch Reihenentwickelung aus F
den Naherungswert ¢ des stationiren Zustandes:

1 @
g=we Pires
oder auch:

(12*) (’2:“/8_#:(&!_‘,&2_*_2"),

d. i. das gewohnliche Maxwellsche Gesetz der Geschwindig-
keitsverteilung. “Die Funktion # in (12) stellt seine relativ-
theoretische Verallgemeinerung dar. In ihr erhilt man fir
g =c bereits #=0, und fir ¢ > ¢ wird # imaginir, wahrend
der Naherungsausdruck @ in (12*) erst fir ¢=oco0 auf ¢ =0
fibren wiirde, also Uberlichtgeschwindigkeit der Molekiile zu-
lieBe.
Wihrend der gewdhnliche Ausdruck ¢ sich in drei Fak-
toren zerlegen 1aBt, deren jeder nur von einer Geschwindig-
keitskomponente abhingt:

;o Qs — By . Rt
@=c e ¥ e~ by, ¢-b

eine Eigenschaft, die in der Theorie eine erhebliche Rolle ge-
spielt hat, ist die analoge Zerlegung der allgemeinen Funktion

1

‘/l— :z.:*+y"+z"
(12a) F=cwe ¢
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nicht moglich. Eine ziemlich verwickelte Faktorenzerfillung
kann man allerdings bei Einfiihrung anderer ZustandsgréBen
fiir die transformierte Fuiktion vornehmen; hierauf soll unten
in anderem Zusammenhange (in § 6) hingewiesen werden.

Die einfachste Form von F gewinnt man mittels (3),

namlich:
_£
(13) F=qge ™",

Fithrt man durch die Gleichung

(2¢) g = ST

den reduzierten Impuls p ein, so besteht zwischen diesem und
der Geschwindigkeit ¢ des Massenpunktes die leicht zu be-
statigende Identitat:

24) : ,_‘*=l/1+’;:.
joE
c*

DemgemaB erhilt man als eine weitere einfache Form von #:

_ﬂ|/1.,.%:

(14) F=qae
Die Schreibweise derselben:
—5 rro+y
(142) F=ue #Vis B2
zeigt, daB F auch nicht in drei Funktionen von y, y und 3
einzeln zerlegbar ist. Sie ist die Form, die dem zugrunde ge-
legten Elementargebiet dw am meisten angemessen ist; hier ist
namlich
Z gty

0N = Pdo = ae” VS .dz dy dz dy dydy:

Im Bereich der gewdhnlichen Mechanik fallen die Unter-
schiede der hier so verschiedenen Gestalten (12), (13) und (14)
von F fast ginzlich fort.

§ 3. Die zu dem gewdhnlichen Elementargebiet ds gehorige
Verteilungsfunktion f.

Es ist nun auch méglich, den Zustand des Gases durch
die Zustandsvariabeln z, y, z, #, y, 2 statt durch z,y, 2,1, 9, 3
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zu bestimmen, d. h. ihn auf das gewdhnliche KElementar-
gebiet
6)] do =dzdydzdidydz

zu beziehen und demgem#B die der gewdhnlichen Gastheorie
entsprechende Verteilungsfunktion f(z,y,z, #,y,2), die durch
die Gleichung

(15) dN = f.do

definiert ist, jetzt nachtriglich zu berechnen. Unter Benutzung
der Funktionaldeterminante der urspriinglichen Variabeln in
bezug auf die neuen gilt nimlich gem#B der Theorie der Trans-
formation vielfacher Integrale die Beziehung zwischen den
zueinander gehdrenden Elementargebieten, wobei vom Vor-
zeichen abgesehen wird:

9(xn,3)

dw = a(x’ :’/a x)

Zur Berechnung der Determinante sind die Gleichungen (2b)
zu verwenden:

z ) x
s=iov=d am
wo zur Abkiirzung
2
1-%
gesetzt ist; man erhilt aus ihnen:
ar ) S 07 1 .. 0 1 . .
9z - Sw (2% +c?w?), ﬁ =w *Y 6% = s E U
Daher wird die Funktionaldeterminante:
22 4+ 2 w? 2y ¥z
@y, 1 S )
35 %) | tw Y, ¥t ¥4
iz, 72, 22 4 (2 p?

Die rechts stehende symmetrische Determinante ergibt beim

Ausrechnen c*w* (#2424 23 4 c2w?) oder mit Rilcksicht auf
die Definition von w einfacher c®w*; daher wird

iy _ 1

0, 1,%) ~ wb (

;!i“
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Die Beziehung zwischen den einander entsprechenden
Elementargebieten lautet demnach:

(16) do = — 2%

—
q9
(l/l B c’)
Der Vergleich von (6) mit (15) gibt sodann fir dfe neue Ver-
teilungsfunktion:

(17 =

_F
T\
q
V/1-%)
Speziell im Gleichgewicht ist gemiB (12):
' 1

s
V1 -a

-¢
“e .
Vr-5)
c'l
Fir gegen ¢ kleine Werte von ¢ geht £ in (18) in die
gewohnliche Maxwellsche Funktion ¢ von Gleichung (12%)
iiber, wie man erkennt, wenn man das starke Wachstum einer

Exponentialfunktion gegeniiber demjenigen einer Potenz be-
riicksichtigt.

(18) [ =

§ 4. Bestimmung der in dem Verteilungsgesetze F' auftretenden
Konstanten « und £.

Die in der verallgemeinerten Maxwellschen Verteilungs-
funktion F des Gleichgewichtes auftretenden Konstanten ¢
und S lassen sich mittels der gegebenen Werte ¥, 7 und £
des Gases bestimmen. Fiir F sei die Form

__
(18) Fewe mé "

zugrunde gelegt, da sie (freilich unter Anderung der Be-
deutung der Konstanten) auch in der gewdhnlichen Theorie
gilt, wenn man nur fiir Z den Ausdruck (m/2)¢® statt des-
jenigen der Relativtheorie einsetzt. Da also ihre Gestalt bei
diesem Ubergange invariant bleibt, wird dasselbe auch noch
fir einen Teil der folgenden Formeln gelten. Auch die Her-
leitung von (13) lieBe sich leicht vollig invariant gestalten.
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Aus (7), (10) und (11) folgt, da sich ¥ hier auf das Gleich-
gewicht bezieht und also von z, y, z unabhéngig ist:

N= VfIf’dgdt)da, E= VfLF(lgdgdb.

Aus diesen beiden Gleichungen kann man « und 8 berechnen.
Die zweite derselben lautet, da nach (13)

— ZaF
LF=—mc ¥ra

ist, einfacher auch so:
E=—mcT. —degdt)dg

Definiert man dann eine Funktion M{(8) durch das iiber das
ganze Gebiet der g, y, 3 erstreckte bestimmte Integral

8
(19) M(ﬂ)=fe'FLdsdnda,
8o ist gemiB (13)
degdt)d3 =a. M(B).
Damit nehmen die beiden Bestimmungsgleichungen fiir & und g
die Form an:
N=V.«aMP), E=—mc2F.aM{§)),

wo der Strich bei M die Ableitung nach dem Argument be.
deutet. Somit hat man zuerst 5 aus der Gleichung

MB E
(20) M(3) =T Nme
und hierauf « explizit aus
N

zu berechnen.

Die Erorterungen und Formeln dieses Paragraphen sind
siimtlich in dem oben angegebenen Sinne invariant. In der
gewohnlichen Theorie ist jedoch das Integral M(8) elementar
auswertbar und ergibt bis auf einen konstanten Faktor die
sehr einfache algebraische Funktion (x/g8)h; somit wird (20}
in g linear, womit « und B explizit bekannt sind. In der
Relativtheorie dagegen stellt das Integral M(S) eine hdhere
transzendente Funktion und (20) eine transzendente Gleichung
fir B dar. Daher sind « und 8 hier nicht explizit angebbar.
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Nunmehr gestattet # wegen (21) die Darstellung durch g
allein:
’ N “wme L
(22) I( = V'—M(ﬁj s € mc

§ 5. Die Entropie im thermodynamischen Gleichgewicht:
Zustandsgleichung eines ruhenden idealen einatomigen Gases
und Temperaturabhéngigkeit seiner Gesamtenergie und Entropie
(spezifische Warmen und adiabatische Gleichungen), sowie
seiner freien Energie.

Man kann jetzt leicht die Entropie § des ruhenden Gases
im Gleichgewicht ermitteln und zu thermodynamischen Folge-
rungen benutzen. Aus der fiir einen beliebigen Zustand #
giltigen Gleichung

(9) § = const. — kfFlog Fdow

folgt fiir das Gleichgewicht wegen (13) bei Beachtung von (7)
und (11):
(28) S=const.+k{ £ -E—]Vloga}-

mc?

Mittels (21) kann man § auch durch g allein, obne «, aus-
driicken; vereinigt man noch den Ausdruck — & Nlog N mit
der Konstanten, so folgt:

(24)  § = const. + kN~ {% B + log M(8) + log 7}

In der gewdhnlichen Gastheorie, in der # unmittelbar
berechenbar ist, erhilt man bekanntlich den #hnlich gebauten,
aber expliziten Ausdruck:

(24%) §, = const. + A N.{}log E + log V} .

Nun folgen aus der rein thermodynamischen Definition der

Entropie
dE +PdV

d§ = T

die wichtigen Beziehungen
8 1 a8 p
(25) (68), =1 (7)s=T
Diese sollen auf den abgeleiteten Ausdruck (24)-von § an-
gewandt werden, und zwar zuerst die zweite Formel.
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Da nach (20) # nur von £ und nicht von 7 abhingt,

folgt aus (24):

(25), = 52,

oV /E | 4
also wegen (25):
(26) PVr=~kNT.
Weil bei der Differentiation die GroBe g wegfiel, die den
Unterschied der Theorien bedingt, gilt somit auch in der ver-
allgemeinerten Gastheorie das Gesetz von Boyle und Gay-
Lussac. Ferner ist die Gaskonstante von der Natur des
Gases unabhingig, da m in (26) nicht vorkommt; also behilt
auch das Gesetz von Avogadro seine Giiltigkeit. Die Zu-
standsgleichung eines ruhenden tidealen einatomigen Gases bleibt
also in der Relativtheorie villig erhalten.

Daher bestimmt sich hier in bekannter Weise die uni-
verselle Konstante %, indem man (26) fir die N, Molekiile
eines Moles (Loschmid sche Konstante) vom Volumen 7, an-
setzt und mit der auch auf das Molvolumen bezogenen ge-
wohnlichen Form

(26a) PV, =RT
vergleicht:
(26 b) kN, =R.

Jetzt soll die zweite Formel von (25) benutzt werden.
Aus (24) erhdlt man mit Ricksicht auf (21)

(E)VE"‘JV‘{ B +(M'(ﬂ) E )dﬂ}‘

0E Nmet M@ + Nmect )| dE
oder vercinfacht: 38\ _ kg
(BE)V— met’
daher wegen (25):
2
(27) g = j‘"; .

Also besteht die sehr anschauliche Bedeutung der Grofe g
darin, daB sie die absolute Temperatur des Gases miBt. Nun

gibt (20):
or)

MI
(28) E=—Nmet —_(7’;% :
(z)
In der gewdhnlichen Gastheorie gilt (27) auch; da aber
dort (20) in 2 linear wird, wie oben bemerkt, wird auch E
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von 7 linear abhingig, und man erhilt folgenden sebr ein-
fachen Ausdruck:
(28" E,=3NkT.

In Gleichung (28) ist also dieses merkwiirdige Ergebnis
enthalten:

In der Relativtheorie ist die Energie eines ruhenden idealen
einatomigen Gases nicht mehr proportional der Temperatur,
sondern eine transzendente Funhtion der Temperatur.

DemgemaB ist eine Vollkommenheit des Gases nach der
Definition von Clausius?'), welche auBer zwei anderen {unten
erwihnten) Eigenschaften jene Proportionalitit verlangt, in
der Relativtheorie im strengen Sinne nicht moglich. KEs lassen
sich leicht die GesetzmiBigkeiten aufstellen, welchen die in
Kalorien gemessenen Molwirmen bei konstantem Volumen C,
und bei konstantem Druck C, fir ein einatomiges Gas hier
gehorchen miissen. Bedeutet £, die Energie der &, Molekiile
eines Mols und a das mechanische Wirmeiquivalent, so erhilt
man mittels der Definitionsgleichung

_(8E,\ _ dE
an“(aT)v_ dT

sofort aus (28):
C = Nmiet 1 {d’logM(ﬂ)}
B

o= ek T g =;"‘;' ’
oder ausgeschrieben:
M'l mc’) )
29 ¢ =" 1 [ (Cer (

Diese Temperaturfunktion tritt an Stelle des konstanten
Wertes C , der gewdhnlichen Theorie der einatomigen Gase,
den man auf analogem Wege aus (28*) erhalt:

(29% ¢ =185 _ 3Nk
Weiter folgt nun aus dem ersten Hauptsatz der Thermo-

dynamik, allein unter den beiden aunch in der Relativtheorie
gliltigen Voraussetzungen fiir die Idealitit eines Gases, daB

1) Vel. G. H. Bryan, Enzyklop. d. Math, Wiss. V, 1. p. 119.
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es. namlich dem Boyle-Gay-Lussac-Avogadroschen Ge-
setz gehorcht und seine innere Energie £ nur von der Tem-
peratur, nicht vom Volumen abhingt:

(30) ¢,—¢C=2%.
Wegen (29) ist also auch C, sowie C,/C, in der Relativtheorie
von der Temperatur abhanglg, wihrend man bekanntlich sonst

aus (29% fir einatomige Gase die konstanten Werte erhilt:

5 R C 5
(80%) Co= 32 =505 Fo=1g-

Da sich C, mit der Temperatur indert, kdnnen auch die
einfachen Formeln fiir adiabatische Vorginge nicht mehr gelten.
Zur Ableitung der hier giiltigen Gleichungen stellt man am
besten mittels (24), (27) und {28) die Entropie als Temperatur-
funktion dar:

| w(35)
2 2

(81) 8 = const. + kN-~llog M(’Z—;) — 7:;, o g +logV s
( kT )

diese Formel ist die Verallgemeinerung der gewdhnlichen

aus (24*) und (28* zu erhaltenden:

(81%. 8, = const. + kN - {3log T + log 7}.

Setzt man § = const., so bat man damit die Gleichung fir

eine adiabatische Zustandsinderung eines einatomigen idealen
Gases: '

(&7)
logM(FF) —Fr - M(_,ﬁ;) +log 7 = const.
kT
M(’”_})
> (5)
e (3r)

Dies ist die Verallgemeinerung der aus (31*) folgenden Formel:
(82% 1%« V = const.

oder:

(82) « ¥V = const.
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Durch Kombination von (32) mit der gewdhnlichen Zustands-
gleichung (26) erhilt man noch die beiden anderen Beziehungen
fir die adiabatische Zustandsinderung:

T.M("‘”’)

kT

mc’. w (:‘;")

(33)

= const.,

(34)

wahrend (32%) die entsprechenden gewohnlichen Formeln ergibt:
(38) T*h
(84% (PF)h-V = const. oder P:.7V’h = const.

Auch die freie Energie 4 des ruhenden idealen einatomigen
(Gases muB zufolge ihrer Definition

(35) A=E-TS$

in der Relativtheorie eine verinderte Gestalt annehmen. ‘Da
wegen (23) und (27) die Gleichung gilt:

S = const. + %— kNloge,

= const. ,

so erhilt man:
(36) A4 =kNTloge — const. - T'.

Hiermit hat auch der Koeffizient & eine anschauliche
Bedeutung gewonnen?), indem loge, wenn man von der will-
kiirlichen Funktion const.- 7 absieht, der freien Energie des
Gases proportional ist. Da der Koeffizient # der Temperatur
umgekehrt proportional ist, kann man auch schreiben:

(36a) A= Nmc 'Lgi — const.- T';

wie man erkennt, héngt 4 unmittelbar von « und g ab.
Aus (36), (21) und (27) bekommt man dann, wenn man
fir £ Nlog N-7T — const.- T wieder const.. T setzt:

1) Vgl. P. Debye, Ann. d. Phys. 33, p. 453 u. 454. 1910.
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37 A=const.-T—-kNT~{logM(%2‘—’,:) + log V},

d.i. die Verallgemeinerung der aus (28* und (31") hervor-
gehenden gewdhnlichen Formel; in der fir $ N4+7 — const.. 7'
entsprechend const.- 7' gesetzt wurde:

- (3T% 4, =const - T—ANT-{}logT + log ¥}.

Endlich mdge auch noch in das Verteilungsgesetz (22) die Tem-
peratur mittels (27) eingefithrt werden:

L
N T%T
(38) F=
v-u(37)
diese Formel entspricht der gewdhnlichen Gleichung:
N B -l
(38%) ?’='?'(§f%7)'° e

§ 6. Die Auswertung des bestimmten Integrals M(f).

Um nun zu einer genaueren Diskussion der aufgestellten
Gleichungen fiir die thermodynamischen GréBen des ruhenden
idealen einatomigen Gases in der Relativtheorie iiberzugehen,
soll jetzt versucht werden, die Funktion M(B), die in den
Formeln auftritt, auf bekannte Funktionen zuriickzufiihren.

Auf Grund von

b
(19) M@:feM&JQMQ

ist M(B) durch ein iber alle moglichen Werte der reduzierten
Impulskomponenten g, y, 3 zu erstreckendes bestimmtes Inte-
gral definiert, in dem £ als Parameter auftritt. Nun ist nach
(2D) fir die Geschwindigkeit ¢ = 0 auch r = § = 3 = 0, so daB
der (reduzierte) Impuls p = 0 ist; fiir Lichtgeschwindigkeit
g = c ist dagegen je nach ihrer Richtung zu den Koordinaten-
achsen wenigstens eine der Komponenten p, 1), 3 gleich 4 oo,
80 daB immer der Impuls p = oo ist (im Einklang mit (2d));
somit ist in M(B) nach jeder der Variabeln g, y, 3 von —oo
bis +00 zu integrieren. Beachtet man ferner, daB aus (3)
und (2d) folgt:

I/ ._"
(32) =15
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so kann man deutlicher schreiben:

+m+oo+w_ﬂl/l+z+u+b

(39) M) = f f f T dydydy.

—00 —00 —00

Hierin faBt man einfach r, y, 3 als rechtwinklige Koordinaten
eines Zustandspunktes P in einem gewdhnlichen dreidimen-
sionalen Raume auf und fithrt in diesem riumliche Polar-
koordinaten mit dem Anfangspunkte O als Pol ein. Der Radius-
vektor O P ist offenbar gem#B (2¢) durch den absoluten Betrag
des reduzierten Impulses gegeben

(40a) p=Vr+ 9+,

withrend das Raumelement sofort zweckmifig in der zusammen-
gezogenen Form angesetzt wird:

(40D) drdydy =dr = p¥dpdo,

wo dw einen unendlich kleinen riumlichen Winkel mit O als
Spitze bedeutet.
Dann geht (39) in ein zweifaches Integral iiber:

o0 L P
(41) M@ = fe"‘/‘*?.pzdpdw.
U (@)

In dieser Formel ist iibrigens implizit auch eine Um-
formung der Verteilungsfunktion F in eine solche enthalten,
die nur von einer einzigen der unabhingigen Variabeln des
Elementargebietes abhéingt (siehe oben § 2).

Integriert man jetzt in (41) bei festem p iiber die ganze
Einheitskugel und beachtet, da8

fdm=47t

ist, so hat man eine Darstellung durch ein einfaches Integral
gewonnen:

(42) M(ﬂ)—4nf -V & ptdp.
0
Endlich setze man noch

(48) p=c.Binyg,
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wo der reelle hyperbolische Winkel g (genauer: Sektor) fir p =0
bis p =00 auch von O bis co variiert. Dann erhdlt man:
(44) Mp)=4nc® f e~ FSoie, Gin? o Gof o do.

]

Bevor nunmehr der letzte Schritt der Rechnung getan
wird, moge kurz die Deutung der vorgenommenen Trans-
formation nach H. Minkowskis Betrachtungsweise in dem
vierdimensionalen Raum der =z, y, 2, /, wo [ = c¢ ist, gegeben
werden. Dabei soll trotz der Verwendung hyperbolischer
Funktionen die Kuklidische Ausdrucksweise benutzt werden.
Wihrend zu Anfang dieses Paragraphen dz ein Volumenelement
im gewdhnlichen dreidimensionalen Raume, sowie dw die
Kegeloffnung in der Richtung von O nach P und p die Ent-
fernung OP bedeutete, tritt man mit (43) in den vierdimen-
sionalen Raum ein. Hier ist

(45) 21 = gin2p Gofododo = dQ

als dreidimensionaler elementarer riumlicher Winkel mit O
als Scheitel aufzufassen; derselbe zeigt im vierdimensionalen
Raum der z, y, z,  von O nach dem Punkte P’ mit den
Koordinaten g, v, 3, L/me, die die rechtwinkligen Komponenten
des ,,Bewegungsvektors* @B sind. Der Betrag desselben setzt

sich aus seinen Komponenten so zusammen:
2 70 L ST S 2 __ 2
(46) { = () - -y =
|B| =c.

Insbesondere ist weiter ¢ der Winkel, den 8B oder auch
die Richtung d2 mit der Zeitachse, der Polarachse, bildet.
Bei dieser Auffassung ist dann gemiB (3a)

(47)
die zeitliche Komponente 9B, des Bewegungsvektors und
(43) p=cSing

die komplementéire Komponente B, desselben, d. h. die Pro-
jektion von B auf den gewthnlichen Raum. In der einfach-
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sten physikalischen Beziehung steht ¢ zu der Geschwindig-
keit ¢ entsprechend der Gleichung (vgl. (3)):

(48) L = 3g0;

auf Grund der Formeln Tg0 = 0, Tgoo= 1 erkennt man, daB
der Ruhe ¢ = 0 auch ¢ = 0 entspricht, daB aber die Licht-
geschwindigkeit ¢ = ¢ hier in den Wert ¢ =00 des ,,Ge-
schwindigkeitswinkels** transformiert wird.?)

Zusammenfassend kann man sagen, dal wir in dem
Integral (19) mittels (40b) und (43) den Bewegungsvektor

L
8= (I.“)l(’sl m)

durch seine vierdimensionalen Polarkomponenten in bezug auf
die Zeitachse als Polarachse ausgedriickt haben.?) Die drei-
fache Integration, die in (44) schon auf eine einfache reduziert
worden ist, bezieht sich ferner bis auf den Faktor ¢® auf d £,
d. h. auf die dreidimensionale Oberfliche einer vierdimen-
sionalen Einheitskugel'(oder mit Beriicksichtigung von ¢3 auf
die Oberfliche einer Kugel vom Radius |8] = ¢). Ubrigens ist
hier, da unsere Formeln hyperbolisch gestaltet sind, die Ober-
fliche fdQ = oo, wie aus der urspriinglichen Deutung von
d 9 als durch ¢? dividiertes Euklidisches Raumelement dz sofort
klar ist.

1) Vgl. A. Sommerfeld, Physik. Zeitschr. 10. p. 826—829. 1909.
2) Die ausfiibrlichen Gleichungen zur Einfiibrung der (hyperbolischen)
vierdimensionalen Polarkomponenten oder Polarkoordinaten lauten:
t=c¢.8ing.sindcospu,
) =c.Bing.sindsiny,
3=c.8ing.cosl,
L

— =c¢.@0ofo
me T,

wozu noch tritt:
dydyds =c®.d$2,
d 82 = Gin%o Cofgsinidodidu

= Gin'g Cofo de . dw.
Dicge Formeln wiirden auf dem kiirzesten Wege von (19) zu (44) iiber-
leiten, falls man von vornherein den vierdimensionalen Raum als mathe-
matisches Hilfsmittel verwenden will.

Annalen der Physik. IV. Folge. 84. 57
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Nach dieser Zwischenbetrachtung soll jetzt die Reduktion
des Integrals (44) beendet werden. Auf Grund der Formeln

Gin?p = Cof’p — 1, 4Cof*0 = Cof30 + 8Cofp

erhilt man:
Sin%o Cof o = 1 (Cof 30 — Cofo)
und somit:

[-¢] oo

M) = ncS.{fe—ﬂwe.@ofsgdg —fe"”“ie.@oiod@}.
0 0

Nun ist fiir reelles positives §
fe—ﬂﬁnﬁe.@oing do =2 .+l HO(f),
0.

wo die H, " eine Gattung der Besselschen oder Zylinder-
funktionen bedeuten, némlich die Hankelschen Zylinderfunk-
tionen erster Art von der n.Ordnung.l) Wihrend diese fiir
jedes reelle Argument komplex sind, sind fiir ein positiv
imaginires Argument /8 die Funktionen ungerader Ordnung
reell, diejenigen gerader Ordnung rein imaginiir, so daB also
die rechte Seite der letzten Gleichung, wie ndtig, stets reell
(genauer: positiv) ist. Fiir unendliches positives B verschwindet
HO @),

Die 8 betreffende Bedingung ist wegen der physikalisch
notwendigen Konvergenz von M(#) erfiillt. Daher erhélt man:

(49) MB) = T (D6 + BB,

1) Vgl. E. Jahnke und F. Emde, Fuoktionentafeln, Leipzig 1909.
Dort findet sich p. 170 die von Heine herrithrende Formel (hier in einer
unserem Fall angepaBten Schreibweise)

) B® (- i) = z'”"'l.lfe‘ﬂm’fl’. Cojnodg,
7
0

wo f reell positiv; ferner auf p. 95:

H® (2) = @407 g0 (goi%)
oder fitr z =— 3 f:

@ BO—if=(- 1yt 7,0 p).
Durch Kombination der Formeln (1) und (2) folgt der Ausdruck des Textes.
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Nun gilt allgemein die Rekursionsformel?)
2
IIn(-}-)l + Hn(l)l = 'T” . Hn(l) .

wo z das gemeinsame Argument ist. Daher erhdlt man als
einfachste Gestalt der gesuchten Kunktion:

(50) M(ﬂ)=—2n%3.i’w.

Bei nochmaliger Benutzung der Rekursionsformel in der

Gestalt

2
(h
=2

geht Gleichung (50) iiber in -

(31) M3 = 27:203.—;—,—.{— 2. H" () + B.i H," (i )}

. I{l(l) _ I{o(l)

Die bier auftretenden Funktionen der beiden niedrigsten
Ordnungen . H(i8) and — HV(i8) liegen tabelliert?) vor
(was fiir — i, H,"(if3) bisher nicht der Fall ist); sie nehmen
fur ein von O bis 4 0o wachsendes 3 selbst von 4 oo bis 0
monoton ab., Auch M(g) ist stets positiv und nimmt besténdig
ab bis zum Werte Null. :

Somit ist die Funktion M(3) jetzt als vollig bekannt an-
zusehen, da sie durch (49), (50) und (51) auf Bessel sche Funk-
tionen reduziert ist.

§ 1. Die relativtheoretischen thermodynamischen Funktionen des
ruhenden idealen einatomigen Gases als Hankelsche Zylinder-
funktionen der Temperatur.

Unter Benutzung der einfachsten Form (50) von M(g)
mogen nun die wichtigsten der in § 5 berechneten thermo-
dynamischen Funktionen, die einem ruhenden idealen ein-
atomigen Gase vom Standpunkte der Relativtheorie aus zu-
kommen, explizit angegeben werden.

Die Energie ¥ wird wegen (20)

1 . H,(V' (3
(521) E = Nmct {F - z_y;ﬁ%} ’

1) Jahnke-Emde p. 165.
2) Jahnke-Emde p. 13¢—136. Die Tabellen gehen von § = 0,2
bis 8 = 12,0; man vgl. auch die beiden zugchdrigen Kurven 8. 134.
57*
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wo der Strich bei H,® die Differentiation nach dem Argument,
d. h. nach {8, bedeutet, oder analog zu (28):

o pewme i " ay sl
l o (7Y |

Die Entropie § wird nach (24):

- _p tHYEH
53Y { S = const. 4 kN.{ g “BOGH

+log (— i. H® (i) — log 8 + log V} )
oder entsprechend (31):

wr fsme
m e? i.H, ( IcT\)

S=cOﬂSt.+kN. - kT Ho ',711«01
3 (‘ /cT)

[ N

(539

+10g(—z Hu)( m e )) +log[’+loal/’

Die freie Energie 4 wird gemif (37):

Nmc? . V¢
” A = const. -5— g {108 (— i. H," ()
—logf + log ¥ }
oder:
4 =const. . T—ANT. {108 (" i Hy Y (2%))
549

+ log 7' + log V}.

Ubrigens lassen sich diese Gleichungen ebenso wie (51)
simtlich mittels H¥ und H® allein schreiben, wenn man
auBer der oben angegebenen Rekursionsformel noch die weitere )

d H," ()

% g
az =—;'H7£)+Iin(i)l

benutzt. Doch moge hier nur der so zu erhaltende Ausdruck

1) Jahnke-Emde p. 165.
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fir die Energie angegeben werden, der also unmittelbar die
Benutzung der vorhandenen Funktionstafeln gestattet:

(65) E=_ch2_(6+ﬁ')-H,U)(iﬂ)—3@9.'5.1{0(1)(1,'5) .
ﬂ'(2H1m(iﬂ)—ﬂ-’l:.Ho“)(iﬂ))

§ 8. Numerische Diskussion: die Zahlenwerte von £ und das Ver-
h#ltnis der relativtheoretischen zur gewdéhnlichen Qastheorie.

Wie die Relativmechanik fiir kleine Geschwindigkeiten in
die Newtonsche Mechanik iibergeht, so muB notwendig die
relativtheoretische Gastheorie fiir kleine mittlere Molekular-
geschwindigkeiten, d. h. fiir niedrige Temperaturen, in die ge-
wohnliche Gastheorie #ibergehen. Um dies genauer fiberblicken
zu konnen, ist eine zahlenm#Bige Diskussion der im vorigen
Paragraphen abgeleiteten Formeln notwendig. Dabei kann
man sich auf die Untersuchung von Z beschrinken, da von
dessen Verhalten auch dasjenige von C,, §, 4 usw. unmittelbar
abhingt.

Zuerst moge die GroBenordnung der Zahlenwerte von

m c?

B=%r

ermittelt werden, da S in allen Formeln das primédre Argu-
went ist. Es ist?)

c=38.100 " _1,346.10—16 8 |
sec grad
also
f = is 109,

Obwohl nun der die Temperatur messende Parameter g
eine reine Zahl ist (auch in bezug auf die Temperatur), so ist
er doch offenbar keine universelle Funktion der Temperatur,
sondern dem Molekulargewicht des Gases proportional. Da g
meist recht groB werden wird, wihlen wir als Beispiel das
Helium, da dieses unter den einatomigen (Gasen das kleinste
Atomgewicht, némlich He = 3,99 (gegen O = 16,000), hat. Fir
den auch einatomigen Quecksilberdampf, dessen Atomgewicht

1) M.'Pla.nck, Vorlesungen iiber die Theorie der Wirmestrahlung,
Leipzig 1906. p. 162; oder Acht Vorlesungen p. 93 und 94.
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Hg = 200,0 ist, wiirde g bei gleicher Temperatur immer 50 mal
groBer sein als flir das Helium.
Die Masse eines Heliummolekiils ist

3,99 _

m = Wg = 6,46.10 248,
wo 6,175.10%% der Zahlenwert!) der oben- (vgl. (26b)) ein-
gefithrten Loschmidschen Konstanten ), ist. Demnach gilt
fir He:

4,32.100
g = T ’
und man erhiilt folgende Ubersichtstabelle:
- —_—
(° abs.) g
0 o]
3 1,44. 10
300 1,44 . 101
6000 0,72. 10
1 Billion 43,2
43,2 Billionen 1
1 Trillion 4,32.10~°
@ 0

Man erkennt, daB bei den dem Experiment zuginglichen
Temperaturen der Parameter B fir alle einatomigen Gase
immer einen sehr hohen Wert besitzt: Auch wenn man die
auf ither 20000° berechneten Temperaturen mancher Fixsterne
hier berficksichtigen wollte, wiirde doch 4 in diesem Gebiete
fir keinen Stoff unter den Wert einer Milliarde herabsinken.

In diesem Temperaturbereiche und noch weit hoher hinauf
darf man daher gewiB fiir die Zylinderfunktionen ihre asym-
ptotischen Darstellungen anwenden. Es gilt nun fiir groBes §2):

b
— i HW(EB) = ——1——-.82 28,
Edd

1) Vgl. die Anwmerkung auf p. 877.
2) Jahnke-Emde p. 100 u. 98.
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wo
4.22—1 (4.22 — 1)(4.22— 9
2 =1+ 1188 + 2!(;ﬁ), ) + ...

15 105
=1+F3+W—+ ..

eine halbkonvergente Reihe ist. Hiermit geht (50) iiber in
{(vgl. § 4 am Ende):

(56) M) = Phahes. eﬂ,: .8,28).

Fir die Energie gilt nach (20) die Gleichung

T g dlog M(B),
L= Nme .———dﬂ )

nach (56) ist ferner:
log M(8) = const. — § — glogﬂ + log 8,(28);

daher erhilt man folgenden asymptotischen Ausdruck fiir die
Energie:

, 2 3 1 48eH)\.
67 E_ch.{l—}-?ﬂ EF dﬁ}

Betrachtet man nun zuerst sehr groBfe 3, so kann man

angenshert

528 =1
setzen; man bekommt dann aus (57):
(589 E’=ch’.(l+%)
oder:
(582) F=Nme+ I NkT.

Die Vergleichung mit dem Ausdruck E, aus (28*) gibt:
(59) E=Nmc+ E,.

Also geht in der Tat bei den unseren Experimenten zuging-
lichen Temperaturen E angendhert in eine lineare Funktion der
Temperatur iiber, und zwar in den gewdhnlichen Ausdruck Z,
bis auf das konstante additive Glied Nme¢2 Dieses letztere,
das im Unterschiede zu Z, von der Natur des Gases abhingig
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ist, ist als dessen innere Knergie aufzufassen, diec es auch bei
7 = 0 besitzt.})

Will man jetzt die Abweichung der Energiefunktion von
der Linearitit ermitteln oder die KEnergie fiir weniger groBe £
berechnen, so muB man die vollstindige Gleichung (57) an-
wenden. Da

ds,2f _ 15 105

df 88, e t T

ist, so erhilt man folgende explizite genauere asymptotische
Darstellung der Energie (fir groBe f3):

- 2 3 4115
(60%) E_ch'{l+2ﬁ+sﬁ* 8(1""}
oder:
3 BNE ., 15 NI,
(602) E = ]\7m02+§NkT+ F’WT -_ i Wfs .
Aus (60%) erkennt man, daB das Verhiltnis der ersten Korrek-
tion von EF zu dem Hauptwert %, durch

gegeben wird. Dies betrigt fiir Helium
7.2,9.1071% Proz.;

daher ist fiir dieses Gas der wirkliche Wert £ — Nme?
z. B. bei Zimmertemperatur um ca. 10~°Proz., bei 6000° um
ca.2.1078Proz. und bei !/, Billion Grad um ca. 0,3 Proz. groer
als der Niherungswert Z,. Fiir Quecksilberdampf fallen diese
Korrektionen noch 50 mal kleiner aus.

Die Gleichung (59) und somit die Clausiussche Annahme
siehe oben § 5) ist also bei jedem einatomigen Gase bdis zu
einer Temperatur von '/, Billion Grad herauf praktisch voll.
kommen erfiillt, so daB auch fir die spezifischen Warmen, die

1y Vgl. M. Planck, Apn. d. Phys. 26. p. 1—84. 1908. Eut-
sprechend gibt der im Text zugrunde gelegte Ausdruck (3) fiir L an-
genihert fiir kleine ¢ den Wert

L=met+ 1—;—9’.



Geschwindigheitsverteilung in der Relativtheorie. 881

adiabatischen Vorginge usw. hier praktisch die gewdhnlichen
Formeln gelten.

Geht man andererseits in den Temperaturen bei Helium
iber 10 Billionen Grad, bei Quecksilberdampf iiber 500 Billionen
Grad hinauf, so hat in diesen extremen Gebieten das lineare
Gesetz (59) seine Bedeutung ganz verloren, da dort § klein
wird "(vgl. oben die Tabelle) Die Temperaturabhiingigkeit
von I wird dann nur durch die Zylinderfanktionen bestimmt
gemiB (52) oder (55). Auch die asymptotischen Darstellungen (60)
gelten dort néamlich nicht mehr; sie haben ihre besondere Be-
deutung vor allem in dem Mittelgebiet der Temperaturen, also
z. B. fur Helium von !/, Billion bis etwa zu 1 Billion Grad,
da hier die Korrektionsglieder erheblich werden und dennoch
$ noch groB ist.

Betrachtet man mehrere einatomige Gase von derselben
Temperatur, so sind ihre Energien £ verschieden, da wegen der
Ungleichheit ihrer Molekulargewichte m auch ihre Parameter 8
verschieden sind. Das Gesetz der gleichmifigen Energieverteilung
ist also in der Relativtheorie der idealen einatomigen Gase in
strengem Sinne niemals erfullt. Beschrinkt man sich jedoch
auf Temperaturen von unter einer Billion Grad, fir die (52)
durch (60% ersetzt werden kann, so sieht man, dab gerade in
dem Hauptglied E, sich der Massenfaktor m fortgehoben hat,
withrend dies in allen ibrigen Gliedern nicht der Fall ist.
Also kann man in diesem Temperaturbereiche genauer sagen:
fiir das Hauptglied gilt das Gesetz der gleichmiBigen Energie-
verteilung, fiir die innere Energie und die Korrektionsglieder
aber nicht. Dabei verhalten sich die Korrektionsglieder erster
Ordnung umgekehrt wie die ersten, diejenigen zweiter Ordnung
umgekehrt wie die zweiten Potenzen der Molekulargewichte usw.
(vgl. oben das Zahlenbeispiel fir He und Hg). Beschrinkt
man sich nunmehr noch weiter, namlich auf Temperaturen
unter !/,, Billion Grad, so gilt hier praktisch gleichmafige
Energieverteilung, da dann nur E, noch in Betracht kommt;
von der konstanten inneren Energie wird dabei abgesehen.

Vergleicht man zum SchluB noch Gase von verschiedenen
Molekulargewichten mit Resonatorensystemen von verschiedenen
Schwingungszahlen, wie sie Planck in der Strahlungstheorie
eingefithrt bat, so erkennt man, daB streng genommen beide
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Arten von Gebilden bei keiner Temperatur eine gleichmaBige
Energieverteilung aufweisen. Angenihert zeigen eine solche
die Resonatoren unter sich bei hohen Temperaturen und nicht
zu groBen Schwingungszahlen?), die Gase unter sich bei niederen
Temperaturen (im oben erklirten Sinne), Resonatoren und
(ase gemeinsam also bei mittleren Temperaturen (d. h. bei
den gewdhnlichen hohen Temperaturen unserer Experimente).

Berlin, den 30. Januar 1911,

1) M. Planck, Vorlesungen iiber die Theorie der Wirmestrabhlung,
p- 159—160.

(Eingegangen 5. Februar 1911.)





