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1. Uber
die Transformation der Raumzeitkoordinaten
von ruhenden auf bewegte Systeme;
von Philipp Frank und Hermann Rothe.

Die Transformationsgleichungen, welche die Raumzeit-
koordinaten (z, y, z, ¢) eines ruhenden Systems mit denen in
einem bewegten System (', ¥, 2/, #) verkniipfen, dessen Ge-
schwindigkeit ¢ nach Richtung und Gri8e konstant ist, haben
in der heutigen Physik eine so groBe Wichtigkeit erlangt, daB
es sich wohl lohnt, genau zu priifen, welche Voraussetzungen
physikalischer oder anderer Natur eigentlich notwendig sind,
um die Gestalt dieser Gleichungen abzuleiten. Nach der Rela-
tivititstheorie sind sie durch die Lorentztransformation gegeben.
Diese lautet bekanntlich, wenn wir mit ¢ die Lichtgeschwindig-
keit im Vakuam bezeichnen und die Koordinatensysteme so
wahlen, daB zur Zejt Null das bewegte mit dem ruhenden zu-
sammenfiillt und sich dann in der z-Richtung weiterbewegt:

M

Als Grenzfall fir ¢ = oo ist in diesen Gleichungen bekanntlich
die Galileitransformation enthalten:
@) t=t, 27=—qt+=z.

Die heute iibliche Ableitung der Gleichungen (1) rithrt von
A. Einstein?) her und beruht im wesentlichen auf folgenden
Voraussetzungen: :

1) A. Einstein, Jabrb. d. Rad. u. Elektr. 4. p. 411 ff. 1907. Eine
néihere Ausfiihrung der Einsteinschen Ableitung findet man in der Arbeit:
Ph. Frank, Sitzungsber. d. k. Akad. d. Wiss. in Wien, Math.-phys. K1
118. Abt. IIa. p. 421ff 1909.
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o) Wenn ¢ der Wert der Lichtgeschwindigkeit in bezug
auf ein ruhendes System ist, so soll der Wert der Licht-
geschwindigkeit in bezug auf jedes relativ zum ersten gleich-
formig geradlinig bewegte System ebenfalls fiir alle Fort-
pflanzungsrichtungen ¢ betragen. Dem entspricht mathematisch
die Forderung, daB die Beziehungen:

$2+y2+ 22— ¢2?=0 und x'2+y'2+ 22 e2¢2=0

vermbge der Transformationsgleichungen auseinander folgen
sollen.

B) Die Transformationsgleichungen sollen linear homogen
in den Koordinaten sein; ihre Koeffizienten kénnen dann nur
von g abhiingen. : )

7) Wenn man ¢ durch — ¢ ersetzt, soll die Transformation
in ihre inverse (d. h. nach z, y, 2, ¢ aufgeloste Form) itbergehen.

0) Die Kontraktion, welche die L#éngen vermdge der Be-
wegung erfahren, soll nur vom Betrage, nicht vom Vorzeichen
von ¢ abhiingen.

Wir wollen nun zeigen, daB man die Zahl dieser Voraus-
getzungen sehr beschrinken und insbesondere die scheinbar
wichtigste &), die Forderung der Konstanz der Lichtgeschwin-
digkeit im ruhenden und bewegten System, fallen lassen kann.

Unsere Ableitung stiitzt sich vielmehr nur auf folgende
beide Voraussetzungen:

A. Die Transformationsgleichungen bilden, wenn wir ¢ als
variablen Parameter auffassen, eine lineare homogene Gruppe.

B. Die Kontraktion der Lingen soll nicht vom Vorzeichen,
sondern nur vom Betrage von ¢ abhingen.

Die in A, verlangte Gruppeneigenschaft der Transforma-
tionsgleichungen muB notwendig gefordert werden, wenn iber-
haupt ein fir alle Geschwindigkeiten ¢ giltiger Typus von
Transformationsgleichungen existieren soll. Denn wenn die
Gleichungen keine Gruppe bildeten, wiirde die Zusammen-
setzung zweier Transformationen, also der Ubergang von einem
System zu einem bewegten mit Hilfe eines Zwischensystems,
zu Gleichungen von ganz anderer Gestalt als die urspriing-
lichen fiihren.

Wir gehen nun so vor, daB wir zuerst die allgemeinsten
Transformationsgleichungen aufstellen, die der Forderung A,
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geniigen. Durch Spezialisierung derselben erhalten wir alle
diejenigen, die auch noch die Forderung B. erfiillen. Als
Resultat ergibt sich, daB dann nur Gleichungen ibrig bleiben,
die entweder gar keine Kontraktion zur Folge haben, oder mit
den Lorentzschen (1) iibereinstimmen. Die ersteren bilden
einen neuen Typus von Transformationsgleichungen (wir nennen
sie Dopplertransformation) und enthalten die Galileitransforma-
tion (2) als besonderen Fall.

Einen Teil der hier zum Beweise verwendeten Ansitze
und Formeln haben wir schon bei einer anderen Gelegenheit in
der Arbeit!) ,Uber eine Verallgemeinerung des Relativitats-
prinzips und die dazu gehdrige Mechaniké vertfientlicht, so
z. B, das Additionstheorem der Geschwindigkeiten fiir die all-
gemeinsten der Forderung A. geniigenden Transformationsglei-
chungen.

Hr. v. Ignatowsky? hat schon den Versuch gemacht, die
Einsteinschen Voraussetzungen auf eine geringere Zahl zu
beschrinken. Wenn man auch die von ihm stillschweigend
gemachten Annabmen ausspricht, kann man den Inhalt seiner
Arbeit folgendermaBen wiedergeben: er.vermeidet die Voraus-
setzung «) (Konstanz der Lichtgeschwindigkeit), behilt aber
auBer den unsrigen noch die Einsteinsche Forderung 7) bei.
Ferner wendet er sofort alle Voraussetzungen an und stellt
nicht die allgemeinsten der Forderung A. geniigenden Trans-
formationsgleichungen auf, woraus erst die Stellung der Lorentz-
transformation innerhalb aller anderen klar ersichtlich wiirde.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich folgendermaBen: Wir
setzen von vornherein:

7 4
y=y, 2=2,

weil die recht leichte Begriindung dieser Gleichungen den
Gedankengang nur mit vermeidlicher Schwerfilligkeit belasten
wiirde. - Wir betrachten also nur die Transformation von =z
und & :

1) Ph. Frank u. H. Rothe, Sitzungsb. d. k. Akad. d. Wiss. in
Wien. Math.-nat. KI1. 119. Abt. IIa. p. 615f. 1910.
2) L. c. p. 619, Gleichung (12) und die folgende ohne Nummer.
38) W. v.Ignatowsky, Berichte d. Deutsch. Physik. Ges. p. 788 ff.
1910 und Arch. f. Math. u. Phys. 17. p. 1 ff.
h4*
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Im Abschnitt I stellen wir die verwendeten Begriffe und
Sitze aus der Theorie der Transformationsgruppen kurz zu-
sammen.!) In den Abschnitten II und III wenden wir diese
Sitze auf die durch Voraussetzung A. bestimmten Transforma-
tionsgleichungen an, fithren im Abschnitt IV in dieselben einen
Parameter?) ¢ ein, der die Eigenschaften einer Geschwindigkeit
hat, worauf sich das Additionstheorem der Geschwindigkeiten
ergibt und geben im Abschnitt V Beispiele za den vorangehenden
Entwickelungen. Im Abschnitt VI endlich berechnen wir die
Gestalt der allgemeinsten der Forderung A. gentigenden Trans-
formationsgleichungen und insbesondere die Kontraktion als
Funktion der in IV eingefithrten Geschwindigkeit ¢. Auf diese
wenden wir dann in Abschnitt VII unsere Forderung B. an
und erhalten so alle Gleichungen, die unserem System von
Voraussetzungen geniigen.

I

1. Es seien ¢, z, p drei Veriinderliche, von denen wir ¢, =
als rechtwinkelige Koordinaten eines Punktes P in einer ¢, z-Ebene
und p als Parameter deuten. Ferner seien:

(3) e, z,p), Y p)

zwei eindeutige, stetige und differenzierbare Funktionen der
drei Argumente ¢, z, p?3), fiir welche die Funktionaldeterminante:

G v

(4) Sy ot ot '
dG,2) ~ g oy

|0 Ow

nicht identisch verschwindet und iiberdies nicht gleichzeitig:

(5) S¢ = 0y _

op ’ op
ist.

1) Wir beziechen uns dabei iiberall auf die elementare Darstellung
der Gruppentheorie in dem Werke S.Lie u. G.Scheffers, Vorlesungen
iiber kontinuierliche Gruppen, Leipzig 1893.

2) Vgl. auch: Ph. Frank u. H. Rothe, 1. c. p. 618.

8) Notigenfalls sind die drei Veriinderlichen #, x, p auf einen be-
stimmten Bereich der ¢, x, p-Mannigfaltigkeit zu beschriinken, dem dann
jedes weiterhin in Betracht kommende Wertesystem %, x, » angehdren muB.
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Durch die beiden Gleichungen:
(6) = plrp), 2= ‘P(t7 z, p)

wird dann, wenn dem Parameter p ein fester Wert erteilt
wird, jedem Wertepaare ¢, z ein zweites Wertepaar ¢, 2’ zu-
geordnet; diese Zuordnung heiBt eine Transformation und mag
mit 7, bezeichnet werden. Geometrisch bedeutet die Trans-
formation 7 eine punktweise Abbildung der ¢ x-Ebene auf eine
t, 2’-Ebene, welche, wie im folgenden vorausgesetzt werden
soll, auch mit der ¢ z-Ebene zusammenfallen kann; dabei be-
ziehen wir iberdies die Koordinaten ¢, 2’ der transformierten
Punkte P’ zunichst auf dasselbe Koordinatensystem wie die
Koordinaten £, z der urspriinglichen Punkte P.

2. Durchliuft der Parameter p stetig die ganze Zahlen-
reihe oder ein bestimmtes Intervall auf derselben, so erhalten
wir eine Schar & von oo! Transformationen 7', deren jede
einem bestimmten Wert von p entspricht; dieselbe wird auch
als eine eingliedrige (kontinuierliche) Schar von Transformationen
bezeichnet.

Ist 7', eine zweite Transformation der Schar &, welche
zum Parameter p’ gehdrt und welche das Wertepaar ¢, 2z’ in
t’, " iberfithrt, so daB also:

(M U'=g(t,,p), "=y, p)
ist, so erhiilt man durch Elimination von ¢, 2" aus (6) und (7)
die Gleichungen:
{ t'= @ (Qp = p)y w(t, 2 p) P’) )
z’= 1/"((? & =, p) (& 2, p) P,) ’
die eine Transformation 7' darstellen, welche ¢ x direkt in

t’, 2 iberfilhrt und das Produk¢ der beiden Transformationen
T, und 7, heiBt; man schreibt:

(9) T=T07T,

27p?

(8)

wobei durch die Anordnung der Faktoren des Produktes gleich-
zeitig die Reihenfolge gegeben ist, in welcher die beiden Trans-
formationen 7, und T, ausgefithrt werden sollen. Im all-

gemeinen ist:
(10} T, T, +1,1,,
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d. h. fiir die Zusammensetzung von Transformationen gilt nicht
das kommutative Gesetz,

8. Das Produkt 7' der beiden Transformationen 7, und 7
von & wird im aligemeinen eine Transformation sein, die nicht
zur Schar & gehort. Ist jedoch das Produkt irgend zweier
Transformationen von & immer wieder eine Transformation
von &, so sagt man, daB die Transformationen der Schar &
die Gruppeneigenschaft besitzen. Ks ist dann:

(1 1) - (TP T]JI) Tpﬂ el Tp (Tp/ TPII) 9
d. b, fir Produkte dreier (und auch beliebig vieler) Faktoren
gilt das assoziative Gesetz.

Besitzt & die Gruppeneigenschaft, d. h. gehort 7 zu &,
so miissen die Gleichungen (8) die Form:

(12) U=t z,p")y "=y zp"
annehmen, wobei:
(18) p'=n(p,p)

eine Funktion von p und p’ allein ist.

Man sagt nun, die Transformationen einer Schar & bilden
eine Gruppe ®, wenn folgende Bedingungen.erfiillt sind:

A. Die Transformationen von & besitzen die Gruppen-
eigenschaft,

B. Es gibt einen Parameterwert p = p,, fir welchen:

(14) @,z pl=t, Ytz p)==z

ist. Die zu diesem Parameterwerte gehorige Transformation 7}, ,
welche durch die Gleichungen:

(15) {=t, 2=z

dargestellt wird, laBt also jedes Wertepaar ¢ z ungeiindert
und heiBt die identische Transformation.

C. Zu jeder Transformation T, gibt es in & eine zweite,
welche mit 7, in irgend einer Reihenfolge zusammengesetzt
die identische Transformation 7, liefert. Diese zweite Trans-
formation heiBt die zu 7', inverse Transformation und wird mit
T,~* bezeichnet, so daB

(16) T, 7, =TT, =1,
ist. Die inverse Transformation von 7 findet man, wenn man
die Gleichungen (6) nach ¢ und = auflést, was immer méglich
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ist, da. die Funktionaldeterminante (4) nicht identisch ver-
schwindet. Als Transformation der Schar & entspricht der
inversen Transformation 7,~! von I, ein Parameterwert p,
der eine Funktion von p allein ist und mittels der Bedingung:

gefunden werden kann. Nach (13) geniigen die beiden Werte
p und p der Gleichung:

(18) n(p. B) = p, -

Die Gruppe & heiBt eingliedrig, weil sie aus oo! Trans-
formationen 7', besteht.

4. Betrachtet man in (13) p als eine zu transformierende
Verinderliche und p’ als Parameter (oder umgekehrt), so de-
finiert diese Gleichung, wenn p” die transformierte Verinder-
liche ist, eine eingliedrige Schar von Transformationen, die
ebenfalls eine Gruppe P8 bilden, welche man als die Para-
metergruppe von ® bezeichnet.

5. Ist dp eine unendlich kleine GroBe, so ist die Trans-
formation, welche zum Parameterwert:

(19) P=p,+ op
gehdrt, von der identischen Transformation unendlich wenig
verschieden; sie heiBt die infinitesimale Transformation der

Gruppe und fithrt einen Punkt P = (, ) in einen unendlich
benachbarten Punkt P iiber, dessen Koordinaten:

(20) t=t+0t, 2’=r+40x
sind, wobei:

(21) dt=1t(t, z)0p, dx=E§(f x)dp
ist, wenn:

(22) ‘Pp' &z p)=t(t, 2), 1/’,;, & 2 p)=£§E(2)

gesetzt wird.

In den Gleichungen (21), welche die infinitesimale Trans-
formation definieren, darf dp durch x.dp ersetzt werden, wenn
x eine von Null verschiedene Konstante bedeutet, ohne daB
an der Gruppe ® selbst etwas Wesentliches gefindert wird.
Betrachtet man zwei in dieser Weise voneinander abhingige
infinitesimale Transformationen als identisch, so enthilt jede
eingliedrige Gruppe nur eine einzige infinitesimale Trans-
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formation. Umgekehrt erzeugt jede beliebige infinitesimale
Transformation (21) eine bestimmte eingliedrige Gruppe; die
endlichen Gleichungen (6) derselben werden durch Integration
des simultanen Systems:

dai’ da’
(25) D) " @) 9P
mit den Anfangsbedingungen:

(24) t=t, 2=z fir p=p,
gefunden.

6. Denkt man sich nun z als Funktion von &
(25) z=1),

80 erhalt man eine Kurve I" in der ¢, z-Ebene; diese geht
mittels der Transformation (6) in -eine andere Kurve I mit
der Gleichung:

(26) =)

iiber. Setzt man:

d ’ 7 d 4 r
@7) w=S5 =1, W= =HO)
so ist:
(28) w = PGP+ 9t 2 p) . w

o o' (o, p) + @0z p) . w ’
wofiir zur Abkiirzung:
(29) w' = X(t, z, w, p)
geschrieben werden soll, die zu (6) gehoérige Transformation
von w. Fiir p = p, erhiilt man wegen (14):

(30) { o 6,z p)=1, @/t p)=0,
'l/*’; {t =, Po) =0, "«/’a;' (¢, =, po) =1,
also:
(31) x(t =, wypo) =uw,
d. h.:
(32) w’ = W.
Fir p = p, + op wird:
(83) w=w+dw
und man bekommt fiir die infinitesimale Transformation von ws:
(34) ow = [§ + (&, — t)w— 1, w¥]op

oder kiirzer:
(85) dw =7t z, w).0p.



Transformation der Raumzeitkoordinaten. 833

Die Gleichungen (6) und (28) zusammen stellen wieder
eine eingliedrige Gruppe ®, von Transformationen dar, welche
die Verinderlichen ¢ z, w in ¢, 2', w' iiberfithren. Diese
Gruppe ®, heiBt die erste erweiterte Gruppe; ihre infinitesimale
Transformation ist durch die Gleichungen (21) und (34) ge-
geben und aus derselben findet man die endlichen Glei-
chungen (6) und (28) der Gruppe durch Integration des simul-
tanen Systems:

dt’ dx’ dw’
89 T TR Tt P
mit den Anfangsbedingungen:

(87) =t 2=z w=wfir p=p,.

I

7. Wir wahlen nun ein Koordinatensystem 8, bestehend
aus einer festen Geraden, der z-Achse, und einem festen
Punkt O, dem Ursprung, auf derselben. Auf der z-Achse
denken wir uns einen festen Mafstab mit dem Nullpunkte O
und in jedem Punkt des MaBstabes eine Uhr angebracht.

Betrachten wir dann die JBewegung eines materiellen
Punktes M lings der z-Achse, so entspricht jeder Lage des-
selben ein bestimmtes Wertepaar ¢ x, niimlich eine bestimmte
Zeigerstellung derjenigen Uhr, welche zu dem Punkte der
z-Achse gehort, mit welchem A zusammenfillt, und ein be-
stimmter Zeilstrich des MaBstabes. Jede bestimmte Bewegung
wird durch eine bestimmte Gleichung (25) dargestellt und die
Geschwindigkeit w ist dann durch die erste der Gleichungen (27)
gegeben.

Deuten wir die GroBen ¢, z als Koordinaten eines Punktes P
der ¢,z-Ebene, so entspricht jeder Lage von M ein bestimmter
Punkt P, welcher der zu dieser Lage gehorige Raumzeitpunkt
heiBt; ¢, z nennen wir die im System § gemessenen Raumzeit-
koordinaten. Die ganze Bewegung von M wird dargestellt durch
eine kontinuierliche Folge von Raumzeitpunkten, d.h. durch
eine Kurve I', deren Gleichung (25) ist und welche die zu
dieser Bewegung gehorige Zeitweghurve heiBt. Die Geschwindig-
keit w im Zeitpunkte ¢ ist gleich dem Richtungskoeffizienten
der Tangente der Zeitwegkurve im Raumzeitpunkte P. Die
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einer gleichformigen Bewegung von M entsprechende Zeitweg-
kurve ist eine Gerade.

8. Neben dem System § betrachten wir auf derselben
Geraden noch eine einfach-unendliche Schar von anderen
Systemen 8’ (d. h. von anderen Liangen- und Zeitmessungen),
deren jedes einem bestimmten Werte eines Parameters p in
der Weise zugeordnet ist, daB verschiedenen Werten von p
verschiedene Systeme 8’ entsprechen. Ein beliebiger Raum-
zeitpunkt P, der im System § die Raumszeitkoordinaten ¢, »
besitzt, soll dann auch in jedem der Systeme §’ bestimmte
Raumzeitkoordinaten ¢, z” besitzen, welche nur von ¢, z und p
abhingen, d. h. die Ranmzeitkoordinaten ¢, x und ¢, 2" von P
in bezug auf 8§ und §' sollen durch Gleichungen von der
Form (6) zisammenhiingen. Die GrdBen ¢, 2" heiBen die im
Systeme §' gemessenen Raumzeithoordinaten von P. Den unend-
lich vielen Werten von p-entsprechend sind also jedem Raum-
zeitpunke unendlich viele Wertepaare #, 2° zugeordnet, welche
aus ¢,z durch eine eingliedrige Schar & von Transformationen (6)
hervorgehen.?)

Wenn wir zwei Transformationen der Schar & nach-
einander ausfihren, indem wir durch die Transformations-
gleichungen (6) von dem Systeme § zu einem zweiten Systeme §’
und von diesem wieder durch die Gleichungen (7) zu einem
dritten Systeme 8” iibergehen, so soll das Produkt beider
Transformationen, d. h. die Transformation (8), welche direkt
den Ubergang von § zu §” vermittelt, ebenfalls der Schar &
angehoren, d. h. die Schar & soll die Gruppeneigenschaft be-
sitzen.

Ferner nehmen wir an, daf unter den Systemen §° auch
das urspriingliche System § selbst vorkommt; ist dann dem-
selben der Parameterwert p, zugeordnet, so miissen die Glei-
chungen (6) fir p = p, in die Gleichungen (15) iibergehen, d.h.
die Schar & muB die identische Transformation enthalten.

Schlielich setzen wir voraus, daB es in der Schar & zu
jeder Transformation die inverse gibt, also zu jedem Parameter-

1) Der SchluB des Abschnittes II von hier an ist zum Verstindnis
des Gedankenganges der Arbeit nicht notwendig und dient nur dazu,
unsere Forderung A. plausibel zu machen.
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wert p einen zweiten 5 von der Art, daB p und 5 der Glei-
chung (18) geniigen. Dann bilden die Transformationen der
Schar & eine eingliedrige Gruppe @ und wir konnen die obigen
drei Annahmen in eine zusammenfassen, indem wir voraus-
setzen: .

Die Transformationen (6), welche den Ubergan_q von den im
urspringlichen Systeme S gemessenen Raumzeithoordinaten ¢, z zu
den in einem Systeme 8 gemessenen Raumzeithoordinaten t, x’
vermitteln, bilden eine eingliedrige Gruppe mit dem Parameter p.

9. Um die Gruppe ® n#her zu bestimmen, machen wir
nun weiter folgende Annahmen:

A. Jede Bewegung eines materiellen Punktes M, welche
in bezug auf das ruhende System § eine gleichformige ist, soll
auch in bezug auf jedes der bewegten Systeme &’ eine gleich-
formige sein. Wenn also die Zeitwegkurve I" einer Bewegung
von M in bezug auf § eine Gerade ist, s0o muB auch die Zeit-
wogkurve I” derselben Bewegung in bezug auf & eine Gerade
gein, d. h. die Transformationen der Gruppe @ miissen so be-
schaffen sein, daB sie Gerade wieder in Gerade iiberfithren.
Die einzigen Transformationen dieser Art sind aber die projek-
tiven'), d. h. diejenigen, deren Gleichungen (6) die folgende
spezielle Form haben:

P = (D)t + o (P + a5 (p) ,
(38) g1 (P)? + g (D) T + @y (D)
1 9 (Pt + 033 (p) T + @55 (P) )
gy (D) + a5y (D) @ + g (P)
Die Gruppe ® wird dann als eingliedrige projektive Gruppe
bezeichnet.

B. Jeder Raumzeitpunkt, der in bezug auf das System §
endliche Koordinaten ¢, » hat, soll auch in bezug auf jedes
System 8’ endliche Koordinaten ¢, z" haben. Daraus folgt?),
daB in den Gleichungen (38):

(89) a, (p)=0, a5(p)=0
sein muB, wodurch dieselben, wenn wir:

. a (p) O N
(40) m (l—-l, 2, k-—l, 2, 3)

1) 8. Lie u.. G. Scheffers, 1 c. p. 32. Theorem 2.
2) . . p. 57 u. 58. Satz 11.
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wieder mit «,(p) bezeichnen, die Form:
{ t'=ay,; (p)t + a,, (p)x + ay5(p),

2’ = ay, (p)t + a5 (p)z + ay5(p)
annehmen. Die Transformationen (41) lassen die unendlich
ferne Gerade der ¢, z-Ebene invariant und werden als affine
bezeichnet; die Gruppe ® heibt dann affin oder allgemein linear.

C. SchlieBlich soll der Nullpunkt der Raumzeitmessung in
allen Systemen derselbe sein, d. h. aus:

t=0, z=0

(41)

soll immer:

folgen. Dann muB:
(42) a3 (p)=0, a,(p)=0
sein, so daB die Gleichungen (41) in die folgenden:

(43) t'= ay, (p)t+ ay, (pPlz, 2'= a, (p)t + Ay, (p)=z
iibergehen. Nunmehr sind also ¢, z' lineare homogene Funk-
tionen von ¢ x mit Koeffizienten, die bloB Funktionen des
Parameters p sind. Die Gruppe @ wird nun als eine ein-
gliedrige lineare homogene Gruppe bezeichnet und jhre Trans-
formationen lassen die unendlich ferne Gerade der ¢, z-Ebene
und iberdies den Nullpunkt derselben invariant.})

Es braucht wohl kaum bemerkt zu werden, daB die
Koeffizienten a,, (p) nicht beliebig gewahlt werden dirfen,
sondern gewissen Bedingungen unterliegen, wenn die Trans-
formationen eine Gruppe bilden sollen. Die Bestimmung der
Gestalt dieser Koeffizienten wird uns im folgenden beschiftigen.

1IL.

10. Alle Voraussetzungen, welche wir itber die Trans-
formationen (6) gemacht haben, konnen wir nunmehr folgender-
maBen zusammenfassen:

Die Transformationen (6), welche den Zusammenhany zwischen
den Raumzeithoordinaten in bezug auf das urspriingliche System §
und ein System 8’ darstellen, bilden eine eingliedrige lineare homo-
gene Gruppe mit dem Parameter p.

1) 8. Lie u, G. Scheffers, 1. c. p. 134.
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Damit die Gleichungen (43) fiir den Parameterwert p=p,
in die Gleichungen (15), welche die identische Transformation
darstellen, itbergehen, muB:

(44) { ay (Po) =1, a1, (py) = 0,
2y (Po) =0, a,(p,)=1

sein. Fiir den Parameterwert p = p, + dp bekommen wir
daher die Koeffizienten:

(o (Po+0p)=1+ay'(p)0p,
| ey (Po+0p) = a,(p)dp,

’

ay(py+0p) = a, ()0 p,
l ag, (Py + op)=1+ 255 (Po) O P,

und daraus folgen, wenn wir noch:
{ oy (po) = @y ayy (po) = @y,
ay' (o) = €1y @y (Po) = gy

setzen, die Gleichungen fiir die infinitesimale Transformation
[vgl. Nr. 5, Gleichung (19), (20), (21) und (22)] in der Form:

(47) Ot= (o, t+ o ,2)0p, Oz = (0 *+e,2z0p,

(45)

(46)

so daB fiir die lineare homogene Gruppe (43):
(48) th)=ea,t+ e,z Etr)=c,t+a,r

ist. Die Koeffizienten «,,, «,,, ¢,,, @,, konnen beliebig gew#hlt
werden, aber nur ibhré Verhiiltnisse sind wesentlich; es gibt
also oo® infinitesimale Transformationen (47), und jede der-
selben erzeugt eine bestimmte eingliedrige lineare homogene
Gruppe (43).

11. Betrachten wir nun eine bestimmte Transformation
von @, d. h. erteilen wir dem Parameter p irgend einen festen
Wert, so erhalten wir durch Differentiation der Gleichungen (43)
die Gleichungen:

(49) dt'= ay, (p)-dt+ a,,(p).dz, dz'=ay (p).dt + ag (p).ds,

aus denen hervorgeht, daB sich die Differentiale dt, dz ebenso
transformieren wie die endlichen GroBen ¢, x, daB also die
beiden GroBenpaare ¢, x und d¢, dz kogrediente Transforma-
tionen (43) und (49) erleiden.
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Aus den Gleichungen (49) folgt:

(50) as’ _ (p).dt + ag (p). dx
dt’ ay (p) . dE + ay (p).dx

und somit wegen (27):
s O (D) + ay(p).w

&1 YT e w
Diese Gleichung, welche die Transformation der Geschwindig-
keit w in »’' angibt, tritt jetzt an Stelle der Gleichung (28)
und stellt mit den Gleichungen (43) die erste erweiterte
Gruppe @, dar. Von besonderer Wichtigkeit ist der Umstand,
daB im Falle der linearen Gruppe w’ bloB eine Funktion von
w und p ist, dagegen von ¢ und z nicht abhingt.

Die infinitesimale Transformation der Geschwindigkeit w»
bekommen wir schlieBlich nach (84) und (48) in der Form:

(52) 0w = — [—ay + (o), — etzy) w + et w3 Ip,

woraus zu entnehmen ist, daB die Funktion %(¢ z,w) in (35)
nunmehr die GroBen ¢ und x nicht enthdlt. Durch diese
infinitesimale Transformation wird die Geschwindigkeit »w nach
(88) in w'=1w + 0w iibergefithrt und bleibt somit dann und
nur dann ungeindert, wenn:

(53) ' dw =0
ist. Dies tritt fiir jene Geschwindigkeiten ein, welche Wurzeln
der quadratischen Gleichung:

(54) — g + (o, —egg)w + 0“13 w? =0

sind; dieselben bleiben bei der infinitesimalen Transformation
und daher auch, wie wir fibrigens noch direkt zeigen werden
(am Schlusse von Nr. 12), bei jeder endlichen Transformation
der Gruppe ® ungeindert. Wir nennen sie im folgenden die
ausgezeichneten Geschwindigkeiten und setzen voraus:

Die Geschwindigheit w =0 (d. i. diejenige tm Falle der Ruhe)
soll keine ausgezeichnete Geschwindigheit sein,
woraus folgt, daB:
(55) @ 0
sein mub.

Durch die Voraussetzung (55) ist zundchst der Fall:

@y =y, Gy =ty =0,
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in welchem die Gleichung (54) identisch erfiillt und somit jede
Geschwindigkeit w eine ausgezeichnete wire, ausgeschlossen.
In jedem anderen Falle haben wir aber nur zwei ausgezeich-
nete Geschwindigkeiten, die wir mit ¢, und ¢, bezeichnen
wollen, niamlich:

(56) e = S — M + VE_ e, = S92 T O T Va
bei 1 20y, ' 2 2oy, ’

wobel:

(67) 0 = () — &,)° + 4 ety

ist. Die symmetrischen Grundfunktionen der Wurzeln ¢, und c,
sind:
o

58 e, +e, = "2 oo =
(58) 1 T € oy, L T P

und mittels dieser Beziehungen kann man die infinitesimale
Transformation (52) leicht auf die Form:

w w
(59) Sw = (1 - 7) (1 _ _) op

1 C;

bringen, in welcher die Bedeutung von ¢, und ¢, als aus-
gezeichnete Geschwindigkeiten direkt ersichtlich ist.

IV.

12. Um nun die endlichen Gleichungen (43) und (51) der
erweiterten Gruppe &,, welche durch ihre infinitesimale Trans-
formation (47) und (52) erzeugt wird, zu finden, hatten wir
nach Nr. 6 (36) das simultane System:

dt’ _ dx’ duw’

60) —— = —F 0 = ; —~=d
( ) o o, o O U F o @ = =gy + (g — 0g0)00" + oy ) P

mit den Anfangsbedingungen (37) zu integrieren. Wir wollen
indessen auf diesem Wege nur die Gleichung (51) fir die
Transformation der Geschwindigkeit w bestimmen, indem wir
von dem Umstande Gebrauch machen, dafl »’ nur von w und p,
nicht aber von ¢ und z abhingt, so daB wir die in dem
System (60) enthaltene Gleichung:
(61) dw'

ST = w0 g 0]

dp

mit der Anfangsbedingung:
(62) w=w fir p=p,
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losgeltst von demselben direkt integrieren konnen. Wir be-
kommen zunichst:

w’

v
dw'
(63) f — [~y + (o — “;)_;b/+ T w'?] - fdp’
Do

w

und daher, wenn wir die Integrale auswerten und beachten,

daB die beiden ausgezeichneten Geschwindigkeiten ¢, und ¢, die

beiden Nullstellen des Nenners im ersten Integral von (63) sind:
1 ,

(64) Vi lognat(e,, ¢,, w, w') = p — p,,

wobei unter (c,, c,, w, w') das Doppelverhilinis der vier Werte

€y €y w, w', d. h. der Ausdruck:

: (e, — w) (e, — W)
(65) (e, €, w0, W) = (a: 'W(Zf’:‘&) 5
verstanden ist. Aus (61) folgt schlieBlich:
(66) (€ €5y wy W) = e Vé. (2—po)

und daraus findet man durch Auflésen nach w”:
€ Cy [1 — VoW _1’0)] - [,»2 —q 31/5(17—130)]_ w
le, — g, eVP@=2d] _[1 = JVF=20] 4

womit die endliche Gleichung fiir die Transformation der Ge-
schwindigkeit [vgl. (28) und (51)] gefunden ist. In (67) konnen
¢, und ¢, noch durch 1hre Werte (56) ersetzt werden.?)

Aus der Gleichung (67) ist endlich auch zu ersehen, daB
die beiden ausgezeichneten Geschwindigkeiten ¢, und ¢, tat-
sichlich bei jeder endlichen Transformation der Gruppe un-
geindert bleiben, also in bezug auf jedes System 8§’ dieselben
Werte haben, denn setzt man:

C
w={11
Ce

(67) w =

’

so folgt:
,-—- cl ———
W = {02 == 0

fur 1eden Wert des Parameters p (vgl. Nr. 11).

1) Mau beachte, dall die Gleichungen (64), (66) und (67) von dem
Voraeichen, welches der GroBe )8 beigelegt wird, unabhiingig sind,
Ersetzt man némlich /8 durch — V8, so werden nach (56) gleichzeitig
die beiden ausgezeichneten Geschwindigkeiten ¢, und ¢, untereinander
vertauscht und die Gleichungen bleiben ungefindert.
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138. Die Systeme 8, die wir in II., Nr. 8 eingefiihrt haben,
wollen wir nun als solche betrachten, welche sich in bezug
auf das urspriingliche System §, das wir als ruhend bezeichnen,
mit verschiedenen Zonstanten Geschwindigkeiten ¢ bewegen. Dann
ist jedem System S8’ sowohl ein bestimmter Parameterwert p,
als auch eine bestimmte Geschwindigkeit ¢4 zugeordnet, woraus
folgt, daB zwischen p und ¢ eine Relation bestehen muB,
welcher wir die Form:

(68) p=Fg

geben konnen, so daB der Parameter p als Funktion der Ge-
schwindigkeit ¢ erscheint.

Fithren wir in dén Gleichungen (43) und (51) mittels der
Gleichung (68) statt des Parameters p die Geschwindigkeit ¢
ein, so wird an der Gruppe ®, nichts Wesentliches geindert;
¢ kann dann als neuer Parameter der Gruppe betrachtet
werden.

Um die Geschwindigkeit ¢ zu definieren und damit auch
die Gestalt der Funktion F#(g) zu bestimmen, stellen wir die
folgende Forderung auf:

Wenn sich ein materieller Punkt M in bezug auf das ruhende
System 8 mit der Geschwindigheit w = q bewegl, so soll er in
bezug auf ein mic der Geschwindigkeit q gegen 8§ gleichformig
bewegtes System S’ die Qeschwindighkeit w'= 0 haben.

Diese Forderung besagt, daB das Wertepaar:

(69) w=gq, w=0
der Gleichung (64) geniigen soll, so daB also:
1 .
(70) P—pP = V—gl‘)g nat(c;, ¢, ¢, 0)
ist. Daraus finden wir fiir die gesuchte Funktion #(qg):
= = A gt 2@ -9
(71) p=Flg=p,+ i log nat >0 —

und erhalten durch Kinsetzen dieses Ausdruckes in (67) die
Transformationsgleichung fiir die Geschwindigkeit w in der
Form:

o e (w—gq)

(#2) U= a-raigqn’

Annalen der Physik, IV, Folge, 34. 55
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oder schlieBlich nach (58):

- , — oy, (W —¢q)
13 w = L
( ) —ogy F (g —0g0) g + xpqw

Ferner folgt aus (71), daB dem Parameterwert p, der iden-
tischen Transformation der Wert Null der Geschwindigkeit ¢
entspricht, daB also das ruhende System 8 als dasjenige unter
den Systemen 8’ zu betrachten ist, welches sich mit der Ge-
schwindigkeit ¢ =0 bewegt.

14. Betrachten wir von nun an die Geschwindigkeit ¢ als
den Parameter unserer Gruppe und setzen wir:

(74) ;. (F(Q)) = &ik 9, GHk=12),
so erhalten wir an Stelle von (43) und (51) die Gleichungen:

(43a) ¢'=10,,(9). t+b55(9). 7, 2'=20,(9).t+ dy(g)-=
und:

v bar(g) + by (g).w
(51 2) v = by (g) + bys (). w '

welche jetzt die Gruppe ®,; definieren. Setzt man in der
Gleichung (51a) w = ¢, so muB »' = 0 werden, und zwar fiir
jeden Wert von ¢, woraus die Identitit:

(75) by (9) + q.055(9)=0
folgt.

Legen wir nunmehr die neuen Gleichungen (43a) und (51a)
fir die Gruppe ®, zugrunde, so liefert der Wert ¢ = 0 die
identische und daher der Wert ¢ = J ¢ ihre infinitesimale Trans-
formation. Dieselbe diirfen wir auch jetzt noch als durch die
Gleichungen (47) gegeben ansehen, denn durch Einfihrung des
neuen Parameters ¢ konnen zwar die Werte der Koeffizienten e,
selbst, nicht aber deren Verhiltnisse — und nur diese sind
ja wesentlich — ge#indert werden.

Durch unsere Normierung des Parameters der Gruppe
erhalten jetzt auch die Koeffizienten e,, selbst bestimmte Werte,
wihrend bisher nur ihre Verhiltnisse bestimmt waren. In
der Tat ist ja nach (45) und (46):

by (0g) = ey, Oq, by (dg) =1+ 320G,

und daher bekommen wir, wenn wir in der Identitit (75)
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= Jq setzen und Glieder, die in d¢ von zweiter Ordnung
sind, weglassen:
(¢tyy +1)d¢g =0,
d. h.:

(16) ay =—1,
da d¢ 4 0 ist. Dadurch ist also der Koeffizient e,,, der bisher
nur an die Ungleichung (55) gebunden war, genau bestimmt.

‘Nach (44) und (46) bekommen wir ferner fiir die neuen
Koeffizienten &,,(g) in (43a) und (51a) die Gleichungen:

T A

' b21 (0) = 0, b22 (O) =1

und:

(463,)‘ { bll:(O) =ty blz: 0) = e,,
by'(0)=—1, 5,,'(0) = .

Setzen wir endlich den Wert (76) in die Gleichungen (47)
und (52) ein, so erhalten wir fiir die infinitesimale Trans-
formation der Gruppe ®:

(478) Ot=(o, t+ &, 2)0q, O0r=(—1t+ a,2)dq

und fiir die infinitesimale Transformation der Geschwindig-
keit w:

(52a) dw =—[1 + (e, — app) w0 + e, w?¥] dg,
oder nach (59): ‘
(59a) S = — (1__2’1) (1—§)3q.

Die endliche Gleichung (73) fiir die Transformation der Ge-
schwindigkeit w geht iiber in:

s w - l]
(132) v= 14 (o — @) q + 0159w

und aus (57) wird schlieBlich:
(57a) 0 = (ay; — &) — 4e,.

15. Setzen wir die Transformation (73a), die zum Para-
meterwert ¢ gehort und w in ' fiberfilhrt, mit einer zweiten
Transformation derselben Art: '

wl_ ql
14 (e —op)g + g o ’
55%

(17 w =
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welche zu einem Parameterwert ¢' gehort und w’ in w” iber-
fithrt, zusammen, so folgt aus der Gruppeneigenschaft unserer
Transformationen, daB die resultierende Transformation, welche w
direkt in w” tberfihrt, die Form:

w — qll
14 (o — g g e QW

(18) w’ =

haben muB, wobei der Parameterwert ¢ nach (18) eine Funk-
tion von ¢ und ¢ ist.

Um diese Funktion in unserem Falle zu bestimmen,
brauchen wir nur die Zusammensetzung der beiden Trans-
formationen (73a) und (77) wirklich auszufibren. Wir be-
kommen dann:

w49 ,
w = 1+(°‘11—'“22)¢I+"uq,z;— )
’ [ -
1 (o = o) @+ (al:g_flan)q +qam o

(19)
w—1 + g+ (o — o) g
— l—ea99
q+q -+ (en — on)qq q+q + (o — o) qq
14+ (o, —2 : + @ 5 w
(o= 4 R Ry

und daraus folgt durch Vergleichung mit (78):

; + g+ (o — ) g g
80 r= q 11 ’H .
( ) 7 1l—-ea549q

Diese Gleichung, durch welche nunmehr die Parametergruppe
unserer Gruppe @ (und ®,) gegeben ist!), driickt das Additions-
theorem der Geschwindigkeiten ¢ aus, indem ¢” die auf das ruhende
System § bezogene Geschwindigkeit eines Systems §” bedeutet,
welches sich mit der Geschwindigkeit ¢’ in bezug auf ein
System &' bewegt, welches selbst wieder in bezug auf das
ruhende System § die Geschwindigkeit ¢ besitzt.

Soll schlieBlich die Gleichung (77) die inverse Trans-
formation von (73a) darstellen, also: '

w' = w

1) Beh#lt man den urspriinglichen Parameter p der Gruppe bei,
wie er z. B. in (67) vorkommt, so lautet die Gleichung (18) der Para-
metergruppe:

pi=p+p—p.
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sein, so muB die resultierende Transformation (78) die identische
und daber ¢” = 0 sein. Dann folgt aber aus (80), wenn wir
den Parameterwert der inversen Transformation von (73a)
mit § bezeichnen:

{81) g+ g+ (o —5)q7=0
und somit:

(82 e —9

N ) 7 1+ (g — ag)q

Setzt man diesen Wert an Stelle von ¢’ in (77) ein, so be-
kommt man fir die inverse Transformation von (73a) die
Gleichung:

(83) w = —qf-l: w + (o0, — 0g,) g w s

1—eayqw

die man auch direkt durch Auflésen von (73a) nach w er-

halten kann.

Die Formel (83) zeigt, daB w aus ¢ und ' in genau der-
selben Weise gefunden wird wie ¢" aus ¢ und ¢’ — eine Analogie,
die sich ohne weiteres aus der kinematischen Bedeutung der
beiden Gleichungen (80) und (83) erklirt.

v

16. Ehe wir die endlichen Gleichungen (43a) der Gruppe ®
im allgemeinen Falle aufstellen, wollen wir als Beispiele zu
den bisherigen Entwickelungen die beiden anfangs genannten
speziellen eingliedrigen linearen homogenen Giuppen (2) und (1)
der Galilei- und der Lorentztransformationen naher betrachten.
Die Koeffizienten &,(¢) der Gruppe (2) der Galileitrans-
[ormationen sind:
{ by (9)=1, bi,(9)=0,
by(@y=—1q, byulg=1
daraus bekommen wir fiir ¢ = 0:
{ bll =1, 612(0) =0,
b,,0)=0, 5,0=1,

in Ubereinstimmung mit den Gleichungen (44a). Ferner folgt
aus (84):

b ’
(85)
bzl

(84)

’

(44b)

=0, b, (9)=0,
@=—1, b, (9=0,

I
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und daher nach (46a):

(46 b) { o, =0,'(0)=0, wy =0,/ 0)=0,
ay =0y O)=—1, &, =25,(0)=0,

so daB die Gleichung (76) erfiillt ist. Fiir die infinitesimale
Transformation (47a) und (52a) ergibt sich somit:

(47b) it=0, dr=—1tdq
und:

(52b) dw =—dg;
endlich bekommen wir nach (57a):

(67b) 6=0,

so daB die beiden ausgezeichneten Geschwindigkeiten ¢, «,
einander gleich werden, und zwar insbesondere:

(86) ¢, =¢, =00,

withrend die endliche Gleichung (73a) fiir die Transformation
der Geschwindigkeit in:
(13b) w=w—gq
iibergeht.

Fir die Gruppe (1) der Lorentztransformationen sind die*
Koeffizienten 3,,(g) durch:

i

( 1 el
by, (9) — ! by (9= —/= ==
1 : q
@87 <| ' l/]’ o 1/‘ i
by, (g)=— =L, byy (9) = ‘—}—:

I/ K
Vi-=

gegeben, woraus fiir ¢ = 0 wieder die Gleichungen (44a) ent-
stehen. Fiir die Ableitungen 4,;'(¢) dieser Koeffizienten finden wir:

I

4 -1
2 2
by (9) = cqz O by (9) = Zg Tl
(-%) - )
88) ;
, -1 ‘ @
by (Q)":_ (1 _ _g)"/n » by (7)5‘;_(q_:>s/e ’
e e
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und daraus folgt nach (46a):
B 1
(46¢) { ¢, =56,0)=0, 13 = b1 (O)_""—’
Uy =5y (0) =—1, ey =5,'(0)=0,

wobei wieder die Gleichung (76) erfiillt ist. Die Gleichungen
(47a) und (52a) fur d1e infinitesimale Transformation gehen
nunmehr in:

(47¢) b‘t=—%§q, dz = — tdg,
und:

2
(52¢) Sw = — (1 — ’:;) dq

iiber, so daB wir fiir die beiden ausgezeichneten Geschwindig-
keiten ¢, ¢, die Werte:

(89) e =—c¢c, cg=-+¢
erhalten, wihrend nach (57a):
(57¢) 0="%

wird, SchlieBlich bekommen wir aus (73a) fiir die Trans-
formation der Geschwindigkeit w die endliche Gleichung:

7 = %=1 |
(734) w’ 7

1——210

VL

17. Nunmehr gehen wir an die Aufstellung der allgemeinen
(leichungen der eingliedrigen linearen homogenen Gruppe &,
d. h. an die Bestimmung der Koeffizienten b,,(¢) in (43a).

Durch Vergleichung der beiden Gleichungen (51a)und (73a),
die ja miteinander iibereinstimmen miissen, folgt, daB die vier

Koeffizienten:
{ b, (@), b,5(9)s

(90)
by (@), 5y5(9)
den vier GroBen:

{ (o —e5)q, @9,
-9, 1

proportional sein miissen, wobei der noch zu bestimmende

(91)
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Proportionalititsfaktor nur eine Funktion von ¢ allein sein
kann, die wir mit w(g) bezeichnen wollen, so daB also:

(92) { by (@ =w(g).[1 + (e, — et5) 9], bylg)=w(g). 0159,
bl =w(9 (-9, by ()= w(g)

ist, wodurch iibrigens auch die Identitat (75) erfiillt ist. Durch
Einsetzen der Werte (92) in die Gleichungen (48a) bekommen
wir dieselben in der Form:

{ t=w@){[1 + (@, — )]t + @, 9},
@ =owg{—qt+4,
wo die Funktion ®(g) noch unbekannt ist.

18. Mittels der Gleichungen (93) kdnnen wir die kine-
matische Bedeutung des Faktors e (g) angeben, noch ehe wir
seine Gestalt bestimmt haben. Betrachten wir nimlich einen
materiellen Punkt #, der sich auf der z-Achse mit einer kon-
stanten Greschwinc igkeit w in bezug auf das System § bewegt
und sich zur Zeit £ =0 an der Stelle z = a desselben be-
findet, so ist seine Bewegung in bezug auf§ durch die Gleichung:

(94) r=a+wt

gegeben. Um nun die Bewegungsgleichung von M in bezug
auf ein gegen § mit der Geschwindigkeit ¢ bewegtes System &8’
zu finden, losen wir die Gleichungen (93) nach ¢ und = auf,
wodurch wir die Gleichungen:

(93)

95
( ) gt + 1+ (o ~ @) qla’

T e@ A+ (o~ en) gt orp g
fiir die inverse Transformation von (92) finden, und setzen die
gefundenen Ausdriicke (95) in (94) ein. Dadurch bekommen
wir zunichst: '
gt + [1+ (e, — 555) 1%
=a[l + (e, — o) g + @y ¢ (g) + wt' — e, g2,
also, wenn wir diese Gleichung nach z auflésen:

¢ . Tk
= -- =
{ @ (@)1 + (g — @39) ¢ + 013 9%

r_ 14 (o — ) g + &5 ¢° .
= 1+ (o — @g9)q + aqw @(g)
(99 e
+ t,

14 (o — o) g + 9 q w0
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oder:

97 ¥=da +wt,

wenn:

(98) 2 =a 1+ (oyy — 099 @ + 045 ¢ o (q)

: Tl ey o) g o qw

den Wert von z’ zur Zeit ¢ = 0 und w' die durch (78a) ge-
gebene Geschwindigkeit von M in bezug aunf das System S’
bedeutet.

Wir betrachten nun zwei materielle Punkte M, und A7,
deren im ruhenden System § gemessene Raumzeitkoordinaten
¢, z, und ¢, z, sein mogen und welche sich mit derselben

1) 2
konstanten Geschwindigkeit w bewegen. Sind dann zur Zeit:

t,=12=0

die Lagen von M, und M, durch:
T =a, T,=a,

gegeben, so lauten die Bewegungsgleichungen dieser beiden
Punkte in bezug auf das System §:
99) z, =a +wt, r,=a,+wt,
wihrend ihre Bewegungsgleichungen in bezug auf das mit der
Geschwindigkeit ¢ gegen § bewegte System §:
(100) z2)=a’'+wt', r=a +w'
sind, wobei ¢/, ;" und ¢, z,” die im System § gemessenen
Raumzeitkoordinaten von M, und M, bedeuten, ferner nach (98):

" L + (o — ot39) g + 15 ¢°
1 11 oy — o)+ oaqw
" 14 (o — o) g + e 9°
3 = Oy

1+ (g —og9) g + yaqw

’m(q)’

a

(101)

a

-0 (g)

ist und die Geschwindigkeit w’ der Punkte in bezug auf §’
wieder durch (78a) gegeben ist.

Die beiden Punkte M, und M, konnen wir uns, da sie sich
beide auf der z-Achse mit derselben Geschwindigkeit w be-
wegen, als die Endpunkte eines starren Stabes denken, dessen
im System § gemessene Linge I wir als Entfernung zweier
beziiglich § gleichzeitig eingenommenen Lagen von #, und 4/,
erhalten, wenn wir in (99):

t, =t
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setzen und die erste Gleichung von der zweiten subtrahieren:
{102) l=2,—2 =a, —a,.

Ebenso finden wir fiir die im System 8’ gemessene Linge I’
des Stabes aus den Gleichungen (100), wenn wir in denselben:

tll e tzl
setzen, den Wert:
(108) l'=2—2'=4a/—a/,
also nach (101) und (102):
(104) ll__ 1+(u"—-a,,)q+a,,q2 ,w(q)_l.

Tl (o — o) g+ o qw

Nehmen wir schlieBlich an, daB der Stab in bezug aunf das
System 8’ ruht, daB also v’ = 0 ist, so bewegt er sich nach (69)
in bezug auf das System § mit der Geschwindigkeit w=g¢. Dann
wird aus (104):

(105) U'=wlg).!

und es folgt:

Die Funktion w(q) bedeutet jenen Faktor, mit welchem man
die im ruhenden System S gemessene Linge | eines mit der Ge-
schwindigheit w = q beziiglich 8 gleichformig bewegten starren
Stabes multiplizieren muf, um seine Liinge I’ in jenem System §’
zu bekommen, in bezug auf welches er sich in Ruhe befindet.

Der Faktor w(g) wird als Kontraktion bezeichnet.

19. Um schlieBlich die Gestalt der Funktion w(g) zu be-
stimmen, setzen wir die zum Parameterwert ¢ gehorige Trans-
formation (93), welche das Wertepaar ¢, z in ¢/, 2’ tiberfiihrt.
mit einer zweiten Transformation der Gruppe &:

(106) { t"=a @)1+ (4; — )91t + @, 4' 2,
P =w@){-q+ 7
zusammen, die zaum Parameterwert ¢’ gehért und ¢, 2’ in ¢”, 2"
verwandelt. Aus der Gruppeneigenschaft der Transformationen
(98) folgt dann, daB die resultierende 'I'ransformation, welche ¢, =
direkt in ¢”, z” iiberfithrt, die Form:
gy { £ 20 = gD g

P =0@){-¢"t+3
haben muB, wobei der Parameter ¢” durch die Gleichung (80)
als Funktion von ¢ nnd ¢’ gegeben ist.



Transfvrmation der Raumzeitkoordinaten. 851

Fihrt man die Zusammensetzung der beiden Trans-
formationen (93) und (106) wirklich aus, so erhdlt man mit
Riicksicht auf die Gleichung (80):

(108){ '=(1—-e,99)o ( ) ( NI+ (oyy —eg5) g7 ]t + @015 7 3},
=(1—-ea,99)w gN—q"t+ =,

und daraus folgt durch Verglelcbung wit (107):

(109) 0(@)=~1-a,¢7)0@ol]),

also nach (80):

(110) o ('l_'f g+ (g — g

1 —a59¢ )=(1_“1299')“’(9)0’(7')

Dies ist eine Funktionalgleichung, mittels welcher sich die
Funktion w(g) bestimmen laBt. Zu diesem Zwecke differen-
zieren wir (110) nach ¢’ und setzen darauf ¢'= 0, wodurch
wir bekommen:

(111 o' (g) [1 + (e, — ) 9 + 35 9°1 = @ () [@' (0) — &ry, @ (0) q] .
Nun ist aber nach der letzten Gleichung in (92):

o(g)=5,(9),

so daB wir fiir die Kontraktion w(g) nach (44a) und (46a)
noch die Bedingungen:

(112) ®(0) = by, (0) = 1
und:
(113) o (0) = B,y (0) =

erhalten, mittels welcher sich fiir dieselbe aus (111) die D/;fe-
rentzalglezchuny

(114) &' (Q[1 + (&, — a5) 7 + 213 9%] = 0 (g) [er, — @15 9]
mit der Anfangsbedingung (112) ergibt. Aus (114) folgt:

o’ (q) - Bag — Oye 4 i
(115) w(@) 14 (@, — @) g + 096"

und daher:

@ (9) — Moy — 5 4
(116) f (q) f 1+ (@ — #53)q + a5 ¢* aq-

Rechnet man die Integrale beiderseits aus und lost die ent-
stehende Gleichung nach w(g) auf, so findet man schlieBlich
fiir die Kontraktion den Ausdruck:
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1+

Oy — Oy + Vaf Su T %n +f"
=g 21%

1

VI + (g — ) g + 0y @° 14 _(_%g”— VB ¢]

(117) w(q)

der in der Tat auch die Bedingung (113) erfillt.

Damit sind auch die endlichen Gleichungen (93) der all-
gemeinen eingliedrigen linearen homogenen Gruppe, welche
durch die infinitesimale Transformation (47) unter der Voraus-
setzung (b5) erzeugt wird, vollstindig bestimmt.?)

20. Fiir die Galileigruppe findet man insbesondere nach (46 b):

(117a) w(g) =1
und fiir die Lorentzgruppe nach (46c¢):
1 1
117b 0 = —m— =
( ) (9) Vl F o g ‘/1 _ q_’
c?

in Ubereinstimmung mit den Gleichungen (2) und (1).

VII.

21. Wir gehen nun daran, die Forderung B. unserer Ein-
leitung anzuwenden und untersuchen, welche der co® Trans-
formationsgruppen, die durch die Gleichungen (93) und (117)
gegeben sind, eine Kontraktion w(g) ergeben, die eine gerade
Funktion der Geschwindigkeit ¢ ist, d. h. keine der beiden
Richtungen der x-Achse auszeichnet.

Daftir ist sicher notwendig und hinreichend, daB die
Differentialquotienten ungerader Ordnung der Funktion w(¢)
an der Stelle ¢ = 0 verschwinden; speziell mu8:

118 (), ,=o@=0, (£2) =o"@=0

sein. Wir berechnen also die GréBen (0), »'(0), ©”(0), @ (0).
Die ersten beiden sind durch die Gleichungen (112) und
(118) gegeben; die iibrigen erhalten wir am einfachsten durch

1) Auch die Gleichung (117) wird durch eine Vorzeichen#inderung
von V8 nicht beeinfluBt. (Vgl. die FuBnote zu Nr. 12.)
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wiederholtes Differenzieren der Gleichung (114); dieses ergibt,
wenn wir zugleich ¢ = 0 setzen:

(119) 0" 0) 4+ ( ¢, —20,)0" (0)+ e&,®(0)=0,

(120) w”(0) + (2¢,, — 3a,,) 0" (0) + 4, w'(0) = O

Daraus folgt:

(121) 0 (0) = — a3 — ey (01, — 2¢ty),

(122) @™ (0) = 20, ey + 013y (202, — Teryy — Ty, @y + 6))).

Aus der ersten der Gleichungen (118) in Verbindung mit
Gleichung (118) folgt:

(123) e =0
und in Verbindung mit (122):
(124) ¢y ey =0.

Die Gleichungen (123) und (124) miissen also notwendig
erfiillt sein, wenn die Transformationsgleichungen eine Kon-
traktion ergeben sollen, die der Forderung B. geniigt. Wir
werden bald sehen, daB das Bestehen der Gleichungen (123)
und (124) auch hinreichend dafiir ist.

22. Es ergeben sich némlich nach Gleichung (124) drei
Unterfalle:

(125a) Lo ¢;=0, e,=0,
(125b) 2 a,=0, @,%0,
(125 ¢) 8. «,+0, e,=0.

Jedem dieser Unterfille entspricht ein bestimmter Typus
von Transformationsgleichungen, die unseren Forderungen A.
und B. geniigen.

Der erste Unterfall ergibt, wie man aus Gleichung (93)
in Verbindung mit (117) und (117a) sieht, die Gruppe der -
Galileitransformationen, der zweite Unterfall, wie aus den Glei-
chungen (93) in Verbindung mit Gleichung (117) und (117b)
erhellt, die Gruppe der Lorentztransformationen.

23. Der dritte Unterfall aber fiihrt auf eine bisher noch
nicht behandelte Gruppe. Ks folgt aus Gleichung (117) in
Verbindung mit (123) und (125¢):

(126) wig) =1
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und aus Gleichung (93):

f =(1 t,
(127) { , 1+ e, 9
r==—qt+ z.
Die ausgezeichneten Geschwindigkeiten haben die Werte:
1
(128) (‘l=—a—", C’=w7

denn dies sind die Wurzeln der quadratischen Gleichung (54),
wenn die Koeffizienten derselben den Bedingungen (76), (123)
und (125c) geniigen. Die Transformationsgleichungen (127)
lassen sich dann in der Form:

(129) { r= (1 _cl,)t’

f=—qt+x
schreiben.

Die durch diese Transformation dargestellte Uhrenregu-
lierung 14Bt sich nun in #hnlicher Art physikalisch deuten,
wie es Einstein?) fir die Lorentztransformation getan hat.

Zur Zeit ¢t = 0 moge ein Lichtstrahl vom Ursprunge in
der positiven Koordinatenrichtung ausgehen und sich mit der
Geschwindigkeit ¢, fortpflanzen. Wenn sich nun ein Korper
mit der Geschwindigkeit ¢ bewegt, so hat das Licht in bezug
auf diesen Korper die Geschwindigkeit ¢, — ¢ (in der Zeit des
rubhenden Systems). Wenn wir nun wollen, daf die Geschwin.
digkeit des Lichtstrahles in bezug auf den bewegten Korper
auch noch ¢, ist, konnen wir das dadurch erreichen, daB wir
die Ganggeschwindigkeit der Uhren im Verhdltnis von ¢, zu
¢, — ¢ verindern; dadurch fithren wir aber im bewegten Kérper
eine Zeit ¢ ein, die durch:

{=0" 9 ¢
%1
d.h. durch die erste der (leichungen (129) gegeben ist. Diese
Zeitregulierung entspricht dem Dopplerschen Prinzip; wir wollen
daher die Gleichungen (129) kurz als die Dopplertransformation
bezeichnen.

Die Dopplertransformation unterscheidet sich von der

Lorentztransformation sehr wesentlich dadurch, daB in einem

1) A. Einstein, Aan. d. Phys, 17, p. 8911f. 1905.
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mit der Geschwindigkeit ¢ bewegten Kdrper an allen Stellen
dieselbe Zeit herrscht; es gibt keine Ortszeit, und was noch
wichtiger ist: wenn wir die Regulierung fiir in der Richtung
der positiven z-Achse sich fortpflanzende Lichtstrahlen vor-
genommen haben, die also jetzt in allen bewegten Korpern
dieselbe Geschwindigkeit ¢, besitzen (wir setzen hier ¢, > 0
voraus), so ist die FortpHanzungsgeschwindigkeit von Licht-
strahlen, die sich in der negativen z-Richtung mit der Ge-
schwindigkeit ¢, in bezug auf das ruhende System fortpflanzen,
darum noch npicht in bezug auf alle bewegten Korper die
nimliche.

Denn wenn ¢, eine ausgezeichnete Geschwindigkeit ist, so
ist darum noch nicht — ¢, auch eine. Laut Gleichung (128)
wére das nur fiir ¢, = 00, also «,; = 0 der Fall; dann haben
wir aber die Galileitransformation vor uns.

Fir die Lorentztransformation hingegen ist, wie aus
Gleichung (56) zusammen mit Gleichungen (76), (123) und (125b)
hervorgeht:

¢,=—¢,=c (vgl auch Gleichuog (89)).

Wir koénnen also das Ergebnis unserer Untersuchung
folgendermaBen zusammenfassen:

Unter allen Transformationsgleichungen, die eingliedrigen
linearen homogenen Gruppen entsprechen, gibt es drei Typen, bei
denen der Betrag der Kontraktion nicht von der Richtung der
Bewegung im absoluten Raume abhingt. Darunter hat nur
ein Typus ecine tatsichliche Kontraktion der Lingen zur Folge,
ndamlich die Lorentztransformation [Gleichung (1)], die beiden
anderen Typen, die Galilei- und die Dopplertransformation [Glei-
chung (2) bzw. (129)] lassen die Lingen unverdndert. Bei der
Lorentztransformation hat die Lichtgeschwindigheit in allen be-
wegten Systemen bei beliebiger Fortpflanzungsrichtung denselben
endlichen Wert ¢. Bei der Dopplertransformation hingegen nur
bei Fortpflanzung nach einer Richtung, bei der Galileitrans-
formation iberhaupt nur, wenn die Lichtgeschwindigkeit unend-
lich wdre.

Wien, 18. Januar 1911.

(Eingegangen 15. Januar 1911.)





