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1. Zur  Relatdvitatatheorie. 11. 
PierdirnmaionaEe Vektoranalgsis 1) ; 

vom A. SornmerfeEd. 

§ 5. Die Differentialoperationen der vierdimenaionalen 

An Stelle des allgemeinen Symbols lor (Lorentzoperation) 
von Minkow ski  fihren wir die spezielleren Differentialopera- 
tionen ein 

Div, Rot, Grad, 

als vierdimensionale Erweiterungen der in der gewohnlichea 
Vektorrechnung iiblichen Operationen 

div, rot, grad. 

Vektoranalyaie. 

Das zuaammenfassende Symbol lor wird man (ahnlich wie 
das Hamiltonsche v in der gewohnlichen Vektorrechnung) 
dann bevorzugen, wenn man unter Verzicht, auf die anschau- 
liche Bedeutung der einzelnen Schritte Vektorformeln sym- 
bolisch verifizieren will. Da hier aber, ebenso wie in Teil I, 
gerade auf die geometrische Deutung der Nachdruck gelegt 
werden soll, empfiehlt es sich, das Zeichen lor, je nach seiner 
Anwendung auf Sechser-, Vierervektoren oder Skalare, in der 
angegebenen Weise zu spezialisieren. Dabei kommt die Di- 
vergenzoperation in doppelter Bedeutung zur Verwendung, als 
F'eektordivergenz und als skalare Divergertz, so daB es bei vier 
Dimensionen eigentlich vier fundamentale Vektoroperationen 
gibt, gegen die drei Differentialoperationen der gewohnlichen 
Vektorrechnung. Zur Unterscheidung werde ich die Vektor- 
divergenz mit deutschen Lettern schreiben (sib), die skalare 
mit lateinischen (Div). 

1) Vgl. Teil I, Ann. d. Phya 32. .p. 149. 1910, an welohen die 
Numerierung der Gleichungen und Paragraphen anechlielt. 

42 A n d e n  der Phyaik. IV. Folge. 33. 
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Wir werden uberall so operieren, als ob die vierte unserer 
Weltkoordinaten xyzl reel1 wiim (vgl. hierzu die Anm. auf p, 152 
yon Teil I). Diese Fiktion st60t, soviel ich sehe, nirgends auf 
Schwierigkeiten, sie ist andererseits eine wesentliche Voraus- 
setzung fiir die Einfachheit der geometrischen Ausdrucks weise, 
nach der wir im folgenden z. B. von einem Senkrechtsteben 
schlechtweg, statt von einem nichteuklidischen Senkrechtstehen 
s prechen werden , und ermoglicht es, die vierdimensionalen 
Vektorbegriffe aufs engate an die uns gelaufigen dreidimensio- 
nalen anzuschlie6en. 

Der folgende Weg, den wir zweimal in umgekehrter Rich- 
tung durchlaufen, Wt erkennen, daB unsere Aufziihlung eine 
vollstiidige sein durfte und da6 alle hierbei erhaltenen Bil- 
dungen ihrer Definition nach vom Koordinatensystem unab- 
hangig sind. 

Es sei A X  ein beliebig ge- 
staltetes vierdimensionales unendlich kleines Raumgebietl) in 
der Umgebung des betrachteten Raumzeitpunktes Q, dS das Ele- 
ment der (dreidimensionalen) Begrenzung von AX, n die PuBere 
Normale auf dS. P sei ein beliebiger Vierervektor, P,, seine 
im Sinne von Gleichung (7) gebildete Normalkomponente. Bus 
dem Pierervektor P entsteht eine skalare Grope DivP, die wir 
folgenderma0en definieren 9: 

a) Die skalare Biuergenz. 

wobei die Integration nach dS iiber die ganze Begrenzung 
von AX zu erstrecken ist. 

Wahlen wir A 2  speziell als vierdimensionales Parallelo- 
piped mit den Kantenlangen d x d y d z d l ,  ao haben wir 

1) Wir bezeichnen durchgehends mit d s ,  da, d S ,  d 2  das Element 
einer Linie, Flache, einee drei- oder vierdimensionalen Rsumes, gleichviel 
ob z. B. d S  einen gekrummten oder ,,ebenen" dreidimensionalen Raum 
bedentet. 

2) Damit ein solcher Limes existiert, muB P naturlich gewissen 
Stetigkeitabedingungen genugen; daB der Limes von der Form des Ge- 
bietes A 2  unabhtingig ist, sieht- man z. B., wenn man AX in hinreichend 
kleine Parallelopipede unterteilt. Die entsprechende Bemerkung gilt fiir 
slle folgenden analogen Grensiiberglinge. 
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1st P die in (1) definierte Viererdichte, so wird, wie Minkowski  
bemerkt. 

mit der linken Seite der Kontinuitatsgleichung in der gewghn- 
lichen Hydrodynamik kompressibler Fliissigkeiten (big auf den 
Faktor l / c )  identisch. 

b) Die Pektordiuergenz. Wahrend wir unter a) von einem 
Vektor erster Art (Vierervektor) ausgingen und einen ,,Vektor 
nullter Art" (Skalar) erhielten, gehen wir jetzt von einem 
7ektor zweiter Art (Sechservektor) aus und leiten dsraus einen 
Pektor erster Art (Eerervektor) ab. Die Komponente desselben 
nach einer beliebigen Richtung s definieren wir folgendermaBen. 
Sei S der durch den betrachteten Raumzeitpunkt Q senkrecht 
zu s gelegte dreidimensionale Raum, A S  ein unendlich kleines 
Gebiet desselben in der Umgebung von &, do das Element 
seiner (zweidimensionalen) Begrenzung; die zu diesem eenk- 
rechte Ebene, die nach der Anm. 2 auf p. 753 eindeutig be- 
stimmt ist und sowohl die Richtung s, wie die im Raume S 
gelegene (auBere) Normalenrichtung n von dm enthalt, werde 
durch sn angedeutet, und es bexeichne f,, die im Sinne der 
Gleichung (8) gebildete Komponente des Sechservektom f nach 
dieser Ebene. Dann sei die s. Komponente der Pektordivergenz 
von f :  

Bib f .  = Lim Sf 
AS=O 

wo sich die Integration nach do auf die ganze Begrenzung 
von A S  bezieht. 

Wahlen wir speziell s als x-Richtung, AS als ein im 
y z 2- Raume gelegenes dreidimensionales Parallelopiped von den 
Kantenliingen dy, dz, d l ,  so ergibt sich nach (17) 

und etwas allgemeiner fur eine beliebige der Koordinaten- 
richtungen j = x, y, z, 1: 

42 * 
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ip welchem Ausdruek natiirlich einer der vier Differential- 
quotienten wegen f . .  = 0 verschwindet. Die formale Uberein- 

3.J stimmung dieser Blldung mit derjenigen in (16a) mtige die 
Beibehaltung desselben Namens trotz der verschiedenen geo- 
metrischen Bedeutung adotivieren. 

Bedeutet im besonderen f den Sechservektor des Feldes, 
so wird z. B. fur j = 5 wegen (2) und (2a) 

Nach den Feldgleichungen ist ersterer Ausdruck gleich 
eUJc ,  letzt,erer gleich i e ,  so dai3 aus dem Feldvektor durch 
die Operation Bib direkt die Viererdichte entsteht. Die 
eine Halfte der Maxwell-Lorentzschen Gleichungen ein- 
schlieBlich der elektrischen Divergenzbedingung schreibt sich 
daher einfach 
(18) ! B i b f =  P. 

c) Die Ergaamng der Rotation. Wir gehen von einem 
Vektor dritter Art B (dreidimensionale Raumgrope, vgl. Teil I, 
p. 759) &us, neben dem wir zugleich seine Ergamung (einen 
J'ehtor erster Art) betrachten, den wir hier zum Unterschiede 
mit '%3 bezeichnen wollen, wobei z. B. 8, = %ycy.l ist. Wir leiten 
daraus einen F'ehtor zweiter Art, die Rotation von % bzw. die 
Ergangung der Rotation von b gb; ihre Komponente nach 
einer Ebene d s "  definieren wi r  folgenderma6en: Sei a die zu 
is'' senkrechte Ebene durch den betrachteten Punkt Q, A a  
ein unendlich kleines Gebiet von (r in der Umgebung von Q, 
ds  ein Element der Begrenzung von da. Der Normalraum 
auf ds enthtilt die Richtungen s's'' und die Richtung der 
innerhalb da gezogenen au6eren Normalen n auf ds. Die 
Xomponente von \u: nach diesem Normalraum ist 2fbldlln = 23,. 
Dann sei die Komponente der Rotation von B nach der 
Ebene s's'': 
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1st z. B. A s  ein Rechteck mit den Seitenlangen dn, ds, wobei 
die Aufeinanderfolge der Richtungen s' s" n s die positive, d. h. 
dieselbe sei wie die der Achsen I y z l ,  so wird: 

Der unten folgenden Definition fdr die Rotdtion eines 
Vektors erster Art 8 und der friiheren Gleichung (4c) fiir den 
Zusammenhang eines Sechservektors mit seiner Erganzung ent- 
spricht es, wenn wir hierfur auch schreiben: 

(19b) Rotns% = Rot;,u% = R 0 t ~ r ~ t i 8  = Rot,',%. 

Durch die Definition (19) berechnen wir also fur den T'ektor 
erster Art 8 die Ergiinzung der Botation nach der Ebene ds'' 
oder die Rotation nach der dazu senkrechten Ebene ns, zuc 
gleich aber auch fiir den Pektor dritter Art PL die Rotation fir 
die Ebene s's" oder .ihre Erganzung fir die dazu normal6 
Ebene n s  

d) Ber Gradient. Dem bisherigen Wege wiirde es ent- 
sprechen, jetzt von einer vierdimensionalen RaumgriiSe U aus- 
zugehen, die als ungerichtet skalaren Charakter habefi wird, 
und 'aus ihr einen Pektor dritter Art abzuleiten, der durch 
seine Komponente nach dem beliebigen Raum s s' s" zu geben 
sein wird. Hierzu hatten wir in der zu ss's" normalen Rich- 
tung n ein unendlich kleines, lineares Gebiet A n  abzugrenzen 
und als Ersatz fiir die ausgeartete Integration fiber die Be- 
grenzungspunkte von A n  die Differenz A U sowie sahlie6lich 
als Komponente des entstehenden Vektors dritter Art zu bilden : 

Statt dessen werden wir jetzt unser Verfahren dual umkehren, 
von dem Vektor nullter Art 7, d. h. einer ebenfalls skalaren 
GroBe ausgehen und daraus einen Pektor epster Art, den 
Gradienten von P, ableiten, indem wir seine Komponente nach 
einer Richtung s entsprechend definieren durch: 

av 
as ' Grad, P =  - 
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insbesondere also seine vier rechtwinkeligen Komponenten 
durch: 

a 7  a v  av.  av 
a x  ' ay a x  ' a i  

, - -. - -  

c') Die Rotation. Jetzt gehen wir von einem Pektor erster 
Art b aus und leiten daraus einen YektoT zweiter Ar t ,  seine 
Rotution, ab. Ihre Komponente nach einer beliebigen Ebene 
gewinnen wir, indeol wir in dieser Ebene ein Gebiet do ab- 
grenzen, um dieses herum das Linienintegral von b er- 
strecken usw. nach der zu (19) und (19a,b) analogen Formel 

Unter s' s" sind zwei zueinander senkrechte, in A a  gelegene 
Richtungen verstanden, so zwar, daB die Drehung von s' nach 
f denselben Sinn hat, wie der Umlauf von s um Aa. Bei 
dem jetzigen Verfahren erhalten wir also direkt die Rotation 
des Vektors erster Art, statt wie bei c) ihre Erganzung. 

Ein geeignetes Beispiel liefert der Begriff des elektro- 
dynamischen Potentials, suf dessen naturgemiibe Einfiihrung 
wir im nachsten Paragraphen bei Gleichung (25 a) zuriick- 
kommen, wiihrend wir ihn hier nur historisch anfuhren. Man 
fasse das Vektorpotential % und das skalare Potential y der 
gewohnlichen Theorie zu dem ,,Viererpotential" Ct, zusammen, 
mit den Komponenten 

(21a) @z=%z, aY=9ly, W z = i y .  

Aus ihm berechnet sich das Feld durch die einheitliche 
Formel 
(21 b) f = Rot @, 
z. B. (vgl. (21)): 

welche die unsymmetrischen Formeln der gewtjhnlichen Theorie: 
1 a% @ = r o t % ,  G=-gradF-- -  c a t  
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zusammenfa6t. Zwischen dem skalaren und Vektorpotential 
hat man in der gewohnlichen Theorie die unubersichtliche 
Bedingung : 

diese lautet jetzt einfach nach (16a) 

(21 c) 
b) Die Erganrung der Pektordivergenz. Ausgehend von 

einem Pektor zzoeiter Art f leiten wir die Komponente eines 
ykktors dritter Art nach einem beliebigen Raum S ab, indem 
wir innerhalb S ein unendlich kleines Raumstiick A S  abgrenzen 
mit dem zweidimensionalen Oberfliichenelement do nnd den in 
ihm enthaltenen zueinander senkrechten Richtungen s’ s”; s sei 
die Normale von 8. Wahrend wir in b) die Normalkompo- 
nente von f zu do bildeten, betrachten wir jetzt das Flichen- 
integral der Tangentialkomponente von f ,  namlich: 

Div @ = 0. 

Wahlen wir speziell s als z-Richtung und d8 als dreidimen- 
sionales Parallelopiped iu y z Z-Raum, so werden die drei 
Flschenpaare is‘‘ seiner Begrenzung bzw. parallel z Z, ly, y z 
und drther 

Fur die rechte Seite kiinnen wir nach (4b) auch schreiben: 

wodurch die gewahlte Bezeichnung Bib f,* und allgemeiner 
Bibfb im Hinblick auf (17a) gerechtfertigt wird. Bedeutet f 
speziell den Feldvektor, so hat man nach (22a) und (2): 

ahnlich fur die y- und z-Richtung und fur die I-Achse: 

Diese Ausdriicke verschwinden aber nach den Maxwell- 
Lorentzschen Feldgleichungen; die zweite Halfte dieser Glei. 
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chungen einschliefllich der magnetischen Divergenzbedingung 
schreibt sich also: 
t 1 8*) 

Ausgehend von einem Pektor 
dritter Art und seinen Komponenten nach den Tsngential- 
raumen eines vierdimensionalen Raumstiickes A 2  kbnnte man 
schlie6lich aus dem Vektor dritter Art eine skalare QroBe, 
seine Divergenz, durch die zu a) analoge Definition ableiten. 
Wegen der Vertauschbarkeit der Vektoren dritter und erster 
Art untereinander (vgl. den Schlufl von 9 1) wurde dadurch 
gegeniiber a) nichts Neues entstehen. 

Die hier betrachteten Differentialoperationen sind ihrer 
geometrischen Einfuhrung nach , bei der von einem Koordi- 
natensystem iiberhaupt nicht die Rede war, unab&ngig von 
der Wahl des Bezugssystem8; ihre Koordinatenausdriicke ver- 
halten sich also invariant bzw. kovariant gegen Lorentztrans- 
formationen. Dies gilt insbesondere von den Feldgleichungen (18) 
und (18*). Die umsyandlichen Rechnungen, durch die L o r e n t z  
(1895 und 1904) uod E ins t e in  (1905) ihre vom Koordinaten- 
system unabhangige Gultigkeit erweisen und die Bedeutung 
der transformierten Feldvektoren feststellen muflten, werden 
also im System der Minkowskischen ,,Weltcr gegenstandslos. 

Bibflr = 0. 

a') Die skalare Diveryenz. 

§ 6. Die Integralsiitse von Gauss, Stokes,  Ureen in vier 

So wie man in der gewijhnlichen Vektorrechnung die Siitze 
von GauB und S tokes  unmittelbar aus dem Begriff der div 
und rot erhalt und den Greenschen Sat2 mittels des Be- 
griffes grad an den Gaussschen anschlieBt, so wird man hier 
aus den Begriffen der skalaren und vektoriellen Divergenz und 
der Rotation drei Integralsatze gewinnen, die wir als G a u s s -  
schen, Gauss-Stokesschen und Stokessehen Sutz bezeichnen 
wollen; dabei steht der ,,Gauss-Stokeasche Satz" ebenso in 
der Mitte zwischen dem eigentlichen Gaussschen und Stokes-  
schen Satz, wie der Begriff der Vektordivergenz zwischen dem- 
jenigen der skalaren Divergenz und der Rotation steht. Der 
Greensene Satz folgt dann aus der Verbindung des Qauss-  
schen Satzes mit dem Begriff des Qradienten. 

Dimeneionen. 
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a) Der Guusssche Satz Er lautet, wenn P einen Ewer-  
wektor, 2 ein vierdimensionales Raumgebiet, S seine dreidimen- 
sionale Begrenzung mit der auBeren Normalen n bedeutet: 

[Div P d Z :  = l P , d S .  
I S 

Teilt man namlich das Raumgebiet 23 in hinreichend 
kleine Raumelemente d B  auf und wendet auf jedes derselben Qlei- 
chung (16) an, so heben sich von den f d S  iiber die Be- 
grenzungen alle inneren auf, weil sie doppelt mit entgegen- 
geaetztem Vorzeichen vorkomrnen, und es bleiben nur die 
Anteile der HuSeren Begrenzung S von 2 iibrig. 

Im besonderen sei Div P = 0. Konstruiert man eine 
Rohre von P-Linien (Linien, die iiberall die Bichtung des 
Vektors P haben) und schneidet diese Rohre an einer be- 
liebigen Stelle mit einem (,,ebenen" oder gekriimmten) Raum S, 
so erhalt man, dem Gaussschen Satz zufolge, stets denselben 
Wert von fP,,dS. Bierin liegt, wenn P die Viererdichte be- 
deutet , die Unabhiingigkeit der Ladung vom Bezugssystem 
(vgl. I, p. 752). 

b) Die beiden Formen des Gauss-Stoktsschen Satzes. Es 
.sei f ein Sechseruektor , 8 ein beliebiges (nicht notwendig 
,,ebenes<') dreidimensionales humstuck ,  welches innerhalb der 
vierdimensionalen ,,Welt" gelegen ist, und s die Normale auf 
einem Element dS desselben. Die Begrenzung des Raumes 8, 
welche eine geschlossene zweifach ausgedehnte Flache sein 
wird, sei o; das einzelne Element do derselben denken wir uns 
durch die beiden zueinander senkrechten Richtungen s' s", das 
zu da normale Flachenelement durch die Richtungen s (senk- 
recht zu 8) und n (innerhalb S senkrecht zu do) bestimmt. 
J e  nachdem wir f auf das eu do normale Flichenelement oder 
auf do selbst projizieren, erhalten wir die Komponenten f,, 
oder fifgrl,  Dann gilt nach den Gleichungen (17) und (22): 
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Der Beweis (Zerlegung des Raumes S in hinreichend kleine 
Elemente AS usw.) ist dereelbe wie unter a).] 

Man kann diese beiden Formen dee Gauss-Stokesschen 
Satzes benutzen, urn die Msxwellschen Differentialgleichungen 
(18) und (18a) in IntegruZfarm umzuschreiben. 

Man betrachte zu dem Zwecke eine zweifach ausgedehnte, in 
der ,,Welt6' gelegene geschlossene Fliche o, lege durch sie 
einen dreifach ausgedehnten Raum 8 und verstehe unter 
srs"sn Richtungen, wie sie oben erkliirt wurden. Dann gilt 
wegen (24) und (18) bzw. wegen (249 und (187: 

Um das VerhAltnis dieser Formeln zu der gewiihnlichen Inte- 
gralformulierung der Max w e 11 schen Gleichungen hervortreten 
zu lassen, betrachten wir zwei spezielle Fiille: 

1. Die Fliche u liegt im zyt-Raum. Dann ist 

und wir haben die bekannten Beziehungen: 

2. Die Flriche IF sei ein unendlich flacher Zylinder, dessen 
Basis irn zy  z-Raum liegt mit Erzeugenden (LAnge d l )  parallel 
der I-Achse. Von dem Mantel des Zylinders herrtihrend erhiilt 
man fiir die linken Seiten von (24a), wenn s' lings der Kontur 
des Mantels gemeseen wird: 

dlS$j,ds'  bzw. - id1 & d d .  

Nimmt man andererseits die beiden Baeisflichen des Zylinders 
zusammen, so ist fiir diem n = I und es bedeutet s die iut 
I y z-Raum gelegene Normale auf der Basisfliiche. Ihr Beitrag 
wird daher: 

S 

- i d I J % d o  bzw. dl 1% -dda, 

wobei das erste Integral den durch die Basisffache hindurch- 
tretenden Verschiebungsstrom, dss zweite die zeitliche . h e -  
rung der magnetischen Kraftlinienzah! mi&. Zugleich wird 
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bis auf den Faktor d l  der im xyz-Raum senkrecht zu o hin- 
durchtretende Konvektionsstrom. Bei der in Rede stehenden 
aylindrisc;hen Spezialisierung des Integrationsgebietes gehen also 
unsere Flachenintegrale (24 a) in die bekannte Integralform der 
Maxwellschen Gleichungen in gewohnlicher Schreibweise uber: 

c) Der Stokessche Satz. Bedeutet s einen beliebig in der 
Welt gelegenen geschlossenen eindimensionalen Umgang, G eine 
von s berandete zweifach ausgedehnte Flache, (I, einen Kerer- 
vehtor, so ergibt sich der Stokessche Satz als unmittelbare 
Folge der Definitionsgleichung (21) bei der dort erklsrten Lage 
und Reihenfolge der Richtungen S‘S” in der Form: 

a 8 

Man kann bemerken, daB man auch bei der gewohn- 
lichen dreidimensionalen Formulierung des S t o k e  sschen Satzes 
nicht, wie es gewohnlich geschieht, von der Normalkompoaente, 
sondern von der Tangentialkomponente der Rotation sprechen 
sollte, da die Rotation auch dort ein Vektor zweiter Art is& 
Wurden wir bier von der Erganzung der Rotation (vgl. den 
vorigen Paragraphen unter c) ausgegangen sein, so wlren wir 
ebenfalls zu Gleichung (25) gelangt. 

Handelt es sich im besonderen um eine geschlussens 
Fliiche o, so verschwindet ihre Randkurve und daher auch 
die rechte Seite von (25) und wir haben 

JRot8.,.g @do = 0. 

Dementsprechend ergibt sich aus der zweiten Form des Gauss -  
Stokesschen Satzes (243, in der j a  auf der rechten Seite uber 
eine geschlossene Fllche u zu integrieren war, wenn wir dort f 
gleich der Rotation eines beliebigen Vierervektors (I, eintragen: 

J%ibRot*@dS = 0. 

Da diese Gleichung fur jedes beliebige Gebiet 8 gilt, schlieBen 
wir auf die identische Beziehung 

(25 a)  bit^ Rot* (I, = 0; 

a 
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,,die Vektordivergenz von der Erg&nzung der Rotation eines 
beliebigen Vierervektors verschwindet." Dies ist auch leicht 
an den Koordinaten~usdriicken (1 7 a) der Vektordivergenz und 
(21 b) der Rotation zu verifizieren. 

Gleichung (25 a) liefert zugleich die Rechtfertigung ftir 
die Einfiihrung des elektrodynamischen Potentiales @, die im 
vorigen Paragraphen unter c') nur historisch mitgeteilt wurde. 
Da ngmlich durch den Ansatz (21 b) f = Rot @ die zweite 
Maxw ellsche Gleichung s i b  f *  = 0 nach (25 a) identisch er- 
fiillt ist, ertibrigt es nur, @ so zu bestimmen, da8 es auch 
der ersten Maxwellschen Gleichung Bib f = P geniigt, die 
nunmehr ubergeht in 
(25 b) Bib Rot @ = P, 
Diese vierdimensionale Vektorgleichung stellt die denkbar ein- 
fachste Form der Maxwellschen Theorie fur das Vakuum 
dar : mit ihrer Integration wird sich der folgende Paragraph 
beschaftigen. 

Indessen ist durch den Ansatz f = Rot @ bei gegebenem f 
der Vektor @ noch nicht vbllig bestimmt. 1st namlich 
ein solcher Vektor, so erhalten wir in @= + Vr einen all- 
gemeineren Vektor, der ebenfalls der Bedingung f = Rot @ 
gentigt, falls ly einen Vektor von liberal1 verschwindender 
Rotation bedeutet, Ein solcher ist, wie leicht aua dem 
Stokesschen Satze folgt, stets ah Gradient einer skalaren 
Ortsfunktion U darstellbar, die ihrerseits gegeben wird durch 
das Linienintegral f VI ds, erstreckt von einem beliebigen festen 
zu dem gerade betrachteten Raumzeitpunkte. Man erkennt 
hieraus, da8 man dem Potential ct, immer noch die Neben- 
bedingung 
(25 c) Div Cf, = 0 
auferlegen kann. 
unbestimmte Funktion U die Bedingung 

Div Vr = Div Grad U = - Div 
die wir nach dem unter d) Folgenden auch 0 U = - Div 
schreiben und nach der Methode des folgenden Paragraphen 
integrieren k6nnen. 

Eine ahnliche Uberlegung wie die zu (25af fiihrende 
schlieben wir an die erste Form des Gauss-Stokesschen 

Diese liefert namlich fiir die sonst vollig 
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Satzes, Gleichung (24), an. Handelt es sich niimlich UIU ein 
geschlossenes dreifach ausgedehntes Raumgebiet S, wie sich 
dasselbe als Qrenze eines vierdimensionalen Raumsthkes 2 
ergibt, so verschwindet seine Berandungsfliiche und dahex auch 
die rechte Seite von (24) und wir erhalten 

gultig fur jedes geschloasene Raumgebiet S. Tragen wir daher 
in den Gaussschen Satz (23) Biaf fur P ein, so wird die 
rechte Seite auch dieser Gleichung Null (hier war n die Nor- 
male auf dem Raumelement dS, die in der vorigen Gleichung 
mit s bezeichnet war) und. wir haben 

JDiv Bib f d Z '  = 0. 
2 

Da diese Gleichung fiir jedes beliebige Gebiet 2' gilt, schlieaen 
wir auf die identische Beziehung 
P4b)  Div%ibf= 0; 

,,die skalare Divergenz der Vektordivergenz eines beliebigen 
Sechservektors verschwindet". Dies kann auch leicht an den 
Koordinatenausdrticken der skalaren und Vektordivergeng 
(Gleichung (16a) und (1 ?a)) verifiziert werden. 

Bedeutet im besonderen f wieder den Sechservektor des 
Feldes, 60 daB wegen der ersten M axwellschen Clleichung 
Bit, f = P wird, so spricht (24 b) die Kontinuitltsbedingung 
Div P =  0 pus, von der in 0 5 unter a) die Rede war. 

d) Der Greensche Satz. Wir benutzen ein schon von 
Cauchy eingefiihrtes und von Poincnrd l) wieder aufge- 
nommenes Symbol, das auf eine skalare Funktion U anzur 
wenden ist: 

Dasselbe erweitert den iiblichen Laplaceschen Differential- 
ausdruck A auf vier Dimensionen und miige daher ebenfalls. 
a18 Japlaceschet  Ausdruck bezeichnet werden. Seine geo- 

1) H. PoincarB, Rendiconti Circolo Mntematico di Palermo 21; 1906, 
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metrisch-invariante Natur folgt direkt aus der Dars tehng 
= Div Grad. 

Sind jetzt U und P zwei skalare Ortsfunktionen der vier 
Variabeln 2 y z I, so haben wir in 

P =  UGCrad Y -  VGrad U 

einen Vierervektor von spezieller Bauart. Seine skalare Diver- 
genz, die man sich hier durch Differentiation nach den Ko- 
ordinaten x y z 1 gebildet denken mbge, wird dann: 

D i v P =  U g  8-  P a  U; 

es heben sich namlich dabei die zwei skalaren Produkte 
f (Grad lJ, Grad F )  gegenseitig fort. Tragen wir also diesen 
speziellen Vierervektor in den Gaussschen Satz (23) ein, so 
ergibt sich 

d. i. das genaue Analogon des gewohnlichen Greenschen Satzes. 
Er bezieht sich auf ein beliebiges Weltstiick 2 und seine 
dreidimensionale Begrenzung S. Stetigkeit der auftretenden 
Funktionen und ihrer ersten Ableitungen wird hier ebenso 
wie bei den anderen Siitzen dieses Paragraphen vorausgesetzt. 
1st  diese in einem Weltpunkte verletzt, so hat mart denselben 
durch einen dreidimensionalen Begrenzungsraum So, ebenso 
wie im gewahnlichen Falle, von der Integration auszuschlie6en 
und das Integral iiber 8, der rechten Seite von (27) hinzuzn- 
fiigen. 

Dies tritt insbesondere dann ein, wenn wir P gleich dem 
vierdimensionalen Analogon des Newt onschen Potentiales l / r  
setzen : 

1 
R= (27a) P= - RZ = (.. - zo)2 + (y - yo)2 + (z - zo)2 + ( I  - z0y, 

dem Umstande entsprechend, da6 in vier Dimensionen das 
mathematieche Analogon zur Newton schen Kraft mit dem 
Kubus statt mit dem Quadrat der Entfernung abnehmen wiirde. 
R bedeutet dabei den vierdimensionalen Abstand von dem 
festen Weltpunkte 0 (,,AufpunkttL) xo yo z,, I ,  nach dem varia- 
beln Integrationspunkt z y z 1. Der Aufpunkt liege im Lnte- 
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grationsgebiet und moge daher mit einem unendlich kleinen 
Kugelraum 8, (Radius B,) umgeben werden. Berechnen wir 
fur diesen die rechte Seite von (27), so wird: 

1 d V  2 a R  2 
R,’ an Ro8 an, -’-’ Ro8 

p= ~, -= - -__ - 

Hier bedeutet U, den Wert von U im Aufpunkte (R w 0) und 
es ist von dem leicht zu beweisenden Satzel) Gebrauch 
gemacht , daS die dreidimensionale Begrenzung einer vier- 
dimensionalen Kugel vom Radius 1 gleich 2 d, also derjenigen 
vom Radius R,, gleich 2 n2 Rns = f dS, is t  Aus (27) folgt daher 

Andererseits ergibt sich aus (27) mit P= 1 

Erstreckt sich das Integrationsgebiet auf den ganzen un- 
endlichen Raum 2, so konnen wir S als unendlich groBe 
Kugel (Radius Bm) wahlen. Fur diese gilt, ahnlich wie oben: 

wo U, den Mittelwert von U auf der unendlich fernen Kugel 
bedeutet, und wegen (274 

Tragt man beides in (27b) ein, so ergibt sich 

1) Allgemein w i d  im %urn von Y Dimensionen der Begrenzungs- 

, also bei vier bzw. drei Dimensionen raum der Einheitakugel ~ 

2 ,*‘a 

4 R. 2 d bzw. ~ = 2 ntf* 

W ) .  +r(# 
__ 2 979 

Vgl. etwa Schoute,  Mehrdimensionale Geometrie (Ssmmlung Schubert 
bei Gaschen) Nr. 95. 
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lh l /Bm verschwindet neben 1/22, so wird also 

( 2 7 4  4 w a  U, = -JG~B + Const. 

Hiernach ist CI fiir einen beliebigen Weltpunkt 0 bis auf eine 
Konstante zu berechnen, wenn U im ganzen Gebiete der 
reellen x y z 2 gegeben ist. 

Hierzu ist aber noch eine Bemerkung zu machen, welche 
die Realitatsverhiiltnisse betrifft. Wir haben wie immer still- 
schweigend die Koordinaten Z,, t ebenso wie xo, x . . . als 
reel1 vorausgesetzt und z. B. angenommen, daf3 R nur in dem 
einen Punkte 0 verschwindet. Das trifft nicht mehr zu, wenn 
man beriicksichtigt, daf3 ( I  - = - c2 (t - vielmehr wird 
R in den reellen Weltkoordinaten auf einem dreifach aus- 
gedehnten Kegel zu Null. Ferner wird bei den wirklichen 
Aufgaben 0 U nicht fiir reelle, sondern fur negativ-imaginiire 
Werte von I - 1, gegeben sein, namlich in dem Bezugssystem 
der x y z I fiir alle der Zeitkoordinate to des Aufpunktes voran- 

gehende Zeiten t < to. Man miiBte also, 
i (z-b/-66ene urn unsere Formeln anwenden zu 
;z-z0-+i3 konnen, die gegebenen Werte U von  
I &-he der negativ-imaginaren Achse einer kom- 

plexen ( I  - I,)-Ebene (vgl. Fig. 3) sich 
l-t..-is nach der reellen Achse dieser Ebene 

analytisch fortgesetzt denken, und die 
Integration uber diese reellen Werte 
von I - I,, d. h. uber die entsprechenden 
komplexen Werte von I erstrecken, in 

welchem Falle Ra nur fiir I = I, verschwindet, wenn gleich- 
zeitig x= x,, y =yo, z = zo ist. Statt dessen werden wir ein- 
facher so verfahren, daB wir den Integrationsweg wie in Fig. 3 
in eine die negativ-imaginare A c h e  l) umgebende Schleife 
deformieren; die Integration in (27 d) ist dann so aufznfassen, 
daB sie nach x y z uber alle reellen Werte, nach I fiber diese 
Schleife zu fuhren ist, und es stellt (27 d) den Wert von U 

1) In dem tfbergang zur uegativ-, nicht zur podtiv-imaginaren Achse 
liegt die Bevorzugung der von ihrer Quelle aus divergierend fortschrei- 
tenden Wellen vor den physikalisch sinnlosen, aber mathematisch gleich- 
berechtigten konvergierendeu Wellen. 

Fig. 3. 

T 
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zur Zeit to dar, wenn fur alle friiheren Zeitpunkte der Wert 
von 0 U gegeben ist. Die vierdimensionale Methode erweist 
sich also auch fur diese und ahnliche Integrationsaufgaben 81s 
fruchtbar und gestattet sie ganz ahnlich zu liisen, wie in der 
gewbhnlichen Potentialtheorie das Potential gegebener Massen 
berechnet wird. 

§ 7. Bestimmung dee Viererpotentiale und der 
elektrodynamischen Kreft. 

Die Differentialgleichung des Viererpotentials, die wir als 
einfmhste Formulierung der Maxwell schen Theorie bezeich- 
neten, lautete: 
(25b) 'S)ib Rot @ = P. 

Fur eine der vier rechtwinkeligen Komponenten (I,j von (I, 
haben wir daher nach (17a) und (21b): 

wofur wir nach der Nebenbedingung (25 c) einfacher schreiben 
kbnnen l) : 
(28) g @ = - P .  

Wir haben also das folgende Problem der vierdimensio- 
nalen Potentialtheorie zu lbsen : Gesucht eine Liisung der 
Gleichung 0 @ = - P fur einen beliebigen Raumzeitpunkt 
xo yo zo to,  wenn die Viererdichte P, d. h. Ladung und Ge- 
schwindigkeit des betrachteten Systems, fiir alle friiheren Zeit- 
punkte t < to gegeben ist. Die L6sung enthalt Gleichung (27 d) 
mit dem in Fig. 3 bezeichneten Schleifenwege- 

TrLgt man hier fur U irgend eine der Komponenten von @ 
ein, berucksichtigt Gleichung (28) und unterdruckt die fur 
unser Potential belanglose Eonstante, so ergibt sich 

1) Diese Gleichung und die Zuaammenfassung von skalarem und 
Vektorpotential zu einem ,,Weltvektor" 4i bereits bei M. Born,  Ann. d. 
Phys. 28. p. 571. 1909. 

Annalen der Physik. IV. Folge. 33. 43 
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Diese im Sinne der Relativtheorie naturgemafieste Darstellung 
des elektrodynamischen Potentials rtihrt von Herglo tz  l) her. 
Sachlich kann sich diese Darstellung natiirlich von den illteren 
Formeln nicht unterscheiden, solange man in dem urspriing- 
lichen und zufhllig zugrunde gelegten Bezugsaystem der x y  z I 
bleibt. 

Die Integration nach E la6t sich in (29) sowie in allen 
analogen spiiteren Formeln stets nach dem Cauchyschen 
Residuensatze ausfuhren. Innerhalb der Schleife der Fig. 3 liegt 
namlich eine Stelle, an der Ra von der 1. Ordnung ver- 
schwindet, auf die also die Integration zusammengezogen 
werden kann, namlich die Stelle (vgl. (27a)): 

Dagegen liegt die an sich gleichberechtigte Stelle I = Zo + is 
auf der positiv-imaginaren Achse der Fig. 3 und liefert keinen 
Beitrag zu unserer Schleifenintegration. 

Unter Zugrundelegung der Weltlinie eines bestimmten 
Ladungselementes de (vgl. Fig. 4) bezeichnen wir denjenigen 

Punkt L der Weltlinie, der von einem im 
Punkte 0 konstruierten Kegel R2 = 0 aus- 
geschnitten wird, mit Minkowski als 
Lichtpunkt von 0. Seine Koordinaten sind 
eindeutig bestimmt, wenn sich das Ladungs- 
element niemals mit Uberlichtgeschwindig- 
keit bewegt, und e8 bestimmt Rich die 
vierte Koordinate desselben, wie soeben 

gezeigt, durch die Gleichung t I to - s/c. Diese sagt bekanntlich 
aus, daB ein vom Weltpunkte L ausgehendes Lichtsignal den 
Weltpunkt 0 erreicht (d. h. den Raumpunkt xo yo zo zur Zeit to 
erreicht). 

L p as, 

Fig. 4. 

1) G. Herglote ,  Gattinger Nachrichten 1904. Heft 6. Diese kurze 
Note ist hiatorisch besonders interessant, weil sie vor der Relativtheorie 
datiert. Trotzdern ist darin, wie such Min k o  wski  gesprlchsweise hervor- 
hob, die vierdimensionale Symmetrie der Elektrodpnamik latent enthalten 
und mathematisch verwertet. 
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Fiihren wir also die Integration nach 1 mittels Residuen- 
bildung aus , so werden sich die entstehenden Pormeln auf 
den Lichtpunkt J von 0 beziehen. 2. B. entstehen so aus (29) 
direkt die wohlbekannten Formeln der retardierten Potentiale. 
Wir fiihren dies nur fiir den Fall einer punktformigen Ladung 
(eines binreichend entfernten Aufpunktes) aus. 

In  diesem Falie kann man in (29) Rz bei der Integration 
nach x y z  als konstant ansehen und diese Integration aus- 
werten. Um aber von vornherein die Einfiihrung des will- 
kiirlichen Bezugsspteme x y z E zu vermeiden, benutzen wir 
lieber ein nach der Weltlinie der Punktladung orientiertes 
naturgemaBes Bezugssystem. Es sei (vgl. Fig. 4) dS,, das 
Element des Normalraumes zur Weltlinie, d,c das Bogen- 
element der Weltlinie. Dieses hangt mit der Minkowski-  
when Eigenzeit t so zusammen, daB 

d s = i c d t ,  indem 

Nun hat man: 

Die erste dieser Formeln folgt unmittelbar daraus, daB das 
Langenelement ds und das dreidimensionale Raumelement dS, 
zueinander normal sind. In  der zweiten Formel bedeutet P 
ebenso wie 8 einen Vierervektor, der nach der Weltlinie der 
Ladung an der betrachteten Stelle gerichtet ist. Es ist also 
nur noch nachzuweisen, daJ3 die Vektoren auf der rechten 
und linken Seite dieser Formel einander der Gr6Be nach gleich 
sind. Mit Riicksicht auf (29b) wird 181 = ic, also die GroBe 
der fraglichen rechten Seite gleich -ce. Auf der linken Seite 
denke man sich P in Komponenten nach der Weltlinie und 
senkrecht dazn zerlegt. Die letzteren verschwinden, die erstere 
wird nach Gleichung (l), Teil I gleich ieo ,  wo eo die ,,Ruh- 
dichte", d. h. die von einem mitbewegten Beobachter beur- 
teilte Diehte der Ladung bezeichnet. Dementspreohend wird 

43 * 
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J p o  dS, = e gleich der Gesamtladung, 
linken Seite von (29c) hat man also ebenfalls: 

Fur  die GroBe der 

i c s i e ,  dSn = - c e. 

Setzt man aus (29c) in (29) ein, so folgt: 

die Integration nach der neuen Variabeln t ist ganz ebenso 
wie die nach I in Fig. 3 auf einem beliebigen komplexen Um- 
gang um den Lichtpunkt Z im Uhrzeigersinne zu erstrecken 
und liefert, nach dem Cauchyschen Satze berechnet l): 

(29 at 
Hier bedeutet 
(29 e) ~ l t ( z - - z 0 7  ?/-!/yO7 '-'07 ' - l o )  

den Vierervektor vom Aufpunkte nach dem zugehorigen Licht- 
punkt der Ladung, 8 den in (29c) definierten Geschwindig- 
keitsvektor der Ladung im Lichtpunkt und ('$ID) ihr skalares 
Produkt im Sinne von 8 3 A. Gleichdng (29d) stellt die im 
S h e  der Relativtheorie invariante Schreibweise des Punkt- 
potentialgesetzes (Lidnard-  Wieche r t )  dar; wir kommen hierauf 
im folgenden Paragraphen nochmals zuruck. 

Das Feld einer beliebig bewegten Ladung im Aufpunkte 0 
erhalt man jetzt nach der Formel (21b) 

Wollte man fiir den Fall einer Punktladung diese Differen- 
tiation an der ausgerechneten Formel (29 d) vornehmen, so 
wurde man auf umstandliche Betrachtungen a) gefiihrt, die 

1) Im Lichtpunkte selbst ist Re = 0, in der Umgebung desselben alsQ 

mit der in (29e) erklarten Bedeutung von %. 
wird daher 

Das fragliche Integral 

2) Vgh z. B. M. Abraham, Theorie der Elektrizitfit 11. p, 13. 
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daher ruhren, da6 mit einer Variation von 0 zugleich eine 
solche des Lichtpunktes L verbunden ist. Vie1 einfacher ist 
es, auf die urspriingliche Formel (29) zurilckzugehen und den 
Uhergang zur Punktladung erst zum Schlusse zu machen. 
Aus (29) ergibt sich 

2 J p V  (z - %) - pZ (y - YO) d x  
R' 4 n2 f,, = 

und etwas allgemeiner fiir j = x, y, z, I ;  

Gehen wir sogleich zu der spezifischen elektrodynamischen 
Kraft fj iiber, indem wir uns in der Umgebung des Auf- 
punktes 0 eine Ladungsverteilung von der Viererdichte Po 
denken, so bestimmt sich deren x- Komponente nach Qlei- 
chung (11) zu (Pofx);  hierfiir erhalt man nach der letzten 
Formel bei Benutzung des in (298) erklarten Vektors %, der 
sich zunachst noch nicht auf den Lichtpunkt bezieht: 

und daher 

(304  

Geht man jetzt wieder zu einer Punktladung e mittels der 
Gleichungen (29c) iiber, so ergibt sich deren spezifische graft- 
wirkung auf die Verteilung Po : 

1st auch die Verteilung Po punktformig von der Gesamt- 
ladung eo, so kann man die Gesamtkraft 53 bilden, die e auf eo 
ausiibt. Dieselbe werde a19 mitbewegte Kraft im Sinne von @' 
in Gleichung (15) berechnet. Man multipliziere also mit dem 
zur Weltlinie von 0 normalen Raumelement dS' und bilde 
S = J s d S .  Mit Riicksicht auf die zweite Zeile von (2Yc) 
ergibt sich, wenn Do den Geschwindiglceitsvektor von 0 be- 
deutet : 

2 * 2 9  = (30b 

Die Integration meint auch hier einen Umgang der komplexen 
Variabeln 7 in der Uhrzeigerrichtung um den Lichtpunkt von 0; 

( 8 0  8) 9t - ( 8 0  m 8 d7 .  
P 
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sie kann durch Residuenbildung unmittelbar ausgefiihrt werden, 
wobei jetzt, da der Nenner von der zweiten Ordnung in R2 
verschwindet, die Entwickelung des Zihlers und Nenners bis 
zu Gliedern zweiter Ordnung zu nehmen ist. Die an sich 
selbstverstindliche Rechnung unterdrucken wir hier und ver- 
weisen wegen ihres Ergebnisses auf Gleichung (37) des nachsten 
Paragraphen, wo dasselbe auf einem vielleicht anschaulicheren 
aber im Grunde weniger einfachen Wege wie bier abgeleitet 
wird. Verglichen mit der etwas zusammengesetzten Form der 
Gleichung (37) ist die in Gleichung (30b) enthaltene Integral- 
darstellung wegen ihrer besonderen Ubersichtlichkeit jedenfalls 
bemerkenswert. 

8 8. Die syklieche oder Hyperbelbewegung und die elektro- 

Als einfachstes Beispiel einer beschleunigten Bewegung 
betrachten wir den von M. Born l) klirzlich behandelten inter- 
essanten Fall der ,,Hyperbelbewegung". Dieselbe stellt sich, 
wenn man in Ausdruck und Zeichnung wieder von dem 
imaginiiren Charakter der Zeitkoordinate absieht, als ,,zyklische 
Bewegung" dar, worin der Qrund ihrer Einfachheit liegt. Wir 
untersuchen diese Bewegung hier namentlich unter dem schon 
von Min kowski angedeuteten Qesichtspunkte 3, da6 sich eine 
beliebig beschleunigte Bewegung immer durch diese ,,gleich- 
Grmig beschleunigte" Bewegung approximieren la& und ge- 
langen von d s  aus zu einer anschaulichen Ableitung der elektro- 
dynamischen Elementargesetze. 

Das elektrische System bewege sich so, da5 fur jedes 
Ladungselement desselben gilt : 
(31) x=rcoscp,  y = y ,  Z = Z ,  d=rsingo, 

Bei konstantem r, y, z und variablem cp geben diese Gleichungen 
dio Weltlinie des Ladungselementes; bei konstantem go und 
variablem r, y, z bestimmen sie die ,,Ruhgestalt" der Ladung, 

1) M. Born, Ann. d. Phys. 30. p. 1. 1909; dem obigen Gesichts- 
punkt entaprechend kommt fur uns nur Kapitel I1 dieser Abhandlung 
in Betracht, deren Ergebnisse wir durch freiere Benutzung der vier- 
dimensionalen Vorstellungen etwas vereinfachen werden. 

dynamiechen Elementargesetze. 

2) Vgl. H. Minkoweki, Rsum und Zeit § 111 und V. 
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d. h. die von einem mitbewegten Beobachter wahrgenommenen 
gleichzeitigen Lagen ihrer Elemente. Fig. 5 a  stellt die Ver- 
hiiltnisse in der zl-Ebene bei reel1 gedachtem 1 und 'p dar: 
die Weltlinien sind Kreise 2) + l a  == 9, die Ruhgestalt pro- 
jiziert sich in den variablen Radius r. Fig. 5b zeigt, wie die 

Fig. 5s. Fig. 5 b. 

Dinge mit Riicksicht auf die imaginare Beschaffenheit von 
I = i c t liegen. Tragt man x und c t als reelle Koordinaten auf 
und setzt 9~ s iy, wo 9 ein reeller Winkel ist, so werden die 
Weltlinien gleichseitige Hyperbeln xz - (ct)%= rB und die Ruh- 
gestalt wird durch 1u = const. gegeben. Den unter 45O ver- 
laufenden Asymptoten entspricht eine Bewegung mit Lichtge- 
schwindigkeit c, die von der Hyperbelbewegung ftir c t  = f w 
angenahert wird. 

Durch die zyklische Natur unseres Problems sind statt 
der gewohnlichen Koordinaten x y z I offenbar die vierdimen- 
sionalen Polarkoordinaten r y z sp torgezeichnet, deren Charakter 
aus Raum und Zeit gemischt ist. Nennen wir die entsprechen- 
den Koordinaten des Aufpunktes ro yo zo spot so konnen wir  
offenbar sp0 = 0 wahlen. Dies bedeutet in der Ausdrucksweise 
der Fig. 5a, da6 wir die Koordinate y des einzelnen Ladungs- 
elementes von dem durch den Aufpunkt gehenden Radiusvektor 
aus ziihlen diirfen, der dadurch zur x-Achse wird. I n  der 
Ausdrucksweise der Fig. 5 b  hatten wir zu sagen, da6 wir 
statt der Achsen x und c t  neue ,,zueinander senkrechte" 
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Achsen x' und Ct' einfiihren kiinnen, deren eratere durch 0 
geht und deren letztere mit der Hyperbelasymptoten denselben 
Winkel bildet wie x' (harmonische Lage der Achsen x', ct' 
gegen die beiden Asymptoten). Auch auf diese neuen Achsen 
bezogen sind die Weltlinien gleichseitige Hyperbeln und stehen 
(nicht euklidisch) senkrecht auf ihnen. Zugleich wird jetzt fur 
den Aufpunkt c to' = 0 ,  also auch r,, sin iq, = 0 oder qo = 0. 
Wenn wir also in Fig. 5 a  yo = 0 wahlten, so bedeutet dieses 
irn Reellen, dall wir statt des urspriinglichen Bezugssystems 
der x, y, z, c t  ein neues gestrichenes x', y, z, ct' einfiihren, das 
gegen das urspriingliche relativ bewegt ist, und da8 wir von 
diesem ails durch die Gleichung (31) unsere Polarkoordinat,en 
r y t go definieren. Die Einfiihrung der gestrichenen Achsen 
ist allerdings, bei AusschluB von Uberlichtgeschwindigkeit, nur 
miiglich, wenn der Aufpunkt in einem der beiden raumartigen 
Quadranten der Fig. 5 b  liegt (vgl. die Anmerkung in Teil I, 
p. 752), d. h. wenn in den urspriinglichen Koordinaten gilt 
c t ,  < z,, was wir voraussetzen wollen. Im anderen Falle, 
d. h. wenn der Aufpunkt in einem der zeitartigen Quadranten 
liegt, braucht man nur die Achsen x' und ct '  zu vertauschen, 
ohne sonst etwas Wesentliches zu andern. 

Auch die Vektoren P und @ zerlegen wir in Eomponenten 
nach den Koordinaten T y z sp, wobei der Vierervektor P in 
den sukzessiven Lagen der Ladungselemente, der Vierervektor @ 
im Aufpunkte anzutragen ist. 

Offenbar ist 
P, = Py = P, = 0, P =  P, = i g , .  

Der Vektor P weist namlich in Richtung der Weltlinie, also 
in Richtung des wachsenden go; ebenso wie i~ die vierte Kom- 
ponente im xy z Z-System war (vgl. Qleichung (l), Q = Ladungs- 
dichte im xy z-Raum) wird wegen des Vektvcharakters von P 
die vierte Eomponente im r y i go-System gleich iq, (Q, = 
Ladungsdichte im mitbewegten T y z-Raum = ,,Ruhdichte" = 
IPI = i p  fq = i ~ / c o s  cp, vgl. Gleichung (1 a) und die Er- 
Iauterungen zur Gleichung (29 c) des vorigen Paragraphen). Dabei 
ist go nach dem Qaussschen Satz lings jeder Weltlinie kon- 
stant (unabhangig von sp), von Weltlinie zu Weltlinie eventuell 
veranderlich. Wegen der sogleich vorzunehmenden Vektor- 
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summation werden wir auch die Komponenten P, und Pt nach 
den durch 0 orientierten Achsen der Fig. 5 a  (den Achsen 
z', c t '  der Fig. 5b) brauchen. Es ist fur jede Stelle der 
Weltlinie : 

Zur Berechnung von @ benutzen wir Gleichung (29) und 
substituieren ftir die dortigen Integrationsvariabeln x = r cos y ,  
1 = r sin cp. Der die imaginare Achse umgebenden Schleife 
in Fig. 3 entspricht jetzt eine Integration in cp uber eine ent- 
sprechende Schleife, auf der cp von --im uber Null nach 
- i m zuruckgeht und die wie friiher den zu jeder Weltlinie 
geharigen Lichtpunkt (RB = 0) im Uhrzeigersinne umschlingt. 
Der ffbergang zu den neuen Integrationsvariabeln r, cp ge- 
schieht nach dem Schema der gewohnlichen Polarkoordinaten : 

+ m  m 

t31b) 

mit dem 
wie liach 

Von 

- m  0 

Unterschiede, daS die Integration nach y ahnlich 
I iiber die genannte Schleife sich erstreckt. 
den vier Komponenten von @ verschwinden zwei; 

es ist namlich wegen Pv = P, = 0 

@/=O, ez=0. 

Von den beiden anderen Komponenten @, und @+ lafit sich 
zunachst aussagen, daS sie von der y-Koordinate des Auf- 
punktes unabhangig mnd, worin sich die zyklische Natur unseres 
Problems ausspricht. Wir konnten ja bei beliebiger Lage des 
Aufpunktes die nach diesem gezogene Richtung als Nullstrahl 
w&hlen; in die Ausdrucke von a,. (in Richtung dieses Nullstrahles) 
und von Qv (senkrecht dazu) geht dann cpo uberhaupt nicht mehr 
ein. Diese Komponenten werden also fur alle Punkte irgend 
eines Kreises der Fig. 5a (irgend einer Hyperbel der Fig. 6b) 
konstant und der Vektor @ hat eine konstante GrijBe und Lage 
gegen den veranderlichen Radius r,. Dagegen sind die Kom- 
ponenten @=, @t in einem xl-System von allgemeiner Lage 
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naturlich von yo abhangig und zwar vermiige der allgemeinen 
Formeln f i r  Vektortransformation: 

a2 = COB yo - aq sin yo , 
Or = ar sin yo + UP cos yo .  

Bei der besonderen Lage der x-Achse wie in Fig. 5a  (der 
x'-Achse wie in Fig. 5b), die fiir das Folgende bequem ist, 
wird wegen yo = 0 ubrigens @, = as, QP = 

Die Komponente Gr = Q2 lllSt sich leicht ausfiihren. 
Zunachst ist wegen (31a, b) und (29): 

8 2  = r2 + ro2 - 2 r ro cos sp + (y - y0)a + (z  - zo)a. 

Da po von sp unabhangig (vgl. oben) und d (3%) = 2 r ro sin 'p d y  
ist, so lautet das Integral nach sp einfach: 

da es urn den Punkt Ra = 0 entgegen dem positive5 Umlaufs- 
sinn zu erstrecken ist (vgl. Fig. 3). Daher nach (32) 

+ m  + m  m 

hier bedeutet e die Gesamtladung des Systems, die durch 
Integration der Ruhdichte po fiber die Ruhgestalt des Systems 
erhalten wird. Andererseits ist nach (31a, b) und (30): 

- w  -00 0 

Das Integral nach 'p ergibt sich, ganz Zlhnlich wie oben, durch 
Residuenbildung zu: 
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wo fir cosy ,  sin rp die dem Lichtpunkt entsprechenden und 
aus R2 = 0 folgenden Werte: 

1 p2 + ToZ + (Y - .Yo)2 + (2 - ~ O Y )  9 

((7' - T o y  + (y - yo)2 + (2 - zo)2) x 
((T + Tola + (Y - yoI2 + ' ( Z  - zo?) 

einzusetzen sind. Somit wird 
+ m  + m  m 

(32d) 4 1 t @ , , = 4 n @ ~  = q d y  ro JdZJ-dT go (7) smcp L * 
- m  - m  0 

Fiir einen weit entfernten Aufpunkt kann man cos cp und sin qj 
als anniihernd fir alle Ladungselemente konstant ansehen und 
die dreifache Integration ausfuhren, wobei die Gesamtladung e 
des Systeme entst,eht. Man hat also fur diesen Grenzfitll: 

(33) 
- e  

r0 
4n@7=--,  

Im AnschluS an Fig. 6 uberzeugt man sich leicht, daB 
Richtung und QrbSe des Vektors @ allein durch den Bewegungs- 
zustand im Lichtpunkte L 
ausgedriickt werden. Wir 
berechnen zu dem Zweck die 
Komponente von @ einer- 
seits nach der Richtung ML, 
die auf der Bewegungsrich- 
tung im Lichtpunkt senk- 

nach der Richtung der Tan- 
gente in L,  die durch den 
Vierervektor 23 bestimmt 
werden moge; dabei ist zu beachten, daB cp den zu L 
horigen Winkel und zwar von MO als Nullpunkt aus geziihlt, 
bedeuten sollte; also: 

recht steht, und andererseits M '\ //' 

Fig. 6. 

ge- 

in der Richtung ML: 
e 

r 0  VO 
@,,cosqj + ~ ~ s i n q j  = - -cosy  +?cosy  = 0 ,  

in der Richtung 8: 
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v0 sin 'p wird aber in der Figur durch die Strecke 0 N =  PL 
dargestellt und es ist P A  die Projektion des Vektors W Tom 
Au fpunkt nach dem Lichtpunkt auf den Bewegungsvektor '$3, 
also I) 

(334 r,,sincp= P L =  I%Jcos(%,8)=--- (% 
131 ' 

vgl. Teil I, 8 3 A. Unser Potential ist also nach Richtung und 
GrijSe dargestellt durch 

% = " - . T o ,  ?/-yo, z - z o ,  z-zo, 
(33b) 4 1 ~  

Der besondere Charakter der Hyperbelbewegung ist aus (33 b) 
verschwunden, diese Darstellung gilt fur jede Bewegung, die 
im  Lichtpunkte unsere Hyperbelbewegung tangiert und wurde 
oben (vgl. (29d)) direkt aus der allgemeinen Darstellung (29) 
durch Ubergang zu einer Punktladung und durch Residuen- 
bildung entnommen. Wie die Verhiiltnisse im Reellen liegen, 
ist in Fig. 5 b  angedeutet: In der Projektion der x ,  ct-Ebene 
wird der Lichtpunkt L von einer durch 0 gelegten Parallelen 
zur Hyperbelasymptoten aus der Weltlinie ausgeschnitten und 
es ist die Resultierende aus den beiden reellen Eomponenten Dr 
und 4,/i parallel der Tangente '$3 im Lichtpunkt. 

Zur Berechnung des Feldes iibergehend, haben wir nach (21 b) 
f = Rot @ zu bilden, wobei wir natiirlich die erforderlichen 
Tlmgange, iiber die das Linienintegral von @ zu erstrecken 
ist, im Sinne unseres Polarkoordinatensystems wahlen (vgl. 
Fig. 5a rechts oben). Wahrend die T y, r z, y z- Komponenten 
von f verschwinden, da UV = aZ = 0 und a, von y und z 
unabhangig ist, ergibt2) sich nach (21): 

1) Es ist nach Definition des Lichtpunktes / % I  = R = 0 und 
COB (8, 8) = ~ 0 ,  daber I % 1 cos (8, %) ein unbestimmter Ausdruck, dessen 
wahrer Wert nach 

2) Man erhglt, da r d r d ' p  der Inhalt, rd 'p  bzw. d r  die Seiten des 
in Pig. 5 a gezeichneten Umganges sind: 

3 A durch (% a)/ 1 %  I angegeben wird. 

a a 
ar a'p 

f r v r d r d ' p  = - - ( ~ , r d ' p f d r - - - 1 Q i , d r ) d ' p .  

Dies ergibt den Ausdruck (34), da @,. von 'p uuabhangig ist. 
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Das Feld ist also ebenso wie 0 nur abhiingig von den Koordi- 
naten ro, yo, zo des Aufpunktes und daher auf den Kreisen 
der Fig. 5a (den Hyperbeln von 5b) konstant. Dagegen ist 
BB naturlich auf den Geraden x = const. variabel, indem jede 
solche Gerade bei veranderlichem c t  in Fig. 5b immer von 
anderen Hyperbeln geschnitten wird. Wahrend also das Feld 
in einem raumfesten Punkte zeitlich wechselt, ist  es in einern mit- 
gefuhrten Punkte konstant. Und zwar hat es in einem solchen 
Punkte durchweg den Charakter des elektrischen Feldes. Da 
nlimlich die v- Richtung zugleich die Richtung der Zeitachse 
im mitgefuhrten (,,gestrichenen") System ist , haben wir im 
AnschluB an (2) zu schreiben: 

Fur  einen im xy z 1-System ruhenden Beobachter dagegen hat 
das Feld auSer dem elektrischen auch einen magnetischen Teil. 

Fur  entfernte Aufpunkte, fur die das elektrische System 
als punktfijrmig erscheint, ergibt sich aus (33) und (34) 

- 
und ebenso 

Aus der Definition des Lichtpunktes: 

folgt aber, da bei der Hyperbelbewegung T, y, z konstant sind: 
2(r0 - r c o s y ) d r ,  + 2rr0s ingpdy = 0,  

also 
ar, T r ,  sin q 

und ebenso 

daher, wenn der Index 5 bei 9 unterdriickt wird: 

Rz = r2 + roa - 2 r ro cos 'p + (y - yo)2 + (z - = O 

d q  - T C O B ( P  - r, _ -  - 

6'9 - $-Yo acp % - - _ -  
ago rr,, sin cp ' dxo r r,, sin q ; 

- e  

[ n f T ,  = r roe sins rp (r cos 9D - r*) 7 
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Diese Formeln sind der einfachste Ausdruck fur das von 
einer beIiebig bewegten Punktladung erzeugte Feld. Indem 
man namlich an die Weltlinie der Punktladung in dem zu 
unserem Aufpunkt gehorigen Lichtpunkt den Kriimmungskreie 
(Kriimmungshyperbel) legt und die beliebige Bewegung durch 
die zyklische Bewegung auf dem Kriimmungskreis ersetzt, fuhrt 
man den allgemeinen Fall auf unsere Formeln (34b) zuriick. 
Charakteristisch ist dabei das Auftreten des Kriimmungsradius r ,  
der mit der Beschleunigung der Bewegung im Lichtpunkt zu- 
sammenhangt (vgl. unten). Der Unterschied zwischen longi- 
tudinaler und transversaler Beschleunigung ist dabei nur ein 
Unterschied in der Wahl des Bezugssystems. 

Wir wollen zunachst die Formeln (34b) so umschreiben, 
daB darin nur die auf den Lichtpunkt bezogenen Vierervektoren 

%, 23, ?$ 

auftreten: '3 der Vektor von 0 nach A, '23 der Geschwindig- 
keitsvektor in .L (vgl. Gleichung (33a)) und $3 der Beschleuni- 
gungsvektor in 1;. Bei der obigen Definition (Gleichung (29b)) 
von dz durch das Weltlinienelement d t  = d s l i c  wird, da 
in unseren zyklischen Koordinaten ds = r d y  gilt, offenbar 
dt = r dgo [i c, also nach den Gleichungen (3 I )  

8 = (-rsingo, 0, 0, rcosgo)- d9 
d z  

dementsprechend folgt weiter: 

$I hat also im Lichtpunkt die Richtung des Radius M L  und 
die GroBe ca / r .  

Aus diesen drei Vektoren lassen sich die folgenden vom 
Bezugssystem unabhangigen GroBen 

(%23) und (a@) 
bilden, durch die sich also die Formeln (34b) ausdrucken lassen 
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miissen; wir bemerken dabei, da3 die auBerdem maglichen 
Invarianten nach obigem die folgenden einfachen Werte haben: 

letzteres wegen der senkrechten Lage von 23 und $. Beziig- 
lich des Wertes von (%B) ergab sicb oben in Qleichung (33a): 
(354 (%a)= IB]rosincp = icrosincp. 

Ahnlich ergibt sich nach Fig. 6 als Projektion von Dt auf 8 

und durch Division von (35a) und (35b): 

(354 

Betrachten wir jetzt den aus dem Sechservektor f abge- 
leiteten Vierervektor fv  (vgl. Teil I, Gleichung (6 a)) : 

Hier sind die drei GrOBen der Klarnmer bzw. die Kompo- 
nenten von Dt nach den durch 0 gezogenen Richtungen To, yo, zo, 
namlich 

illr= OQ=TCOSY-T, , ,  % , = Y - - ? / ~ ,  % z t , = ~ - ~ o ;  

fiigen wir also die vierte Komponente nach der durch 0 ge- 
legten, auf ro senkrechten Richtung des wachsenden yo namlich 
Dtv = QL (vgl. Fig. 6) hinzu, so wird 

( r c o s y - r o ,  y-yo,  z - z 0 , O ) = % - V e k t o r Q L .  

Der Betrag von Q L ist r a i n y ;  der Einheitsvektor in 
dieser Richtung stellt sich durch die Einheitsvektoren in den 
Richtungen B und $3, welche gegen jene bzw. urn (p und 
n12 - y geneigt sind, 80 dar: 

Vektor Q L B B - = cosy-  + 
I Q L I  Ibl la1 

(36) = 
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also 
r sin rp VektorQ1; = r s i n y  Ql = . r s i n y  

Daher zerlegt sich f, in zwei bzw. drei Vierervektoren der 
Richtungen R, a1 bzw. 3, 8, @, namlich: 

Wi r  gehen jetzt zu der spezifischen elektrodynamischen 
Kraft 8 uber (vgl. 8 4), indem wir uns im Aufpunkte 0 eine 
Ladung denken, deren G r 6 b  nnd Bewegung durch den Vierer- 
vektor Po gegeben wird. Die Komponenten Ton 8 nach den 
Koordinatenrichtungen sind nach Gleichung (1 1) 

&.;.=(POL) = po,f,, ,  
8y = P o  fJ = Po,f,,, 
% = P o  f,) = po,f,,, 

3p= (PrlfJ= P o r f p v  + p o y  f , y  + Perf,.* 
Wir kSnnen also vektoriell schreiben, unter Ql den genannten 
Einheitsvektor in der durch 0 hindurchgehenden sp - Richtung 
verstanden: 

oder mit Rticksicht auf (36a) 

3 = - P o  %Ifq + (Po fq) @I 

Trrtgen wir jetzt fur a1 den Wert (36) ein, so zerlegt sich 8 
in drei Teile, einen Aagenbesfandteil von der Richtung st, einen 
Geschwindigkeits- und Beschleunigungsbestandta'E von der Rich- 
tung % und &, namlich bei Benutzung von (354 und (35c): 
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Hiermit ist die allgemeine invariante Darstellung der spezi- 
fischen elektrodynamischen Krsft 8 gewonnen. Wir gehen von 
ihr zu der totalen Kraft @ iiber, indem wir uns in 0 eine 
Gesamtladung e,, punktformig vorhanden denken. Wir werden 
dieselbe a15 ,,mitbewegte Kraftr' (im Sinne der Gleichung (15) 
fir $2') berechnen, indem wir diejenigen Werte von 5 betrachten, 
die einem an der Bewegung von 0 teilnehmenden Beobachter 
als gleichzeitig erscheinen, d. h. iiber einen Raum dS' inte- 
grieren, der senkrecht zur Weltlinie von 0 steht. Dagegen 
wurde sich, wie in @ 4 bemerkt, bei der Integration uber dS 
ein vom Bezugssystem abhangiges Resultat ergeben. Da so- 
nach dS dieselbe Bedeutung hat, wie in Gleichuag (29c) ds,,, 
so ergibt sich aus dieser Gleichung 

und aus (36c) erhalt man die folgenden drei Anteile der totalen 
elektrodynamischen Kraft : 

Wie oben im AnschluB an (33s) kann man bemerken, daB der 
besondere Charakter der Hyperbelbewegung aus diesen Formeln 
verschwunden ist (die Hyperbelbewegung diente uns nur dazu, 
die Bewegung von e im Lichtpunkte bequem zu approximieren), 
nnd daB man allgemeiner dieselben Formeln erhalt, wenn man 
$ fur eine ganz beliebige Bewegung von e berechnet. In  der 
Tat sind die Gleichungen (37) identisch mit dem Resultat der 
Residuenbildung in Gleichung (30b), von dem p. 670 die 
Rede war. 

Die Gleichungen (37) stimmen naturlich auch mit der 
geometrischen Regel uberein, die Minkowski  im § V von 
,,Raum und Zeit" gibt und unterscheiden sich von den ur- 
sprhglich von Schwarzschi ld  gefundenen Ausdriicken nur 
durch Hinzufugung der vierten ,,energetischen Komponente", die 

Annalen der Physik. IV. Folge. 33. 44 
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Alr das Folgende iibrigens nicht unwichtig ist, und in den drei 
iibrigen ,,dynamischen" Komponenten nur durch einen Faktor 

fm, Po c = Qeschwindigkeit von 0) , 
der daher rtihrt, daS Sohwarzschild bei Bildung der Gesamt- 
kraft fiber einen Raum dS, wir tiber einen Raum dS' inte- 
grieren. 

§ 9. Bemerkungen Bum Coblomb aohen und Newtonechen 
Gesetz. 

A. Coulombsches Gesetz. Die Gleichungen (37) wenden 
wir auf den einfachsten Fall der Elektrostatik, zwei gegen- 
einander ruhende Punktladungen, an. Im Sinne der Relativ- 
theorie ruhen zwei Ladungen, deren Weltlinien zwei parallele 
Geraden sind. In  diesem Falle wird 

6 = 0 , (Bo R.3) = (23 23) = - c2, (Bo oz) = (93 oz) 
und daher 
(38) 4!7rR'=- e e o c  

Nach Wegfall des Beschleunigungsbestandteiles setzt sich also 
die Kraft P in (38) aus einem nach dem Lichtpunkt gerichteten 
Jagenbestandteil und einem Geschwindigkeitsbestandteil zusammen, 
der sich zuniichst auch auf den Lichtpunkt bezieht, aber wegen 
der vorausgesetzten Gleichfijrmigkeit zugleich die Richtung 
eines beliebigen Punktes der Weltlinie von e oder eo hat. Wir 
zeigen, daS dieser Qeschwindigkeitsbestandteil den Lagen- 

bestandteil gerade zu einem 
Vektor erganzt, der nach dem 
mit 0. gleichzeitigan Punkte P 
auf der Weltlinie von e gerichtet 
ist. Die Gleichzeitigkeit ist 
dabei offenbar von dem mit der 
Geschwindigkeit 8 bewegten Be- 
zugssystem aus zu beurteilen, 
dem einzigen in unserem Falle 

Fig. 7. naturgemaS definierten Bezugs- 
system, und wird in Fig. 7 an- 

deutungsweise wieder durch ein gewohnliches (Euklidisches) 
Senkrechtstehen konstruiert. 

eP% + (!It%?)@ 
(93 23)s- * 
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Wie schon mehrfach benutzt (vgl. p.676 und 679), ist die 
Projektion P L von '33 auf 8 gleich (W 123)/183) und der Einheits- 
vektor in Richtung von 8 gleich a/lal, daher mit Ruoksicht 
auf = i c :  

Vektor L P = -  PL.--=-- 13 (FY3 = 4- $pa)%. 
181 

Der Ziihler in (38) wird folglich mit der in Fig. 7 eingetragenen 
Bedeutung von W: 

c2 (Vektor 0 L + Vektor L P)  = c* Vektor 0 P = ca 9%'. 

Wendet man auf das ,,rechtwinklige" Dreieck 0 L P den 
Pythagoras an, so ergibt sich ferner mit R' = 18'1, R = 181 = 0: 

38 a) ( % t ) a = - j 8 / a R ' " + c 2 R ' ?  

Der Nenner in (38) wird daher gleich c S P ,  so daS wir statt 
(38) schreiben konnen : 
(39) 4 w $  = - eeoR, , .  

Dies ist der allgemeine invariante Ausdruck des Coulomb- 
schen Gesetzes. 

Fuhren wir nun ein spezielles Bezugsspstem s y z i  ein, 
dessen Z-Achse mit 123 den Winkel ~p bildet, in dem sich also 
e und eo bewegen. Die Koordinaten von P seien x', y', z', r, 
diejenigen von 0 wie friiher xo, yo, zo, I,. Der dreidimen- 
sionale Vektor z' - xo , y' - yo, z'- zo hei6e r', T' sei seine 
Lange. Der dreidimensionale Kraftvektor Qz, Ry, $2' ist nach 
0 4 a l s  der dynamische Bestandteil des Vierervektors $2 zu be- 
zeichnen. Derselbe ist natiirlich nicht nach dem im Sinne 
unseres zufalligen Bezugssyatems mit Q gleichzeitigen Punkte 
gerichtet, sondern nach demjenigen Rsumpunkte, der aus dem 
Raumzeitpunkte P durch Projektion auf den xyz-Raum ent- 
steht. 

4m(Rs, Ry, QJ =- e e o p ;  

4lcy~2 + 9; + 9: = e e  -. 

w' 

Jener dynanaische Bestandteil wird ngmlich 
r' 

seine GroBe ist 
r' 

(39 a) 0 E3 

44 * 
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Sie ist also weder dem Qdadrat von T' noch demjenigen von 
R umgekehrt proportianal. Um die einfache Ausssge des 
Coulombschen Gesetzes aufrecht halten zu kiinnen, mu6 man 
vielmebr den energetischen Bestandteil mitbetrachten und die 
GroBe des Vierervektors 

191 = 1/ qz + .Qy2 + P,Z + P,a 

bilden. Fur diesen gilt einfach 

also da3 Coulombsche Gesetz in dem Sinne, da6 es auf den 
vierdimensionalen Abstand der beiden gleichzeitigen Welt- 
punkte 0 und P ankommt, Wir betonen dies zur Erhartung 
der schon friiher (8 4, p. 771) gemachten Bemerkung, daB der 
energetischen Komponente der Kraft keineswegs nur eine for- 
male Bedeutung zukommt. Vielmehr zeigt sie sich in unserem 
besonderen Falle unentbehrlich, um das Coulombsche Gesetz 
in seiner fiir statische Verhaltnisse giilkigen Einfachheit auch 
fur bewegte Ladungen und unabhangig von der Wabl eines 
speziellen Bezugssystems aussprechen zu kijnnen, 

Die energetische Komponente von $2 verschwindet naturlich, 
wenn man das Bezugssystem speziell als mitbewegtes einfuhrt, 
so da3 beide Ladungen in ihm ruhen. Dann wird R= r', so 
daS (394  und (39b) identisch werden. Da im allgemeinen 
Falle T ' / R =  cosy ist (vgl. Fig. 7), kann man (39a) als Kom- 
ponente des vollstiindigen Vektorbetrages (39 b) ansehen. 

B. New$onsches Gesttz. Zu diesem habe ich nur eine litera- 
rische Bemerkuhgm machen. Es gibt zweivorschlage zur Losung 
der dringenden Aufgabe, das Gravitationsgesetz den Prinzipien 
der Relativtheorie anzupassen, von Poinca r6  (1906) und Min- 
kowski(l908). Minkowski  iibertragtl) dirckt das AbstoBungs- 
gesetz zweier Elektronen mit Vorzeichenumkehr auf die An- 
ziehung zweier ponderabler Massen; sein Vorschlag geht also 
dahin, in den Gleichungen (37) zu ersetzen ee, durch - m m,, 
wo m, und m die angezogene bzw. anziehende Ruhmasse be- 
deuten. Wir wolIen die Bewegung von m a1s gleichformig 

1) R a m  und Zeit $j V. Wegen der am Ende der ,,Grundgleichungen" 
gegebenen Formulierung vgl. die Anm. 2) auf p. 686. 
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voraussetzen (die Beschleunigung '& w i d  offenbar erst in zweiter 
Linie in R a g e  kommen, da bisher auch ein EinfluO von b 
selbst auf die Gravitation noch niemals nachgewiesen werden 
konnte). Dann vereinfacht sich der Minkawak i scb  Vorschlag 
zu dem folgenden Ausdruck des Newtonschen Gesetzes 
(a, = 0, $9 = PW + ftB), wenn wir noch den unwesentlichen 
Faktor 4n in Q aufnehmen 

P o i n c a r e  l) andererseits stellt sich die Aufgabe, in all- 
gemeinster Weise dasjenige gegen Lorentztransformationen in- 
variante Kraftgesetz zu bilden, das sich fur kleine Geschwindig- 
keiten (Vernachliissigung van /la und Po2) auf das Newtonscha 
Gesetz im gewohnlichen Sinne reduziert. Nur im Falle beide 
Geschwindigkeiten (wie unter A angenommen) gTeich shd, ist 
die Form des relativietisch erweiterten Gravitationsgesetzea ein- 
deutig bestimmt; sonst bleibt sie in gewissen Grenzen nn. 
bestimmt. P oi ncar6  operiert hierbei bereits in ausgesprochener 
Weise mit Vierervektoren (die Einfuhrung der Sechservektoren 
dagegen blieb Minkow s k i  vorbehdten); dieselben werden 
durch ihre Komponenten nach einem willktidichen x y z Z-Bystem 
dargestellt. Und zwar gilt die folgende Zueammenstellung 
zwischen unseren Vektoren (links) und den Poincar6schen 
Komponenten (rechts): 

mit den Abktirzungen 

Ferner ist zu beachten, da5 Po inca rh  c = 1 gesetzt und 
rruch die anziehende und angezogene Masse m = m' = 1 ge- 

l.) In der p. 661 zitierten Arbeit BUS den Rendiconti di Palenno 
21. 1906. 
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nommen hat; um seine Formeln dimensionstreu zu schreihen, 
hat man daber eeine Geschwindigkeitskomponenten t, El, . . . 
durch l /  c, g1 /c, . . . und seine Kraftkomponenten Xi, . . . 
durch XI /m m', . . . zu ersetzen. Daraufhin schreiben sich die 
Poincareachen AusdrUckel) (11) p. 174 zuniichst so: 

(40 a) 

Die erwahnte Unbestimmtheit des Problems bringt es mit sich, 
daS man, wie Po inca rb  selbst bemerkt (p. 175), den Faktor 
1 I B3 ersetzen kann durch C/BS,  in welchem Falle sich statt 
des vorstehenden der folgende Ausdruck ergibt : 

A, B, C bedeuten dabei die aus den Vektoren 3, a0, 8 zu 
badenden Invarianten und sind bei Poincar4 durch den 
zweiten bis viertan der Ausdriicke (5) von p. 169 gegeben, 
rh l l i ch  : 

1 1 1 A = -  -(W230)l B=-- - (@8) ,  C = - -  cP (80 23) * 
0 

Ersetzt man schlieBlich noch die in dem willkurlichen 
Bezugssystem gemessene Masse m' = mb KO durch die Ruh- 
masse mo, so ergibt sich am (40a) bzw. (40b): 

Der letztere Ausdruck stimmt mit (40) genau, der erstere 
bis auf den Faktor - c2/(So 23) uberein, der sich von der Ein- 
heit nur um Qlieder zweiter Ordnung in den Geschwindigkeits- 
verhiiltnissen @, Po unterscheidet. 2, Wir kommen also zu dem 

1) Mit Umkehr dea bei Poi i icarb  oflenbar versehentlichen Vor- 
Eeichens. 

2) Dieser Ausdruck (40c) andererseita stimmt genau uberein mit 
dejenigen Form d d  Newtonschen Gesetzes, die M i n k o w e k i  in den 
,,Qrundgleichungen" angibt, falls man auch hier die Bewegung be- 
schleunigungefrei annimmt. Man erkennt dies direkf, wenn man die 
rnit (#c) tiquivalente geometrische Formulierung in (41 b) vergleicht mit 
der geometrischen Regel (24) in den ,,Grundgleichungen". 
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Ergebnis I): Die spezielle Minkow skische Formulierung des 
N e w t o  n schen Gesetzes subsumiert sich, wenn man darin 
die Beschleunigung der anziehenden Masse gleich Null setzt, 
unter die naturgemaB bis zu einem gewissen Grade upbestimmte 
Poincarhsche Formulierung; die letztere ist abgesehen von 
Gliedern haherer Ordnung nicht allgemeiner wie die erstere. 

Das Verhaltnis der Minkowskischen oder Poincar6-  
schen zu der gewohnlichen Fassung des Newtonschen Ge- 
setzes wird am besten durch eine einfache Figur erlautert, 
die sich von Fig. 7 nur da- 

Richtungen 8, und 8 der Welt- 
linie von m, und m jetzt nicht 
parallel sind, sondern den Win- 
kel w einschlieben. Dieser er- 
scheint in Fig. 82) ak Winkel 
zwischen Q 0 (Richtung 8,) 
und QT (parallel 8). P ist der 
mit 0 gleichzeitige Punkt im 
Sinne eines mit 8 bewegten Be- 
zugsqstems, 8 ist gleichzeitig L 
mit 0 im Sinne von dessen Fig. 8. 
Eigenbewegung 23,. 

Wir konstruieren nun den Zahler der Ausdriicke (40), 
(40c) und (40d) folgendermaSen. 

durch unterscheidet , da6 die II 
I 

% I 

A 

Es ist nach 0 3 A 

(41) (BOB) = c 0 s ~ ~ 8 , 0 )  181 = - c ~ c o s w  

1) Die letzte Anmerkung in den M i n k o w s k i achen ,,Grun&- 
gleichungen" ist hiernach so aufzufassen, da6 nur die Methode, nicht daa 
Resultat bei Poincar 6 ein weaentlich verschiedenes ist. 

2) Zur Erltluterung dieser Figur sei folgendes bemerkt. Durch vier 
Punkte, also auch durch die zwei Geraden B0, 8 des R, lti& sich steta 
ein Bs legen. Die sgmtlichen Linien der Fig. 8 verlaufen daher in dem- 
selben dreidimensionalen Raum. Und zwar liegen die Linien 0 L S A P 
in einer Ebene, die Dreiecke 0 Q T und 0 2 S, sowie das Paralielogramm 
L Q 1 S je in einer von jener und untereinander im allgemeinen ver- 
schiedenen Ebene. Da 0 8, 0 T und L Q zu bo normal sein sollen, 80 

liegt auch die durch T gezogene Parallele zu L Q in der durch 0 ge- 
legten Normalebene m !Z$; da diese Normalebene die Gerade b nur in 
dem einen Punkte S schneidet, so geht auch die genannte Parallele 
durch S hindurch. 
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und (WBo)//8,,1 gleich der Projektion O Q  von I auf Boa Aus 
dem bei 0 rechtwinkeligen (in der Figur perspektivisch ver- 
schobenen) Dreieck 0 Q !I!' folgt aber weiter 

(41a) Q O / c o s q =  Q T = L S = - -  (% %o) 1 P o l  cog w. 
Daher der genannte Zlihler nach (40) und (41a) gleich 

8 = (%o 8) {W + I; am} = (B0 B) {% + Vektor L S], 

= G 7  

da 23/IBJ den Einheitsvektor in der Richtung von L S  be- 
deutet und sich die Vektoren 93 und A S  nach Fig. 8 zu dem 
Vektor G zusammensetzen. Der Nenner in (40) andererseits 
ist nach (38a) gleich c S E S ,  wo '%' wie in Fig. 7 den Vektor OP 
und R' seinen Betrag bedeutet. Somit folgt aus (40) mit Ruck- 
sicht auf (41) dem Minkowskischen Vorschlage entsprechend: 

$ = m m m , c o s ~ - - .  6 
(41 b) R'S 

- (Q0 8 ) / c 2  = cog $u 

Q="& 

Bei dem Poincareschen Vorschlage (40c) ist der Faktor 

im Nenner hinzuzufugen und ergibt sich daher : 

(41 4 Rt3 

Man bleibt offenbar innerhalb des durch die Poincaresche 
Untersuchung und durch die Invarianx gegeniiber Loren tz- 
transformationen offen gelassenen Spielraumes auch dam7 wenn 
man etwa setzt: 

n?. m0 rnmo 6 a =  -G oder $=-- 

in welchem letzteren Falle sich die GroBe ]$I = m m o / S  R in 
symmetrischer Weise aus den beiden Abstanden zwischen 0 einer- 
seits und den beiden Gleichzeitigkeitspunkten P und S anderer- 
seits berechnen wiirde. Auch bei dieser symmetrischen Wahl 
des Kraftgesetzes w k e  ubrigens dem Reaktionsprinzipe noch 
nicht Geniige geleistet, da sich ja die Richtung der Kraft in 
unsymmetrischer Weise aus der anziehenden und angexogenen 

(41 4 SS S R ' S '  
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Masse bestimmt. Die Permanenz dieses Prinzipes wiirde viel- 
mehr einen in der Umgebung der Attraktionszentren vey- 
teilten Impuls erfordern, wie er von der Elektrodynamik her 
bekannt wgre, jedoch mit dem Unterschiede, daS seine Lokali- 
sierung im Felde hier unbekannt wiire. Dagegen ist die ge- 
wshnliche Formulierung des Ne wtonschen Gesetzes nach der 
Relativtheorie offenbar unzulksig. Nach dieser wiirde Rich- 
tung und GroBe der Newtonschen Kraft durch einen PunktA 
(vgl. pig. 8) gegeben sein, der mit 0 im Sinne eines willkiir- 
lichen Bezugssystems gleichzeitig und daher physikalisch un- 
bestimmt ist. Praktisch dUrfte allerdings dime Formulierung 
mit jeder der vorangehenden gleichwertig sein, da sie eich 
wieder nur urn Glieder zweiter Ordnung in den Geschwindig- 
keitsverhLltnissen von jenen unterscheidet. Eben aus diesem 
Grunde wird man aber nicht anstehen, die gewohnliche Formu- 
lierung des Newton schen Gesetzes zu verlassen und durch 
eine der vorstehenden, relativ-theoretisch moglichen Formu- 
lierungen pu ersetzen. 

(Eingegangen 13. Juli 1910.) 




