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8. Zur Relativitdtstheorie. 1.
Vierdimensionale Vektoralgebra;
von A. Sommerfeld.

In dieser und einigen anschlieBenden Studien mochte ich
darstellen, wie merkwiirdig sich die elektrodynamischen Be-
griffe und Rechnungen vereinfachen, wenn man sich dabei von
der tiefsinnigen Raum—Zeit-Auffassung Minkowskis leiten
laBt. Dem so jih verstorbenen Freunde wiirde das Nach-
stehende kaum etwas Neues bieten; als Erliuterung der Min-
kowskischen Ideen aber mag es manchem willkommen sein.

Den Inhalt des Relativititsprinzipes kann man nach Min-
kowski bekanntlich so formulieren: In den physikalischen
Gleichungen diirfen nur Roumzeitvektoren auftreten, d. h.
GroBen, die in der vierfachen Mannigfaltigkeit von Raum und
Zeit, der Minkowskischen ,,Welt®, Vektorcharakter besitzen,
deren Komponenten sich daher beim Ubergang von einem zu
einem neuen Bezugssystem nach dem Schema der Koordinaten-
transformation fiir diese Mannigfaltigkeit (,,Jiorentz-Trans-
formation) umsetzen. An die Stelle des abscluten Raumes der
alteren Theorie tritt so die absolute Welt, d. h. die Verkniipfung
von Raum und Zeit durch die Lichtgeschwindigkeit ¢, deren
Unveréinderlichkeit jetzt das absclute Substrat der Elektro-
dynamik ausmacht.

In diesem ersten Teil beschriinke ich mich auf die
algebraischen Beziehungen der Raumzeitvektoren. Ein zweiter
Teil ,,Vektoranalysis« soll die differentiellen Kigenschaften der
vierdimensionalen Vektorfelder darstellen. Besonderen Wert
habe ich darauf gelegt, die Definition und Transformation der
Vektoren mdglichst geometrisch zu fassen. Die hierzu er-
forderlichen Vorstellungen und Rechnungen, die auch einen
vollen Ersatz fiir die von Minkowski benutzte Matrixrech-
nung liefern, sind (bei Zulassung imaginirer Koordinaten) un-
mittelbare Verallgemeinerungen des uns geldufigen dreidimen-
sionalen Vektorverfahrens,
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§ 1. Vierer- und Sechservektoren.

Im Raum von drei Dimensionen hat man bekanntlich
zwei Arten von Vektoren zu unterscheiden, Vekioren erster Art
oder polare Vektoren und Vektoren zweiter Art oder axiale
Vektoren, auch Rotoren oder PlangréBen genannt. Kin Vektor
erster Art ist eine mit Richtungssinn versehene gerade Strecke,
seine Komponenten die senkrechten Projektionen auf die
Koordinatenachsen. EKin Vektor zweiter Art ist eine mit Um-
laufssinn versehene ebene Flache, seine Komponenten die
senkrechten Projektionen der Fliche auf die Kordinatenebenen.
Die Komponenten des ersteren sind daher auf je eine, die des
letzteren auf je zwei Achsen bezogen, erstere daher mit einem,
letztere mit zwei Indizes zu schreiben. Zu den ersteren gehort
in der Mechanik Kraft und Geschwindigkeit, zu den letzteren
Drebmoment und Winkelgeschwindigkeit. Z. B. wiren die Kom-
ponenten einer Winkelgeschwindigkeit als Byyy Gy O, 20
schreiben; erst nach Ubergang zu der GraBmanuschen Eir-
ganzung“, dem auf der Drehebene errichteten Lot, rechtfertigt
sich die gewdhnliche Schreibweise w_, w,, o,. Derselben
Klasse von Vektoren gehort auch, wie Wiechert hervor-
geboben hat, die magnetische Feldstirke $ an. Die iibliche
und auch im folgenden beibehaltene Schreibweise §_... sollte
daher konsequenterweise durch §, ... ersetzt werden.

In dem Minkowskischen ') Raume von vier Dimensionen
sind die Vektoren erster Art vierkomponentig, ,,Vierervektorent,
diejenigen zweiter Art sechskomponentig, ,Sechservektoren®.
Es gibt auch Vektoren dritter Art, die wieder vierkomponentig
werden.?)

1) Die beidenArbeiten Minkowskis sind: Die Grundgleichungen fiir
die elektromagnetischen Vorginge in beweglen Korpern, Gottinger Nachr,
1908. p.1 oder Mathematische Ann. 68. p. 472. 1910, auch separatim bei
B. G. Teubner demnichst erscheinend; Rowm wnd Zeit, Physik. Zeitschr.
10. p. 104. 1909, sowie separatim bei B. G. Teubner, mit einem Bildnis
Minkowskis.

2) Entsprechend der Anzahl der Koordinaten-Achsen, -Ebenen und
-Riume, die sich durch die Anzahl der Kombinationen von vier Ele-
menten zu je 1, 2 oder 3 berechnen, nimlich:

4 4.3 .8.2
—1—=4, —v=6,

1.2 1.3 g =4
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Ein Vierervektor ist z. B. der Fahrstrahl vom Anfangspunkte
nach einem Raumzeitpunkte (zy z7) mit den Komponenten

z, ¥, 2z, l=1ict i=]/—-l;
{ ist ebenso wie z, y, z eine Lénge; die Bezeichnung erinnere

an ,,Lichtweg®. Die GroBe dieses Vektors, d. h. die Linge
der zugehorigen vierdimensionalen Strecke ist

]/.z' + oy 2?4 2= Yoty + 2% — PR

Zwei Vektoren (2, y, 2, 4) und (z,7,2,,) heiBen zu ein-

ander senkrecht, wenn
Bo Nyt +hL=0.

Der Koordinatenvektor (zy 27) ist der Typus aller Vierer-
vektoren. Ein Quadrupel von GréBen verdient nur dann den
Namen Vierervektor, wenn es sich bei einer Koordinaten-
anderung ebenso wie der Koordinatenvektor, d. h. kovariant
mit ihm, transformiert. Die Linge eines jeden Vierervektors
verhilt sich hierbei invariant; sie ist seine einzige Invariante.
Speziell fiir den Koordinatenvektor driickt die Invarianz seiner
Linge das Prinzip von der konstanten Fortpflanzung des Lichtes
aus. Wegen des imagindren Charakters seiner vierten Kom-
ponente kann iibrigens die Liinge eines Vierervektors Null sein,
ohne daB er selbst und seine Komponenten verschwindet.

Ein Vektor erster Art ist ferner die ,,Viererdichte P,
welche den Begriff der Geschwindigkeit v und der Dichte ¢
einer bewegten Ladung zusammenfaBt, mit den Komponenten:

D, v, v, .
1 Pw=97', Py=07, Pz=()7, P =ip;
seine Linge wird
(1a) (Pl=ipY1—p5%, wo f2= »n + 2+ 107:
Der Vektorcharakter von P ergibt smh folgendermafen:
Man betrachte die Weltlinie eines Ladungselementes de, d. h.
die anfeinanderfolgenden raum-zeitlichen Lagen desselben in der

z y z[- Mannigfaltigkeit. Das Weltlinienelement zwischen zwei
benachbarten Punkten 1 und 2

dz, dy, dz, dl
ist sicher ein mit dem Koordinatenvektor kovarianter
Vierervektor. Sodann ziehen wir das wichtige Prinzip der
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Unabhingigheit der Ladung vom DBezugssystem heran, durch
welches die elektrische Masse grundsitzlich vor der materiellen
Masse ausgezeichnet ist. Das Prinzip ist natirlich im Ein-
klang mit den Maxwellschen Gleichungen und von Einstein
als Folge derselben erwahnt. Hiernach ist:

de=0dS =y df';

d8 = dz dy dz bedeutet das dreidimensionale Raumelement,
ebenso 48 dasselbe in einem neuen ,gestrichenen“ Bezugs-
system, das durch eine bloBe Drehung um O aus dem ur-
spriinglichen hervorgeht. In Fig, 1 erscheinen 4§ und 48" als
zwei beliebige Querschnitte durch die Weltlinienrgbre, welche
der Begrenzung von de entspricht. Legt man solche Quer-
schnittspaare je durch die Punkte 1 und 2, so schneidet man
zwei gleiche vierdimensionale Raumelemente 4.2 aus:

A3 = dSdl = d§' dl’;

hier sind di, d!’ die Hohen der beiden Raumelemente 43 und
zugleich die Komponenten des Weltlinienelementes 12 nach den
Achsen /, I', die als vierte Achsen unseres ungestrichenen und
gestrichenen Bezugssystems senkrecht
auf dS und d 8’ stehen miissen.!) Durch
Division der beiden vorhergehenden

dr’ Gleichungen ergibt sich, daB
dl as 9 __ ¢ _ de
al —dll T 4%
/ 5 eine vom Bezugssystem unabhingige,
skalare Grofe ist. Multiplizieren wir
Fig. 1. also den Vierervektor (d=z, dy, dz, di)

_ mit ¢¢/dl, so behdlt er seinen
Vektorcharakter; dabei entsteht genan der Vierervektor P aus
Gleichung (1).

Zu den Raumzeitvektoren zweiler Art iibergehend, be-
trachten wir im Raum von vier Dimensionen ein Ebenenstiick

1) Ich halte es fiir erlaubt, Zeichnung und Ausdruck so einzurichten,
als ob [ reell und das Senkrechtstehen ein Euklidisches wire. In Wirk-
lichkeit ist ja ein imaginiires ! und ein nichteuklidisches Senkrechtstehen
gemeint, welches man mit Minkowski an einer Hyperbel bzw. einem
Hyperboloid konstruieren kann. Es ist méglich, aber kaum zu empfehlen,
alles folgende dementsprechend nichteuklidisch umzudeuten.
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von bestimmter Grofe und Stellung, wobei es uns nur auf den
Flacheninhalt, nicht auf die Form, nur auf die Orientierung,
nicht auf die absolute Lage ankommt; die Lage kann durch
Parallelverlagerung, die Form durch inhaltsgleiche Umformung
beliebig abgetindert werden. Dieses geometrische Bild ist aber
noch zu speziell; es hat nur fiinf unabhiingige Bestimmungs-
stiicke, indem seine GroBe durch eine, seine Lage durch vier Y)
Zahlen gegeben wird. Beachten wir aber, daB zu einer Ebene
im Raum von vier Dimensionen auch die dazu senkrechte
Ebene (die Gesamtheit aller derjenigen Geraden, die auf allen
Geraden der ersten Ebene senkrecht stehen) eindeutig? be-
stimmt ist. In dieser Normalebene denke man sich jetzt ein
zweites Ebenenstiick von bestimmter GrioBe gegeben. Der
Inbegriff zweier solcher zueinander normaler Ebenenstiicke ist das
geometrische Bild eines Vektors zweiter Art. Br hingt von sechs
Bestimmungsstiicken ab, indem zu den fiinf genannten des einen
noch die GroBe des dazu normalen Ebenenstiickes als sechstes
Bestimmungsstiick hinzutritt. Wir sprechen daher von einem
Sechservektor. Als seine sechs rechtwinkligen Komponenten in
einem zy z {-Koordinatensystem bezeichnen wir die Summe der
senkrechten Projektionen der beiden Flichenstiicke auf je eine
der sechs Koordinatenebenen zy, yz,..z!; die Komponenten
eines Sechservektors sind daher je mit zwei Indizes zu schreiben,

1) Man kann sich die Lage des Ebenenstiickes durch zwei von
einem beliebigen Punkte desgelben ausgehenden und beliebig in ihm
gelegene Vierervektoren gegeben denken, deren Lage zuniichst durch je
drei GroBen, etwa die Verhiltnisse ibrer vier Komponenten, bestimmt wird.
Jeder der beiden Vierervektoren kann aber beliebig innerhalb der Ebene
gedreht werden. Dadurch kann man je einem ibrer drei Bestimmungs-
stiicke einen belicbigen Wert geben. Es bleiben also nur 2 (8—1) = 4
Bestimmungsstiicke fiir die Lage der Ebene iibrig.

2) Man denke sich etwa in der ersten Ebeune zwei Gerade gezogen
und konstruiere die Gesamtheit der zu ihnen senkrechten Geraden, die
je cinen linearen Raum erfiillen. Diese beiden Réume schneiden sich
in einer Ebene, welche alle gemeinsamen Senkrechten der beiden Aus-
gangsgeraden enthilt und daher die Normalebene der ersten Ebene ist.

Die beiden zueinander senkrechten Ebenen haben, ebenso wie irgend
zwei Ebenen von allgemeiner Lage, nur einen Punkt gemeinsam. Denn
jede Ebene ist im Raum von vier Dimensionen durch zwei lineare
Gleichungen gegeben und vier lineare Gleichungen hestimmen eindeutig
einen Punkt.

Annalen der Physik, IV.Folge. 32. 48
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die voneinander verschieden sein miissen und auf deren Reihen-
folge es ankommt.?)

Den speziellen Raumzeitvektor zweiter Art, das einfache
Ebenenstiick, kann man kinematisch einer einfachen Drehung,
den allgemeinen Sechservektor, das Ebenenpaar, einer allgemeinen
Drehung oder Schraubung zuordnen. Man beachte nimlich,
daB in vier Dimensionen die einfachste Drehungsoperation
die samtlichen Punkte einer Ebene ungeéindert 1aBt, daf man
also _nicht von einer Drehungsachse, sondern von einer
Drehungsebene zu sprechen hat; diese Drehungsebene ist
dann durch die Ebene unseres Flachenstiickes, die Drehungs-
groBe durch die GroBe desselben gegeben. Ebenso wie sich
in drei Dimensionen eine Schraubung? aus einer gewissen
Drehung und einer Translation nach der Achse dieser Drehung,
d. h. einer Drehung um die dazu senkrechte, unendlich ferne
Achse zusammensetzt, entsteht die allgemeine Drehung in
vier Dimensiopen aus der Zusammensetzung zweier einfacher
Drehungen um zwei zueinander normale Ebenen, entsprechend
dem Aufbau unseres allgemeinen Sechservektors aus zwei nor-
malen Hlichenstiicken. Durch diese Bemerkung moge die
Bezeichnung ,,Schraubung® fiir die allgemeine Drehung gerecht.
fertigt werden.

Ein Vektor zweiter Art ist z. B. der Sechservektor [ des
elektromagnetischen Feldes mit den Komponenten:

@) {fyz= 0 fw= By foy= O
f;z=—i@x7 f;ﬂ=—i@y7 f;zz_i@z'

Der Bedeutung des Sechservektors und der Beziehung seiner
Komponenten auf zwei in gewisser Reibenfolge zu nehmenden
Koordinatenachsen entspricht dabei die allgemeine Festsetzung:

(2a) fik=_‘f;ci’ fii= 0 @ k=2x,9,21.

Daf die elektrische und magnetische Kraft € und © bei
Minkowski zu der héheren Einheit des Sechservektors f zu-

1) Vertauschung von @y mit y¥ & bedeutet Projektion auf die Riick-
seite der xy-Ebene und daher ebenso wie bei drei Dimensionen, Vor-
zeichenumkehr, Vgl hierzu die Formel (3).

2) Auf diese Analogie weist auch Minkowski hin: Raum und
Zeit §V.
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sammengefaBt wird, ist fiir die Relativtheorie charakteristisch,
in der je nach dem Bezugssystem dasselbe Feld als rein elek-
trisch oder als elektromagnetisch erscheinen kann. Z. B. zeigt
eine gleichformig bewegte Ladung dem mitbewegten Beobachter
pur die ,elektrische Seite** des Sechservektors, dem an der
Bewegung nicht teilnehmenden Beobachter auch seine ,,magne-
tische Seite.

DaB in der Tat das elektromagnetische Feld als Sechser-
vektor aufzufassen ist, d. h. daB sich seine Komponenten bei
einer Anderung des Bezugssystems nach dem Typus des vier-
dimensionalen Ebenenstiickes bzw. Ebenenpaares transformieren,
folgt daraus, daB durch die Maxwellschen Gleichungen das
Feld mit der Viererdichte P durch eine Divergenzbeziehung
(vgl. spater) verkniipft ist.

Zur naheren Kenntnis des Sechservektors betrachten wir
den speziellen Fall eines einzelnen Flichenstiickes ¢ vom
Inhalte 1 und geben ihm die Form eines etwa vom Nullpunkte
auslaufenden Parallelogramms. Die beiden Seiten desselben
seien die Vierervektoren u, v. Dann ist die Projektion dieses
Flachenstiickes auf die zy-Ebene bestimmt durch die Pro-
jektionen w w v v, der Vierervektoren, nimlich

(3) Poy = Uy ¥, — U Uy

Zwischen den so gebildeten sechs Komponenten dieses speziellen
Sechservektors, von denen nach der Abzihlung auf p. 7568 nur
fiinf voneinander unabhiingig sind, besteht die Identitat:

(33‘) (pyz (pxl + Pus (pyl + (p:t:y P, = 0’

wie unmittelbar durch Multiplikation der betreffenden Deter-
minanten bewiesen wird. Ferner ist!) als Inhalt || des Flachen-
stiickes die Quadratwurzel aus der Quadratsumme seiner sechs
Komponenten zu definieren. In unserem Falle gilt also

BY) g = pht gk + 92+ @i+ i+ ph=1.

1) Sein Quadrat ist zunichst gegeben durch die Formel der ge-
wohnlichen Planimetrie:
|e]3 {v|? sin? (2, 2) = |u|? |o|* (1 — cos® (u, v)) = |ul? 22 — (@ 2)?
vgl. §3 A, woraus Gleichung (3b) unmittelbar durch geeignete Zusammen-
fassung der Komponenten folgt.
48%
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Wir betrachten andererseits das zu ¢ normale Flichen-
stiick @* vom Inhalt 1, das wir auch als die ,Ergénzung®
jenes bezeichnen konnen wund behaupten, daB seine Kom-
ponenten lauten

30) qjyz* = P ¢z:¢:* = ¢yl’ (ny*= Pors (le* = ¢yz .

oder allgemein, wenn wir durch Einklammerung die nicht ver-
tretenen Indizes andeuten,

(3d) P = Pan >

wobei hinsichtlich der Reihenfolge der Indizes ¢%(i %) festzu-
setzen ist, daB sie aus der Reihenfolge zyz! durch eine
gerade Anzahl von Vertauschungen hervorgehen soll.

Zum Beweise stellen wir ¢* wieder durch zwei Vierer-
vektoren u*v* dar, welche einzeln auf »v senkrecht stehen.
Dies besagt (vgl. die obige Definition des Senkrechtstehens)
das Bestehen der folgenden Gleichungen:

u, v + uy* u, + w¥u, 4w =0,
v v + uy* v, + vrv 4wt =0,
v u, + vy*uy+ viu, + v u=0,
v o, + vy*vy + v, + v v, =0.
Indem man sie bzw. mit v, %, v, ¥, multipliziert und die
zweite von der ersten, die vierte von der dritten subtrahiert,
erhiilt man:
”r* %) + uy* lpyl + uz* o= 0 )
l‘x* a4 xl -+ vy* q/yl + vz* (pzl =0 *
Multipliziert man ferner diese beiden Gleichungen bzw. mit
v,*u,* oder mit v *«,* und subtrahiert sie voneinander, so folgt

’)vzz* (pxl + ¢?/z* q)yl = O bZW‘ q)zy* ()D:z;l + (sz* (pzl = 0 ¢
Wegen ¢, *=— ¢, * kann man hierfir die Proportion
schreiben:

(ﬁy: : (pzy* : (pzx* = q’:xl: goyl : (pzl N
In entsprechender Weise ergibt sich
(pyz : (pacy ; 'Pza: = (pzl* : ?yl* : ({zl* ¢
und daher, wenn A einen Proportionalititsfaktor bedeutet:
P = A Pup -



Zur Relativititstheorie. 1. 57

Da nun aber ¢* ebenso wie ¢ den Flicheninhalt 1 haben soll,
so wird i%=1, entsprechend unserer obigen Behauptung (3d)

Die Identitiat (3a) konnen wir jetzt mit Benutzung der
Bezeichnungen von § 3 A auch so schreiben:

(30) { (90 ¢*) = goyz (Pyz* + (Pz‘-y (ﬁxy* +... + q’zl‘pzl*
) = 2(‘pyz (rwl+ szz ¢yl+¢wy (pzl) = 0.

Ein allgemeiner Sechservektor [ entsteht jetzt aus den
beiden speziellen ¢ und ¢* in der Form
“) C f=ee eyt
¢ und o* sind die Inhalte der beiden zueinander senkrechten
Flichenstiicke von der Orientierung ¢ und ¢*, aus denen sich
f zusammensetzt. Zu f bilden wir den ,,dualen Vektor £, seine
nErginzung® durch Vertauschung der Flichen ¢ und ¢*. Es
sei niamlich im AnschluB an (4) f* definiert durch:
(4a) [T=0¢"g +og"
Hieraus folgt z. B. fir die yz-Komponenten dieses dualen
Vektors
(4b) f;/z*z Q* (Pyz+ ¢ (Pyz*:: ‘\)* (pzl*+ 0 (le=7;cl7
ebenso
(4b) fzm*= fyz’ fxy* = fzz’ f]‘ly = fyz ’ f;/l* = fzx’ fzz* = fa,y
und allgemein
(40) for =t hi=—1s" L=0,
so daB f und f* in demselben Zusammenhang stehen, wie das
spezielle Flichenstiick ¢ mit dem dazu normalen ¢*.

Durch ¢ und g* driicken sich auch die nach dem Vor-
bilde von (3b, e) gebildeten GroBen [f|> und (ff*) aus:
69 | FP=fE+fat L

—_ Qzlgolz_}_ 0*2[90*12 + 2@()*((P(P*) — QZ+ 0*2’
(- ) { (ff*)=fyzf;/z*+f:fcyfmy*+'"+lef;l*
= p g+ o )+ oo™ (9l + g = 2o0™.

Beide sind als Invarianten des Sechservektors zu bezeichnen,
da sie ebenso wie die Flachen ¢ und ¢* eine von der Lage
des Koordinatensystems unabhiingige geometrische Bedeutung

haben. Man kann etwa |f| als (geometrische) Flichensumme,
(1" als (doppeltes) Flichenprodukt bezeichnen. Im Falle
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[ die elektromagnetische Kraft bedeutet, haben wir nach (2)
und (5a, b) »

(5¢) lfP=9"—-C=2L, (ff*=-2iE€9).
Die Bezeichnung Z bedeutet ,Liagrangesche Funktion der
Volumeneinheit*.

Man kann aber aufler von den Komponenten eines Sechser-
vektors nach den Koordinatenebenen auch sprechen von seinen
Komponenten nach den Koordinatenrdumen und Koordinaten-
achsen.

Unter der Komponente nach einem Koordinatenraum ist
zu verstehen ein in diesem Raum gelegenes Flichenstiick, das
man erhélt, wenn man die beiden Flichenstiicke ¢ und ¢* auf
diesen Raum projiziert und die geometrische Summe ihrer
beiden Projektionen bildet. Z.B. ist die Komponente von f nach
dem Raum der zyz der dreidimensionale Vektor zweiter Art:

(f;,,; f;z’ f;;y) =9.

Unter der Komponente nach einer Koordinatenachsel) ist zu
verstehen ein dieser Achse paralleles Flichenstiick, das man
erhilt, wenn man von den Flichenstiicken ¢ und ¢* ihre Kom-
ponenten nach dem zu dieser Achse senkrechten Raum abspaltet
und die beiden #brig bleibenden Flichenstiicke geometrisch
zusammensetzt. Indem man die resultierende Fliche mit dem
zur Achse normalen Raum zum Schnitt bringt, entsteht ein drei-
dimensionaler Vektor erster Art in diesem Raume. Z. B. wird
die Komponente von f nach der Achse ! der dreidimen-
sionale Vektor erster Art:

(6) ﬁ=(ﬁx’ ﬂy’ flz)=i@’

der sich auch als spezieller Vierervektor von verschwindender
l-Komponente anffassen laBt. Allgemein sei f; der zur j-Achse
senkrechte Vierervektor:

(6a) fj= (f]gu ij’ sz’ fjl)'

Die entsprechende Bedeutung hat die Komponente der
Erganzung f* nach der j-Achse:
(6b) f]* = ( ja:*7 jy*7 f;‘z*’ f;l*)

1) Dieser zunichst etwas komplizierte Begriff scheint mir fiir die

geometrische Deutung der spiteren differentiellen Vektoroperationen un-
entbehrlich.
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und im besonderen

{6¢) f;*=<f‘yz’f;x,f;;yio):@’

Im vierdimensionalen Raum gibt es auBer den Vektoren
erster und zweiter Art auch solche dritter Art, die wieder
Vierervektoren sind, aber nicht durch eine Strecke, sondern
durch ein dreidimensionales Raumstiick gegeben werden und
deren Komponenten mi{ drei Indices zu schreiben wiren, als
Projektionen des Raumstiicks auf die vier Koordinatenriume,
z. B.

A A

yzl? zlx) %Ilwy’ S‘)Ia;yz'

(Geometrisch kann man einem solchen Vektor dritter Art in
eindeutiger Weise einen Vektor erster Art, seine ,,Erginzung¥,
zuordnen, nimlich die auf dem Raumstiicke senkrechte Strecke,
deren Linge gleich der Grofle des Raumstiickes ist. Die
Komponenten des letzteren,

A, A, A, A,

z?

sind der Reihe nach den Komponenten des Vektors dritter
Art gleich. Diese Ersetzbarkeit des Vektors dritter Art durch
seine Krginzung reicht hier sogar noch weiter, wie bei drei
Dimensionen die Zuordnung der Krginzung zu dem Vektor
zweiter Art, insofern als hier die Erginzung wegen der geraden
Dimensionenzahl das Verhalten des Vektors dritter Art nicht
nur bei Koordinatentransformationen von der Determinante 4 1,
sondern auch bei solchen von der Determinante — 1 (Spiege-
lung, Inversion) richtig wiedergibt. Als zusammenfassende Be-
zeichnung fiir die Vektoren erster und dritter Art empfiehlt
sich der Name ,,Vierervektor¢,

Da man irgend zwei Raumstiicke durch vektorielle Addition
ihrer Erginzungen geometrisch zusammensetzen kann, erhilt
man durch ein Raumpaar keinen allgemeineren Vektor dritter
Art wie durch ein einzelnes Raumstiick. In der Tat hat
letzteres schon vier voneinander unabhingige Bestimmungs-
stiicke, seine GroBe und die drei zur Definition seiner Lage
erforderlichen Daten.

Ein wichtiges Beispiel fiir die Vektoren dritter Art werden
wir (vgl. § 3B und § 4) in der elektrodynamischen Kraft (Pf)
kennen lernen.
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2. Komponentenbildungen nach beliebigen Richtungen und
benen und ihr Zusammenhang mit der Liorentz-Transformation.

= @

Charakteristisch fiir den Vektorbegriff und seine Unab-
hangigkeit vom Koordinatensystem ist es, daf wir von seinen
Komponenten nach beliebigen Richtungen (beim Sechservektor
Ebenen) sprechen konnen. Unter der Komponente eines Vierer-
vektors P nach der Achse 2’ haben wir zu versteben die senk-
rechte Projektion auf diese Achse, d. i.

(1) Py= P, cos(a’2) + P cos(a’y) + P, cos(a’z) + P cos(2'1).

Ist 2" eine ,,raumartige” Achse, so wird?!) cos (2, z), cos (<, v},
cos (2, 2) reell, cos(2' 1) rein imagindr, so daB (vgl (1) und (7))
P, reell wird, Dagegen ist P, rein imaginir, wenn [’ eine
,Zeitartige® Achse ist.

Unter der Komponente eines Sechservektors f nach einer
beliebigen Ebene, die wir uns durch zwei in ihr enthaltene
zueinander senkrechte Richtungen 2"y gegeben denken, ist zu
verstehen die Summe der senkrechten Projektionen der den
Vektor f bildenden Flachenstiicke auf diese Ebene; sie be-
rechnet sich aus den zweireihigen Determinanten der Richtungs-
kosinus zu:

. ‘cos (#" z) cos(z'y) . 1cos{z’y) cos (2’ z)|
fz'y'=f:ry ’ ’ +fyz ’ ’ |
| cos(y’ z) cos (y'y) cos (y'y) cos(y’ )
teos(z' 2) cos (2’ z)| | cos (¢ z) cos(z'{)!
(8) zx ( ’ ’ )’+le <r ( ’ )
cos [y’ z) cos(y z)| cos(y z) cos(y'l
| l

& lcos(y ) costy )| f

Zum Beweise betrachten wir zundchst den speziellen
Sechservektor ¢ (reines Flichenstiick von der Gréfie 1) und

"lcos(y 2) cos(y'l)

1) Sind @, %, %, 4, die Koordinaten irgend eines Punktes auf der
Achse @' im System der xy s ! und setzt man R®= u.? 4+ 4, + 2,2+ |2,
80 wird nach der allgemeinen Definition von § 8 A:

S Y o) = e
& B cos (&' ) = B’ cos{x' () = 7
Die Achse heiBt raumartig, wenn 22> 0, d. h 2%+ %+ 22> L%
zeitartig, wenn R,?2< 0. Im ersten Fall sind die drei ersten Kosinus
reell, der letzte imaginiir, im zweiten Fall die drei ersten imaginir, der
letzte reell.

cos (' o) = cos (@' y) =



Zur Relativititstheorie. I, 761

stellen dieses wie in § 1 in der Form eines Parallelogramms
durch zwei Vierervektoren u, » dar. Dann bestimmt sich das
auf die 2”y'-Ebene projizierte Flichenstiick, d. h. die gesuchte
Komponente ¢, aus den Projektionen der Vierervektoren

3 i3 7 . > .
Uy, gy Uy v, auf die 2'- und y'-Achse wie in Gleichung (3) zu:

(px,yr = uz’ Uy/ — Um/ uyl .

Setzen wir hier fiir v, ... die Werte aus (7) ein und schreiben
nach (3) fir die Unterdeterminanten u, v — %, v, ... bzw.
@y -« +5 80 ergibt sich genau die Gleichung (8) fiir den speziellen
Fall f= ¢. Dieselbe Gleichung entsteht ebenso fiir das zu ¢
normale Flachenstiick ¢* und daher auch fir die Summe
0 + 0* ¢*, welche nach Gleichung(4) den allgemeinen Sechser-
vektor bedeutet. Die Komponentenregel (8) fir den Sechser-
vektor ist also eine notwendige Folge derjenigen fiir den Vierer-
vektor (7).

Beziiglich der Realitatsverbiltnisse gilt ahnliches wie bei
den Komponenten des Vierervektors: f . besteht aus lauter
reellen, f., aus lauter rein imaginiren Termen, wenn die
Achsen 2/, y raumartig, !’ zeitartig sind.

Wir betrachten ferner das aus dem Sechservektor f ab-
geleitete Quadrupel von Vierervektoren f; (Gleichung (6)) und
fragen, wie sich die Komponente £, von f nach der neuen
Achse 2’ (die also ein zu 2’ paralleles Flichenstiick bzw. einen
zu dieser Achse senkrechten Vierervektor bedeutet) aus den
Komponenten f,, f,, f,, f, nach den urspriinglichen Achsen
ausdriickt. In der Tat muB ja durch Angabe von £, f,, f,, f;
auch f, mitgegeben sein. Wir behaupten, dab folgender Zu-
sammenhang besteht:

9) [y = ficos(a’z) + f, cos(a’y) + £, cos (2" 2) + [, cos (2’ I).

Gleichung (9) stimmt formal mit (7) iiberein, unterscheidet
sich aber wesentlich dadurch, daB auf der rechten Seite von (9)
vier gerichtete Vierervektorer, auf der von (7) vier ungerichtete
Komponenten stehen. Gleichung (9) ist natiirlich auf Grund
der Vektoreigenschaft von f, Gleichung (8), zu beweisen. Wir
bezeichnen die in (9) vorkommende Vektorsumme mit =2

S = f,cos (2’ 2) + £, co8 (2" y) + f,co8 (2’ z) + f;cos(z’ {)
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und bilden ihre Komponenten nach den Achsen zyz! nach

Gleichung (6a):
2 = 42 COS (¥ Y) + £, cos(a’'z) + [, cos 2’ ),
2, = [,,cos (@ z) + [ co8(@'2) + £, cos ('),
=, =f,.c08(2'2) + [, cos(z'y) + 1, co8(x’ ),

=) = [, 008 (2 2) + [ cos(2'y) + £, cos (2" 2).

Multiplizieren wir hier, unter j° zuniichst eine beliebige Achse
verstanden, der Reihe nach mit cos(j 2), cos(jy), cos(j z),
cos(j f) und addieren, so entsteht nach (7) die Komponente
von = nach dieser Achse j/ und zwar ergibt sich

fir j = 2’ die Summe 0,
fiur /=y  der Ausdruck (8),

fiir j'= 2z’ derselbe Ausdruck bei Vertauschung von y" mit
einer zu z" senkrechten neuen Richtung 2’ usw.

Die rechte Seite von (9) stellt also in der Tat das Qua-
drupel derjenigen Grofen dar, die wir nach Gleichung (6) mit
., zu bezeichnen haben, nimlich das Quadrupel

(0 f:r.,y’ fz/z’ fw, l’) .

Der Vollstindigkeit halber sei auch das Verhalten eines
Vektors dritter Art bei der Projektion auf einen beliebigen
Raum z'y’z’ erwshnt. Seine Komponente nach dem Raum
2’y 2’ wiirde sich durch einen viergliedrigen Ausdruck berechnen,
in dem die dreireihigen Unterdeterminanten der Richtungs-
kosinusse als Koeffizienten auftreten, fiir die man aber auch
nach den zwischen ihnen bestehenden Orthogonalititsbedin-
gungen die Richtungskosinus der gemeinsamen Senkrechten 7
setzen kann. Der Vierervektor dritter Art projiziert sich
daher ebenso wie der Vierervektor erster Art, der seine Er-
ganzung bildet.

Wir iiberzeugen uns nun, dab die hier entwickelten Pro-
jektions- oder Komponentenformeln identisch sind mit den
Transformationsformeln der Relativtheorie. Zu dem Zweck
betrachten wir, wie tiblich, den Sonderfall, daBl das neue
Bezugssystem der 2’y 2’ in den beiden mittleren Achsen mit
dem urspriinglichen der zy z/ ttbereinstimmt, so dal jenes aus
diesem durch eine Drehung in der z/-Ebene (um die y z-Ebene)
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hervorgeht (Drehwinkel f); und zwar sei die 2’-Achse eine
raumartige, also die I~Achse eine zeitartige. Dann ist

( cos (#'x)= cos(l'l)=cosgp,

cos (2" [} = — cos (I'2) = sin ¢,

(10 -
cos(yy)= cos(z'z)=1,
v

cos(y'z)= ... =0,

Wenden wir also die Komponentenformel (7) auf den Koordi-
natenvektor (zy z1I) an, so ergibt sich

{.2":: zcosp + Ising, y' =y,

(10a) , .
I!'=—zsing +lcosgp, 2" =z.

Nun ist cos¢g > 1, da nach der Anmerkung auf p. 760
cosgp =z, [ V2,2 + L? und [2< 0 ist, also ¢, sing und tge
rein imagindr, sowie |tg¢| < 1. Man hat daher, wenn § einen
echten Bruch bedeutet:

. 1 . i8
10b t = 8 = e = -
(10Db) gy =1:i8, cosgp Vi@’ sin g
Daraufhin werden die Gleichungen (10a) mit der Lorentz-
Einsteinschen Transformation identisch und zeigen, daB
v = f ¢ die Geschwindigkeit bedeutet, mit der sich im Raum
der zyz das neue Achsensystem gegen das urspriingliche
gleichféormig in der z-Richtung verschiebt.

Zugleich zeigt Gleichung (8), wie sich dabei der Sechser-
vektor des Feldes transformiert (oder ,projiziert). Wir haben
nach (8) und (10):

fry=FyC08@ —f8ing, fr,=[,c089+f,sing,

f;/z’=f;¢z’ f;’e’zf;cn

fyv="rac080 +f,sing, [, =f,cop—f sing,
oder wegen (10b) und (2):

- _ 5 +68 o _ 0.-6C
@x it %z’ @y Vﬁ’g‘g H @z Vr_"'@ H

— ,Z_CLEZ/_5©{ lz@!'l'ﬂ'g)y
€, =€, € g €, VicE
Hiernach erscheinen also auch diese wohlbekannten Trans-
formationsformeln des Feldes als unmittelbarer Ausfluf aus

(10c¢)
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unserer geometrischen Auffassung des Sechservektors und seiner
aus der Projektion vierdimensionaler Strecken abgeleiteten
Komponentenbildung. Von den Maxwellschen Gleichungen,
aus denen diese Formeln bei Lorentz und Einstein ab-
geleitet werden, war dabei iiberhaupt nicht die Rede (auler
insofern, als wir unter Hinweis auf jene G‘rlelchungen [ als
Sechservektor ansprachen). Uberhaupt stellt sich ja bei Ein-
stein und Minkowski das Relativitatsprinzip als ein der
Elektrodynamik tibergeordnetes Prinzip dar.

§ 3. Produkte von Vierer- und Sechservektoren.
A. Skalare Produkte.

Zwei Fierervektoren P und @ werden skalar multipliziert

nach der Regel
PP)=P b +P D+ P4 P,

Bedeutet z. B. P die Viererdichte, ® das Viererpotential (Zu-
sammenfassung von skalarem und Vektorpotential, vgl. spiter),
so wird (P &) das ,,elektrokinetische Potential“ von Schwarz-
schild. Das Quadrat der Linge eines Vierervektors ist gleich
dem skalaren Produkt mit sich selbst, z. B. |P|>= (P P) vgl. (1a).

Bei beliebiger Bedeutung von P und @& definiert die aus
der gewohnlichen Vektorrechnung iibertragene Formel

(P @) = |P||®] cos (P, )

den Richtungskosinus zweier beliebiger Richtungen; sie wurde
in diesem Sinne bereits am Anfang des § 2, Anm. benutzt.
Die Definition des Senkrechtstehens vom Anfange des § 1
bildet einen speziellen Fall davon.

Auch zwei Sechservektoren { und F konnen skalar multi-
pliziert werden nach der Regel

(fF fr;:J :cy+f;/z ¥z f;l, 22"
Unter diese Regel fallen die beiden Invarlanten des Sechser-
vektors £, vgl. (Ba, b)

\fP={f) uwd (7.
B. Vektorielle Produkte.

Zwei Vierervektoren u, v werden vektoriell multipliziert nach
einer Regel, die dem gewdhnlichen dreidimensionalen Vektor-
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produkt analog ist. So wie dort aus zwei Vektoren erster Art
ein Vektor zweiter Art entsteht, so ergibt sich hier aus zwei
Vierervektoren ein Sechservekior, und zwar ein spezieller
Sechservektor ¢ ‘einfaches Flichenstiick) mit der Invariante
(pg*)=0. Die schon in § 1 benutzte Multiplikationsregel lautet

Py = YUy — %, Uy o

¢ bedeutet nach Grofle und Lage das aus » und v gebildete
Parallelogramm.

Man kann auch einen Vierervektor und einen Sechservektor
vektoriell, namlich zu einem Vierervekior dritter Art vereinigen.
Ist der Sechservektor speziell ein einfaches Flichenstiick, so
bedeutet der Vektor dritter Art direkt das aus dem Vierer-
vektor und der Erginzung dieses Flichenstiicks gebildete rium-
liche Parallelopiped. Im allgemeinen Falle wird er als geo-
metrische Summe zweier solcher Parallelopipede konstruiert,
kann aber immer (vgl. den SchluB von § 1) durch einen Vierer-
vektor erster Art ersetzt werden. Der Sachverhalt ist derselbe
wie in der gewdhnlichen Vektorrechnung, wo durch vektorielle
Multiplikation eines Vektors erster und zweiter Art ein Vektor
erster Art entsteht. Das formale Schema dieser Multiplikation
entnehmen wir eben diesem dreidimensionalen Falle.

Sei % = (A A A) der Vektor erster Art und B = (B

ye?

%ZZ,SBW) der Vektor zweiter Art. Aus letzterem bilden wir
drei spezielle Vektoren erster Art, ndmlich

%x = (%xx’ %a:y’ %xz)’

539 = (%ng $yg’ 583;:) v By =—%; By = 0)

%z = (%zz’ %zy’ %zz>’

allgemein B, deren jeder wegen B,,=0 senkrecht zur j-Achse
steht. Sie konnen ebenso wie in § 1, Gleichung (6a) auch als
Komponenten des Flichenstiickes 8 nach der j-Achse bezeichnet
werden und bedeuten urspriinglich Flichenstiicke, die dieser
Achse parallel sind. Als j-Komponente des Vektorproduktes
von % und B ist nun zu definieren das skalare Produkt der
beiden Vektoren erster Art o und B, nimlich

(UB) =B, +%,B,, +UB,,.



166 A. Sommerfeld.

Dies stimmt mit der gewdhnlichen Regel des Vektorproduktes
iiberein und liefert z. B. fur j = z:
s, =99, —-AB,

Dementsprechend definieren wir im vierdimensionalen Falle

das Produkt (Pf) aus einem beliebigen Vierervektor P und
Sechservektor £ durch seine vier Komponenten fiir j = =, ¥, 2,
mittels der Formel:
Jede dieser Komponenten wird also gewonnen durch skalare
Multiplikation des Vierervektors P mit dem zur j-Achse senk-
rechten in (6a) definierten und aus f abgeleiteten speziellen
Vierervektor /. Im nichsten Paragraphen betrachten wir als
wichtigstes Belsplel hierzu die elektrodynamische Kraft §.
Hier modge zunichst die schon genannte geometrische Bedeutung
dieses Vektors dritter Art begriindet werden, in dem speziellen
Falle, wo /= ¢ ein einfaches Flichenstiick darstellt.

Wir ersetzen ¢ als Parallelogramm durch zwei Vierer-
vektoren u, v und gehen zu dem dualen Flachenstiick ¢* tiber,
das aus zwei zu u, v senkrechten Vierervektoren u* v* gebildet
wird. Die Komponenten von (P ¢) erweisen sich dann gleich den
vier dreireihigen Unterdeterminanten D, D,, D,, D, des Schemas

P, P, P P
(11a) wout out o g*\
v, vt vt oyl

Bei Fortlassung der ersten Kolonne entsteht n#mlich:

D, =P (u*v*—u*v*) + P (u*v," — S v

+ b wfor—ur o) =F e+ Py, + Dy,
Hierfiir kann man nach (5a) schreiben:

D P, q)zy—*_P(pzz-{_ ?zl’
was mit unserer Definition (11) von (P¢,) iibereinstimmt.

D, bedeutet nach bekannten Formeln der Ranmgeometrie
ein in dem yz/-Raum gelegenes Parallelopiped, gebildet aus
den Vektoren (P, P, P), (5 % u®), (v y*, v v%), d. h. aus
den Progektlonen der Vlerervektoren P, w*, v* auf den yzli-
Raum; D, ist also zugleich die Projektion des aus diesen Vierer-
vektoren gebildeten, im vierdimensionalen Raum gelegenen
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Parallelopipeds auf den Koordinatenraum der yzZ. D, D,,
D,, D, stellen also nach der Definition vom KEnde des § 1 in
der Tat die Komponenten eines Vektors dritter Art dar. Indem
wir diese Komponenten mit D, ... statt ausfiihrlicher mit
D,,, ... bezeichneten, haben wir bereits den Ubergang von
dem Raumstiick zu seiner Erginzung, der auf dem Raumstick
senkrechten Strecke, gemacht. Daf die als Vektor erster Art
aufgefaBte GroBe (D,, D,, D,, D, auf dem aus den Vektoren
P, u*, v* gebildeten Parallelopiped senkrecht steht, erkennt
man direkt. Map hat nur das obige 3 X 4reihige Deter-
minantenschema durch Hinzufiigung der vier Komponenten
von P oder u* oder v* zu einer verschwindenden vierreihigen
Determinante zu erginzen und erhalt so

(11D) (PD) = (* D)= @* D) = 0.

Handelt es sich um das Produkt aus P mit einem all-
gemeinen Sechservektor /= g ¢ + ¢* ¢*, so betrachte man in
gleicher Weise die beiden Parallelopipede D und 2D*, welche
bzw. aus den Vektoren P, »*, v* und P, u, v gebildet werden.
Dann stellt (Pf) = ¢ D + ¢* D* die geometrische Summe dieser
beiden Raumstiicke dar, die man sich aus den zu jenen Raum-
stiicken senkrechten Ergiinzungen als Resultierende der beiden
Strecken ¢.2 und p* D* hergestellt denken kann.

C. Tensorprodukte.

Ein Vektor zweiter Art liefert, vollstindig mit sich selbst
multipliziert, einen Zensor. Wir erlautern die Bildungsweise
zunichst im dreidimensionalen Falle.

Sei B ein dreidimensionaler Vektor zweiter Art mit den
Komponenten B,,, 8,,, 8, und B, B, irgend zwei der aus
ihm abgeleiteten drei speziellen Vektoren erster Art (vgl. p. 765),
so sei allgemein fir j, 2 =g, ¥, z

Tjh= (sBj Qsh) = %jx %hx-l— %jy%hy-i— %jz%h;'
Hieraus folgt unmittelbar
Tn= Ty T3, =+0.
Die so definierte dreidimensionale TensorgroBe ist sechs-
komponentig und unterscheidet sich von unserem vierdimen-
sionalen Sechservektor, fir den f;, = — f,;, f;;= 0 gilt, grund-
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sitzlich. Geometrisch deutet man die sechs Komponenten
von 7 bekanntlich am besten als Koeffizienten der (leichung
einer Fliche zweiten Grades.

Im vierdimensionalen Falle gehen wir entsprechend von
einem Sechservektor f aus und definieren einen Tensor (f7)
durch die simtlichen mdglichen skalaren Produkte der nach
Gleichung (6a) aus f abgeleiteten speziellen Vierervektoren f7, £,
fir A, j = a,y, 2,{. Daraus entstehen zunichst 16 Tensor-
komponenten

(f]fh) = f;’thw—l— fJJf;zy+ f»fhz—l_ fjl/hl’
die sich aber wegen (f;f}) = (f,7;) auf 10 reduzieren. Die
Ausrechnung liefert, wenn f= (@, — @) im besonderen den
Feldvektor bedeutet, fiir j = %:

(fefd= $°+97—~€2
)= 9+9.° -

und fur j 4= 2

(£.1) =, f) =~ (£,9,+ G,E),
61 =) =~©,9 + €, E),
(£ 1) =) =— (9,9, + GG,
L =1 = €9 —69,),
mm:mm=z@@ @@»

Daneben betrachten wir den aus dem dualen Sechservektor
[H=(— 1€, §) gebildeten Tensor (f*f*), dessen Komponenten
aus den vorstehenden durch Vertauschung von § mit — €
und € mit + 79 entstehen, z. B.

(/a,*fz*) = @yz_ @22+ '©w27

7= (7 =+ .6+ 9,9),

= )= i9,¢—-9.¢)
und gehen schlieBlich zu dem aus beiden sich zusammen-
setzenden Tensor?)

(12) I=3(f-1 =)

1) Nach einem freundlichen Vorschlag von Hrn. Kollegen M, Laue.
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iiber, mit dem Komponenten:

T, =}~ 2+ 9,1+ 92— €+ 624 63,
g | e HEBIE R R G e e,
Tzz_%( @ +$ +®2 @z2+@zz+@y)’
Ty, = 3(— @2 @yz 9 —C2—€2—€2);
Ta:y (@ 'b +@z@y)7
(12b) 1,, —T — (9,9, +€,€),
Zyzx—Tmzz_(@z‘bx_]—@z@z);
Tacl= lz (@® @8‘_)!/),
(12¢) Tyl = le = (€9 —€C.9),
L,=1,= i€9,—C9,).

Wie man sieht, sind die Komponenten 7, mit den obigen
Komponenten (f; 7,) identisch; die Komponenten (7)), die von (f; f)
verschieden sind, geniigen der Relation I, + 7, +7,_ + T, =0.
Die drei Komponenten (12¢) sind, nach Multiplikation mit
—ic gleich den Komponenten des Poyntingschen Energie-
flusses, die ersten drei Komponenten (12a) und die drei Kom-
ponenten (12b) stellen die Maxwellschen Spannungen dar,
wahrend die vierte Komponente (12a) die negativ genommene
Energiedichte ist.

Auch jetzt deutet man die 16 Tensorkomponenten am
besten als Koeffizienten in der Gleichung eines im vier-
dimensionalen Raum gelegenen dreidimensionalen ,,Raumes
zweiten Gradest,

Die hier besprochenen Produktbildungen fallen simtlich
unter das von Minkowski benutzte Matrixschema. Zweifellos
bietet dieses in mathematischer Hinsicht den Vorteil groBt-
moglicher Allgemeinheit und Einfachheit. Im Vorangehenden
sollte gerade umgekehrt versucht werden, die besondere geo-
metrische Bedeutung der einzelnen Produkte im Anschlu8 an
die gewdhnliche Vektorrechnung hervorzukehren.

Alle diese Produkte sind ihrer geometrischen Bedeutung
nach von der Wahl des Bezugssystems unabhiingig, und zwar
in folgendem Sinne: Die unter A. betrachteten skalaren Produkte
sind reine Invarianten der Lorentztransformation, Die unter B.
besprochenen Vektorprodukte transformieren sich kovariant

Annalen der Physik. IV, Folge. 32, 49
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wie ein Sechser- bzw. ein Vierervektor; ihre Komponenten im
neuen Bezugssystem hingen also nach den Formeln des § 2
mit denen im alten Bezugssystem zusammen.

Fir das Vektorprodukt (Pf) rechnet man dies unmittelbar
aus Gleichung (9) nach. Multipliziert man ni#mlich hier die
links und rechts stehenden Vierervektoren skalar mit dem
Vierervektor P, so entsteht

(P1) = (Pf)cos (' z) + (Pf,)cos (z'y)
+ (Pf)cos (& 2) + (Pf) cos (&' 1),

d. h. diejenige Formel, welche nach § 2, Gleichung (7), die
z-Komponente eines Vierervektors durch die alten Kompo-
nenten ausdriickt. (Pf) ist also ein richtiger Vierervektor
und (Pf.) seine Projektion auf die «'-Richtung.

Zugleich berechnen sich auch die neuen aus den alten
Tensorkomponenten nach dem einfachen Schema der Tensor-
transformation, dessen Koeffizienten quadratisch aus den Rich-
tungskosinussen der neuen gegen die alten Koordinatenachsen
gebildet werden.

§ 4. Die elektrodynamische Kraft f.

Die im vorigen Paragraph unter (11) besprochene kovariante
Bildung (Pf) aus der Viererdichte £ und dem Feldvektor f
beansprucht ein besonderes Interesse. Ihre formale Aus-
rechnung ergibt:

Bo= (Pr) =05 fue b B o+ fonFiL)

—o(¥ 0. 29, +0)

¢

und dhnlich fiir die y,2-Komponente; dagegen fir die -Kom-
ponente:

. b, . v, . b ..,
& =Ll=0¢ (?'f11+‘,7fzy+';’"fzz'}'lfu)
— ‘e
=—0,¢ +v,E +1v.E).

In der Bezeichnung der gewdhnlichen dreidimensionalen Vektor-
rechnung finden wir also fir j =z, y, z bzw. [:

(13) §,=e(C+Lw9)), §="0@y.
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&, stellt also die j-Komponente der anf die Volumeinheit wirken-
den elektrodynamischen Kraft, § die mit /¢ multiplizierte an
der bewegten Ladung pro Volumen- und Zeiteinheit geleistete
elektrische Arbeit dar. Letztere heifle die energetische, erstere
die dynamischen Komponenten.

Zerlegt man = p@ + o*¢* in zwei einfache Flichen-
stiicke, so zerlegt sich F=y9 D+ ¢* D*, wie im vorigen Paragraph
besprochen, in zwei einfache Raumstiicke, deren Ergénzungen
auf der Viererdichte P senkrecht stehen. Da letatere (vgl.
den Anfang des § 1) die Richtung des Weltlinienelementes der
Ladung hat (ihre Komponenten waren proportional mit dz, dy,
dz, dl), so steht auch die Kraft § auf der Weltlinie thres Angriffs-
punktes senkrecht. Die entsprechende Forderung hat man auf
eine beliebige Kraft zu erweitern, solange man dissipative Vor-
gange wie die Erzeugung Joulescher Warme usw. ausschlieft.

Die vierte energetische Komponente von § hat keineswegs,
wie es zunichst scheinen konnte, nur eine formale Bedeutung.
Vielmehr rangiert bei einem Wechsel des Bezugssystems ein
Teil derselben direkt unter die wirklichen dynamischen Kom-
ponenten. Handelt es sich z. B. wie in den Gleichungen (10a)
um ein Bezugssystem 2’y 2z’ !, welches durch eine Drehung in
der z/-Ebene aus dem urspriinglichen hervorgeht, so wird

14) § =8, cosp +Fsing und F =, cosp —Fysing.

Die energetischen Zusatzglieder §,sing (bzw. — J, sin ¢) sind
klein von der Ordnung 1/c¢? da sowohl §, (baw.§,) wie sin¢
den Faktor 1/c enthalten. Trotzdem sind diese Zusatzglieder
fur die Durchfihrung des Relativitiitsprinzipes unentbehrlich, wie
spater an dem Beispiel des einfachen Coulombsehen Gesetzes
erlautert werden soll.

Kennt man die dynamischen Komponenten §, und §’
irgend einer Kraft § in zwei relativ zueinander bewegten
Systemen, z. B. auf Grund hinreichend genauer Messungen, so
kann man durch ihren Vergleich nach den vorstehenden Formeln
die energetischen Komponenten §, und &, bestimmen. Um-
gekehrt konnen wir sagen: Eine Kraft (z. B. auch die Gravitation)
ist erst dann physikalisch vollstindig bekannt, d. h. im Sinne des
Relativitatsprinzipes fiir ein beliebiges Bezugssystem angebbar,
wenn auch ikre energetische Komponente §, bekannt ist.

49*
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Wenn wir das gestrichene System speziell als ,mit-
bewegtes® wiihlen, so also, daB der Angriffspunkt der Kraft §
in diesem Bezugssystem ruht, so wird da’ = dy' = d2' = 0 und
auch §, = 0, weil ja die Kraft auf der Weltlinie ihres Angriffs-
punktes senkrecht steht. Nur in diesem Falle verschwindet die
energetische Komponente aus den Formeln zur Bestimmung
von §,...8,, die also einfach lauten (z-Richtung = Richtung
der Relativhewegung):

(143) %z= COS?%{, %y= %y" %:= %z" %l_—- - Sin¢%m"

Dies die typischen Transformationsformeln fir den Ubergang
von dem ,mithewegten® zu einem ,ruhenden System®, giiltig
fir jeden Vektor erster (oder dritter) Art, insbesondere fiir die
auf die Volumeinheit bezogene elektrodynamische Kraft. Wir
nehmen an, daf sich ebenso wie diese jede ,spezifischet, d. h.
pro Volumeinheit gerechnete Kraft als Vektor erster Art verhilt.

Anders die Gesamtkraft ® bez. & im ruhenden oder mit-
bewegten System, deren erstere -wegen ihrer Beziehung zu
einem willkiirlichen Koordinatensystem in der Relativtheorie
eigentlich keinen Platz hat. Durch die spezifische Kraft ist
sie so zu definieren:

(15) Q= fi’de', & = f%’dS’,

wenn d8 = dzxdydz das dreidimensionale Volumelement im
ruhenden, d8’ = d#’dy’ dz dasjenige im mithewegten System
bedeutet. Letzteres ist von ersterem verschieden, je nach
der gegenseitigen Lage der beiden Bezugssysteme. Durch
das Hinzutreten von d8, 4§’ wird daher der Vektorcharakter
der rechten Seiten gestort. Die Gesamthraft verhiilt sich nicht
einfach wie ein Vektor erster Art.

Aus Fig. 1 folgt

, as

(15a) d§8 = dScosp = Vi p

Ist namlich, wie wir jetzt voraussetzten, das gestrichene
System mit seiner /’-Achse nach der Weltlinie des Angriffs-
punktes von § orientiert, so steht der 2"y z’-Raum und dessen
Volumelement 8’ senkrecht auf dieser Weltlinie und es ist
d§ die senkrechte Projektion von 4§ auf diesen Raum. Der
Projektionswinkel ist gleich dem Winkel der beiden in Betracht
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kommenden Normalen ¢ und /, also gleich . Der Umstand,
daB ¢ imagindr ist, bringt es mit sich, daB die Projektion 4§’
groBer ist als das projizierte Element 4§, entgegen unserer
Zeichnung in Fig. 1, die mit einem reellen ¢ operiert. - Das
Verhaltnis d8/d8" = J1 — g% ist die bekannte Lorentz-Kon-
traktion.

Aus (15), (15a) und (14a) folgt jetzt unmittelbar:
@m=f%de = cos ¢fgm,ds =f‘{gw.d8'= e,

1 . 1
@y:f%yds:f%y;ds=go-s—(p~f%y,ds ] @yl usw.

Co8 @

und zusammenfassend:
- - L g @-_mog
(14b) &,=8,, &, = cos‘p@y” @”—‘cosw@”” &= cosq’@m ‘
Diese Formeln (14b), verglichen mit (14a), belegen die
obige Angabe, daB sich ® nicht wie ein Vektor verhalt. Be-
zeichnen wir namlich, in formaler Analogie zu unserer Vektor-
bezeichnung, mit [®|? bzw. | &' |? die Quadratsumme der un-
gestrichenen bzw. gestrichenen Komponenten (wobei &, nach
der Definitionsgleichung (15) gleich Null ist), so wird wegen

(14b) |®| nicht gleich | & |, sondern
® | R—
8] = =¥ VT =P,

wihrend aus (14a), wie es fir einen Vierervektor sein mub,
natiirlich |§| = [§'| folgt.

Wir betrachten noch speziell den Fall eines im ge-
strichenen System wirkenden Normaldruckes, d. h. einer Kraft-
verteilung, die an einer im gestrichenen System ruhenden
Flache o' angreifend, dort zu einem in die Normale »’ fallenden
pro Flicheneinheit gemessenen Drucke p’ AnlaB gibt. Wir
konnen diesen Fall entweder als eine Verteilung unendlich
kleiner Gesamtkrifte 8 oder unendlich groBer spezifischer
Krafte § ansehen, nach dem einen oder anderen der folgenden
beiden Schemata

R=p do’ oder p =g, dn'.
Den ersten Standpunkt nimmt Einstein?) ein. Der letztere

1) A. Einstein, Jabrbuch f. Radioakt. 4. p. 448,
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diirfte wegen des tibersichtlicheren vektoriellen Verhaltens von &
vorzuziehen sein. Von diesem Standpunkte aus denken wir
uns §§ fiiber eine der Fliche ¢ anliegende Schicht von der
Dicke dn’ verteilt, dhnlich wie man eine Oherflichenladung als
Grenze einer raumlichen Verteilung auffaBt.

Errichten wir anf dieser dreidimensionalen im 2’y 2’~-Raum
gelegenen Schicht o¢'dn’ einen vierdimensionalen Zylinder
parallel der /-Achse, so umfafit dieser die Gesamtheit aller
Weltlinien der Schichtpunkte. Die Kraft §', die im 2"y 2-
Raume senkrecht auf ¢ stehen sollte, fallt zugleich in die
Normale dieses vierdimensionalen Zylinders, da sie auch senk-
recht zu der Weltlinie ihres Angriffspunktes ist. Legt man
nun irgend einen geneigten Schnitt als zyz-Raum durch den
Zylinder, so schneidet dieser aus dem Zylinder dasjenige
Bild odn der Schicht aus, das einem im »yzI-System be-
findlichen Beobachter erscheint. In Fig. 2 ist als Zeichenebene
die (nach p. 753, Anm. 2 vollkommen bestimmte) durch den be-
trachteten Punkt von ¢ zu legende Normalebene zur Tangential-
ebene von ¢ gewihlt. Dieselbe enthilt nicht nur die Normale n
von ¢ im zyz-Raum, sondern auch die Zylindernormale »’
sowie die /-Achse, da alle drei Richtungen auf ¢ senkrecht
stehen. In die »-Richtung fillt die Richtung des Vektors ¥;
wir haben nach Richtung und GroBe § = §,. Fir das Be-
zugssystem xyz! zerlegt er sich in zwei Komponenten, die
beide in der Figur ersichtlich sind: die energetische Kom-
ponente §, und die dynamische §,.

Eine Komponente von § senkrecht zur Zeichenebene in
der Tangentialebene von o dagegen gibt es mnicht, d. h
auch im ungestrichenen System steht
(nach Abtrennung ihrer energe-
tischen Komponente) die Araft §
und der ihr entsprechende Druck p
senkrecht auf ihrer Angriffsflicke o.
Beziiglich der GroBe von p folgt jetzt
unmittelbar aus der Figur: Sei « der
Winkel zwischen » und =’ (wobei &
zwischen 0 und ¢ liegen wird, und
diese #uBersten Werte dann annimmt, wenn »” im besonderen
senkrecht oder parallel zur Richtung der Relativhewegung des
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gestrichenen und ungestrichenen Systems liegt) Dann gilt
offenbar
§,=Fscose und zugleich dn' = dncose

also
8,dn =G dn' oder p=p'.

Denn der ungestrichene Beobachter definiert seinen Druck p
aus der dynamischen Komponente &, von § und der von ihm
gesehenen Schichtdicke dn durch §, dn geradeso wie der ge-
strichene durch § dn’. Die Gleichheit dieser beiden Drucke, die
fiir die Plancksche Thermodynamik bewegter Systeme grund-
legend ist, folgt also hier wieder als rein geometrische Aussage
iiber das Verhalten vierdimensionaler Vektoren und ihrer Projektion.

Beim Operieren mit der Gesamtkraft ® 148t sich eine so
unmittelbare geometrische SchluBweise schwerer durchfiihren,
weil sich ® nicht wie ein Vektor verbalt.

~ Wir kehren schlieBlich nochmals zur elektrodynamischen
Bedeutung von § = (Pf) zuriick. Wiahrend diese im Anfange
dieses Paragraphen durch die formale Ubereinstimmung mit
dem Lorentzschen Kraftansatz, Gleichung (13), begriindet
wurde, soll dieselbe jetzt direkt aus dem Relativititsprinzip
erschlossen werden.

Wir betrachten eine im gestrichenen System ruhende
Volumeinheit, in welcher elektrische Ladung mit der Dichte ¢’
verteilt ist. Da die elektrische Feldstarke definiert ist als
bewegende Kraft auf die Ladung 1, so wirkt auf unsere Volum-
einheit die Kraft o' €. Hierdurch sind die drei dynamischen
Komponenten der spezifischen Kraft § im gestrichenen System
bestimmt; die energetische Komponente ist gleich Null zu
setzen, da der Angriffspunkt von § im gestrichenen System
rubt und seine Weltlinie auf § senkrecht steht. Die vier Kom-
ponenten von F lauten also:

%x/ == Q, @mr, %yr S Q’ @yl’ %z/ = ()’ @z/, %l/ = 0 .

Andererseits liefert der Vektor (Pf) fir die z'y 2'l’- Achse
nach Gleichung (11), da P, = FP,=F, =0, P,=1io (vgl
Gleichung (1)) und £,y =— i€, usw. (vgl. Gleichung (2)):

(PL) = Pofur =& Cuy (PLy) = Polyy =0/ Cy,
Bf)=Pefor=0Cs (Pf)= Pty =0
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Dieser Vektor stimmft also fiir das gestrichene System in allen
vier Komponenten mit der spezifischen Kraft & tiberein. Unter
der alleinigen Annakme, daf sich diese Kraft wie ein Vierervektor
verhilt, muf also § fur jedes Bezugssystem durch den Vierer-
vektor (Pf) gegeben sein. In der Relativtheorie folgt also der
Lorentzsche Araftansatz unmittelbar aus der Definition der
elektrischen Feldstirke unter der alleinigen Annahme, daB sich
die spezifische Kraft wie ein Vierervektor verhalt, der auf der
Weltlinie des Angriffspunktes senkrecht steht. In der urspriing-
lichen Lorentzschen Absoluttheorie dagegen muBte dieser
Kraftansatz als neue Erfahrungstatsache neben den Feld-
gleichungen eingefithrt werden. FEs scheint mir eine besonders
schone Leistung der Relativtheorie zu sein, daf sie diese Er-
fahrungstatsache als solche entbehrlich macht, indem sie sie aus
viel allgemeineren Prinzipien ableitet.

Hieran schlieBt sich noch eine Bemerkung mehr kritischer
Natur. Das Relativitatsprinzip will selbstverstandlich nur fir
stationire oder quasistationidre Bewegungen der beiden Bezugs-
systeme gegeneinander gelten. Eine Ableitung des Liorentzschen
Kraftansatzes aus der Relativtheorie garantiert denselben daher
nur fir den Umfang dieser Bewegungen. Wihrend man in
der Absoluttheorie diesen Ansatz als allgemeingiiltig postulierte,
wird man, wenn man das Relativititsprinzip als seine wahre
Quelle ansieht, es ‘durchaus offen lassen miissen, ob nicht in
dem Ausdruck von § fiir eine wirklich beschleunigte Bewegung
Zusatzglieder auftreten konnen, die von der Beschleunigung
erster und hoherer Ordnung abhingen mdégen. Da alle reali-
sierbaren Bewegungen, wie es scheint, unter die Klasse der
quasistationiiren Bewegungen fallen, so wiirden solche Zusatz-
ghieder kaum ein praktisches Interesse haben. In prinzipieller
Hinsicht aber scheint es mir niitzlich, ihre Moglichkeit ins
Auge zu fassen.

(Eingegangen 17. Mirz 1910.)





