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7. 0 6 e r  den 

,,starrcc xu. bexeidmenden E6rper; 
vow G. Herglotx.  

vom Standpunkt des Relativit&tsprinx$ps aus aEs 

In seiner Arbeit ,,Die Theorie des starren Elektrons in 
der Kinematik des Relativitiatsprinzips" l) hat Hr. M. Born in 
naheliegender Weise versucht , eine Definition derjenigen Be- 
wegungsformen eines dreifach ausgedehnten deformierbaren 
Kontinuums zu geben, welche vom Standpunkte des Relativitats- 
prinzips HUS als allgemeinste Bewegung eines ,,starren" Kor- 
pers zu bezeichnen waren, dieselben aber nur in einem 
speziellen, leicht zu erledigenden Falle wirklich aufgestellt. 
Insbesondere ist dort die Frage unberiicksichtigt gelassen 
worden, ob dem so definierten ,,starred< Kiirper auch eine 
sechsfache Bewegungsfreiheit zukommt, wie rnan es doch wohl 
wiinschen machte, wenn man diesem neuen ,,starren" Korper 
im Systeme des elektromagnetischen Weltbildes dieselbe funda- 
mentale Bedeutung euzumessen hat, wie dem gewohnlichen 
starren Korper im Systeme des mechanischen Weltbildes. 

Eben diese Frage findet nun in den folgenden Zeilen 
insofern eine Beantwortung , als der Nachweis geliefert wird, 
dab die Rewegung dieses ,,starren" Korpers im allgemeinen 
- d. h. yon speziellen, naher angegebenen Ausnahmefallen 
abgesehen - durch die willkiirlich vorzuschreibende Bewegung 
eines einzigen seiner Punkte eindeutig festgelegt ist. 

Insbesondere mag nach dieser Richtung hin zur Illu- 
stration gleich die Tatsache vorweg angefuhrt sein, dafi der 
Korper des Hrn. Born, sobald einer seiner Punkte fest ist, 
nur no&, wie ein gewohnlicher starrer Korper, um eine durch 
diesen Punkt gehende feste Ache  gleichformig rotieren kann.2) 

1) M. Born, Ann. d. Phys. 30. p. 1. 1909. 
2) Nach Niederschrift dieses Aufsatzes erhalte ich Kenntnie von 

einer im Heft vom 22. November 1909 der Physik. Zeitschr. erschienenen 
Notiz Hrn. P. Ehrenfests ,  die auf eben diese Tatsache abzielt, indem 
sie in au6erst einfacher Weise zeigt, da6 ein einmal ruhender Kiirpcr 
nicht in gleichfiirmige Rotation versetzt merden kann. 

.\unalen der Physik. IV .  Folge. 31. 26 
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1. Definition des  ,,starrencC K 6 r p e r s  vom Standpunkt des  
Relativitlitsprinaips am. 

Den GedankengLngen Minkowskis  *) folgend, sollen die 
rechtminkligen Koordinaten x, y, z eines materiellen Teilchens 
in Verbindung mit der Zeit t, zu welcher es sich an dieser 
Stelle befindet, gedeutet wercien als die vier Koordinaten eines 
Punktes der vierfach aasgedehnten Mmnigfaltigkeit R, (x, y, z, t) .  

Ebenso soll weiter in diesem R4 eine MaBbestimmung 
eingefuhrt werden, nach welcher (die Lichtgeschwindigkeit 
fortan gleich 1 gesetzt) das Quadrat der Entfernung ds zweier 
unendlich benachbarter Punkte 

ist. 
Raum artig heiBen Linienelemente reeller L h g e  (ds2 >O),  

zeitartig aber solche rein imaginarer Lange (ds' < 0). Die 
Richtungen der von einem Punkt ausgehenden Linienelemente 
der Lange Null bilden einen reellen Kegel - den Minimal- 
kegel des betreffenden Punktes - dessen beide durch d t >  0 
und d t  < 0 uriterschiedenen Schalen bzw. der Nachkegel und 
Vorkegel heiBen. 

Zwei Richtungen (da : dy : dz : d t )  usd (dz' : dy' : dz' : dt') 
stehen dieser MaBbestimmung zufolge normal zueinander, wenn 

(1) d.9' = d.9 + dy2 + dz2 - dta 

(2) dx dx'+ dy dy'+ dz dz'- d t  dt'= 0 

ist. Die zu einem zeitartigen Element normalen Elemente 
sind notwendig raumnrtig, aber niclrt umgekehrt. 

Als Bewegungen im R4 soll die Gruppe jener 0 o ' O  affinen 
Transformaticnen, der Funktionaldeterminante + 1, von x, y, z, t 
bezeichnet werden, welche ds2 ungeandert lassen und Vor- 
und Nachkegel entsprechender Punkte nicht gegeneinander 
umtauschen. Lorentztransformationen sind dann jene Gruppe 
von C O ~  Bewegungen, welche den Nullpunkt (x = y = z = t = 0) 
festlassen - die Drehungen um den Nullpunkt, - und um- 
gekehrt geht die Gruppe der Bewegungen aus dieser durch 
Hinzunahme der 0o4 Translationen hervor. 

1) H. M i u k o w u k i ,  Die Grundgleichurigen der elektromagnetischen 
Vorgiinge in bewegten Kiirpern, Giitt. Nachr. 1908; Raum urid Zeit, Vortrag, 
gehalten auf der 80. Nnturforscherversammlung zu Kiiln. Leipzig 1909. 
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man 
ein 
zur 

Nach diesen allgemein bekannten Festsetzungen denlre 
im gewohnlichen dreidimensionalen Raum R, (x, y, z) irgend 
deformierbares Kontinuum sich bewegend - es mogen 
Zeit t die Koordinaten irgend eines, durch irgend welche 

drei Parameter E, q, 5 individualisierten, materiellen Teilchens 
desselben sein: 

(3) 
z = z (6, 17: <, 4 * 

Zu gr8Berer Symrnetrie mag in dcm Kontinuum irgendmie 
eine Art Ortszeit t: 

eingefuhrt werden, wonach sich statt (3) gleichmiiiBiger schreiben 
la&: 

( 2. = 467 9 / , 5 , 4  7 

Y = y (&7 ' 7 1  5, ') J 

z = z ( E ,  1 ? 5 , 4  7 

t = 2 (E, 9,574 - 

die Weltlinie dieses Teilchens, 

Den aufeinanderfolgenden Werten von x, y, z, t fur ein be- 
stimmtes materielles Teilchen (%, 1, g) entspricht nun im RB 
eine bestimmte Kurve Ct, ~, 5 ,  
deren Gleichungen in (5) fur fest gedachte %, q, 5 und vari- 
ables z gegeben sind. 

Die Bewegung des ganzen Eontinuums wird so im R, 
durch eine dreiparametrige Kurvcnschnr C(%,  0, C), eben die 
a 3  Weltlinien der Teilchen des Kontinuums reprasentiert. 

Wird weiter die Voraussetzung gemacht, da6 sich kein 
Teilchen des Kontinuums je mit Licht- oder Uberlichtgeschwin- 
digkeit bewegt, so ist jedes Linienelement irgend einer Kurve 
zeitartig. Die von Hrn. M. B o r n  vom Standpunkte des Rela- 
tivitatsprinzips aus aufgestellte Definition des ,,starrend( Kiir- 
pers laBt sich jetzt so formulieren : 

,,Dus Kontinuum bewegt sich dunn als ,,starrer" Korper, 
wenn im R, die Weltlinien C(E, q,5) seiner Punkte apuidistunte 
Kurven sind." l) 

(5) 

1) Dieaer Formulierung zufolge sind die von Hrn. Born  fur den 
Fall der geradlinigen Translation errechneten Formeln sofort hin- 

26* 
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Darnit ist gemeiut, es soll der Normalabstand irgend 
zweier unendlich benachbarter Kurven entlang derselben kon- 
stant sein, anders ausgedruckt, es soll der von irgend zwei 
unendlich benachbarten Kurven gebildete Streifen uberall von 
derselben Breite sein. 

Diese Bedingung analytisch zu formulieren, berechne man 
nach (5); das Linienelement ds in den krummlinigen Koordi- 
naten 6, 9, j, t. Schreibt man der Gleichformigkeit halber: 

(6) El = 6, 6 2  = 711, g3 = 5, 64 = r7 
so soll sein: 

( 7 )  
4 

1 
ds2 = Cij Aii dEi dE2. 

Da nach Voraussetzung durchgangiger Uberlichtgeschwindig- 
keit die Elemente der Kurven C(E,q , j )  zeitartig sind, so ist: 

(8)  4 4  < 0 ,  

(9) 

man wird also bei Einfuhrung der linearen Differentialform : 

dv = A,, d& + 4, dC, + 4 4  dE, 1- A44 d64 

und der quadratischen bloB dg, dq, dc enthaltenden: 

(10) 

schreiben konnen: 

1 3 

1 
do2 = x i j d i j d & d g j  - z ( A l r  d& + 4, d& + A,, d&)' 

Sol1 jetzt das Element ds normal zur Kurve Cc,s , l .  stehen, 
so mu8: 

-- ads' - 0 ,  d. h. du = 0 
(12) a dF4 

sein, und es ist daher der Normalabstand der Kurven Cc, . I , r  
und C,,,,, ?*+dg,  < + d E  gerade gleich doa. 

Die Bedingung der Starrheit lautet soniit: 
a -do2= 0, 

zuschreiben, denn die aquidistanten Kurven der (x, t)-Ebene mit der MaB- 
bestimmung ds2=  dna- dte sind naturlich (analog wie fur d s 2 =  do8+ dt2) 
die Orthogonaltrajektorien einer Geradenschar, was eben die Born- 
schen Formeln beaagen. 

(13) a Z  
~~~ .___ 
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es miissen mit anderen Worteii einfach die sechs Koeffizienten 
der quadratisclien Differentialform d o 2  von z unabhhngig sein. 

Aber auch phyeikalisch la6t sich diese Definition der 
Starrheit gleich einfach formulieren. 

Wird die Geschwindigkeit des Teilchens (& 1, <) zur Zeit t 
mit s, ihre Komponenten mit u, v ,  w bezeichnet: 
(14, 
80 ist: 

2 = 22 + v2 + 1u%, 

A,, = - (1 -sZ) - , 
a t  

(16) a r  
(15) (Sf)' 

d~ = ( ~ d z +  v d y  + W ~ Z  - d t ) - - *  

Setzt man nun d t  = 0 und betrachtet also alle Teilchen des 
Kontinuums zur selben Zeit t, so wird: 

( u d x  + v d y  + w d z ) 2  
1 - s2 

' 

(17) ds2 = d z 2  + dy2  + dz2  = dn2 - ? 

also 
(it dx + v d y  f u' dz)' 

1 - ss 
__-. (18) do2 = d z 2  + dy2 + dr2 + -- 

Offenbar ist nun d o 2  = e 2  die Gleichung eines unendlich kleinen 
Rotationsellipsoides der Halbnchsen E ,  F , E vm, rnit dein 
Teilchen (l, q, 5) als Mittelpunkt und seiner Geschwindigkeits- 
richtung als Figurenachse. Die Forderung ( a / d z )  do2 = 0 
besagt also, daB Volumelemente, die im Ruhezustand unend- 
lich lrleine Kugeln des Radius E sind, bei der Rewegung in 
abgeplattete Retationsellipsoide iihergehen, mit der kleinen 
Halbachse E 1- in Richtung der Geschwindigkeit und der 
groBen Hnlbacbse E senkrecht dam. Es la,& sich mit nnderen 
Worten der von Hrn. M. Born aufgestellten Definition des 
,,starren" KGrpers diese in der Tat augerst nnheliegende 
Fassung geben : 

Js t  im Kiirper die Geschu&digKeit nach Ort uiid Zeit ver- 
anderlich, so sol2 die 2 o r e n t z -  P i t zgera ldsche  Kontraktions- 
hypothese fur  jedes einzelne 7rolwmelement gelteneL' l) 

1) Dicsclbe Bemerkung bei P. E h r e n f e s t ,  1. c. Es ist dies auch 
geometrisch sofort evident, wenn man den cinem Volumelemente cnt- 
sprechenden Raum-Zeitfaden betrachtet. 1st sein Normalquersohnitt an 
einer Stelle eine unendlich kleine Kugel, so ist er es, weil die Welt- 
linien aquidistant sind, an jeder Stelle. Der Querschnitt normal zur 
t-Achse ist dann natiirlich gerade obiges Ellipsoid. 
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Das einzelne Volumelement hesitzt hiernach eine sechs- 
fache Bewegungsfreiheit, denn das Ellipsoid gestattet noch 0o3 
linear homogene Deformationen in sich. Gilt nun aber gleiches 
fur einen aus solchen Elementen kontinuierlich aufgebauten 
Kijrper von durchweg endlicher Ausdehnung? Dieser Frage 
sol1 im folgeiiden Abschnitt naher getreten werden durch die 

11. Best immung der Squidis tanten Kurvenscharen  des  R4, 
die  e ine  willkurlich vorgegebene Kurve enthalten. 

Nan denke in einer solchen Schar C(&,q,c)  irgendwie 
eiue bestimmte Kurve C, ausgewiihlt, es mijgen ihr die Para- 
meterwerte (&,, rl, , &,) zugeharen. I) 

Hierauf ziehe man die quadratische Differentialform do2 
in d& dq ,  d5 heran, deren Koeffizienten bloB von g, 71, 5 ab- 
hangen, und die, als Quadrat der Lange eines raumartigen 
Linienelementes definit positiven Charakter besitzt , und fuhre 
in ihr statt E, q, 6 andere Variable a, I, c foolgendermaBen ein: 

I n  der dreifach ausgedehnten Mannigfdtigkeit der (&, q,  5) 
denke man sich die yon zwei Parametern abhangende Schar 
der vom Punkte (to, qo, go) auslaufenden Extremalen des Inte- 
grales J d s  - die geodatischen Linien der Form do2 - ge- 
zogen, und es seien dann b, c die Werte der beiden Para- 
meter fur die durch den Punkt (&, q, <) gehende Linie dieser 
Schar, und a das langs derselben von (&, q,, 5,) bis (g, q, 5) 
genommene Integral Jda - die geodatische Xatfernung heider 
Punkte. 1st dann fur dieses geoclatische Polarkoordinaten- 
system (a, 6, c): 

E = t(Q7 6, 4 7  

?I' = 4 (a, 4 4, (19) 

so werden die Differenzen & -  to, q - q, , 5-  <, fur a=O und 
alle b,  c verschwinden, durch a dividiert aber (bei passender 
Wnhl der 6, c)  fur a = 0 und alle 6, c endlich bleiben, und 

1 5 = 5(a ,  6, 4, 

1) Die folgenden, der Deutlichkeit halber analytiscb gefaBten Uber- 
legungen haben sehr einfache geometrische Bedeutung und sind 80 auf 
die aqnidiatanten Kurvenscharen eines beliebigen Variationsproblems 
iibertragbar. 
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es wird do2 in diesen Vsriablen ausgedruckt, die Forin an- 
nehmen : l) 

(20) do2 = dua + sp (db, dc), 

wo sp (db, dc) eine ebenfalls definit positive, quadratische Diffe- 
rentialform in db,  d c  allein bedeutet, deren Koeffizienten noch 
a, b, c,  aber ebenso wie die friiheren von da2  nicht t ent- 
halten. Auch an Stelle von t sol1 weiterhin eine andere 
GroBe 9. folgender Art eingefiihrt werden: 

Nan denke jene Losung der Uifferentialgleichung : 

bestimmt, die fur a = O  den Wert Z =  9 annimmt: 

(22) t = ~ ( a ,  6, c,  8) 
und durch diese letztere Gleichung an Stelle von t den Para- 
meter 8 eingefiihrt, der speziell lhngs der Kurve Co mit t 
identisch wird. 

Durch a, 6, c ,  t ausgedriickt, wird dann: 
l 4  

v - A * *  1 
-=xi Ai4 d& = B d b  + Cdc + 0 d 9  (23) 

sein, also d a  aus dem linearen Differentialausdruck d v  heiaus- 
fallen. 

Ersetzt man so die langs jeder Kurve konstanten Para- 
meter (6, q; <) durch die (a, b ,  c) und den langs jeder Kurve 
variablen Parameter t durch 9, so w i d  demnach: 
(24) dsZ = d a z  + y(d6, dc) - ( B d b  + C d c  + O d 8 ) 2 .  
Aus dieser Form ist nun sofort zu schlieBen "), daB die Kurven : 

b = const., c = const., 8 = const. 

im R4 (x, y, z, t) Extremaleri des Integrals Jds, d. h. aber gerade 
Linien sind. Diese so gcfundenen co3 Geraden G (b, c,  8) 
schneiden die aquidistanten Kurven C(a, 6, c), wegen des fehlen- 
den Gliedes mit d a d 8  in dsZ, orthogonal. Hebt man aus 
ihnen speziell jene oo2 Geraden heraus, die zum selben 8-Wert  
gehijren, und denkt auf jeder von ihnen den Pnnkt a = O  

1) Vgl. G. Darboux, ThBorie gknerale des surfaces 2. livre V. 

2) Vgl. G. Darboux,  1. c.  
chap. VIII. 
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marlriert, so ist dieser nichts anderes als der Punkt z = 9. 
auf der Kurve Coy durch den sie also alle hindurchgehen, und 
(la sie dortselbst normal zur Kurve C, stehen miissen, so sind 
sie eben die cn2 Normalen der Kurve C, im Yuukt z = 9 .  Sie 
bilden zusammen die Normalebene der Kurve C, in diesem 
Punkte, mit welcher hienach die Ellache 9 = const. identisch ist. 

Die GroBe a ist die langs der Geraden e,, e, vom Schnitt- 
punkt mit der Kurve C;, an gerechnete LBnge f ds - die 
Entfernung des betreffenden Raumpunktes von der Kurve C,. 

Dies zusarnmengefaBt ergibt, daI3 die Ausdriicke der 
I? y, z, t durch a, b, c ,  6 notwendig diese Gestalt haben miissen: 

5 = (79.) + a Xl (6 ,  c ,  a) ,  

z = Z;, (a) + a z1 (t, c, a), 
t = to (19) + a tl (b, c,  9). 

, y=yo!" ) i  a * Y , ( t > c ? 9 . ) 9  (25)  J 
Zur Vereinfachung der Schreibweise sol1 Siir den Augenblick 
mit S stets eiiie iiber die vier Koordinaten x,y,  z, t zu er- 
streckende Summe, in der jedoch das auf die t-Koordinate 
bezugliche Glied negativ in Rechnung zu setzen ist, bezeichnet 
werden. 

Da nun die Geraden G (6, c, 6) die Normalen der Kurve C, 
(U = 0) sind, so wird: 

a Xo (26) S % x  = 0, 

(27) a 4  6 b  a 8  a c  - 
und daraus durch Differentiation nach b und c: 

S 2 _ 1 = S L _ I - O  a m  ax a m  ax 

sein mussen. 

Ausdruck (24) identifiziert, so folgen die Gleichungeii: 
Wird hienach die mit (25)  gebildete Form ds2 mit dem 
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in denen die Koeffizienten der binaren, quadratischen Diffe- 
rentialform q (db, dc) und die GroBen p und y offenbar von a 
unabhangig sind. 

Speziell denke man jetzt 7 9 .  als ,,Eigenzeit" langs der 
Kurve C,, also: 

ax0 
(29) s(.-$-) =-  1 ,  

was durch eine diesbeziigliche Wahl von z) mit dem 9 langs 
C, zusammenfallt, stets zu erreichen ist. 

Aus den Gleichungen (28, JJ (3) y)  folgt dann fiir a = 0 
der Reihe nach: 

und indem man bemerkt, daB also: 

(;)"= (;I 0 = o  
ist, in gleicher Weise aus (28, a): 

(32) ($ F ( d 4  dc)),  = W @ b ,  dc) 

und dies endlich gibt nach (28,cc): 
1 

(33) ( B d b  + Cdc)2  = y (d6, gc) - a2 cp (db ,  d c ) )  - 
0 

Da nun aber die Koeffizienten von 9 (db, dc) von 9. frei sind, 
so sind hienach die GroBen B, C, und also auch p, y von 9 
unabhangig. 

Es liegen jetzt zwei Mijglichkeiten offen: 
A. Es ist B=O,  G=O. Dann wird: 

(3 4) d.9 = da2  + y (db ,  dc)  - O2 d a 2 ,  
woraus man ersieht, da8 die Kurven C(a,6,c)  die Plachen 
8 = const. - die Normalebenen der Kurve C, - orthogonal 
durchsetzen. 

Die apuidistanten Karven sizd die Orthogonaltrajektorien 
einer Ebenenschar. 

Umgekehrt bilden aber die Orthogonaltrajektorien hgend 
einer Ebenenschar auch stets eine aquidistante Kurvenschar, 
denn auch fur die MaBbestimmung ds2  im R4 gilt der Satz, 
daB die Entfernung zweier bewegter Punkte konstant ist, wenn 

Es laBt sich daher sagen: 
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ihre Geschwindigkeiten immer normal zu ihrer Verbindungs- 
linie stehen. 

B. .Es is t  toenigstens eine der GroiJen 3, C nicht A7d. 
Dann folgt aus (28, 8, y), da8 auch 0 yon 9 unabhangig ist 
und es sind also in dem Ausdruck: 

(35) ds2  = da2 + cp(db, dr )  - ( B d b  + C d c  + @ d 9 ) *  

iiberhaupt alle Koeffizienten yon ~ 9 .  frei. 
Man betrachte in diesem Falle die eingliedrige Gruppe 

von Transformationen des R,, bei welcher der Punkt mit den 
Parameterwerten (a, 6, c, 9) ubergeht in jenen, dem die Para- 
meterwerte: 
(36) a ' = a ,  b'= b ,  c ' = c ,  9'= 8+ h 

zugeh8ren. Da fur diese Transformationen nach dem eben 
erkannten : 

ist, so sind es Bewegungen im R,, und da bei denselben offen- 
bar jede einzelne Kurve C ( a , b , c )  in sich verschoben wird, so 
la8t sich hier diese Aussage machen: 

Die aquidistanten Kurven sind die Bahnkurven einer ein- 
gliedrigen Bewegungsgruppe. 

Umgekehrt bilden aber die Bahnkurven irgend einer oin- 
gliedrigen Bewegungsgruppe auch stets eine aquidistante Kurven- 
schar, denn der von zwei unendlich benachbarten Kurven be- 
grenzte Streifen la& sich ja dann in sich verschieben, mu8 
also uberall dieselbe Breite haben. l) 

Dieses festgestellt, denke man jetzt die Kurve Co will- 
kiirlich gegeben, und die Aufgabe gestellt, alle aquidistanten 
Kurvenscharen zu bestimmen, denen diese Kurve angehort. 

Nsch (A) hat man in den Orthogonaltrajektorien der Normal- 
ebenen von Co in allen Fallen eine durch C, eindoutig be- 
stimmte LGsung. Sol1 es neben dieser noch andere geben, 
so werden die betreffenden Scharen notwendig unter (B) sich 
einreihen und demnach die Kurve C, eine eingliedrige Gruppe 

!37) dsI2 = dsa 

1) Im dreidimensionalen Raum mit der gewohnlichen Eu klidischen 
MaBbestimmung sind die lquidistanten Kurvensyysteme entweder Ortho- 
gonaltrajektorieu einer Ebenenschar, oder koaxiale Schraubenlinien gleicher 
Ganghohe. 
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yon Beweguugen in sich besitzen rniissen. Umgekehrt werden 
die Bahnkurven jeder eingliedrigen Oruppe von Bewegungen 
der Iiurve C,, in sich (die bloI3 nicht C,, punktweise festlassen) 
eine Losung der Aufgabe liefern, und durch alle vorhandenen 
solche Uruppen, auch alle weiteren Losungen erschopft sein. 

Damit sich nun C, in sich bewegen I&&, ist notwendig 
und hinreichend, da8 die drei Kriimmnngen l) dieser Kurve 
- die j a  Bewegungsinvarianten sind und die Kurve bis auf 
ihre Lage im Raume festlegen - lBngs derselben konstant 
sind, die Kurve also, wie man vielleicht sagen konnte, eine 
Schranbenlinie ist. Sol1 weiter C, mehr als eine solche Gruppe 
von Bewegungen in sich besitzen, so mu8 es auch Bewegungen 
geben, die C, punktweise festlassen, und jeder einzelnen solchen 
Bewegung entspricht eine weitere Gruppe von Bewegungen 
der Kurve in sich. Die Fixpunkte irgend einer Bewegung 
im R4 bilden nun (von dem Falle eines einzigen Fixpunktes 
kann hier abgesehen werden) entweder eine Gerade, oder einen 
ebenen R, und umgekehrt bleiben diese Gebilde bei co3 bzw. 
a1 Bewegungen punktweise fest. 

J e  nachdem daher die von konstanten Kriimmungen voraus- 
gesetzte Kurve C, in keinem niederen Raume als hochstens 
einem R, oder einem R2 liegt, oder endlich eine Gerade ist, 
besitzt sie 1 oder ool oder oo3 eingliedrige Bewegungsgruppen 
in sich, und eben dies ist dann die Zahl cler weiteren Lo- 
sungen der Aufgabe, welche durch die Bahnkurven dieser 
Gruppen gegeben sind. 

Bedenkt man schlieBlich, da8 Co das Bild der Bewegung 
eines Punktes des ,,starren" Korpers - seine Weltlinie - 
ist, so kann auf die Frage nach der Bewegungsfreiheit des 
,,starrent' Korpers diese Antwort gegeben werden : 

In der Bornschen Kinematik des starren Korpers ist durch 
die willkurliclh eorzuschreibende Bewe*qung eines einzigen Punktes 
dessclben die Bewegung des yanten Xorpers im allgemeinen ein- 
de 7r t+,7 festgelegt. 

1) nber  die Differentialgeometrie der Kurven in hijheren RSiumen 
vgl man etwa G. L a n d s b e r g ,  Crelles Journ. 114. Man hat, um die 
Ausdrucke der Krummungen fur die hier zugrunde gelegte MaSbestim- 
mung vor sich zu haben, in den dortigen Formeln natiirlich bloB eine 
der Boordinsten durch i t  zu ersetzen. 
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Eine Ausnahme hievon findet nur statt, wenn die Weltlinie 
dieses Punktes im R, konstanle iirriirnmungen ?tat, und zuwr 9iht 
es dann, j e  nachdem sic in keinem niederen Ruume als J&iistens 
pinem R, oder einem R, liegt, oder endlich eine Gerade ist, noci. 
1 oder col oder w3 weitere rniigliche Beweguyen. 

1st durch dieses Resultat nun auch der unmittelbar vor- 
liegende Zweck - die Yeststellung der Freiheitsgrade des 
,,starren“ Korpers - erreicht, so erscheint es doch geboten, 
daruber hinaus die moglichen Bewegungsformen , insbesondere 
auch in deli Ausnahmefallen naher zu betrachten, denn sind 
diese zwar zur allgemeinen Definition des starren Kijrpers 
nicht verwendbar, so kommt ihnen doch vom Standpunkt des 
Relativitatsprinzips aus jedesfrtlls besondere Bedeutung zu. 
Es wird hiebei angemessen scin, gewisse einfache Tatsachen 
der Nicht-Euklidischen Geometrie heranzuziehen, die iiber- 
haupt in Fragen der Relativitatstheorie - z. B. bei der Zu- 
sammensetzung von Geschwindigkeiten - mit Nutzen verwertet 
werden kann, wie an besonderer Stelle gezeigt werden soll. 

111. Die Lorentztransformationen u n d  die hyperbolische 

Die im 3, (x, y, z, t )  eingefiihrte MaBbestimmung fallt im 
Buschel der co3, etwa vom Nullpunkt O(x  = y = z = t = 0) 
auslaufendeii Strahlen niit der auf den reellen Minimalkegel 
dieses Punktes als absolutem Kegel gegriindeten Cayleyschen 
Metrik zusammen. Bei projektiver Abbildung der Strahlen 
des Biischels auf die Punkte eines R, geht dieser in eine reelle 
Flache zweiter Ordnung, die MaBbestimmung daher in die auf 
diese reelle $” gegrundete Cayleysche Metrik uber. Den 
Drehungen urn 0 im 3, - den Lorentztransformationen - 
entsprechen dann im R, die dieser hyperbolischen MaB- 
bestimmung zugehorenden Bewegungen. Diesem auf der Hand 
liegenden Zusammenhange eine bestimmte Gestalt zu geben 
und ihn dann fur die vorliegenden Zwecke ausnutzen zu konnen, 
ist an bekannte Dinge der hyperbolischen Geometrie l) zu er- 
innern. 

Geometrie im R8. 

1) Man vgl. fur den ganzen Abschnitt insbesondere F. K l e i n ,  Nicht- 
Euklidische Geometrie, Autogr. Vorl., GSttingen 1893, sowie die kurze 
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Das Strahlenbuscbel des X4 durch 0 auf die Punkte eines 
R, .in einfachster Weise abzubilden, hat man blotl die x ,  3, z, 1 

den hornogenen rechtwinkeligen Koordinaten zl, z2, z3, z4 irn R, 
gleichzusetzen : 

wonach dem Minimalkegel im X, die Einheitskugel um den 
Ursprung entspricht : 

(3 9) 

(38) z1 = 2 ,  z 2 = y ,  z3 = z ,  zg = t ,  

z12 + z22 + z32 - z42 = 0 ,  
die also als absolute Flache der im R, einzufuhrendeu MaB- 
bestimmung zu dienen hat. 

Den ein-, zwei- und dreidimensionalen ebenen, durch 0 
gelegten Gebilden des R4 entsprechen die Punkte, Geraden 
und Ebenen des R,. Durch ihre Lage zur Kugel veranschau- 
lichen sie die Lage des betreffenden Gebildes zum Minimal- 
kegel (z. B. zeitartige Strahlen = Innenpunkte, raumartige 
Strahlen = AuBenpunkte). Zueinander normal sind irgend 
zwei solche Gebilde des a,, wenn die ihnen entsprechenden 
des R, bezuglich der Polarverwandtschaft an der Kugel zu- 
einander konjugiert sind (2. B. zwei zueinander normale Strahlen 
= zwei Punkte, von denen jeder auf der Polarebene des anderen 
liegt). Den vier Ecken eines Polartetraeders der Kugel ent- 
sprechen im R, vier durch 0 gehende, wechselweise zueinander 
normale Gerade; wahlt man diese in passender Folge und 
Richtung als z', y', z', tl- Achsen (als f-Achse naturlich die der 
Ecke im Kugelinneren entsprechende) eines neuen Koordinaten- 
systems, so hangen die neuen Koordinaten z', y', z', t' mit den 
alten 2, y, z, t durch eine Lorentztransformation zusammen. 

Sind weiter 
(40) P i , ?  P i ,  f P k i  = , (i, Iz =: 1,2,3,4) 
die Komponenten eines Vektors zweiter Art (Minkow ski), 
seine beiden Invarianten: 

I) = P Z S  Pl4 f PSI P24 + PlZ P34 ? 

A = Pi3 + Pi1 + P L  + P L  + PlB + Pi, I 
[41) { 
Einleituug uber projektive MaEbestimmungen in F r i c k e - K l e i n  , Auto- 
morphe Funktionen I. Vornehmlich beachte man die anschauungsmafiige 
Schilderung der hyperbolischen Bewegungen, welche die Verhiiltnisse bei 
den Lorentztransformstionen vorziiglich deutlich macht. 
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und setzt man den Realitatsverhaltnissen der pi entsprechend, 
unter f i ,  reelle GrOBen verstanden; 

G. Iferg lo tz . 

Pa, : P 3 i  : P i a = a P i 4 : 2 P a 4 ; Z l 7 3 4  

=z f 2 3 '  f,, ' f , 2  ' fib' f24 ' f 3 4  7 I f i k  + f k i =  ' 7  

(42) 

so kann der Vektor zweiter Art riicksichtlich der Verhaltnisse 
seiner Komponenten veranschaulicht werden, durch den linearen 
Eomplex des R3: 

(4 3) 

Solange B + 0, hat man einen allgemeinen Komplex Tor sich, 
es gibt dannl) zwei bestimmte reelle Gerade, die sowohl be- 
zuglich der Kugel als beziiglich des Komplexes konjugierte 
Polaren sind. Wahlt man daher ein Polartetraeder der Kugel, 
von dem zwei gegeniiberliegende Kanten in diese Geraden 
fallen, so werden in dem diesem entsprechenden Systeme 
x', y', z', t' alle Komponenten pi;, des Vektors zweiter Art bis 
auf zwei verschwinden, deren Werte sich sofort durch B und A 
ausdriicken lassen. 

1st aber B = 0 (singularer Vektor nach Minkowslri), so 
wird der Komplex ein spezieller, bestehend aus allen Geraden, 
die eine bestimmte Gerade schneiden. Diese selbst schneidet, 
beriihrt, verfehlt die Kugel, je  nachdem (p , , ,  p31, p,, reell 
gedacht) d > 0, A = 0, A < 0 ist. Die ihr entsprechende 
zweidimensionale Ebenc des R4 kann zur Verdeutlichung des 
Vektors rucksichtlich der Verhaltnisse seiner Komponenten 
herangezogen werden. Gleichzeitig lassen sich mit ihrer Hilfe 
analog dem vorigen sofort jene Koordinatensysteme des 
angeben, in denen miiglichst viele der Komponenten des Vektors 
versch winden. 

Durch einen Vektor zweiter Art ist insbesondere eine jede 
unendlich kleine Lorentztransformation darstellbar, die Punkte 
des R3 bewegen sich bei derselben jeder normal zu seiner 

1) Clebsch-Lindemann,  Vorles. iiber Gemetrie 2, 1. p. 343 ff.; 
vgl. auch F. Liudernann, Unendlich kleine Bewegungen uud Kraft- 
systeme bei allgemeiuer Mallbestimmung, Diss. Erlangen 1873. 
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Komplexebene. J e  nachdem B $- 0, oder = 0 ist, bleiben 
im R, bloB der NuIlpunkt oder auch die Punkte der eben 
herangezogenen zweidimensionalen Ebene fest. Letztere schneidet, 
beruhrt, verfehlt den Minimalkegel je  naclidem A > 0, = 0, 
< 0 ist. 

. Denkt man endlich irgend eine Lorentztransformation, 
welche etwa (x', y', z'? t'), iiberfiihrt in (x, y, z ,  t), so entspricht 
dieser offenbar eine Kollineation des R,, welche die Einheits- 
kugel in sich iiberfuhrt - eben eine hyperbolische Bewegung 

Umgekehrt entsprechen jeder solchen Kollineation, zunachst 
zwei linear homogene Transformationen in x, y, z, t mit der 
Determinante 1, welche d sa ungeiindert lassen. Der identischen 
Kollineation der zi insbesondere die beiden Transformationen : 

des R,. 

Hiervon ist nun aber bloB die erste eine Lorentztransformation, 
denn die zweite tauscht Vor- und Nachkegel des Punktes 0 
gegeneinander um. Die Lorentztransformationen entsprechen 
also ein-eindeiitig den hyperbolischen Bewegungen im R,. 

Nun wird weiter bei einer jeden solchen Bewegung die 
Kugel derart in sich transformiert, daB der auf ihr ausgebreitet 
gedachte komplexe Parameter: 

(45) 

eine lineare Substitution mit im allgemeinen komplexen Koeffi- 
zienten (der dazu konjugiert komplexe Parameter die konjugiert 
komplexe Substitution) erfahrt, und jeder solchen Substitution 
entspricht eine bestimmte hyperbolische Bewegung im R,. 

Gehen somit durch eine Lorentztransformation a', ?[, z', t' 
in x, y, z, t uber, so hangen die GriiBen: 

5' 1- i y' , z'=- s + i y  Z=- 
t - - a  i - %' 

durch eine lineare Subst,itution (mit komplexen Koeffizienten) 

(47) 
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zusammen und j eder solchen Substitution entspricht eine be- 
stimmte Lorentztransformation.l) 

Will man daher, wit3 es fur das Folgende notig ist, die 
eingliedrigen Qruppen von Lorentztransformationen anschreiben, 
so hat man bloB die eingliedrigen Gruppen linearer Substitutionen 
in Z zu nehmen und die ihnen entsprechenden Lorentztrans- 
formationen zu bilden. Erstere sind nun, unter 9. den (reellen) 
Parameter, unter A eine beliebige reelle Gr6Be verstanden: 

1. Z = Z’ e ( l +  loxodromische Gruppe , 
11. Z = Z’ e i 8  elliptische 9 ,  

111. Z = Z ’ e ”  hyperbolische ,, 
I V .  Z = Z +  9. parabolische ,, 

Ihnen entsprechen die folgenden, passenderweise mit den 
gleichen Namen zu belegenden Qruppen von Lorentztrans- 
formationen : 

I. Loxodromische  Gruppe. 

z + iy = (z’+ i y ’ ) e i ” ,  t - z = (t- z ’ ) e + ,  

.r - i?y = (x‘- i y ’ ) e - i A @ ,  t + z = (f+ z ’ ) e - 9 .  

11. El l ipt i sche  Gruppe. 

2 + iy = (.i+ i y ’ ) e i @ ,  
z - iy = (z‘- i y ‘ ) e - i ” ,  

t = z’, 

t = t’. 

111. Hyper  b o l i  s c h e Gr up p e. 

x = 2’) t - z = ( t ’ -  z ’ ) e @ ,  

y = y‘, t + z = (t’+ z ’ )e -@.  

IV. Paraboliscl ie  Gruppe. 

!I = Y‘, 5 = x’ + 9. (t’ - z’), 

z = 2’ + 9. 2‘ + + 9 . 2  (t‘ - 2’) , t - z = t‘ - 2‘. 
Man bemerkt wohl ohne weiteres, daB diese vier Qruppen 
voneinander gerade unterschieden sind durch die Art des 

1) Die diesbeziiglichen Formeln bei F. Kle in ,  1. c. 
bei Benutzung der Quaternionen sehr kompendias schreiben. 

Sie lassen sich 
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Vektors zweiter Art, der die zugehorige infinitesimale Trans- 
formation darstellt. 

IV. Die eingliedrigen Gruppen von Bewegungen im R4 und die 
zugehorigen Bewegungeformen des ,,starren4c Korpers. 

Schreibt man der Symmetrie halber: 
.TI = d ,  x2 = y , x3 = 2 ,  x4 -- i t ,  

I ,  x4’ = i t’ , 

so wird sich irgend eine Bewegung im R4 analytisch in der 
Form einer linearen Substitution ausdriicken: 

(49) 
4 

xi  = ai + Cj a . . x . ’ ,  (i = 1,2,3,  4). 
2 3  3 

Es wird dahei lai j [  eine orthogonale Determinante mit 
dem Wert + 1 sein, ferner a4, reell positiv und die iibrigen 
GroSen ai, aij rein imaginar oder reell sein, je nachdem an 
ihnen der Index 4 hangt oder nicht. 

Hat man in (49) eine kontinuierliche, vom Parameter 8 
abhangige Schar von Bewegungen vor sich, sind also ai 
und aij  Funktionen von 19, so folgt durch Differentiation nacli 9 -  
bei Konstanthalten der x4: 

wobei gesetzt ist: 

(i = 1,2,3,4), 

daher auch diese GroSen qi und p i j  rein imaginar oder reell 
sind, je nachdem sie den Index 4 tragen oder nicht. 

Interpretiert man (49) als Gleichungen der Koordinaten- 
transformation vom System S (z, y, z, t) auf ein dagegen be- 
wegtes System S ’ ( x ’ ,  y’, z’, t ’ ) ,  so waren hienach - gi die 
Komponenten des Vektors (erster Art) der Geschwindigkeit des 
Ursprunges 0 von S’ und -pij die Komponenten des Vektors 

dnnalen der Physik. IV. Folge. 31. 21 
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(zweiter Art) der Winkelgeschwindigkeit von S‘ um 0, beide 
Male nach den Achsen von S’ genommen. 

Bildet die Schar der Bewegungen insbesondere eine 
Gruppe, so sind, bei passend getroffener Wahl von 9, die qi 
und p i j  von 9. unabhangig und umgekehrt liefert .die Inte- 
gration der Gleichungen (50) fur beliebige konstante Werte 
der qi und yij stets eine Gruppe yon Bewegungen. 

Die Bahnkurven der Gruppe - bei obiger Interpretation, 
die Trajektorien der mit 8’ fest verbundenen Punkte - die, 
wie man wei6, eine aquidistante Kurvenschar bilden, sind durcli 
(49) bei konstant gedachten XI und variablem 9 dargestelit ; 
sie hangen naturlich bloB scheinbar von vier Parametern, in 
der Tat nur von drei Parametern ab. 

Urn nach diesen Bemerkungen jetzt die moglichen ein- 
gliedrigen Bewegungsgruppen des R, anzuschreiben und damit 
zugleich die entsprechenden aquidistanten Kurvenscharen, be- 
achte man, daB, wenn die Bewegungen (49) eine Gruppe bilden, 
gleiches auch von den Drehungen: 

4 

1 
xi = cj UijXj (i = I ,  2 ,3 ,4 )  

gilt und diese dann eben - im allgemeinen erst nach Aus- 
iibung einer passenden Lorentztransformation auf xi und eben 
derselben auf xi’ - mit einer der vier im vorigen Abschnitt 
bestimmten Gruppen von Lorentztransformationen identisch 
sein muB; und zwar mit der Gruppe I. 11. 111. IV. je  nach- 
dem fur die Invarianten D und A des Vektors p i j  gilt: 

11. B = O ,  d > O ,  

III. B = O ,  A < O ,  IV .  B - 0 ,  A = O .  

Hiedurch sind die mBglichen Wertsysteme der tzij sofort an- 
zugeben, die jedesmal zugehorigen Werte der ai aber folgen 
aus (51): 

(54) ai = qjsai j  di? (i = 1,2,3,4)  

und zwar konnen hier fur die qj beliebige Konstante gewahlt 
werclen, wofern blofi: 

4 
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(55) 

ist, wenigstens fur einen gewissen Wertebereich der xi. Es 
sind nun weiter die Werte der pij fur die vier Gruppen der 
Reihe nach: 

die ubrigen p i j  
jedesmal gleich 

Null 
p 4 3 = i  I I. p, ,  = - p l z  - - 1 7  P 3 4  = -  

11. 
111. 

pzl = - p  12 = 1 ,  
ps4 = - pc3 = i ,  

IV. p , ,  = - p , ,  = 1 ,  = - r= i 

und in Verbindung mit (50) lehren diese, da6 man durch 
passende Abanderung des Systems 8' (und ebensolche des 
Systems 8) stets folgende einfacheren Wertsysteme der qi er- 
zielen kann : 

I. q 1 = o ,  q z = o ,  y 3 = o ,  q 4 - o ,  

111. = a, = o ,  =: 0 ,  = 0 ,  
11. = 0 ,  = 0 ,  = 0 ,  = 6i, 

IV. = 0, = B7 = 0, = Si. 

Alles hier Znsammengetragene ergibt nun folgende , nach den 
in ihnen enthaltenen Drehgruppen benannte, Bewegungsgruppen 
samt den zugehijrigen aquidistanten Kurvenscharen und Be- 
wegungsformen des ,,starren" Korpers : 

I. Loxodromische  Gruppe.  

.r + i y  = (x'+ i y ' ) c i a @ ,  t - z = (t- z')e(', 

x - i / /  = (x'- i!()eviAfil  t +  z =r (t'+ z ' ) e - @ ,  

1st fur f = 0: 
x = xo, !! = y o  7 2 = 20 7 r9 = ?Yo, 

so folgt fur die entaprechende Bewegung des ,,starrent' Korpers: 

v m - -  t 
x + i y  = (x0 + iyo)ei"L, 7 t  = Ig -'-- - ,  I x.0 

(57) I 2 - i y = ( ( r 0 - i y O ) e - z ~ l ~ l  
* _  f a + p .  L * -  20 

21 * 
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Benutzt man Zylinderkoordinaten e ,  y ,  z ,  (z + iy = ~ e ~ q ) ,  
so lassen sich diese Gleichungen auch schreiben: 

. 
t = p - Z"'1. 

Es bewegen sich also die Punkte des ,,starren" Korpers auf 
Kreiszylindern um die Z-Achse langs Kurven, die bei Ab- 
wickelung des Zylindermantels auf eine Ebene in Kettenlinien 
ubergehen, mit der Geschwindigkeit : 

(591 

Die Punkte auf der Z-Achse selbst bewegen sich in derselben 
und zwar nach dem von Hrn. Born  als ,,Hyperbelbewegung" 
bezeichneten Gesetz: z = v z o z  + P. 

Ihre Weltlinien liegen in einem Rz, wahrend die aller 
anderen Punkte keinem niederen Raume als dem R, angehoren. 

~- 

11. El l ipt ische Gruppe.  

z + i!/ = (.c' + i y') e i o  , z = z' , 
IC - iy = (x'- i y ' ) e - i f i ,  t = t'+ 0 8 .  

1st fur t = 0: 

z=2-o, y = J / o ,  z = z 0 ,  9. = tFo , 
so folgt fur die zugehorige Bewegung des ,,sta,rren" Korpers : 

z = Z0' 

Es rotiert dzrselbe also wie ein gewohnlicher starrer Kijrper 
gleichformig urn die Z-Achse. 

Die Weltlinien cler Punkte auf der 2-Achse sind Gerade, 
die aller ubrigen Punkte gehoren jede einem R,, aber keinem 
niederen Raume an. 
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111. Hyper  b ol is c h e G r u pp e. 

. r = x ' + u z ? ,  t--z = ( t ' - z ' ) e 7 ?  , 
Y = Y'l t + z = ( P +  z ' ) e - @ .  

1st fur t = 0: 

so folgt fur die zugehorige Bewegung des ,,starren" Korpers: 
z = x o ,  y = y o ,  Z = - z o 1  8=8 , ,  

Es bewegen sich also die Punkte desselben in Ebenen normal 
zur Y-Achse langs Kettenlinien: 

x - xo .r - xo 

mit der Geschwindigkeit : 

(63) 

Die Weltlinien aller Punkte gehoren jede einsm R3, aber 
keinem niederen Eaume an. 

IV. Parabolische Gruppe .  

x = 2' + 19. (t' - 2') + g 6 8 2 ,  

z = z'+ ax'+ +?F(t'- 2') + -+?3, 

y = y ' + P 9 . ,  

t -  z = t'- z'f a{/.. 1 

Hier ist: 

also notwendig 6 + 0. 
Wird nun fur ,? = ,Yo: 

x = ~ o ,  !/=yo, z = z o ,  l = t  

so bleiben obige Ausdriicke wegen der Groppeneigenschaft 
ungeanndert, falls man in ihnen x', y', 2') t', 9. ersetzt durch 
xo, yol .zol to, 9 - a0. 

0 1  

Nimmt man speziell: 
1 LF0 = - - - (t' - 2') , 
0. so wird to = zu. 
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Da es nun fur die Bewegung des starren Korpers einzig 
auf die Bahnkurven der Gruppe ankommt, so kann man fur 

1 9 + -g (f - 2') 
wieder 9. schreiben und so die Qleichungen fur die Be- 
wegung des ,,starren" Kijrpers in der Form ansetzen: 

z = xo + $89.2, 

z = z , f 2 , B + - - s 9 . ~ ,  t - z = i t ' r ' t . .  

Y = :YO + pa, 
1 
6 

(65) { 
Es bewegen sich also alle Punkte desselben langs Raumkurven 
dritter Ordnung mit der Geschwindigkeit: 

Die Weltlinien aller Punkte gehoren jede einem R,, aber 
keinem niederen Raume an. 

Stellt man einer reinlichen Scheidung halber noch die 
Frage, welche der eben aufgestellten aquidistanten Kurven- 
scharen der Klasse (B) gleichzeitig auch der Klasse (A) an- 
gehoren , also Orthogonaltrajektorien einer Ebenenschar sind, 
so mug ftir die der entsprechenden Gruppe zugehorenden 
Grogen qi und pij: 

4 4 

1 1 
xi qi ( € x i  + xij pij xi d x j  = cp d v  (67) 

sein, und hiezu ist wieder notwendig und hinreichend, datl 
die aus der Determinante lpajl durch Hinzufugung der Zeile pi 
entstehende 4 x 5 reihige Matrix den Rang 1 oder 2 hat. Die 
diesbeziigliche Diskussion lehrt, da8 dies bl06 fur die hyper- 
bolische Gruppe 11. mit cc = 0 eintritt, bei welcher auch in 
der Tat die Bahnkurven, die orthogonalen Trajektorien der 
Ebenen B z + B t = 0 sind. Die korrespondierende Bewegung 
des ,,starren" Korpers lautet: 

z = z o ,  y = y o ,  c ?I 2 - y.o"+ta, (68) 
Diese einfachste, auch yon Hrn. Born  betrachtete und als 
,,Hyperbelbewegung" bezeichnete Translationebewegung ist also 
die einzige Bewegungsform, die den Klassen (A) und (B) gleich- 
zeitig angehort. 
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Naturlich konnen die hier aufgestellten vier Typen der 
Bewegungsformen der Klasse (B) noch durch eine beliebige 
Lorentztransformation umgeformt werden. 

Jedenfalls ist es auf Grund der gegebenen Zusammen- 
stellung ein leichtes , bei vorgeschriebener Bewegung eines 
Punktes des ,,starren" Korpers, die neben der Bewegung der 
Klasse (A) eventuell noch moglichen Bewegungsformen der 
Klasse (B) sofort explizit anzugeben. Sol1 z. B. ein Punkt des 
Korpers fest sein, so ist seine Weltlinie eine Gerade, eine 
solche tritt ale Bahnkurve aber blob bei der Gruppe 11. auf, 
was unmittelbar die eingangs erwahnte Tatsache ergibt, dab 
ein ,,starrer" Korper, von welchem ein Punkt fest ist, nur 
mehr um eine durch ihn gehende feste Achse, wie ein ge- 
wohnlicher starrer Korper rotieren kann. 

Noch mag zum Schlusse bemerkt werden, dab sich die 
Bestimmung der stets moglichen, der Klasse (A) angehorenden 
Bewegung des ,,stanen" KCBrpers aus der Bewegung eines seiner 
Punkte - also im B4 die Bestimmung der Orthogonaltrajektorien 
der Normalebenen der Weltlinie dieses Punktes, - zuriickfuhren 
laBt auf die Integration einer Riccat t ischen Gleichung. 

Le ipz ig ,  1. Dezember 1909. 

(Eingegangen 7. Dezember 1909.) 




