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Einleitung.

Die groBe Bedeutung, welche den Begriffen des starren
Koérpers und der starren Verbindung in der Newtomnschen
Mechanik zukommt, ist aufs engste mit den grundlegenden
Anschauvungen iiber Raum und Zeit verkniipft, auf denen sich
diese Disziplin aufbaut. Denn die Forderung, daf Liangen zu
verschiedenen Zeiten mit einander vergleichbar sein sollen, fiihrt
direkt zu Bildung des Begriffes. von MaBstiben, deren Liénge
von der Zeit und Bewegung unabhingig ist, d. h. die starr
sind. Spiter erweist sich dieser Begriff des starren Korpers
auch fruchtbar fiir den Ausbau der Dynamik selbst; denn der
starre Korper ist nicht nur als koutinuierliches Massensystem
von nur sechs Freiheitsgraden kinematisch von hochster Ein-
fachheit, sondern auch dynamisch, indem er eine Zusammen-
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2 M. Born.

setzung der an seinen Punkten angreifenden Krifte zu ebenso
vielen ,resultierenden® Kriften und Momenten gestattet, deren
Kenntnis zur Beschreibung der Bewegung hinreicht. Alle diese
Moglichkeiten beruhen in letzter Linie auf der Galilei-New-
tonschen Verkntipfung des Raumes und der Zeit zu einer
vierdimensionalen Mannigfaltigkeit (die ich mit Minkowski?)
»Welt® nennen will), eine Verkniipfung, die im wesentlichen
in dem Satze enthalten ist, daB die Naturgesetze nicht nur
von der Wahl des Nullpunktes und der Einheit der Zeit sowie
der Lage des riumlichen Bezugsystems und der Liingeneinheit
unabhéngig sein sollen, sondern auch von einer dem Bezug-
system erteilten gleichformigen Translation unter Beibehaltung
des ZeitmaBes.

Gerade diese Grundlagen der Kinematik sind es, die man
aufzugeben bat, wenn das elektrodynamische Relativititsprinzip,
wie es von Lorentz, Einstein, Minkowski und anderen
aufgestellt worden ist, zur Geltung gelangt. Denn hier ist die
Verkniipfung des Raumes und der Zeit zur ,,Welt* eine andere:
die Unabhingigkeit der Naturgesetze von der gleichférmigen
Translation des rdumlichen Bezugsystems hat nur statt, wenn
auch der Zeitparameter eine Anderung erfihrt, die nicht nur
auf eine Verlegung des Nullpunktes und Wahl einer anderen
Einheit herausliuft. Hiermit ist dann aufs engste verkniipft,
daB MaBstibe, die bei einer gleichférmigen Translation im
mithewegten Koordinatensystem ihre Linge beibehalten, von
einem ruhenden System aus betrachtet eine Lingeninderung,
namlich eine Verkiirzung in der Richtung ihrer Geschwindig-
keit, erleiden. Damit fallt der Begriff des starren Korpers
wenigstens in seiner der Newtonschen Kinematik angepaBten
Fassung.

Gleichwoh! ist ein entsprechender Begriff auch in der neuen
Kinematik keinesfalls zu entbehren, weil sonst die Vergleichung
von Lingen hewegter Korper zu verschiedenen Zeiten illusorisch
wird. Fiir relativ zueinander gleichférmig bewegte Systeme ent-
steht bei der Bildung dieses Begriffes auch keine Schwierigkeit,

1) H. Minkowski, Raum und Zeit. Physik, Zeitschr. 10. p. 104,
1909, und Jahresber. d. deutsch. Mathematiker-Vereinigung, 18. (Auch
als Sonderdruck erschienen.) Die Kenntnis dieser Arbeit wird bei meinen
Darlegungen vorausgesetzt.
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und die oben genannten Verfasser der grundlegenden Arbeiten
iiber diese Theorie bedienen sich dieses Umstandes, ohne eine
besondere Definition der Starrheit zu geben.

Die Schwierigkeit erhebt sich erst, wenn Beschleunigungen
vorhanden sind. Es liegt in dieser Richtung nur ein Versuch
vor, den Einstein?) gemacht hat, ohne dis Sachlage ganz zu
kliren. Ich habe daher die Ausarbeitung der Kinematik des
starren Kirpers unter Zugrundelequng des Relativitdtspostulates
unternommen, Die Moglichkeit davon ist von vornherein wahr-
scheinlich, weil in jeder Beziehung die Newtonsche Kinematik
einen Grenzfall der neuen darstellt, nimlich den, bei dem die
Lichtgeschwindigkeit ¢ als unendlich groB angesehen wird.
Die Methode, die ich einschlage, besteht darin, die Starrheit
statt durch ein Integralgesetz durch ein Differentialgesetz zu
definieren,

In der Tat gelangt man so zu den allgemeinen Starrheits-
bedingungen in differentieller Form, die sehr analog den ent-
sprechenden Bedingungen der alten Kinematik sind und auch
fir ¢ =00 in diese iibergehen. Die Integration dieser Be-
dingungen, die in der alten Kinematik sehr einfach allgemein
ausfiihrbar ist und zu der Konstanz des Abstandes starr ver-
kniipfter Punkte fithrt, habe ich hier nur fiir den Fall gerad-
liniger, beschleunigter Translation ansgefithrt; das Resultat
steht an Einfachheit und Anschaulichkeit der alten Kinematik
kaum nach und legt die Vermutung nahe, was sich bei be-
liebigen krummlinigen und rotatorischen Bewegungen ergeben
mag; doch gehe ich nicht darauf ein. Das Hauptergebnis ist,
daB bei der geradlinigen Bewegung wieder die Bewegung eines
einzigen Punktes des starren Korpers die aller iibrigen nach
einem sehr einfachen Gesetze mithestimmt, daB der Kérper
also nur einen Freiheitsgrad hat.

Es erhebt sich nun die Frage, ob nicht, ebenso wie in
der alten Mechanik, der starre Korper auch in der meuen in
seinem dynamischen Verhalten einfache KEigenschaften hat,
wobei es sich hier natiirlich um die elektromagnetischen Krifte
handeln wird.

1) A. Einstein, Jahrb, der Radioakt. und Elektronik 4. Heft 4.

§ 18. 1907.
1*
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Der praktische Wert der Neudefinition der Starrheit muf
sich also an der Dynamik des Elektrons erweisen; die groBere
oder geringere Durchsichtigkeit der dabei erzielten Resultate
wird dann bis zu gewissem Grade anch fiir oder gegen die
Annahme des Relativititsprinzips iiberhaupt geltend zu machen
sein, da die Experimente wohl noch keine eindeutige Weisung
gegeben haben und vielleicht auch nicht geben werden.

Die Theorie von Abraham, welche die Bewegung eines
im gewthnlichen Sinne starren Elektrons in dem von ihm
selbst herriihrenden Kraftfelde studiert, hat ja nicht nur zu
einer qualitativ befriedigenden Erklirung der Trigheitserschei-
nungen freier Elektronen auf rein elektrischer Grundlage,
sondern auch fir die Abhingigkeit der elekirodynamischen
Masse von der Geschwindigkeit bei kleinen Beschleunigungen
zu einem quantitativen Gesetze gefithrt, das man durch die
Versuche wohl noch nicht als widerlegt anzusehen hat. Aber
diese Theorie, die den der alten Mechanik angepafiten starren
Korper der Elektrodynamik aufpfropft, geniigt nicht dem
Relativitiatsprinzip, und daher kommt es, daB ihre Weiter-
fihrung, an der Sommerfeld!), P. Hertz?, Herglotz3),
Schwarzschild %) u. a. beteiligt sind, zu auBerordentlichen
mathematischen Komplikationen fithrt. Nun hat bereits Lo=
rentz es versucht, die Abrahamsche Theorie dem Relativitits-
prinzip anzupassen und hat zu diesem Zwecke sein ,,deformier-
bares® Elektron konstruiert. Gerade dieses Elektron ist gemiB
der von mir gegebenen Definition als starr zu bezeichnen.
DaB trotz dieser Ubereinstimmung die Lorentzsche Theorie
zu Widerspriichen Anlaf gibt, auf die Abraham? hin-
gewiesen hat, liegt daran, daB man die Gesetze der Zu-
sammensetzung von Kriften am starren Korper zu Resul-
tierenden ohne Kritik aus der alten Mechanik {ibernimmt;

1) A. Sommerfeld, Nachr. d. k. Ges. d. Wissensch. zu Gottingen,
math.-physik, KI. Heft 2 u. 5. 1904.

2) P. Hertz, Math. Aon. 65. p. 1. 1907.

8) G. Herglotz, Nachr. d. k. Ges. d. Wissensch. zu Gdottingen,
math.-physik. KI. Heft 6. 1903.

4) K. Schwarzschild, Nachr. d. k. Ges. d. Wissensch. zu Géttingen,
math,-physik. K. p. 125. 1903.

5) Vgl. M. Abraham, Theorie der Elektrizitit 2. Aufl. Bd. 2. § 22.
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wie diese Gesetze zu modifizieren sind, wird sich bei der hier
gewihlten Darstellung von selbst ergeben. Die Liorentzsche
Formel fir die Abhéngigkeit der Masse von der Gteschwindig-
keit, durch die die Versuche ebensogut wie durch die Abraham -
sche dargestellt werden, erweist sich auch in der strengeren
Theorie als zutreffend. Denn dieses Gesetz ist, wie schon
Einstein bemerkt hat und ich in einer Arbeit?) iiber ,die
trige Masse und das Relativititsprinzip® fiir beliebige Stro-
mungen ausgeflihrt habe, ein direkter AusfluB der Kinematik
und h#éngt mit der eigentlichen elektrodynamischen Masse, der
,Ruhmasse®, gar nicht wesentlich zusammen.

Meine Theorie liefert aber streng die Abhingigheit der Ruf-
masse von der Beschleunigung fir eine Klasse von Bewegungen,
die als die prinzipiell einfachsten beschleunigten Bewegungen den
gleichformig beschleunigten der alten Mechanik entsprechen und
die ich ,Hyperbelbewegungen nenne, und zwar erweist sich die
Ruhmasse bis zu ungeheuren Beschleunigungen als konstant.
Fiir diese Bewegungen gelten Bewegungsgleichungen von der
Form der dem Relativititsprinzip angepabBten mechanischen
Grundgleichungen. ?) Da sich aber jede beschleunigte Be-
wegung durch solche Hyperbelbewegungen approximieren 1aBt,
wenn ihre Beschleunigung nicht zu plotzlich variiert, so ge-
winnt man auf diese Weise eine elektrodynamische Begriin-
dung der Grundgleichungen der Mechanik. Nur fiir sehr
schuell veriinderliche Beschleunigungen versagt diese Theorie;
es treten dann neben den Triagheitswiderstinden auch Strah-
lungswiderstinde auf. Bemerkenswert ist, daf ein Elektron bei
einer Hyperbelbewegung, so grof auch ihre Beschleunigung sein
mag, heine eigentliche Strahlung veranlaft, sondern sein Feld mit
sich fiikrt, was bis jetzt nur fiir gleichférmig bewegte Elektronen
bekannt war. Die Strahlung und der Widerstand der Strahlung
treten erst bei Abweichungen von der Hyperbelbewegung auf.

Meine Starrheitsdefinition erweist sich dem Systeme der
Maxwellschen Elektrodynamik als durchaus in derselben

1) M. Born, Apn. d. Phys. 28. p. 574. 1909.

2) Vgl. A. Einstein, Ann. d. Phys. 17. p. 891. 1905; M. Planck,
Verh, d. Deutsch. Phys. Ges. 8, p. 186, 1906; H. Minkowski, Nachr.
d. k. Ges. d. Wissensch, zu Gottingen, math.-phys. KI. p. 54. 1908;
vgl. M. Born, L e
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Weise angemessen, wie die alte Definition der Starrheit dem
Systeme der Galilei-Newtonschen Mechanik. Das in diesem
Sinne starre Elektron stellt die dynamisch einfachste Elektri-
zititsbewegung dar. Man kann sogar so weit gehen, zu be-
haupten, daB die Theorie deutliche Hinweise auf die atomisti-
sche Struktur der Elektrizitiat liefert, was in der Abraham-
schen Theorie keineswegs der Fall ist. Meine Theorie ist also
in Ubereinstimmung mit dem atomistischen Instinkt so vieler
Experimentatoren, bei denen der interessante Versuch von
Levi-Civital), die Bewegung der Elektrizitit als einer durch
keine kinematischen Bedingungen gefesselten, freibeweglichen
Fliissigkeit unter der Wirkung ihres eigenen Feldes zu be-
schreiben, schwerlich Beifall finden wird.

Da demnach die Einfachheit der Dynamik der Einfach-
heit der Kinematik des neuen starren Kérpers nicht nachsteht,
so wird man diesem Begriffe der Starrheit im System des elektro-
magnetischen Weltbildes dieselbe fundamentale Bedeutung zu-
zumessen haben wie dem gewdhnlichen starren Korper im
Systeme des mechanischen Weltbildes.

Erstes Kapitel
Die Kinematik des starren K6rpers.

§ 1. Der starre Korper der alten Mechanik.

Im Hinblick auf die elektrodynamischen Anwendungen
des zweiten und dritten Kapitels werden wir uns nicht mit
starren Systemen diskreter Punkte, sondern mit kontinuier-
lichen starren Korpern befassen. Eine kontinuierliche Strs-
mung der Materie kann in der nach Lagrange benannten
Weise dadurch dargestellt werden, daB man die Raumkoordi-
naten =z, y, z als Funktionen der Zeit ¢ und dreier Parameter
g, n, &, etwa der Werte von 2, y, z zur Zeit £ =0, gibt:

z==zx(§n4510),
(1 y=y&nLY,
2=z 4810,

1) T. Levi-Civita, Sui campi elettromagnetici puri, bei C.Ferrari,
Venezia 1908; Sulle azione meccaniche etc., Rendiconti d. R. Acad. dei
Lincei 18. 5a. Diese Theorie scheint auch, auf Kathodenstrahlen an-
gewandt, zu Widerspriichen mit dem Experimente zu fiihren.
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Das Massensystem ist starr, wenn die Enifernung wvon irgend
zwei seiner Punkte

2 r= V(Tl —"772)2 + (n _yz)2 + (2, — 2,)?
von der Zeit unabhingig, also gleich

- V(§1 - 52)2 + (1 —n,)* + @1 - gz)z

Daraus folgt dann, daB die Gleichungen (1) die Form
T=a +a)§+a,n+a,l,
3) Yy=0y+ 0y + a0+ ag £,
z=a;+ay &+ agn+ ayl

‘haben, wobei die GroBen «,, «,, Funktionen der Zeit ¢ sind
und die Matrix

a
A =10a, a ay | = (aap)

aq

1 %z @

13

1 %3 %33

orthogonal?) ist; d. b. wenn 4 die transponierte Matrix von 4
und 1 die Einheitsmatrix bedeutet, so ist

(4) d4=1,

U die Verallgemeinerungsfahigkeit dieser Bedingung fiir
die Kinematik des Relativititsprinzips zu iibersehen, ist es vor-
teilhaft, sich der von Minkowski
in der eben zitierten Arbeit ver-
wendeten Deutung der Variabeln z,
y, z, t als Parallelkoordinaten in
einem Raume von vier Dimen-
sionen, , Welt¢ genannt, zu be-
dienen. Im folgenden werden die
Figuren stets den ebenen Schnitt
y=0, 2=0 durch diesen vier-
dimensionalen Raum bedeuten; wir
zeichnen in ihnen die - Achse Fig. 1.

B

1) Um Weitliufigkeiten des Ausdruckes zu vermeiden, bediene ich
mich des Matrizenkalkuls, der diesen Uberlegungen am angemessendsten
ist; eine sehr einfache, ohne Vorkenntnisse verstindliche Darstellung des-
selben findet sich im § 11 der Arbeit von Minkowski iiber ,die Grund-
gleichungen fiir die elektromagnetischen Vorglinge in bewegten Korpern®
(zitiert in Anm. 2, p. 5).
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horizontal, die ¢-Achse nach oben. Die Bahn eines Punktes wird
in der zy z¢-Mannigfaltigkeit (Welt) als Kurve, ,,Weltlinie®, die
Bewegung eines Koérpers durch eine Schar von Weltlinien dar-
gestellt, Die obige Bedingung dr/d¢=0 bedeutet nun, daB
die Verbindungslinie der Durchtrittspunkte je zweier Welt-
linien durch ein dreidimensionales Gtebilde ¢ = konst. fiir alle
diese Gebilde dieselbe Linge hat. Sie bezieht sich also auf die
zum Raume ¢=0 ,parallelen” dreidimensionalen Réume ¢=konst.

Die Bedeutung dieser Starrheitsbedingung fiir die Newton-
sche Mechanik liegt darin, daB sie invariant ist gegeniiber den
Transformationen, welche die Newtonschen Bewegungs-
gleichungen in sich tiberfithren. Diese Transformationen haben
bei Beibehaitung des Nullpunktes die Form

T=hy Tt kYt kZ A4k

() Y=thy T+ by + hyyZ + Ay 8,
z=hy T+ kg YA hyy 7+ Ayt

wo die £, &, Konstante sind und die Matrix
K=

orthogonal ist: ¢
(6) KK=1.

Dieser orthogonale Bestandteil bedeutet nur den Uber-
gang von dem urspriinglichen Koordinatensystem zu einem
um den Nullpunkt gedrehten; der zweite Teil aber bedeutet
eine gleichformige Translation in der Zeit. Diese stellt sich
in unsrer vierdimensionalen Welt als Ubergang von der ur-
spriinglichen #- Achse zu einer geneigten #-Achse dar. Man
gieht sofort (Fig. 1), daB dabei in der Tat die GroBe r un-
gedndert bleibt.

Das Relativititsprinzip der Elektrodynamik spricht eine
Invarianz der Naturgesetze gegen andere lineare Substitutionen
aus, und damit wird die Bedeutung der GriBe r hinfallig.
Diese ,,Lorentztransformationen verkniipfen die vier Gréfen z,
¥y, 2, t mit vier neuen Z, ¥, z,7 durch solche linearen Gleichungen

T=hy E 4 kYA kg Z 4 AT
Y=l T4 by + ks Z + k2,
LT P S A o VAR
b=k T+ hyy 4 k7 A+ ky

)
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welche den Ausdruck
8) 2 4 y? b 2P o2
in sich transformieren, wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit be-
deutet.
Hierbei wird also die Zeit (oder vielmehr die Grofie

c¢t)— 1) mit den Koordinaten in symmetrischer Weise trans-
formiert, und bei der Transformation wird nicht nur die z-Achse

J——— S
x

Fig. 2.

geneigt, sondern es bekommt auch der Raum #=0 eine andere
Stellung in der vierdimensionalen Welt.?) Da also die Réume
¢t = konst. nicht in R#ume Z=konst. iibergehen, so ist jetzt
weder die GroBe r, noch die Bedingung dr/d¢ = 0 invariant.

Es scheint zunichst auch nicht moglich, eine analoge
Bedingung zwischen zwei Weltlinien anzugeben, da es gegen-
itber der Transformation (7), (8), keine dreidimensionalen Riume
gibt, die derart ausgezeichmet sind, wie vorher die Réume
t = konst. gegeniiber (5).

Daher muB man sich zum Zwecke der Verallgemeinerung
nach einer anderen Definition der Starrheit in der alten
Kinematik umsehen. Dazu kann man den Umstand benutzen,
daB man die Bedingung r = konst., die zwischen zwei endlich
entfernten Weltlinien statthat, ersetzen kann durch eine Diffe-
rentialbedingung zwischen unendlich benachbarten Weltlinien
derart, da, wenn die Differentialbedingung im ganzen Raume
erfilllt ist, sie die Gleichung » = konst. zur Folge hat.

1) Die n#here geometrische Beschreibung der Lorentztransforma-
tionen vgl. bei H. Minkowski, Raum und Zeit, 1. ¢. (Anm. 1, p. 2).
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Zu diesem Zwecke betrachten wir zur Zeit ¢ die Entfernung
zweier unendlich benachbarter Weltlinien, d. h. das Bogen-
element

ds="7Vdz? + dy® + dz*.
Setzt man dies gleich einer Konstanten &, so stellt die Gleichung
ds? =g
eine unendlich kleine Kugel dar. Diese ist whhrend der
durch (1) dargestellten Bewegung aus einem unendlich kleinen
Ellipsoid entstanden, das man erhalt, wenn man die GroBe d s
vermdge der Gleichungen

dx ox dx

d 0 0
9) dy = & dE+ 5o dn+ 5L dL,

7 0% 0z
dz =25 dE+ 5o dy + 5 L
als quadratische Form von d§, d7, d{ darstellt; sei diese

Form:
(10) { ds? = py d§ + pp d o+ pyy AT
+ 2p,dEdy + 2pdEdi+ 2psdndl.
Dabei ist die Matrix der ,,Deformationsgréfen” p_,
P=(p,,
8z 0s 9z
8& dn 9¢
~ |9y oy 9y
(11) 4= FF Gn o
0x 9z 8=
FE 97 4L
in der Weise zusammengesetzt:
(12) P=AA.
Man wird die Bewegung nun in der kleinsten Teilen starr nennen,
wenn ein unendlich kleines Gebilde sich bei der Bewegung
nicht verindert, wenn also die siémtlichen p_, von der Zeit
unabhingig sind. Wir haben also die énfinitesimalen Starrheits-
bedingungen:

(13)

aus der Matrix

dpaﬂ
= 0.
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Wenn §, 7, [ die Anfangswerte von z, y, z sind, so ist fir
¢ = 0 die Matrix £ gleich der Einheitsmatrix 1, also lautet (12)
dann:
P=Ad4=1.

Es ist nun ein elementarer Satz der Infinitesimalgeometrie ),
daB, wenn diese Bedingung iiberall erfiillt ist, die Stromung
durch Gleichungen der Form (3) dargestellt wird, daB es sich
also um die Bewegung eines starren Korpers handelt.

Diese infinitesimale Starrheitsbedingung (13) 146t sich nun
leicht auf die Kinematik des Relativititsprinzips iibertragen.

§ 2. Die Differentialbedingungen der Starrheit.

Im folgenden sollen nur solche Groflen physikalische Be-
deutung haben, die gegeniiber den Lorentztransformationen (7), (8)
invariant sind.

Wir betrachten nun eine Stromung, die wir aber anstatt
durch Gleichungen der Form (1) durch die folgenden Glei-
chungen darstellen, welche der durch das Relativititsprinzip
geforderten Symmetrie der GroBen z, y, z, ¢ besser entsprechen:

.z'——.z'(g, 1y & 7),

(14) y& 1),
Z=z(§ 7, & 1),
t=1t 4.

Dabei sei 7 die Eigenzeit, d. h. es bestehe die Identitit

0 (3o () (3] (2],

7 werde von irgend einem ,,Querschnitte’ der Strdmungen an
gemessen.

Die §, 4, sollen die einzelnen Stromféden charakterisieren,
doch lassen wir ihre Bedeutung sonst dahingestellt. Wir setzen
nun fitr den Augenblick

’ 2(0,0,0, 7) = z(s),

(16) Y

l 2(07 07 0; T)=3(t),
(0, 0, 0, 7) = t (z)

1) Der Satz wird selten explizite formuliert, ist aber eine unmittel-
bare Falge der einfachsten Abbildungssitze.
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und betrachten den Faden von Weltlinien, welcher die Welt-
linie (16) § = # = { = 0 umgibt.

¢

Formalsclonts
v=Bonst.~t,

Fig. 3.

Dieser 148t sich folgendermaBen darstellen:
x=g+xed§+znd7y+xtd§+...,
y=9+yd§+y,dnt+y,di+...,
z=3 +z$d§+z”dr}+zcd§+...,
t=t4 t dE+t dy+t, di+. ..,

wobei wir uns auf die in den Inkrementen d§, dy, d¢ (die

zunichst als klein, aber endlich zu denken sind) linearen Glieder

beschréinken. Hier sind g, 9, 3, t die durch (16) definierten
Funktionen und es ist

i}
x5=—a—g—(0,0,0,t), ce

a7

gesetzt.
Zwei Raumzeitvektoren mit den Komponenten z,, v,, 2, ¢
und z,, ¥,, 2,, &, heiBen normal, wenn ihre Richtungen be-

ziiglich des invarianten hyperbolischen Gebildes

(18) 224yt —ct?=—1

konjugiert gind, wenn. also

(19) 2T+ Y Yyt 2=t =0

ist. Alle zu einem zeitartigen Vektor!) z,, y,, z,, ¢ normalen
Vektoren erfiillen ein dreidimensionales lineares Gebilde, das

durch eine geeignete Lorentztransformation zum Raume ¢=0
gemacht werden kann; wir nennen es Normalschnitt des Vektors.

1) D, h. einem Vektor, der das Gebilde (18) reell trifft.
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Die so definierten Begriffe sind offenbar invariant gegen
Lorentztransformationen.

Jetzt betrachten wir einen bestimmten Punkt P auf der
Weltlinie § =4 = (=0, der zu dem Wert z, der Eigenzeit
gehdrt. Durch diesen Punkt P legen wir den Normalschnitt
zu dem Geschwindigkeitsvektor ¢, 9, 3., t,” in P:

(20) go, (x - xo) + 90' (y — l)0) + 30, (z - 50) —c? to’ (- 1'0) =0;
dabei ist

. dg dx
91 [g=n=t=0’ """

g:—a—=

und der Index 0 bedeutet, daB in den Funktionen z = 7, ein-
zusetzen ist.

In (20) ersetzen wir z, y, 2, ¢ durch ihre Ausdriicke (17)
als Funktionen von d§, d7, d{ und =:
o {aro’{z—zo ‘e détzdyt+adi+. . J+. ..
...—czto’{t—to+t5d§+tn_dn+t¢d§+ .o} =0.

Dies konnen wir als eine Gleichung fiir  ansehen, aus der
man die zu dem Normalschnitt z, gehorigen Werte der Eigen-
zeit v auf den Nachbarlinien d&, dy, d{ berechnen kann.
Da die Differenz ¢ — 7, = d = klein ist, wird (21) eine lineare
Rleichung in dz. Entwickelt man nimlich

x=go+xo’dt+"')
99 e e e e e
(22) {$5=350+(15’)od7+"'7
und beachtet, daB nach (15) identisch in =
(23) x’2+1)’2+5’2__02t’2=_62

ist, so folgt aus (21), wenn man alle in d§, d7, d&, dz
quadratischen Glieder vernachlissigt:

czdr=go'(xfodg—l-xnodn+zc°d§)—i—.. .

(24 {
e — At (L0 dE+ 10 dy 1,240,
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oder, wenn wir
zdf+ ' dyg+z0dl=Z,
y50d§ +3/7]0d"] + y¢°d§ =H,

(25)
zd§ + z%dn + 2,°d{ =2,
t5°d§ +¢dn + tc°d§= T
setzen:
(26) cddr =y =+ 9,/ H+3/2—c2t/T.

Wir betrachten nun das um den Punkt §=0, =0, { =0,
T = 7, 8ls Zentrum gelegte (einschalige) hyperbolische Gebilde:

(27) @ =)+ (¥ = 9 + (2 — §)" — 2t =t = &%

Dieses schneidet den Normalschnitt (20) in einer Higur, die
man als die ,,Ruhgestalt* des Fadens an dieser Stelle an-
zusehen hat.

Ersetzen wir in (27) demgem#B =, y, 2z, ¢ durch die Aus-
driticke (17) und dann die Grdfen g, 4, 3, t, zy; + .. durch die
Entwicklungen (22), so kommt

(28) {(go'dt+z50d§+xn°d7y+z;°d§)2+...

coe— Bty dr + 10dE+ ¢ 0dy + ¢,°d L) = &,
und hierin ist auf dem Normalschnitt d= die durch (26)
definierte Funktion von 4§, d#, d; also geht (28) iber in:

(29)[{(1-‘-—?:)’ET%;)O_,?T%&_JZ"—,%WOIT}?-F... 2
R R ) e

et

Hierdurch ist die Ruhgestalt als quadratische Form in d§,
dv, d gegeben. Da der Punkt §=%={=0, =1, ein be-
liebiger Punkt der Strémung war, kann man die Indizes O
weglassen und ¢’. .. durch =, ... ersetzen. Schreiben wir
dann (29) in der Form:

(30) { (endétegdnt ey dl) +(cny dE+ cadn+ oy di)f
+(egy dE + cgo dn + €55 AL+ (g dEF e dntcyg diY =8,
so ist die rechteckige Matrix von 4 Zeilen .und 3 Kolonnen

C =(c,,) gleich dem Produkt zweier Matrizen § und 4, welche
aus den Ableitungen der Funktionen (14) gebildet sind:

(31) C=84;
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und zwar ist:

2
x,t
1 " Ty Yy Ty Xy Yy
+ c? ct c? e
?/;:1: 14 y?‘t;_ y,':o: - :‘/_Z_ct_‘t_
(32) 8 = ¢
Xy Ty X Yo 14 ﬁ _ e te ’
c? c? e? ¢
_ T _b¥ k% e
o e ze ¥
Ty Ty T
(33) d=|% I %
ZE Z.,7 Z;,

icts ictn ict,
Entwickeln wir nun die quadratische Form (30) nach d§, dy, d¢,
80 hat man:

(34) {P11d§2+1’zzd’72+f’33d§2
+2p,dédn +2pdEdi+2p,,dndl,
wobei
(35) P=(p,)=0C=4884
wird,

Mit Hilfe der Gleichung (15), die das Verschwinden der
Determinante von § zur Folge hat, kann man diese Relation (35)
noch weiter vereinfachen; es ergibt sich namlich leicht durch

Ausrechnen:

(86) S8=328,
und damit geht (33) iiber in:
(87) P=A484.

Das ist das Analogon zu der in § 1 abgeleiteten Gleichung (12).
Die sechs GréBen p,, werden als ,DeformationsgroBent zu
bezeichnen sein und wiirden in einer dem Relativitatsprinzip
angepaBten Elastizitatstheorie von Wichtigkeit werden.

In den hleinsten Teilen starr werden wir einen Faden nennen,
dessen Ruhgestalt von der Eigenzeit T unabhiingig ist, d.h. fir
den die sechs Gleichungen

8
(38) g’gﬂ =0

bestehen.
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Wenn diese Qlsichungen im ganzen Raume erfullt sind, so
haben wir es mit der Bewegung eines starren Kirpers zu tun.
Damit haben wir die allgemeinen Differentialbedingungen
der Starrheit gewonnen. Da sie allein mit Hilfe solcher Be-
griffe aufgebaut worden sind, die gegen Lorentztransformationen
invariant sind, so haben sie notwendig dieselbe Kigenschaft.

§ 3. Die Kontinuititsgleichung und die inkompressible
Stromung.

Ist o die zu der Stromung (1) gehorige Dichte, so ist
sie bekanntlich mit den Geschwindigkeitskomponenten

_ O __ 0y _ 9z
®9) =TT YT e YT 50

durch die Kontinuititsgleichung verkntipft.

Diese kann man auf zwei Arten formulieren. Nach der
Eulerschen Art sieht man g, w,, w,, w, als Funktionen von
z, ¥, z, t an; dann lautet die Kontinuititsbedingung:

(40) +agwl+aguj+69ui_0

Nach der Lagrangeschen Art sieht man z, 7, z, ¢ als Funk-
tionen von §, #, {, ¢ an; dann lautet die Bedingung:

8o 6O
41) §f =0,

wo 0 die Funktionaldeterminante
0x 0x dx

88 67 8¢

—|%y Jdy 9y

(42) O=38 &, ot

bz 8x  8m

] 0é dq ¢
ist,

Die Verbindung zwischen beiden Formeln wird hergestellt
durch die Identitﬁ.’c b

agwx agw, 8911;, 1 do®
(43) + + 7

1) Vgl. etwa Weber-Riemann, Die partiellen Differentialglei-
chungen der mathematischen Physik 2. § 146. 1901,
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Beide Formen der Kontinuititsgleichung lassen sich auf die
Darstellung der Stromung mit Hilfe der Eigenzeit durch die
Gleichungen (14) ibertragen. Zunichst hat man offenbar:

=% =Y = F,
(44) w, = 7 w, =5 w, -

Ersetzen wir ferner ¢ durch die ,Ruhdichte¢
(45) =L,
so geht (40) itber in:

(46) agwr+89yt+69%t+agt=0.

Das Analogon zu der Formel (41) bekommen wir, indem wir
die Richtigkeit der (43) entsprechenden Identitit

do*x, 69 y, 69 x, 69 b, _ 1 89D
#7) F T Y e T T en

nachweisen, wo £ die Funktionaldeterminante

.’L’E .'L’n 1'; 1'1_

ZE Zﬂ Zt Z_t

., ottt
bedeutet. £t

Zu diesem Zwecke ersetzen wir der Kiirze halber fiir den
Augenblick

z, y, z, t durch =z, 2, 2, z,,
57 7 é‘, t  durch 517 §z’ §39 54’

Dann haben wir fiir die linke Seite von (47):

*Bza) (*8ma)
26(9 3k, =26 Y 35) 0%
o, 9 & 8z,

2( 8, a@*?ﬁg)_aﬁ.
Qagﬂag‘ 3%, 08, ) 0,

Bezeichnen wir nun in dem Schema der Determinante D die
zu Oz,/0§, gehdrige Subdeterminante mit § 6::: ./0&g), 80
Annalen der Physik IV.Folge. 80.
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ergibt sich durch sukzessives Differenzieren der Gleichungen (14)
nach z, und Aufldsen der so entstehenden linearen Gleichungen:

s(3%)
38 g,
(49) dw, D

Setzen wir das oben ein, so kommt

S St tsi)

a

rlese "}

=7\ 0§

nach allgemeinen Determinantensitzen. Also folgt

dx, D o8&

6(*64%)
2 Y5, 1 §¢*D

und das ist die zu beweisende Identitat (47).

Demnach kann man die Kontinuititsbedingung in der
Form schreiben:

do*D
(50) = =0.

Die Formeln (46), (47) und (50) haben gegeniiber Lorentz-
transformationen invarianten Charakter.

Die GroBe
(61) 0" D =g,

ist nur von &, 7, { abhingig; wenn D fiir r =0 gleich 1 ist
(was man immer annehmen kann), so ist g, der ,Anfangswert
der Ruhdichte.

In der alten Kinematik heiBt eine Stromung inkompressibel,
wenn ¢ konstant, von der Zeit ¢ unabhéingig ist. In der neuen
Kinematik werden wir folgendermafien definieren:

Eine Stromung ist inkompressibel, wenn dic Ruhdichte ¢*
konstant, d. h, von der Eigenzeit v unabhingig ist.

Aus (46) und (50) ergeben sich zwei Formen der In-
kompressibilititsbedingung.
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Zunschst kann man némlich (46) schreiben:

dx, ay, ax,
(G + 5+ +at)

69 8¢ d¢* , _
+ + +a—x‘z-;+ 3t t-;_O,
oder:
8z, 6% Ay a¢* _ .
D +at)+d,,—0,

soll nun ¢* von = mcht abhingen, so folgt die erste Form der
Inkompressibilititsbedingung :

0
(53) A 6y,+ % = 0,

Aus (50) ergibt sich sofort die zweite Form:
0D
Danach ist, wenn D fiir =0 gleich 1 ist, D identisch gleich 1
und nach (51)
=0,(& m &)

§ 4. Die geradlinige Translation des starren Korpers.

Wir wollen nun die Differentialbedingungen der Starr-
heit (38) integrieren fiir den einfachsten Fall der geradlinigen
Translation. Wenn wir bedenken, daB in diesem Falle die
Starrheit mit der Inkompressibilitit identisch sein muB, so
gewinnen wir dadurch nicht nur ein Kriterium. dafiir, daB
unsere Starrheitsdefinition sinngem#b ist, sondern auch gleich-
zeitig eine Methode zur Integration.

Wir setzen also

(65) y=1n, z2=¢

und nehmen an, daB z und ¢ nur von § und ¢ abhingen.
Dann bekommen wir aus (32) und (33):

0 0 — k)
1C
0 1 0 0
S = [,
0 0 1 0
k= 9 l—tZ]
(X4 T
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T, 0 o
0 1 0
A =
0 0 1
ictf 0 0O

Bildet man hieraus die Matrix

P=484,
so findet man leicht

(@t —=zt)} 0 0
P= 0 0 0]
0 0 0

Die sechs Starrheitsbedingungen reduzieren sich also auf die
eine Gleichung:

d
(56) (@ t,—w,t)=0.
Andrerseits wird die Determinante (48):
z, 0 0 =z
0O 1 0 0 r, =z
57 D= =5
7 0 0 1 0| |z o
&, 0 0 ¢
Mithin ist die Inkompressibilititsbedingung
dD
dr 0

mit der Starrheitsbedingung (56) identisch.

Infolgedessen kionnen wir letztere auch ersetzen durch
die andere Form (53) der Inkompressibilititsgleichung, die
hier die Gestalt annimmt:

dx, ot
(58) St 5 =0,
In dieser Form ist nun die Integration leicht auszufiihren.
Setzt man:
(59) r=p, t,=—gq,

80 hat man fir p, ¢ die beiden Gleichungen:
| o9p _ 849 _ g
H

dx 0t
2

p?— et =— ¢

(60)
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Diese sind #quivalent einer partiellen Differentialgleichung fiir
eine Funktion von zwei unabhingigen Variabeln. Setzt man
namlich

0 0
(61) P‘—”—a%’ 7="g%'.

go ist die erste (leichung (60) erfilllt, und die zweite geht
iiber in

(62) Pt =t

Die einfachste Losung dieser Gleichung bekommt man, wenn
man ¢, und ¢, gleich Konstanten y und — & setzt, welche
die Bedingung

(63) }’2 — 2% = — ¢?
erfilllen miissen. Ks wird dann
=xr=7’ =—-(1_==—-6,
woraus folgt:
=W
(6 4) { z (5) + 7y,
t=F(E)+ 0T,

wobei # und 7 zwei willkiirliche Funktionen von & bedeuten.
Infolge der Gleichung (63) bleibt die Form der Gleichungen (64)
in der Tat erhalten, wenn man z, ¢ einer Lorentztransformation
unterwirft.

Die Gleichungen (64) stellen zusammen mit (55) eine gerad-
linige, gleichformige Bewegung dar. Die Funktionen #(g), 7 (§)
bestimmen sich durch den Wert, den x und ¢ fiir z =0 haben
gollen. Hier ist es nicht bequem, fiir z =0 z = § anzunehmen,
sondern die Funktionen W(£), 7(£) so zu bestimmen, daB die
Formeln (64) diejenige Lorentztransformation darstellen, die
den Korper auf Ruhe transformiert, d. h. zu setzen:

(65 RSN
t=pFE+ 01,
wobei die Bedingungen
66) o —c2B?=1, awy—c2Bo=0, y?—c?d?=—1
erfiillt sind.

Sobald in (62) die eine der heiden GrdBen ¢, ¢, von ¢
abhingig ist, mub es auch die andere sein. In diesem Falle
liBt sich die Integration von (62) mit Hilfe einer Legendre-
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transformation leicht ausfithren. Man kann dann nimlich die
GroBe

(67) =P

als unabhingige Variable neben z einfithren und aus (67) ¢ als

Funktion von z und p berechnet denken. Fiihrt man dann
statt ¢ die neue unbekannte Funktion
Y(p,2)=q¢ —pt
ein, so ist
(68) { Yp= Pt =Pl = t=—t,
Y, = q/z+ (/)ttm_ptm: Py
Demnach geht (62) in folgende Gleichung fiir v (p, ) iiber:
pr—ctyt=—c?,

und diese 148t sich sofort integrieren. Ks ergibt sich:

- P
(69) { w=}1+ 5 =0,

Y=gz -—w(p),

wo w eine willkiirliche Funktion bedeutet. Hieraus folgt durch
Differentiation nach p mit Riicksicht auf (68):

(10) Z%x—w’(p)——:——t.
Denkt man sich hieraus p als Funktion von ¢ berechnet und

in ¢ = + pt eingesetzt, so hat man die gewiinschte all-
gemeinste Losung von (62):

(71) p=gz—w(p)+pt.

Nach (59) und (61) ist nun offenbar
@ _ dx @: .
t,  dt  ¢.

daraus folgt, daB jede Gleichung ¢ = konst. = — & die Welt-
linie eines Punktes des starren Kiorpers darstellt. Aus (70)

und (71) finden wir demnach folgende Darstellung der Welt-
linien:

(72) Tt gt=gw,
gz+pi=w—-—§,
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oder, nach x und ¢ aufgeldst:
’-’v=9(w—§)—-pqw',
1 t————— (w—§) + ¢,

Hier sind die Weltlinien des starren Korpers dadurch beschricben,
daff z und t als Funktionen der unabhiingigen Variabeln §, p
gegeben sind. Diese Darstellung wollen wir nun diskutieren.

Zunichst ist zu bemerken, daB die geradlinige Trans-
lationshewegung nur von einer willkirlichen Funktion eines Argu-
mentes w(p) abhingt. Man kann demnach sagen, daB auch
hier wie in der alten Kinematik nur ein Freiheitsgrad vor-
handen ist. Wesentlich ist dabei die Benutzung der unab-
hingigen Variabeln p = z_, die auch weiterhin von groBer
Bedeutung sein wird. Ferner gehen die Gleichungen (73) in
die entsprechende Darstellung der geradlinigen Translation
der alten Kinematik iiber, wenn ¢ = oo wird. Denn dann
wird g = J/1 + (p?/c?) gleich 1; aus der zweiten Gleichung (73)
folgt fir ¢ =00, daB p nur von ¢ abhingt, so daf die erste

die Form
. z=§4 a(l)
annimmt.

Endlich wenden wir uns der Charakterisierung der Welt-
linien in der Ebene z¢ zu. Man erkennt, daB (72) und (73)
die Form einer Lorentztransformation und ihrer Inversen
haben, welche die Variabeln z,y in die Variabeln 7 =w—§,
i = gw ftberfilhren und lauten:

(79)

%:qz"—}-%ct, x=qx—€-c£,
(74)
cf=%x+qct, ct=—‘%§+qci;

denn die Gleichungen (66) zwischen den Koeffizienten sind
wegen (60) offenbar erfiillt.

Wir haben also eine von dem Parameter p abhingige
Schar von Lorentztransformationen vor uns. Die Bewegung,
oder vielmehr das zugehirige Weltlinienbiischel, 148t sich nun
80 beschreiben:

Gibt man £ einen bestimmten Wert §,, so sind durch
die Gleichungen (78) = und ¢ als bestimmte Funktionen von p
gegeben, die die Weltlinie des Punktes & darstellen. Die
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Komponenten des Weltvektors Geschwindigkeit nach den
Achsen » und ¢ sind p, —g¢. Durch die eine Kurve & sind
alle Kurven der Schar mitbestimmt. Man konstruiert sie
folgendermaBen: Zu der Tangente in einem Punkte p der
Kurve lege man die darauf im Sinne des § 2 (p. 12) normale
Gerade; diese bildet mit der Tangente zusammen die x- und
t-Achse eines transformierten Koordinatensystems. Auf dieser
z-Achse trage man in der Einheit dieses Koordinatensystems')
die Strecke § —& ab. Bewegt man jetzt dieses Koordinaten-
system langs der Kurve £, so beschreibt der Punkt § die
zum Parameterwerte & gehorige Weltlinie. Alle Punkte einer
solchen Normalen (z-Achse) gehoren zu demselben Werte p,
haben also dieselbe Geschwindigkeit.

Die geradlinige Bewegung eines starren Korpers ist also so
beschaffen, daB, sobald man einen Punkt auf Ruhe transformiert,
durch dieselbe Transformation seine simtlichen Punkte auf

Ruhe transformiert werden. Diese
X Ruhtransformation ist eben (74).
Die Geraden gleicher Geschwindig-
keit p = konst. haben, auBer bei
gleichformiger Bewegung, immer
eine Knveloppe; an dieser hort
die Regularitit der Bewegung auf.
Bei gegebenen Dimensionen des
Korpers kann also die Kriimmung
der Weltlinien eine gewisse Grenze
nicht iiberschreiten, und umgekehrt,
Fig. 4. Daraus folgt, daf3 ein starrer Korper
notwendig nach allen Seiten endlich
ausgedehnt ist und um so kleiner sein muf, je grifiere Be-
schleunigungen er erfakren soll Hier haben wir den ersten
Hinweis auf die fundamentale Bedeutung der Atomistik in der
neuen Dynamik. Trigt der starre Korper eine Substanz von
der Ruhdichte ¢* so ist diese von p unabhéngig und eine
Funktion von &, #, { allein, die wir mit

0,(& m &)

bezeichnen.

1) Vgl. H, Minkowski, Raum u. Zeit, 1. ¢. (Anm. p. 2).
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§ 5. Die Hyperbelbewegung.

Die einfachste, von der gleichformigen Translation ver-
schiedene Bewegung werden wir erhalten, wenn wir in (72)
und (78) die willkiirliche Funktion w = 0 setzen. Dann wird

z=—q§,
(75) P

t=-5§.
Eliminiert man hieraus p, so folgt
(76) 22— 2 = gL

Hieraus erkennt man, daB die zugehdrigen Weltlinien in der
z t-Ebene und den dazu parallelen Ebenen y =7, z=¢
Hyperbeln sind, welche die der Lichtgeschwindigkeit ent-
sprechenden Geraden durch den Nullpunkt zu Asymptoten
haben und die z-Achse im Abstande § vom Nullpunkte schneiden.
Ein Biindel solcher Hyper-
beln stellt eine Bewegung
dar, bei der der starre
Korper aus dem unend-
lichen kommt, sich dem
Nullpunkt nghert, umkehrt
and sich wieder ins Un-
endliche entfernt, wobei
seine Geschwindigkeit von N
der Lichtgeschwindigkeit ¢ \\
zuerst bis Null abniramt und
nach der Umkehr wieder
bis ¢ zunimmt. Diese, der Fig. 5.
gleichférmig heschleunigten
der alten Kinematik einigermaBen analoge Bewegung, wollen
wir kurz die Hyperbelbewequng nennen.

Da der Nullpunkt ein ganz beliebiger Punkt ist, so stellen
die Hyperbeln
(77) (-t~ (e— B = &

keine wesentlich andere Bewegung dar; nur ist dann fir ¢=0
die Geschwindigkeit von Null verschieden. Wir werden uns
also auf die Formeln (75), (76) beschréinken konnen,

z




26 M. Born.

Diese Hyperbelbewegung erweist sich nicht nur kine-
matisch, sondern auch dynamisch als die einfachste. Es hiingt
das eng mit dem Umstande zusammen, daB jede beliebige
Weltlinie in jedem ihrer Punkte P von einer solchen Hyperbel,
der ,,Kriimmungshyperbel¥, oskuliert wird, wobei der von deren
Mittelpunkte bis nach dem Punkte P hin gerichtete Vektor
vom Betrage & = ¢?/§ den Beschleunigungsvektor der Welt-
linie in P darstellt.

In der Tat, berechnen wir die Beschleunigungskomponenten
der Hyperbelbewegung, so finden wir zunichst
%y 0%z

012 012

(18) =0, =0,
Zur Berechnung der z- und #-Komponente beachten wir die

(Gleichungen

2 52
§t=—p’ pt= qu ]

(79)

Dann wird

2z Pq et q?
EEE =I’,=P¢-”,+Pt = Tp— §q q.

Also erhalten wir
02z

(80) 37 =bm="9b?
und ebenso
0%t
(81) 322 =bt= -—g;—b,
WO
3% c?
(82) b= waz —c? bt2 = T

der Betrag der Beschleunigung ist. Aus (80), (81), (82) folgt
die obige Behauptung.l)

Die Beschleunigung ist also fiir jede Weltlinie der Hyperbel-
bewegung dem Betrage nach konstant; darin liegt ibhre Ana-
logie mit der gleichféormig beschleunigten Bewegung der alten
Mechanik, die durch parabolische Weltlinien dargestellt wird.
Sie ist also die einfachste beschleunigte Bewegung, und jede
Bewegung kann durch Hyperbelbewegungen approximiert werden.

1) H. Minkowski, Raum und Zeit, 1. e. (Anm. p. 2).
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Hierauf gestiitzt, wollen wir im folgenden die Dynamik der
Hyperbelbewegungen genauer ergriinden, vor allem die Kraft
zu bestimmen suchen, die ein elektrisch geladener starrer
Korper dabei auf sich selbst ausitbt. Das Resultat wird dann
auch als Anni#herung AufschluB geben iiber alle Bewegungen,
bei denen der Betrag des Beschleunigungsvektors sich nur
wenig Hndert.

Zweites Kapitel.
Das Feld des starren Elektrons bei der Hyperbelbewegung,
§ 6. Retardierte Potentiale und Feldstdrken.

Die von bewegten elektrischen Ladungen ausgeiibten Krifte,
welche in die Bewegungsgleichungen dieser Ladungen eingehen,
leiten sich aus gewissen HilfsgréBen ab, den retardierten Po-
tentialen und den Feldstirken. Wir wollen die im folgenden
verwendeten Ausdriicke fiir diese Grofen zusammenstellen.

Es sei eine elektrische Stromung durch Gleichungen der
Form (14) dargestellt; der Anfangswert ihrer- Ruhdichte (vgl.
§ 3, p. 18, (61)) sei

0o (& m, £)-

Dann werden die retardierten Potentiale durch die folgenden
Ausdriicke gegeben:

47 @, (z,y,21)
_fff [(x——x)x +(y y).‘/1:+ (x_,y)x _cg(t t)t } d&dndg,

(83) .o
4n ‘D(x,y, 2,)

_ €0 Zt £ = 7.
‘—fff [(w—i)?v + =P+ E-R)E - (-1, ] o dEdnds;
dabei bedeuten z, %, 2,7 und 7, y,, Z,, 7, die Funktionen (14)
bzw. ihre Ableitungen nach z, genommen fiir die Argumente
& 7, C, und in den eckigen Klammern ist fiir = die Funktion

von z,y, 2, ¢, §, 7, L einzusetzen, die sich durch Auflsen der
Gleichung

B4 h=E—3+ =+ =3 — =) =0

nach 7 ergibt; und zwar ist diejenige eindeutig bestimmte
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Lisung?) der Gleichung zu nehmen. fir die ¢ > ist. Wie
die Ausdriicke (83), die fiir kontinuierliche Strémungen in dieser
Form wohl noch nicht gebraucht worden sind, mit den iib-
lichen Formeln fiir die retardierten Potentiale zusammen-
héngen, soll im nichsten Paragraphen kurz erlautert werden.

Aus den Potentialen leiten sich die elektrische Feldstirke &
und die magnetische 3% nach den Vektorgleichungen ab:

1 0
. { €=— 1 20, O, D) — grad D,

§D? = curl(q)m’ q)y’ q)z)'

Die Potentiale (83) sind Losungen der (zleichungen?

1 8@, ¢
———lor(I)+ e A(I)Z_Txt,
(86)
1 02
lor(lJ-}- - a —4d =%t

und zwar speziell solche Lﬁsungen, fiir die die GroBe

o, 100

fir sich verschwindet.

Die Gleichungen (86) sind die Lagrangeschen Gleichungen
zu dem Variationsproblem 3), diejenigen Funktionen @, D ,D.D
zu finden, fiir die das Integral

(88) W_fjff{% C(Q,z,+D,y,+ 0,2 .~ D) dzdydzat,

1) Diese Gleichung hat cine und nur eine solche Losung, weil die
Geschwindigkeit der Stromung die Lichtgeschwindigkeit nicht erreichen
kann. Vgl H. Minkowski, 1. e. (Anm. p. 7).

2) Ich folge in dieser Darstellung dem Vorgange von W. Ritz, indem
ich die Potentiale als die Wirkungen von Ladung zu Ladung durchaus
als das priméire ansehe und die partiellen Differentialgleichungen erst in
die zweite Reihe riicke. Charakteristisch ist, daB in meiner ganzen
Theorie von den eigentlichen Maxwellschen Feldgleichungen fiir G, M
gar kein Gebranch gemacht wird.

8) Vgl. K. Schwarzschild, 1. ¢. (Anm. p. 4); M. Born, 1 e
(Anm. p. 5).
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erstreckt iiber ein Gebiet ¢ der zyz¢-Mannigfaltigkeit, ein
Extremum wird, wobei die Stromung der Elektrizitit und die
Werte der Potentiale auf der Begrenzung von G gegeben sind.

§ 1. Vergleich der Ausdriicke fiir die retardierten Potentiale

Die Ausdriicke (83) fiir die Potentiale kann man ansehen
als die Superposition der Elementarpotentiale, die von den
einzelnen bewegten Punkten der Stromung herrithren. Fiir
letztere hat man nimlich nach Liénard und Wiechert?)
die Ausdriicke

47[(px=

dmep = ¢

Dabei bedeutet ¢ die Ladung des wirkenden Punktes

(90) =z, y=7y), z=2(0);
ferner
(91) r=Ye—2?+(y—y+(z—2?

die Entfernung desselben vom Aufpunkte z, y, 2,
02  w=le—Do,+ @G-, + -0}

die Komponente seiner Geschwindigkeit w,, w,, w, in der Rich-
tung von r, und es ist in den eckigen Klammern fiir ¢ der

Wert 7 zu setzen, der sich aus der Gleichung

(93) t—i="
ergibt.

Hat man jetzat eine kontinuierliche Strémung, so ist die
Weltlinie (90) durch ein Biindel von Weltlinien zu ersetzen,

1) E. Wiechert, Arch. néerl. (2) 5. p.549. 1900; A, Liénard,
L'éclairage électrique 16. p. 5, 58, 106, 1898.
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indem man die Funktionen (90) durch Einfihrung von drei
Parametern &, #, £ auf die Form (1) bringt und e durch die
Dichte ¢ (§, 7, {) ersetzt. Dann werden die Funktionen ¢_, ¢,,
®,, @ noch von § 5, { abhingig, und man kann sie iiber den
ganzen Raum integrieren. Dabei ist noch zu beachten, daB
bei der Raumintegration

drdydz = Od&dnd{

ist, und daB sich die Funktionaldeterminante €@ mit der
Dichte ¢ nach § 3, (41) zu der Anfangsdichte g, = ¢ ©@ ver-
bindet.

Die entstehenden Ausdriicke lassen sich leicht auf die
Form (83) bringen. Dazu hat man nur die Bewegungs-
gleichungen des wirkenden Punktes homogen in der Gestalt

(94) r=2%(), y=y{, z=2z@), t=1i(1),

zu schreiben, wo 7 die Eigenzeit bedeutet, und ¢ durch die
Rubdichte ¢* zu ersetzen. Die Gleichung (93) geht dann in
95) he=(e—B (PP =T = D=0

itber, aus der sich r bei der Nebenbedingung ¢ > 7 eindeutig
ergiht. 1)

Der Zusammenhang der Ausdriicke (83) mit den sonst
iiblichen Ausdriicken fiir die Potentiale ist auch leicht zu er-
griinden. Letztere lauten?:

- IR,

-
t=¢f——
¢

(96)

3 o
l dz dy J dx .

l 4n —ff t_ t— Z—
Dabei ist die Strémung durch Gleichungen der Form (1) (p. 6)
dargestellt zu denken, ferner ist

r=Ye—3 +y—y+ -,

1) Vgl. L e. (Anm. 1 p. 28).
2) Vgl. etwa M. Abraham, Theorie der Elektrizitit 2. 2. Aufl,,
Formeln (51b), (51¢) p. 57.
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und in den eckigen Klammern sind als Argumente Z, 7, Z,
i =t — r/c einzusetzen. Die Integrationen in (95) sind iber
alle Ladungen zu erstrecken, also, da diese sich bewegen, tiber
zeitlich variable Grenzen, Der Ubergang von den Ausdriicken (95)
zu den Ausdriicken (83) besteht nun eben darin, daB man die
Integrale auf feste, von der Zeit unabhingige Grenzen bringt.
Dies hat in folgender Weise zu geschehen,

In den Stromgleichungen (1) ersetzen wir ¢ durch f=t—7/c;
dann bekommen wir Gleichungen der Form

z

&0, & 1@, 7,70}
¥ 6t 5z 04
¢ {57 %, é‘y t (iyg; E; t)}’

07

e
Il

i

i

welche Z, y, z mit &, 5, { verbinden und offenbar genau
die Transformation darstellen, welche, auf (96) angewandt,
die Integrale auf feste Grenzen bringt; denn diese Trans-
formation (97) stellt #, 7, z als Funktion ihrer Anfangswerte
fir den in den eckigen Klammern in Betracht kommenden
Zeitpunkt dar.

Um die Funktionaldeterminante der Transformation (97)

(@, y, %)

(98) 4= I: V] (§, 7y §) :Ir: konst.

zu berechnen, wollen wir die Ableitung von z nach § bei fest-
gehaltenem # mit (0 7/0 £, bei festgehaltenem ¢ mit (07/0&),
bezeichnen, Differenzieren wir dann die Gleichungen (97) der
Reihe nach nach §, 7, £, so bekommen wir drei Gleichungs-
systeme mit gleichlautenden Koeffizienten; z. B. bei der Diffe-
rentiation nach §:

(55).= (Gek+ 5715 (35). + 35 (38 + 3 5
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oder
ik 187 ar 87\ 1 8% or
(as)z(l"'? az‘a?z‘)“L(F?)t?Ti FE
0z 1 0z Or 0z
+(T);"EW 9% =(a§);’
0x\ 1 0% r 0y 1 8y Or
(ag)t; 31 5% +(W)t(1+7 3 '297)
dZ\ 1 37 dr LY
+(_§)z? 67 07 _(—5);’

Dazu treten zweimal drei Gleichungen, bei denen & mit ¢
bzw. £ vertauscht ‘ist, Bezeichnen wir nun die hier auftreten-
den Matrizen folgendermabBen:

(75). (F). (5%)
d& /e 0& )t (85 ¢
L 37 3%
(99) P= (737): (arz)t (M)t ’
(55). (3. (%%)
as /e 0¢ /¢ a¢ /e
1 dz Or 1 8z dr 1 8z Or
(1+- %795 v ara5 oai 07|
_ 1 80y oOr 1 8y or 1 8% 0r
(100) @ = et oz T o a7 o ai azJ’
1 8z @8r 1 0z or 1 0z 0r
\ <3 i oy ttea an
8% ﬂ_) (az)
[(TE): (65 i 9 /i
R 87 8%
(101) E=1(57); (T)t (52 ) |
i) (at) (57)
(—r)z ac)i \ac )i

so lassen sich unsere neun Gleichungen in die Matrizen-
gleichung zusammenfassen:
PO =R.
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Daraus folgt die Determinantenrelation:

(102) [Pl 1Q) = |&].
Nun ist offenbar nach (98)
(108) |P| = 4;

ferner ist nach § 8, (42), p. 16:
(104) B =10)_, -
Endlich findet man leicht
_ 14 L(989r 87 or 0% or
!Q!‘l'*'?(aiﬁ"' gt dy az—i)’
1/({_ dr _ 07 _ 4
-_—l+—c—(w$—a—5~ +wy~é—y_— +wz*%),

und das ist nach (92) zu schreiben:

! — — wr .
(105) Q= [1 P L’.—_t—%
Demnach wird:

(106) A=

(C]
=
¢ izt =L

c

33

Setzen wir das in (96) und beachten, daB nach § 3, (41), p. 16

Q@= (’0(&;7],@

zu setzen ist, so kommt:

(107)

[+

- 7
ot —
¢

4n<b,=fffeo<§,n,c>'——(l’”—:7,ﬂ dg dydg,
4nw=fffeo(§,n,«:>'(li—a} agdndg.

Ersetzen wir jetzt noch w, durch z_ /¢, usw. wie auf p. 30,
so gehen die Formeln (107) direkt in die Ausdriicke (83) iiber.

In der Tat tritt in diesen nur dic Anfangsdichte g, auf.
Annalen der Physik, IV. Folge. 380. 3
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§ 8. Berechnung der Potentiale bei der Hyperbelbewegung.

Wir wollen jetzt die Potentiale (83) fiir die Hyperbel-
bewegung
(108) r=—q§, y=u, z=4, t=%§
auswerten,

Da y, =z, = 0 sind, so sind auch @ = @,=0. Da wir
in (108) statt z die Grdfe p als unabhingige Variable neben
&, n, § haben, werden wir auch die Gleichung (84) 2 = 0 als
Gleichung fiir p ansehen. Sie lautet dann:

(109) o+ 78 +(y — 7+ (e — I — (e = L2V = 05
wenn man die Abkiirzungen
s=12—c?? = £2,
k== g+ B+ -1+ -0
einfithrt, kann man (109) so schreiben:

pt+ gz =4k;

(110)

dazu tritt

ﬁ2—02§2=-—-62.

Aus diesen Gleichungen ist p zu berechnen; und zwar ist der
Wert von § zu wahlen, fiir den # > 7 wird, Setzt man den
aus der ersten Gleichung folgenden Wert

in die zweite ein, so entsteht dis quadratische Gleichung fir §:

s = 2kax B+ et
==
q:-;—(kz'-l—ct]/kfs).

Setzen wir noch zur Abkiirzung fiir die positive Wurzel

(111) B=Vr—s

und berechnen p, so finden wir

Daraus folgt:

p=—"(ket + Ba),
1
s

(kz & Becy).
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Hier ist dasjenige Vorzeichen zu wihlen, das dem kleineren
Werte von 7 entspricht. Danun 7= p§/c? ist, so ergibt sich,
vorausgesetzt, daB das Elektron rechts vom Nullpunkte z = 0
sich bewegt, d. h. £ > 0 ist, das Folgende:
fir alle Aufpunkte, bei denen z/s > 0 ist, ist das positive
Zeichen zu nehmen,
fir alle Aufpunkte, bei denen z/s < O ist, ist das negative
Zeichen zu nehmen,

Die Verteilung dieser Aufpunkte geht aus der Figur hervor.

Wir wollen im folgenden meist voraussetzen, dafi zfs > 0
ist; nur solche Punkte konnen innere Punkte des Elektrons bei
der Hyperbelbewegung sein. Filr sie ist also die positive Wurzel B
zu nehmen. Wenn wir gelegentlich auch Punkte betrachten,
fiir die z/s < 0 ist, so haben wir #iberall + 58 durch —B zu
ersetzen.

Wir haben also:

(112)

Nun berechnen wir den Nenner des Integrals (83) fir diese
Werte von p, 7.
Wegen y =z =0, z, =p, {, =— ¢ wird dieser:

@+38&)p +cz< E,E)i P4 2§ =—cB.
3*
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Das setzen wir in die Integrale ein; es kommt:
47D (2,210 VdEdid
(1183)
4a D,y 28 ff Lo (kx4 Bet)dEdnd

Setzen wir zur Abkiirzung:
1 {M%fff@odswdzr-z,
(114) ~ )
v, )= [[[ o5 dEand,

wobei e die Gesamtladung des Elekirons bedeutet, so wird
einfach:
(115) {4n@z=wl(s).x+w2(s).ct,

4n D= y,(s). 2+ (s).ct.

Hier sind 1, und 4, Funktionen der Verbindung s von z und ¢
allein.

Diese Potentiale erfiillen inshesondere die Gleichung (87)
lor @ =0; denn man hat, weil 0s/0z = 2, §s[0¢t = — 2c?¢t ist:

U\ri

D ]

%‘f«: =, + 2y 2? + 2y, ctz,

4”% =c— 2y, Atz — 2y

also
0D, 160 1 ’
lor @ = 5z T o ar T aa it sy
Nun ist .
W'=— ot
also wird
(116) lor @ =0,

Wir wollen die Potentiale (115) fiir spatere Zwecke gleich noch
in anderer Weise schreiben. Dazubedenken wir, da nach (108)

s=—g& t=-10§ also s=g

zu setzen ist. Fihren wir dann statt der Abkiirzungen v, ,y,
die folgenden ein:

4n D, "'"gq’l:*’g
(117)

4n®=— gy, =~ [[[7,Fakand,
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so kann man statt (115) schreiben:

q)z=qq)z_%q)’
(118) )
=—L£¢,+40

Die Funktionen O, d hingen also mit den Hilfsfunktionen (I)z, D
durch dieselbe Lorentztransformation zusammen, die (p 23, )
den starren Kirper auf Ruhe transformiert. Wir werden @ _w, (D
daher Ruhpotentiale nennen; es sind Funktionen von § 7, §
allein, die nicht mehr von p abhingen.

Aus den Relationen (118) erkennen wir, daf das Elektron
sein. Feld mitfithrt; die Ruhpotentiale, die von einem mit dem
Elektron bewegten Beobachter wahrgenommen werden, hingen
nur von den Ruhkoordinaten & 4, { ab.

Ftar das skalare Ruhpotential @ wollen wir noch den
expliziten Ausdruck angeben:

9 4ndigny =[5t i aganat,
wobei
(120) r?e=(E =&+ (n—7)° + (£~ §?

gesetzt ist. Liegt der Aufpunkt in dem Gebiete 2/s < 0, so
ist statt des positiven das negative Zeichen zu withlen. So-
wohl @, wie @ werden bei §=0 unendlich; fir diesen Wert
ist die ganze Hyperbelbewegung singuliir; die Feldstiirken aber
bleiben, wie wir sehen werden, iiberall endlich und sind in
der ganzen xy z¢-Mannigfaltigkeit definiert.

§ 9. Die Feldsthrken bei der Hyperbelbewegung.

Aus den Ausdriicken (115) fiir die Potentiale wollen wir
nun gemiB den Formeln {85) die Feldstarken berechnen. Diese
lauten hier:

100, 4@ 8D oD
C=—2T: 5 &=- oy’ C=—3

(121 D, B
M =0, W= G M=— G
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Nun finden wir aus (115) bei Beachtung von (110):
6 (,D

— 2, cPte — 2, B2,

1] ’ ’
4%%7=w2+2w2 224 2y cte.
Also wird:
1 ’
(122) € == 5 +sy).

Daraus folgt, daB @, auBer von 5, { nur von s, d. h. von §

abhéngt, aber nicht von p. Die z-Komponente der elektrischen

Feldstirke ist also lings jeder Weltlinie des Elektrons konstant.
Rechnet man &, aus, so ergibt sich:

§°(r’ 28— 5)) z 5

028) &=~ [ f [~ en tEdnal,
wobei » durch (120) definiert ist.

€, wird bei £ =0 nicht unendlich. Man kann aber €,
auch tiber die Geraden £=0, d. h. x+c¢t=0 und z—ct=0
fortsetzen. Dabei hat man in den Gebieten z/s < 0 dem
mit B3 identischen Nenner das entgegengesetzte Vorzeichen
zu geben. Sodann ist zu bedenken, daB durch die Glei-
chungen (108), die fiir reelle Werte von £ die auf der 2-Achse
normalen Hyperbeln der »#Ebene darstellen, fiir rein imaginire §
die auf der #-Achse normalen Hyperbeln dargestellt werden.
Die Klammerausdriicke im Zghler und Nenner von €, kann
man in der Form

E—84m—ip+E-0
E+E+m-P+C- PP —488
schreiben; es kommt in ihnen nur das Quadrat von & vor,
so daB sie auch fiir rein imaginire Werte von § reell sind.
Ferner kann der Nennerausdruck im Integrationsgebiet, d. h.

fir £ > 0, nie Null werden; denn setzt man £ = ie, so
wird er

(e + 8+ -7+ -+ 4?8 >0,
Daher ist €, in der ganzen ziEbene definiert.

Wir wollen jetzt die fibrigen Feldkomponenten berechnen.
Es wird:
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G =_9P __ @8y, & 3y
(124) y 8y ~ 4m 8n 14a g
¢ =_2%% =8y _ ¢ 3y
= T dx . dm 6C 9ix §c’
M= 0P ctOy _ p & Oy
(125) ¥ dx  4m 0:¢ e 4m 8L
m=_28% ot Oy __p & Oy
% dy 4n d7n ¢ 4n 07

Nun findet man leicht:

d 52('7""7) £ 7- 7%

_= —_— d
fff 73(r2+4§’§) gdﬂdé"

M=— fff rS(rE:-(f&cE) dfdqdt.

Demnach sind die y- und z-Komponenten der Feldstirken
auBer von 7, £ nicht bloB von der Verbindung £2= 22— c2¢?
abhingig, sondern auch von r und ¢ explizite; man kann sie
also als Funktionen von §, %, {, p ansehen.

In den Gebieten, wo x/s< 0 ist, ist wieder das Vor-
zeichen der Ausdriicke (126) umzukehren.

Man erkennt, daB auch die y- und z-Komponenten der
Feldstirken bei § = 0 nicht unendlich werden. Auf eine
genauere Diskussion des Feldverlaufes in dem festen Koordi-
natensystem wollen wir nicht eingehen. Nur so viel sieht
man sofort, daB €, und €, bei z = 0 verschwinden, daB dort
also die Kraftlinien parallel der z-Achse sind, und daB M,
und M, bei £=0 verschwinden, d.i, in dem Augenblicke, wo
das Elektron umkehrt und daher momentan ruht. Hieraus
ersiesht man wieder, daB das Feld vom Elektron in der Tat
mitgefithrt wird, da das magnetische Feld momentan iiberall
verschwindet, wenn das Elektron in einem Augenblicke ruht.

(126) {

§ 10. Transformation der Wellengleichung, der Potentiale und
Feldstirken auf ein mitbewegtes Koordinatensystem.

Die Form (118), die wir den retardierten Potentialen ge-
gegeben hatten, fithrt dazu, die Wellengleichung (86) selbst
auf ein mit dem Elektron bewegtes Koordinatensystem, d. b.
auf die unabhiingigen Variablen & #, £, p zu transformieren.
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Um die Umrechnung zu vereinfachen, transformieren wir
statt der Differentialgleichungen (86) das Variationsproblem (88).
Wir haben also zunichst die Komponenten der Feld-
starken (121) zu transformieren.
Es ist wegen (79):
109, 149, 109, D, p 0D, cq?
e 8t o aE ST T gy P
_ do A X 0P pqg
Fa T v st G Tar 0t e

Wir fiihren nun die Ruhpotentiale @,, @ durch dieselben
Relationen (118) wie frither ein:

¢ =90 -2,
P o

x [

(118) )
Dann ist offenbar:
8P, 0 @, _116(5
68 = 9798 g’
8P _ pad, R
5 — " .9 t1gE

und entsprechendes gilt fiir die Ableitungen nach 5 und ¢
Dagegen wird:

00 = 2, — LDy

dp efqg °® dp dp
0@ 1 = P 5 pod, 8§
G =T e Lt e Py Yy
Demnach wird:
190, 60 88 1 o &,
—C=7% T —*a—g“?(‘p ¢q ap)'
oD p 8D, 8P
(127) -6, = 8y e dp +q617’
- 9P p 0@, 3d
~ ¢ = Ts =T ooz TGt
M, =0,
_éo, 0@, p oD
(128) Wy =% =9%% ~car’
3D, dd, pad
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Jetzt ergibt sich:
(129) M — G2 =— [

F(P-es %)

(- o)+ (o) - (5)

(130) (@2, + Dy, + 0,2, — D)

5&

Ferner wird:

=—-()*(%(l)z+g(l)) = — g*(I).
Endlich wird die Funktionaldeterminante

8.y, % ) 3 )
(181) &7 4Lp c*q

Daher geht das Variationsproblem (88) in das folgende iiber:

ey =[5 (152 ++ (q)_cqaafw_)]’
1) - G = G- G

¥ ch o @} dEdydldp = Min.

Hieraus entnimmt man die Differentialyleichungen der Elektro-
dynamik fur ein hyperbolisch beschleunigtes Bezugsystem:

1 8 190 1 /% 8P,
?W{TE"‘?('D“W 3p )}
E@D, D)
- (67] + 6@*}_0’

%{5‘3_?_4_@ qap}+§{6q ét;é(f}
BRSO R

Diesen Gleichungen missen notwendig auch die in § 8
gewonnenen Ruhpotentiale (117) geniigen. Diese héingen aber
von p nicht ab, ebenso wie die Dichte ¢* = g,(§, 7, {); es
sind also ,,statische Potentiale® begiiglich des beschleunigten
Koordinatensystems. Durch Weglassen der Ableitungen nach p

(138)
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erhalten wir aus (183) die Differentialgleichungen der Elektro-
statik in einem hyperbolisch beschleunigten Bezugsystem:

00, FD._

a 172 a ZZ - )

8 ad rd | 2 iz
(8 56) +& (G 5w) — T ook
Auflerdem geniigten aber die Potentiale ¢ , ® der Gleichung
lor @ = 0; diese geht bei der Transformation iiber in

(134)

6d, 1 (= 3P
(135) s ?(w1_966;)=0.
Wenn @, & von p unabhingig sind, so wird das:
0d, | B _
(136) 5r T =0.

Wir wollen nun direkt zeigen, daB die Ausdriicke (117) bzw.

(119) in der Tat die Gleichungen (134), (136) befriedigen.

Fiir (I) = — 4—1—% ist das von vornherein klar; sowohl

die erste Gleichung (134) als auch (136) sind befriedigt.

Fir @ benutzen wir den expliziten Ausdruck (119). Wir
werden zeigen, daB derselbe das genaue Analogon ist zu dem
elektrostatischen Potential gegebener Ladungen

tnulgn )= [[[Lagdna,

und daB er zu der Differentialgleichung
é e P 7] .
137 L (e5T) +6(50+ 52 - T =rEnd)

in genau derselben Beziehung steht, wie das gewdhnliche
Potential » zu der (leichung

du=f{n0).
Zunichst ist nimlich die in den beiden Variabelnreihen &, 7, ;
&, 7, L symmetrische Funktion

1 1 r#42§ £

r EE Vri 4 46E
eine Losungl) der homogenen (leichung (137) (f = 0), die der

1) Es ist, genau wie 1/ fiir 4% =0, die Greensche Funktion der
Differentialgleichung (137) fiir den unendlichen Raum mit der Rand-
bedingung, daB die Lésung im Unendlichen verschwinden und die mit #?
multiplizierte Ableitung in einer beliebigen Richtung endlich bleiben soll,
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Losung 1/r von du = 0 entspricht. DaB sie in der Tat der
Gleichung geniigt, kann man durch eine allerdings langwierige
Rechnung direkt einsehen. Ferner hat sie fiir » =0, d. h.
E§=§, n=17, {=2C, eine Singularitit von der Ordnung 1/r
und der Faktor von 1/r wird fir r =0 gleich 1/& Aller-
dings muB dabei ausgeschlossen werden, daB & oder £ Null
werden; dieser Wert ist natiirlich fiir die Differentialgleichung
(187) selber singulir. Aus diesem Verhalten unserer Grund-
losung folgt nun genau wie in der Potentialtheorie, daB, wenn f
eine fiir §==0 definierte Funktion ist, der Ausdruck

T FERD 1 P +28F L. o=
4”q)(§77]:§)=ff , E?V;'mﬁ d&dnd

der inhomogenen Gleichung (137) geniigt (natiirlich nur, solange £
von Null verschieden ist). KErsetzt man hierin noch f durch
seinen Wert g, &, der den mitbewegten Ladungen nach (134)
entsprach, so wird man auf (119) zuriickgefithrt. Das ver-
schiedene Vorzeichen in verschiedenen Gebieten des Aufpunktes
resultierte dabei aus den Uberlegungen, daB die aus @_, @
zusammengesetzten @, @ im ruhenden Koordinatensystem
retardierte, nicht avancierte Potentiale sein sollten. Demnach
wird man die Ruhpotentiale &_,, @ in analoger Weise durch
die Differentialgleichungen (184), (186) und durch ihr Ver-
halten im Unendlichen eindeutig festlegen kinnen, wie das
gewdhnliche statische Potential. Doch will ich hierauf nicht
ndher eingehen.

Beachtet man nun, daB &, nicht von p, %, { abhingt,
8o gewinnt man aus (127), (128) fiir die Feldstirken die folgen-
den Ausdriicke durch das Ruhpotential @ allein:

88 &
€= Sty W=0
X 3
(138) € =—g5, smy=—§a;,
_ 0 . _ pdd
G==15¢7 M= v

Man sieht leicht, dab diese Ausdriicke mit (122), (124), (125)
identisch sind.
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Nach Minkowskil) werden wir noch auBer den Ruh-
potentialen die Rukfeldstirken einfithren.
Die elektrische Ruhkraft ist definiert durch

i

€, =tC +—(y,M, —2,M),
(139) €, =16, + (M, —z,M),

Dazu tritt der Ausdruck fir die elektrische Ruharbeit:
(139%) Ad=2zC, +yE, +2G,.
Ferner ist die magnetische Ruhkraft definiert durch
M, =1,M, — —(3,€, —2,C),
(140) _gj}y = ft 9'“_1/ - %(z‘t @z - 1‘1 C‘Ez)’
M, =, M, — (2,6, —y,E);
und die magnetische Ruharbeit:
(140%) B=z M, +y M, +z,],.
Setzt man hier die Ausdriicke (138) ein und bedenkt, da

r.=p, t1=-q’ y1=zt=0
zu setzen ist, so erhilt man:

ab | P\ =
6 -—1(5F +F) ®=0,
— 8 d —
(141) 5= o, =0,
€= 27, M, =0,
~ 8d | DY, =

Die magnetische Ruhkraft und Ruharbeit sind also, wie zu er-
warten, identisch Null. Die elektrische Ruhkraft und Ruharbeit
aber leiten sich allein aus dem Ruhpotential @ ab. Aus dem

1) H. Minkowski, 1. ¢. (Aom. p. 5, vgl. p. 82f%).
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Werte (119) von @ findet man die folgenden expliziten Aus-
driicke fiir die elektrischen Ruhkrifte:

= q _ R -2E-B] g

C.= = fff% 7 r2+4§&>’/« dgdndt,
2 Bu-7n
142) 06, =— & [[ [t R «Bdn dE,

¢ ——<¢fff% rstriz:u&\’/« dg dndi;

und die Ruharbeit 4 geht aus €, durch Vertanschung von ¢
mit —p hervor. Diese Ausdriicke gelten jedenfalls im Innern
des Elektrons selbst.
Vergleicht man die Ausdriicke (141) mit den Glei-
chungen (108), so erkennt man, daB sich die GroBen
g, €, G, 4

y z

aus den nur von §, 7, { abhingigen GroBen
D & 9d 0O
i e P Tl L
gerade so zusammensetzen wie x, y, 2, ¢t aus £, #, { und p, ¢
Daraus folgt, daB sich bei Lorentztransformation
—_ — — 1 —
@m @y, @,7 “;‘A
gerade so transformieren wie z, y, z, ¢, d. h. wie ein Raumzeit-
vektor erster Art.

Drittes Kapitel.
Die Dynamik des starren Elektrons bei der Hyperbelbewegung.
§ 11, Die resultierenden Krifte und die Bewegungsgleichungen.

Bekanntlich wird das Produkt der Ruhdichte in die im
vorigen Paragraphen definierte elektrische Ruhkraft als pondero-
motorische Kraft des Feldes bezeichnet und mit gewshnlichen
mechanischen Kriiften als fquivalent angesehen,

In der Abrahamschen Theorie des starren Elektrons
sowohl wie in der Lorentzschen des ,,deformierbaren* HKlek-
trons werden die Bewegungsgleichungen eines von gewohn-
licher Masse freien Klektrons dann in folgender Weise ge-
bildet: Durch Integration itber den in einem Moment ¢ vom
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Elektron erfiillten Raum werden die Resultierenden jener
ponderomotorischen Krifte sowobl des #uBeren wie des vom
Elektron selbst erzeugten Feldes gebildet (bzw. die resul-
tierenden Momente, wenn Rotationen mit beriicksichtigt werden),
und die Summe dieser Resultierenden wird gleich Null
gesetzt.

Dieses Verfahren entspricht natiirlich nicht dem von uns
eingeschlagenen Wege. Denn die so gebildeten Resultieren-
den hingen offenbar von dem gewihlten Bezugsysteme ab.
Wir werden suchen, solche Bewegungsgleichungen aufzustellen,
die gegen Lorentztransformationen invariant sind.

Die Form der vom Elektron selbst erzeugten Ruhkrifte
(141) und (142) und die Bemerkung auf p. 45 iiber ibr Ver-
halten bei Lorentztransformation aber legt es nahe, in welcher
Weise man die Resultierenden zu bilden hat, damit die Be-
wegungsgleichungen gegen Lorentztransformation invariant sind,
d. h. damit die Resultierenden selber sich wie Raumzeitvek-
toren erster Art transformieren. Wir werden als resultierende
Kraft eines Kraftfeldes dns Integral des Produktes von Ruh-
ladung wund Ruhkraft uber die Ruhgestalt des Elektrons, d. h.
nach & =, & bet festem p, verstehen.

Wie man in dem Falle, daB Rotationen zugelassen sind,
die resultierenden Momente zu definieren hat, darauf wollen
wir nicht eingehen.

Ferner werden wir die Bewegungsgleichungen eines starren
EBlekirons folgendermaBen aussprechen: Das starre Elektron
bewegt sich so, daf die Resultierende seines eigenen Feldes ent-
gegengesetzt gleich ist der Resultierenden des duferen Feldes.

Ehe wir fir die Hyperbelbewegung die Resultierende des
inneren Feldes wirklich ausrechnen, wollen wir eine Bemer-
kung iiber die Impuls- und Energiesitze machen.

Bekanntlich gelten infolge der elektromagnetischen Grund-
gleichungen die folgenden Identititen:

3X, , 8X X, 146,
% B

8
Y
dz T oy T8

(143) L L.
96, | €, , 96, , AW _ .-
dx T ay Tgs Tar =4
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Dabei sind
=3O -6~ 6Y + W - MM Y,
(144) rcs;osﬁsmzsmy,
X, =C, ¢ + M M,

und zweimal drei entsprechende GriBen die Komponenten der
Mazwellschen Spannungen, ferner ist

(145) S = c[EM]
der Strahlvektor und
(146) W =1(@E*+ My

die Energiedichte. Integriert man diese Gleichungen iiber einen
von einer geschlossenen Fliche begrenzten Raum, so gewinnt
man die Gleichungen

ffg@du—fffdf = [[[+8,av,

(147) i :

fff@ Adv—-ff@ a’f.dtff Wb,

wo dv die Integration iiber den Raum, df die iiber die Be-
grenzung andeutet, und wobei &, die Normalkomponente
von & und

T, = X, cos(nz) + X cos(n,y) + X, cos(n,2)

die Normalkomponente der z-Spannungen an der Begrenzung
ist. Diese Gleichungen besagen, daB die im alten Sinne ge-
hildete resultierende Kraft gleich der Abnahme der in einem

Volumen befindlichen elektromagnetischen BewegungsgroBe % &

vermehrt um die Gesamtspannung auf der Begrenzung des
Volumens ist, und daB die von den Kriften geleistete Arbeit
gleich der Abnahme der elektromagnetischen Gesamtenergie
vermehrt um die durch die Begrenzung tretende Strahlung ist.

Betrachten wir nun zuerst die Abrahamsche Theorie;
in dieser wird der Ather als ruhendes absolutes Bezugsystem
angenommen und das Elektron ist im alten Sinne starr. Hier
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hat die Bildung der Resultierenden durch Integration iiber
den Raum fiir festes ¢ ihre Berechtigung. Denn, wenn wir
uns auf den Fall geradliniger Translation beschrinken, so
haben zu einer Zeit ¢ alle Punkte des Klektrons dieselbe Ge-
schwindigkeit w; die einzelnen Punkte des Elektrons leisten
relativ zueinander keine Arbeit, die zwischen ihnen wirkenden
Krifte treten nicht in Erscheinung, und daher kann man die
Integrale der Kraftkomponenten und der Arbeit iiber das Vo-
lumen des Elektrons als resultierende Kraftkomponenten und
Gesamtarbeit ansehen. Dabei ist dann allerdings kein Rela-
tivitatsprinzip irgendwelcher Art erfiillt.

In der Lorentzschen Theorie wird das Elektron bei
quasistationirer Bewegung als deformierbar angesehen, und
zwar nach demselben Gesetze, nach dem ein im Sinne der hier
dargelegten Theorie starrer, gleichférmig bewegter Korper von
einem ruhenden Bezugsystem deformiert erscheint. Definiert
man hier die resultierenden Krifte usw. als die Integrale bei
festem ¢, so wird man ganz andere Werte bekommen, je nach
dem Bezugsystem, das man zugrunde legt; die Gleichungen (143)
sind allerdings invariant, d. h. behalten ihre Form, wenn man
die Koordinaten einer Lorentztransformation unterwirft, aber
nur, wenn man gleichzeitig die GroBen X ,...&,,... ¥ in ge-
wisser Weise transformiert. Dieser Umstand bewirkt das
scheinbare Auftreten einer Deformationsenergie und -Bewegungs-
groBe, worauf Planck und Abraham aufmerksam gemacht
habern, Demnach haben in der Kinematik des Relativitiits-
prinzips die durch Integration bei festem # gebildeten Werte
der resultierenden Kraft, der Arbeit, der Spannungen und
des Strahles keine unmittelbare Bedeutung. Aus der Nicht-
beachtung dieses Umstandes erkliren sich sofort die Wider-
spriiche in der Liorentzschen Theorie.

Wir kdnnen sagen, daB die Lokalisation der Energie und
des Impulses im Ather in der alten Weise dem Relativitits-
prinzipe nicht entspricht. Fiir die Aufstellung der Bewegungs-
gleichungen brauchen wir aber die Energie- und Impulssitze
in der erdrterten Form gar nicht. Vielmehr reicht die auf
p. 46 gegebene Definition vollkommen aus. Der Energiesatz
tritt dann zu den drei Bewegungsgleichungen als die von ihnen
abhiingige Aussage hinzu, daB die Summe der Arbeiten der
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Resultierenden des suBeren und des inneren Feldes stets gleich
Null ist.

§ 12. Die resultierenden inneren Krifte bei der Hyperbel-
bewegung.

Aus den Ausdriicken (141) oder (142) bilden wir jetzt die
Resultierenden der inneren Rubkrifte. Bezeichnen wir das
Raumelement d§dyds mit dw, so erhalten wir:

K= 0,6 do= L f()OCOdedﬁ,
, ) _
(148) | £, = [, 6, dv = — _ff 0Ba iy 2 £ 2 10 1P,
; 25 () _
]‘”_f" Cdo=-— _ff“)‘“rs(r+4§é)3/ dw d.

Die resultierende Arbeit K@ geht aus K ® durch Vertauschung
von ¢ mit —p hervor.

Zunichst betrachten wir das Integral K . Hier werden
wir statt der Koordinate £ die von dem Schnittpunkte der
Asymptoten der Hyperbelbewegung an rechnet, die Koordinate
von irgend einem Punkte a des Elektrons einfihren und
demnach

§ durch a &,
§ durch a4 &

ersetzen. Wir werden sogleich beweisen, daB das Elektron
einen Mittelpunkt haben muB. Wir wdklen daker diesen Mittel-
punkt als Bezugspunkt.

Dann haben wir unter dem Integral den Ausdruck

@+ & =20+ H(§ - &)
r°[r? + 4(a + &) (a + &P

zu untersuchen.

Nun ist nach Gleichung (82) der Betrag der Beschleuni-
gung des Mittelpunktes a gleich

(149) b=

@
Annalen der Physik. LV, Folge. 30. 4
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fithren wir das in obigen Ausdruck ein, so wird er die folgende
Funktion der Beschleunigung:

x _ @+ En[br -2+ EHE- Y
(1‘)0) f 78 7.2 b2 + 4(02+ §b) ((,2+Eb)ls/2 *

Bezeichnen wir diese als Funktion der beiden Punkte £(§, 7, ),
P& 7,8 mit f(PP), so laBt sich f in einen symmetrischen
und einen schiefsymmetrischen Teil zerlegen:

f(P7p) =f1(P7P)+f2(P7P)7
wo
£ = 1[f(2, P) + £(B, P] symmetrisch,

f, = Y (f(P, P) — f (P, P)] schiefsymmetrisch
ist. Nun ist klar, daB das Integral

[[eat,(, Pdwaa

identisch verschwindet.

Folglich konnen wir uns auf die Untersuchung von f,
beschrinken. Xs ergibt sich:

151) £, _ireﬂcz'i"f[))?"'(02+Eb)2]+2(§—§)(62+§1))(02+Eb)
( 17 2 (2Bt 4 (e + EB) (¢® + EO)]he :

Mithin wird das sechsfache Integral in K @ proportional mit &.
Fassen wir & mit dem Faktor ¢ nach (80) zu —&_ und, in-
dem wir die Arbeit K bilden, & mit p zu ¢®b, zusammen,
so konnen wir schreiben:

{ K9 =—pub,

(152)
K® = czybt.

Dabei ist die Ruhmasse y folgende, nur von dem Betrage b
der Beschleunigung des Mittelpunktes a abhingige Grife:

e
(153 lu ff rs 7.21) +4_(ci+ Eb)(c‘z + Eb)]s/ {1.2 [(62 + §b)2

(2 EOR + 2(E — B (e + §0)(e* + Eb) do da.




Theorie des starren Elektrons in der Kinematik usw. 51

Da & nur von der Anfangskoordinate a des Mittelpunktes ab-
hiingt, ist es bei jeder Hyperbelbewegung konstant. Also #st p
[ir jede Hyperbelbewegung eine nur von der Gestalt und Ladungs-
verteilung des Hlektrons abhingige Konstante.

Aus (i151) gewinnt man die Bewegungsgleichung der
z-Koordinate, indem man die Summe der inneren Kraft X @
und der #unBeren K @ gleich Null setzt; und ebenso ist
K® 4 K@ =0 der Ausdruck der Energiegleichung. Das gibt:

{ lu’b,c = Km‘a)’

(154) ul, =%KW.
Es ist nun noch zu zeigen, dafi man ein duferes Kraftfeld an-
geben kann, das imstande ist, eine Ilyperbelbewegqung aufrecht
zu erhalten. Das leistet eine in der z-Richtung wirkende elek-
trische Kraft E_, die von Ort und Zeit unabhingig ist. Dann
ist ndmlich die Ruhkraft nach (139)

Ex=tTE'm=—qE‘¢,
ebenso die Ruharbeit

4= .’(,'TE; =p.E'z,

und wenn % konstant ist, so liefert die Integration von ¢, &
und ¢, 4 nach §, 7, { einfach

K@®=—qekl,,
Ko = pe]?w.

x

Diese Kraft wird die Hyperbelbewegung mit der Beschleuni-
gung 4 aufrecht erhalten kdnnen, wenn man

(155) =X
wihlt.

Ist das #uBere Kraftfeld nur wenig variabel, so daB man
es im Innern des Elektrons als konstant ansehen kann, so
wird es eine Bewegung erzeugen, die von einer Hyperbel-
bewegung nur wenig abweicht. Wenn wir auch in diesem
‘ulle die Gleichungen (154) fiir giiltig ansehen, so vernach-
lissigen wir die Strablung,

Wir erhalten also fur wenig verinderliche, aber beliebig
grofle Beschleunigungen die folgenden Bewegungs- und Energie-

gleichungen:
4%
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0
Mw~= tTeEx,

(156) oot

ma
wobei = und ¢ sich auf den Mittelpunkt des KElektrons be-
ziehen. Diese Gleichungen sind invariant gegen Lorentztrans-
formation und haben ‘die Form der mechanischen Bewegungs-
gleichungen eines Massenpunkies.
Sieht man u als konstant an (was der nichste Paragraph
rechtfertigen wird), fithrt dann die ,,gewohnliche® Masse durch
die Relation

(157) m = y,f_‘_ = -—H—D
1 w*
¢?
ein und ersetzt die Ableitungen nach z durch Ableitungen

nach ¢ so erhilt man:
I 5 wx e'Ex’

1
=-Szx ek,
r T T

at
(158)
dm 1
‘a—t— == 'C—Q*EEI/ 7":1:'

Die erste dieser Gleichungen ist die Bewegungsgleichung in
einer den Newtonschen Gleichungen der alten Mechanik ana-
logen Form, die zweite die Energiegleichung. Die Grofe czm
entspricht also der kinetischen Energie der alten Mechanik.
Die Abhingigheit der Masse m von der Geschwindigheit wird
durch die Lorentzsche Formel (157) gegeben; wesentlicher als
diese, auch fiir gewdhnliche (nicht elektromagnetische) Masse
in der neuen Kinematik giiltige Relation ist die Abhingigkeit
der Ruhmasse y von dem Betrage 5 der Beschleunigung gemiB
der Formel (153). Diese Abhingigkeit wollen wir im folgenden
Paragraphen niher studieren.

Zuvor haben wir noch die y- und z-Komponente der
inneren Kraft zu betrachten.

Wenden wir auf X, dieselben Uberlegungen an, wie auf K9,
indem wir den Integranden in einen symmetrischen und einen
schiefsymmetrischen Teil spalten, so bekommen wir:

; (-MNE=HEE+bEHE+0 Y -
(159) K“_“‘b f*" % S ren@ o8 070
und ein analoger Ausdruck gilt fiir X9,
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Setzt man die Beschleunigung b als klein voraus, so wird:

(160) [Ky(i)]o —_ ff = (17—7/) (E §) dwdw.

7 et

Wir werden nun posiulieren, daf3 bei verschwindend hleiner Be-
schleunigung das Elektron keine seitlichen Krifte auf sich ausubt.
Wire das nimlich der Fall, so wiirden schon bei quasi-
stationdirer Translation Aublere seitliche Krifte erforderlich sein,
um die Bewegung aufrecht zu erhalten. Das widerspricht aber
der Beobachtung an Kathoden- und Becquerelstrahlen, die
gich ohne auBere seitliche Einwirkung von selbst geradlinig
bewegen.

Damit aber [£®]),=0 ist, muB die Ladungsverteilung
symmetrisch sein zu einer der Ebenen & =0 oder 7= 0. Ebenso
sieht man, daB sie auch symmetrisch zu einer der Ebenen
§=0 oder {=0 sein mub, damit [K ], = 0 ist.

Da ferner die Bewegungsrichtung eine willkiirliche Rich-
tung im Elektron ist, so muB die Liadung symmetrisch zu jeder
durch den Mittelpunkt gehenden Ebene verteilt sein, Mithin
ist sie in konzentrischen Schichten um den Mittelpunkt gelagert.

Aus der Beobachtungstatsache, dafi zur Aufrechterhaltung
der quasistationdren Translation keine duferen seitlichen Krifte
nitlg sind, folgt also, daf das Elektron einen Mittelpunkt hat,
um den die Ladung in honzentrischen Schichten verteilt ist.

Ist das aber der Fall, so ergibt sich ohne weiteres aus (159),
daB dann K@ fiir beliebige Werte von # verschwindet; und
dasselbe gilt fiir £©. Demnach haben wir das Resultat:

Das  Elektron wbt bei belieblg beschleunigten Hyperbel-
bewegungen keine seitlichen Krifte auf sich selbst aus.

Damit ist auch der noch fehlende Teil des Trigheits-
gesetzes elektrodynamisch abgeleitet, Mit derselben Niherung,
mit der die Gleichungen (156) und (158) fiir Bewegungen mit
geringen Beschleunigungsiinderungen gelten, kdnnen wir auch
dieses Resultat auf solche Bewegungen iibertragen.

Die Erkenntnis, daB man aus dem Verhalten der Elek-
tronen bei quasistationidrer Translation auf die Existenz eines
Mittelpunktes und die Ladungsverteilung in konzentrischen
Schichten schlieBen kann, ist ein weiterer Beitrag zur Be-
festigung der atomischen Vorstellung der Elektrizitit. Ich
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glaube nicht, daB irgend eine andere Theorie eine so enge
Verkniipfung der Atomistik mit den Prinzipien der Dynamik
gegeben hat,

§ 18. Die elektrodynamische Ruhmasse.

Zunichst wollen wir den Wert der Ruhmasse fiir quasi-
stationire Bewegungen, d. h. fiir verschwindend kleine Werte
von b, berechnen. Setzen wir in dem Ausdrucke (153) &= 0,
80 geht er ﬁbel in

= Snc {ffg“"dmdm +fj() nO(E o dmrlm

Das erste dieser beiden Integrale ist die elekérostatische Energie
des Llekirons

(161) dn U=f[5’°~f—°—dmdrﬁ.

Das zweite Integral 1aBt sich wegen der zentrischen Symmetrie
des Elektrons auch in den Formen

und

ff()()@og‘;;ijdmda‘)

darstellen, Addieren wir diese drei Ausdriicke, so erhalten wir
wieder 47 U, Das zweite Integral ist also gleich %—‘U, und

wir bekommen fiir die Rulmasse bei quasistationirer Bewegung:
2
(162) Mo ==

B
Ist das Elektron speziell eine homogen geladene Kugel vom
Radius 7, so ergibt sich:
1 2
(163) o= 5y ot
wo e die gesamte Ladung bedeutet.
Dieser Ausdruck stimmt mit dem von allen anderen
Theorien gegebenen Werte uberein.?)

1) Vgl z. B. M. Abraham, Theorie d. Elektrizitit 2. 2. Aufl. p. 179,
Formel (117¢). Dort ist cine andere Einheit zugrunde gelegt; unsere
Formel (163) geht in die Abrahamsche

4 @
Mo =75 Ro
iiber, wenn man ¢ durch /4 we ersetzt.
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Ist die Bewegung nicht mehr quasistationér, so hat man
den allgemeinen Ausdruck (153) fir u zu benutzen. Man
wird dann p nach Potenzen von & entwickeln:

(164) po=po+bpy + 0%, +

Wir beweisen nun, daB der Koeffizient u, von & gleich Null
ist. Man findet nimlich fiir ithn folgenden Ausdruck:

== s [ [ 008 E+D0+E=5) 4, g5,

Da nun die Ladung des Elektrons in konzentrischen Schichten

verteilt ist, so entspricht jedem Wertsystem &, 4, &; &, 7, £

ein anderes —§&, n, £; —§&, 7, £, fir das der Integrand den

entgegengesetzten Wert annimmt. Folglich ist p, = 0.
Ferner findet man:

l be = 32nc‘5fff()o() {37‘—|-2‘m+5°+6§§

] +(E—§) (3§°+3§2+1055}dwd5.

73

(165)

Dieser Wert ist auBerordentlich klein gegeniiber dem Werte
von g,; denn wihrend dieser fiir abnehmenden Radius £ des
Elektrons gegen unendlich konvergiert, konvergiert p, wie £
gegen Null. Ferner hat u, die sechste Potenz der Licht-
geschwindigkeit im Nenner. Wir konnen daher sagen:

In der Reihe fur die Ruhmasse

(166) =g+ 6y

ist der Koeffizient von p, gegen p, so auferordentlich klein, daf
bereits das in der Beschleunigung quadratische GQlied in keinem
Falle bet irgend einer Beobachtung merklich werden kann,

Demnach kann man dic Ruhmasse in allen praktischen Fillen
als Konstante ansehen. Ihr Wert ist durch den Ausdruck (162)
fiir u, gegeben.

Damit sind die Grundziige der Dynamik des geradlinig
bewegten KElektrons auf elektromagnetischer Basis gegeben.
Natiirlich erweitert sich der Giiitigkeitsbereich der Theorie
sofort durch die Uberlegung, daB sich den geradlinigen Be-
wegungen irgend eine gleichformige Translation in beliebiger
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Richtung superponieren lifit; denn das lauft ja nur auf den
Ubergang von einem Koordinatensystem zu einem anderen
mit Hilfe einer Lorentztransformation hinaus, wobei unsere
Bewegungsgleichungen invariant sind. Die Theorie wumfaft
daher die Ablenkung der Elektronen durch elekirische Felder, die
irgend eine Richtung zu ihrer Geschwindigheit hoben wund ortlich
und zeitlich nicht zu rapide wechseln. Dagegen gilt sie nicht
unmittelbar fur die magnetische Ablenkung; doch erkennt man
leicht, daB fiir quasistationire Bewegungen auch die magne-
tische Ablenkung von der Theorie wiedergegeben wird.

(Eingegangen 13. Juni 1909).



