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1. Uber die Ausbreitung
der Wellen in der drahtlosen Telegraphie;
von A. Sommerfeld.

§ 1. Einleitung und Ergebnisse.

Wihrend sich die weitaus groBite Mehrzahl der praktischen
und theoretischen Arbeiten iiber drahtlose Telegraphie mit den
Verhaltnissen beim Sender und Empfinger beschiftigt, hat die
Frage nach der Ausbreitung der Wellen zwischen Sender und
Empfinger, insbesondere nach der Rolle, welche die Erde
hierbei spielt, verhaltnismiBig wenig Beachtung gefunden. Mit
gutem Grunde: jene Verhiltnisse sind es allein, die der Ex-
perimentator kontrollieren kann. Dagegen mufl er den Mechanis-
mus der Ausbreitung als etwas Gegebenes hinnehmen.

Ein mehr formaler Grund mag hinzukommen: Wahrend
sich die Theorie des Senders und Empféngers verhéltnismaBig
einfach gestaltet und mit praktisch geniigender Ann#herung
(man denke an die gekoppeiten Systeme) durch totale Differential-
gleichungen beherrscht wird, fithrt uns die Frage nach der
Ausbreitung der Wellen unausbleiblich in das Gebiet der
partiellen Differentialgleichungen. und stellt uns vor nicht ganz
einfache Randwertaufgaben.

Zwei Auffassungen stehen sich hier gegeniiber, die —
wenigstens in allgemeinen Umrissen — durch den Gegensatz
»Raumwellen® und ,,Oberflichenwellen* gekennzeichnet werden.
Mit Raumwellen haben wir es in der Akustik und bei der
iiberwiegenden Mehrzahl der optischen Erscheinungen zu tun.
Ebenfalls zu den Raumwellen gehdren die Hertzschen Wellen
der Elektrodynamik. Das klassische Beispiel von Oberflachen-
wellen sind diejenigen der Hydrodynamik. In der Optik treten
bei der Totalreflexion im optisch diinneren Medium Ober-
flachenwellen auf, die namentlich von Voigt theoretisch und
experimentell untersucht worden sind. Ferner sind die elektro-
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dynamischen Drahtwellen typische Oberflichenwellen. Endlich
sei auf die KElastizititstheorie hingewiesen, wo sich in den
neueren seismischen Beobachtungen die Wellen vom Raum-
und Oberflachentyp deutlich voneinander sondern lassen.

Welchem Typus sind nun die Wellen der drahtlosen
Telegraphie zuzuzihlen? Sind sie den Hertzschen Wellen
in Luft zu vergleichen oder den elektrodynamischen Draht-
wellen?

Die erste Ansicht diirfte die vorherrschende sein. Sie
stiitzt sich in quantitativer Hinsicht auf eine Untersuchung
von M. Abraham?!), dem es gelang, aus einer schon von
Hertz angegebenen einfachsten Potentialfunktion II Gesetze
fir die Ausbreitung der elektrischen und magnetischen Kraft
und ihrer Abhingigkeit von Entfernung und Azimut zu ent-
entwickeln und damit zu einer ersten Klirung unseres Gebietes
wesentlich beizutragen.

Bei Hertz handelte es sich bekanntlich um die Aufgabe,
das Feld eines Erregers Hertzscher Schwingungen zu be-
schreiben. Denkt man die beiden Teile des Erregers, zwischen
denen der Funke iiberspringt, als punktformig, so ergibt sich
das Feld eines ,Dipols“. Setzt man nun mit Hertz:

ik R

H=8R7

wo R den Abstand vom Dipol, & eine Materialkonstante des
umgebenden Mediums (s. u.) bedeutet (im reinen Ather ist £/2x
die reziproke Wellenlinge der Hertzschen Schwingung), so
1aBt sich aus diesem II das elektromagnetische Feld durch
einen einfachen DifferentiationsprozeB ableiten. In Gedanken
ist bei I7 der Zeitfaktor e~ i%* (n = Frequenz der Schwingung)
und der Ubergang zum reellen Teil zu erginzen. Insbesondere
wird das elektrische Feld in der Nihe des Dipols gegeben durch
den Gradienten von 0I7/0z, wenn z die Achse des Erregers
ist, was eben der Differenzwirkung einer positiven und negativen
oszillierenden Ladung, d. h. einem Dipol entspricht.

Die Diagramme, die Hertz im AnschluB an jene Lisung
entwirft, zeigen nun, daB die elektrischen XKraftlinien zur

1) M. Abraham, Physikal. Zeitschr. 2. p. 329. 1901; Theorie der
Elektrizitit 2. § 34 und Enz. d. math. Wiss. V. Art. 18.
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Aquatorebene (z = 0) des Dipols senkrecht stehen. Hieranf
griindet sich die Abrahamsche Anwendung der Hertzschen
Losung in der drahtlosen Telegraphie unter der Annahme
einer wvollkommen leitenden Erde, auf der ja die elektrischen
Kraftlinien ebenfalls senkrecht endigen miiBten. Die Erdober-
fliche tritt also an die Stelle der Aquatorebene des Dipols.
Die Erde wiirde unter dieser Annahme keine andere Rolle
spielen, als daB sie den vom Sender ausgehenden Raumwellen
den Eintritt verwehrt.

Ubrigens tritt die Hertzsche Losung in der Optik schon
viel frither auf zur Charakterisierung einer einfachsten optischen
Punktquelle, von der sich kugelfsrmige Raumwellen ausbreiten.
Wir werden daber wegen spiterer Verallgemeinerungen und
im AnschluB an seinen analytischen Ausdruck I7 auch als
Funktion des leuchtenden Punktes bezeichnen.

Die umgekehrte Ansicht, da8 es sich bei der drahtlosen Tele-
graphie um ein Analogon zu den Drahtwellen handle und daB die
Erde die Wellenfortpflanzung wesentlich mitbestimmt, ist ver-
schiedentlich?} gediuBert worden. Kine quantitative Unterlage
erhielt sie darch die Dissertation von Uller? und durch neuere
Arbeiten von Zenneck.®) Uller untersucht eine bestimmte
Art ebener — in der Bezeichnung von Voigt ,,inhomogener
‘ebener — Wellen, welche auf die Grenze der beiden Medien
Erde und Luft mehr oder minder konzentriert sind. Zenneck
zieht unter Voraussetzung dieser Wellenform eine Reihe be-
merkenswerter Schliisse itber das Verhalten der elektrischen
Wellen bei verschiedener Bodenbeschaffenheit und fiber die
Wirkung der Empféinger und Sender fiir gerichtete Telegraphie.

Als Oberflichenwellen werden diese Wellen namentlich
durch den Wert von Fortpflanzung und Dampfung gekenn-
zeichnet. Sind s, u, o Dielektrizititskonstante, Permeabilitit

1) A. Blondel, C. R. du Congrés de Nantes 1898; E. Lecher,
Physik. Zeitschr. 8. p. 273. 1901.

2) K. Uller, Beitriige zur Theorie der elektromagnetischen Strah-
lung, Rostock 1903, E. Cohn hatte in seinem Lehrbuche denselben
Wellentyp bereits frither mit Riicksicht auf die Theorie der Drahtwellen
behandelt.

8) J. Zenneck, Anpn, d. Phys. 28. p. 846. 1907; sowie Physik.
Zeitschr. 9. p. 50 und 553. 1908.
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und Leitfahigkeit des ersten oder zweiten Mediums (Luft oder
Erde), so kommt es wesentlich auf die GroBe
_sunttipon
W= el
an, die wir fir Luft und Erde als % * und %,2 unterscheiden.
Aus beiden GréBen baut sich (wenn die Permeabilitit von Luft
und Erde gleich 1 gesetzt wird, ein Fall, auf den wir uns in
dieser Ubersicht durchweg beschrinken diirfen) diejenige kom-

plexe GroBe
_ ‘/ ke ky?
: Pk

auf, welche Fortpflanzung und Dampfung durch ihren reellen
und imaginiren Teil bestimmt. Dabei ist die Bezeichnung
als Oberflichenwelle nicht so aufzufassen, daf wie bei den
Wasserwellen oder den seismischen Stérungen der Sitz der
Wellen wesentlich das zweite Medium sei. Im Gegenteil findet
sich der Hauptteil der Energie im ersten Medium, Luft, ebenso
wie bei den Drahtwellen. Die Amplitude nimmt von der Erd-
oberfliche nach oben hin langsam, nach unten hin schnell ab
(Skineffekt),

Dieser interessante Wellentyp war aber bisher durchaus
hypothetisch. DaB er sich wirklich aus den vom Sender aus-
gehenden Wellen in groBerer Kntfernung vorzugsweise heraus-
bildet, dafiir fehlte sozusagen der Existenzbeweis.

Es ist eine Hauptaufgabe der vorliegenden Untersuchung diesen
Beweis zu liefern und die Frage: Raumwellen oder Oberflichen-
wellen? zu entscheiden.

Von vornherein ist zu betonen, daB die Antwort nicht
unbedingt und fiir alle Fille gleich sein wird, wie denn iiber-
haupt unsere vereinfachten Begriffe und Bezeichnungen meist
nur gewisse Grenzfille richtig treffen, ohne der Komplexitit
der Erscheinungen im allgemeinen gerecht zu werden. So
verliert die Bezeichnung des einfallenden und reflektierten
Lichtes bei allgemeineren optischen Problemen ihren prizisen
Sinn und geht in den Begriff des optischen Feldes der
Beugungserscheinungen auf. Ahnlich gibt es in unserem
Falle Uberginge zwischen Raum- und Oberflichenwellen und
wird eine scharfe Sonderung beider im aligemeinen unméglich.
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Immerhin treten genau die Uller-Zenneckschen Oberflichen-
wellen als ein wesentlicher und unter gewissen Umstiinden iiber-
wiegender Béstandteil des elektromagnetischen Feldes hervor,
begleitet von Raumwellen, welche unter gewissen anderen Um-
stinden ihrerseits itherwiegen.

Wir bhaben zundchst das mathematische Problem zu
skizzieren, welches die Grundlage unserer Diskussion bildet.
Es handelt sich gewissermaBen darum, den leuchtenden Punkt
der Hertzschen Losung in zwei Teile zu spalten, eine dem
Medium 1 und eine dem Medium 2 entsprechende Hilfte, und
beide Teile vermdge der Grenzbedingungen zwischen 1 und 2
aneinander anzupassen; oder anders ausgedriickt, das Hertz-
sche 71 durch ein Funktionenpaar IT,, IT, zu ersetzen, das
durch Differentialgleichungen und Grenzbedingungen bestimmt
wird und von dem an der Erregungsstelle R = 0 sich /7,
wie eine Hertzsche Losung in 1, JI, wie eine solche in 2
verhilt. Eine so weitgehende Vereinfachung der tatsichlichen
Verhilinisse ist natiirlich nur fiir solche Entfernungen zuléssig,
von denen aus die Antenne als Erregungspunkt erscheint, die
also groB gegen die Wellenlinge der Schwingung sind. Wie
sich das Feld in der unmittelbaren Umgebung des Senders
verhilt, kann und will unsere Theorie nicht beschreiben. Das
Problem ist durch die hier genannten und einige erginzende
Bedingungen sindeutig bestimmt und wird, die Trennungsfliche
als eben vorausgesetzt, in Strenge geldst durch die iibersicht-
liche Form je eines bestimmten Integrales fiir JZ, und II,,
welches aus einer Besselschen und einer Exponentialfunktion
gebildet ist, §§ 2 und 3. Der Diskussion dieser Losung ist
alles Folgende gewidmet. §8§ 4, 5 und 6 operiert in der kom-
plexen Ebene und zerlegt die strenge Ldsung durch Deformation
des Integrationsweges in drei Bestandteile, welche zum Teil
niherungsweise, zum Teil in Strenge ausgefiihrt werden. 88 7
und 8 sucht dasselbe Ziel durch Reihenentwickelung zu er-
reichen.

Bei dieser Diskussion tritt ein besonders wichtiges Element
unserer Theorie hervor, das wir die numerische Entfernung des
Aufpunktes vom Sender nennen. Es zeigt sich nimlich,.daB
GroBe und Charakter der iibertragenen Wirkung nicht so sehr
von der absoluten Entfernung r (diese etwa gemessen gedacht
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in Einheiten der Wellenliinge) abhéingt, als vielmehr von einer
reinen Zahl ¢ — eben unserer numerischen Entfernung —,
die sich aus r und den Materialkonstanten %, &, berechnet.
In dem Auftreten dieser GroBe haben wir eine Art Ahnlickkeits-
gesetz der drahtlosen Telegraphie zu sehen, welches sich aber
hier nicht direkt aus den Differentialgleichungen des Problems,
sondern erst aus ihren Integralen entnehmen laft, wie schon
daraus hervorgeht, daf es nicht in Strenge und allgemein,
sondern nur mit Anndherung in der Nihe der Erdoberfliche
gilt. Wir definieren:
4 LS _ L2 ]
@) o= [ Bkt ht by,
In dem besonderen Fall, wo %, reell (ungedéimpfte?) Schwin-
gungen in Luft) 4,2 rein imaginir (s» zu vernachliissigen gegen ¢)
und %% klein gegen |%,%| ist, kann man fir ¢ einfacher
schreiben:
k,® ko7

(b) 0= —(_—;@;2-’
Die numerische Entfernung ¢ wichst also mit der absoluten
Entfernung r, ist aber bei gleichem r iiber Seewasser (| £,%/%,?|
groB) viel kleiner als iiber Land- oder SiiBwasser.

Wir berichten zunichst kurz iiber den mathematischen
Gedankengang unserer Diskussion der allgemeinen Losung.

In der komplexen Ebene der Integrationsvariabeln — sie
heiBe 4 — gibt es einen ausgezeichneten Punkt, in dem der
Integrand einfach unendlich wird. Dieser ,,Pol* liegt genau
bei dem oben angegebenen Werte 4 =s. Das zugehdrige
,, Residuum*, welches den Wert des Integrales bei einem Um-
gang um diesen Pol angibt, liefert einen ersten Bestandteil P
unserer Lidsung und geht fiir groBe Werte von r genau in die
oben genannten Oberflichenwellen iber. Das Vorhandensein jenes
Poles und das Auftreten dieser Wellen ist an eine Ungleichung
zwischen den Materialkonstanten beider Medien gekniipft. Indem

1) Zeitlich gedimpfte Schwingungen entsprechen einem komplexen »
und daber auch einem komplexen k,, wobei aber auch bei den urspriing-
lichen Einfach-Antennen der imaginiire Teil von # und %, immer noch klein
ist gegen den reellen. Wegen der Schwierigkeit, die gedimpfte Schwin-
gungsform fiir alle Werte von ¢ als giiltig anzusetzen, vgl. z. B. meine
Arbeit iiber Drabtwellen Wied. Ann, 6%, p. 240. 1899,
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gezeigt wird, dal diese unter den Verhiltnissen der drahtlosen
Telegraphie stets erfiillt ist, wird der Existenzbeweis fir die
Oberflichenwellen erbracht. Zwei weitere Bestandteile @, und @,
unserer allgemeinen Lisung ergeben sich als Umginge um zwei
in der komplexen Ebene anzubringende ,,Verzweigungsschnitte
und haben den Charakter von Raumwellen des Mediums 1 oder 2,
da ihre Fortpflanzung in 1 oder 2 allein durch die Material-
konstanten dieses Mediums bestimmt wird. Der so gefundene
Ausdruck fiir die Raumwellen @, ist nur als erste Naherung bei
unendlich wachsendem r anzusehen. Die Reihenentwickelung
des § 6 fiugt demselben eine unendliche Serie weiterer Glieder
hinzu, deren jedes sich auffassen liBt als Wirkung einer an
der Krregungsstelle supponierten hoheren Singularitit, ent-
standen durch das Zusammenwirken von zwei oder mehreren
Dipolen. Diese Reihe schreitet nach negativen Potenzen der
numerischen Entfernung fort und ist nur brauchbar (semi-
konvergent) fiir grofe Werte dieser GroBe. Als Ergénzung
dazu gibt § 7 eine Reihenentwickelung, die nach positiven
Potenzen der numerischen Entfernung geordnet ist und welche
sich deuten 148t als Superposition der Wirkung eines einfachen
»leuchtenden Punktes”, einer an der Erregungsstelle endigenden
,,Jeuchtenden Linie“ von gleichmiBiger, von Dreiecks-, Parabel-
belegung usf. Diese Reihe ist, obschon fiir alle Werte von ¢
konvergent, doch nur fiir kleine numerische Entfernungen zweck-
maBig. (Die absolute Entfernung » wird aus oben genannten
Grinden natiirlich auch hier als groB vorausgesetzt.) Ins-
besondere dient diese Reihe dazu, den Abrahamschen Grenz-
fall des vollkommenen Leiters (| k,| = oo, ¢ = 0) in unsere Theorie
einzuordnen. Beide Reihen sind iibrigens nicht in demselben
Sinne streng, wie die urspriingliche Losung, sondern unter
goewissen praktisch berechtigten Vernachlissigungen abgeleitet;
fir die unmittelbare Nihe der Erdoberfliche lassen sich beide
in eine geschlosgsene Form summieren, welche fiir die nume-
rische Berechnung und graphische Darstellung sehr bequem ist.

Nach dieser allgemeinen Ubersicht heben wir einige prak-
tische Konsequenzen unserer Theorie hervor.

1. Die ZEindeutigheit unseres Problems bei vorgegebener
axial-symmetrischer Erregung 1iBt einen allgemeinen SchluB
auf den EinfluB zu, den die besondere Anordnung des Senders,
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seine mehr oder minder innige Erdung, seine Ausbildung als
einfaches oder gekoppeltes System usw. haben kann. In
unserer Losung bleibt unbestimmt nur die (bei Démpfung
komplexe) Frequenz n und eine allen unseren Formeln hinzu-
zufiigende multiplikative Konstante C, die die Intensitsit des
Vorganges miBt; ihrem Quadrat ist die anfzuwendende Energie
proportional. Nur diese beiden Konstanten » und C konnen
durch die Besonderheiten des Senders beeinfluBt werden,
wahrend der Ausbreitungsvorgang als solcher davon un-
abhiingig verlauft. Es ist bekannt, daB Frequenz und Dampfung
(also unsere Konstante n) durch Selbstinduktion, Kapazitat und
Widerstand der Stromkreise des Senders bestimmt werden.
Dasselbe gilt von dem Wirkungsgrad der im Sender auf-
gewendeten Energie (also unserer Konstanten C). Was die
Erdung betrifft, so fillt die Frage, wie sie KFrequenz und
Démpfung, Stromverteilung und Stromamplitude anf der An-
tenne beeinfluBt, auBerhalb des Rahmens unseres Problems.
Einen EinfluB auf die Form des Wellenvorganges, seine Ab-
nahme mit der Entfernung usw. dagegen miissen wir, eben
wegen der Kindeutigkeit unseres Problems, fiir ausgeschlossen
erkliren — entgegen frither vertretenen Ansichten, aber in
Ubereinstimmung mit der Erfahrung.!) Insbesondere kann die
Erdung nicht, wie man etwa denken kdnnte, die flichenhafte
Ausbreitung der elektrischen Storung auf Kosten der rium-
lichen Ausbreitung begiinstigen. Vielmehr ist das Verhiltnis
zwischen Oberflichen- und Raumwellenanteil von der Erdung
und iiberhaupt von der Anordnung des Senders unabhiingig.

Bei diesen Schlilssen ist allerdings nur die Rede von
solchen Antennen, deren Wirkung sich mit einem einfachen.
allseitig symmetrischen Dipol identifizieren 146t. Es sind dies
hochstwahrscheinlich alle heute gebrauchten symmetrischen
Antennen, deren Hohe stets sehr klein gegen die Wellenlinge
der Schwingung ist. Bei den fritheren Antennen, die gleich
ein Vierte]l Wellenlinge oder damit vergleichbar waren, bedingt
die Stromverteilung auf dem Sender Abweichungen von dem

1) Man vgl. J. Zenneck, Elektrische Schwingungen p. 810, Nr. 420,
wonach zwei vergleichbare Antennen, d. b. zwei Antennen von gleicher
Stromverteilung und Stromamplitude identisch wirken, gleichviel, ob sie
geerdet sind oder nicht.
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Verhalten des Dipols. Bei unsymmetrischer Anordnung des
Senders (vgl. unten unter Nr. 8) treten natiirlich ebenfalls
Abweichungen von der Symmetrie des Dipols auf (Langen-
abweichungen, wihrend wir die vorher genannten als Breiten-
abweichungen bezeichnen konnen, die Achse des Dipols als
Polarachse gedacht). Offenbar entspricht solchen Antennen
ein anderes Feld wie den Antennen mit Dipolsymmetrie, das
aber ebenso wie dieses von uns zu untersuchende Feld durch
die Symmetrieeigenschaften eindeutig und unabhingig von den
Besonderheiten der Anordmung bestimmt sein wird,

2. Die GroBe der numerischen Entfernung und damit zu-
gleich der Charakter der Wellen wird sehr wesentlich be-
stimmt durch die Bodenbeschaffenheit. Nimmt man beispiels-
weise die absolute Entfernung gleich !/, Erdquadrant (ent-
sprechend etwa der Marconischen transatlantischen Station)
und die Wellenlinge der Schwingung gleich 2 km (entsprechend
der deutschen Station Nauen), so ergibt sich nach gewissen
runden Daten von Zenneck (Niheres vgl. § 9)

fir Seewasser SiiBwasser Nasser Boden Trockener Boden

1
Q=—3—0'; Q=30, e=6,5, g=300.

Entsprechend der ganz wverschiedenen Grifenordnung dieser
Zahlen haben wir in diesen Fiillen auch eine durchaus ver-
schiedene Grofenordnung der telegraphischen Wirkung und
ein ganz verschiedenes Bild des Wellenvorganges zu erwarten.

3. Durch VergroBerung der Wellenliinge / (Verkleinerung
der Frequenz) wird der Wert von ¢ verkleinert, in dem Sonder-
falle der Formel (b) sogar quadratisch, weil sich £ wie 1//
und (— 7%,% ebenfalls wie 1// verhélt. Durch Verkleinerung
von ¢ nihern wir uns aber dem idealen Falle des voll-
kommenen Leiters (p = 0). Wir schliefen daraus, daB eine
Vergroferung der Wellenliinge fiir die Uberwindung grofer Ent-
fernungen giinstig sein wird, wie die Praxis lingst ergeben hat.
Ubrigens wiirde die fruher von Marconi angegebene Regel,
nach der man bei vertikaler Einfach-Antenne ihre Hohe und
damit die Wellenlinge mit der Quadratwurzel aus der zu
iiberwindenden Entfernung wachsen lassen soll, nach dem so-
eben Gesagten gerade der Forderung entsprechen, #rofz wachsen-
der absoluter Entfernung die numerische Entfernung festzuhalten.
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Dagegen bleibt die giinstige Wirkung der VergrdBerung der
Wellenlinge nach der Theorie des vollkommenen Leiters un-
verstindlich; hiernach wiirde vielmehr — bei vorgegebener
Spannung und Antenne — eine VergroBerung der Wellenlinge
das Feld in der Entfernung r ungiinstig beinflussen.

4. Auch die Frage nach dem Giltigkeitsbereich der Annahme
etnes vollkommen leitenden Erdbodens erweist sich im Grunde als
eine Frage nach der GriBe der numerischen Entfernung, indem
sich ja auch aus unserer Theorie fiir hinreichend kleine
numerische Entfernung der Abrahamsche Grenzfall des voll-
kommenen Leiters ergibt. Behalten wir von der Reihe des
§ 7 auBer jenem Grenzgliede noch das nichstfolgende Glied
als Korrektion bei, so lautet unsere Losung fiir das erste
Medium

eik,r

I = (1 - i/gm)

bei Beschrinkung auf die Erdoberfliche (2 = r) und einen fiir
die Abschitzung bequemen Sonderfall. lLassen wir 10 Proz.
Abweichung vom Grenzfall des vollkommenen Leiters zu, so
ist zu verlangen }on < 1/10. Hieraus ergibt sich (vgl. § 9)
bei Seewasser und /= 2km bzw. /= 1/3 km als diejenige
absolute Entfernung, in der die Annahme vollkommener Leit-
fahigkeit hinreichend genau ist,

r=240km bzw. 7r = 8km,

r

wiahrend die entsprechende Entfernung bei anderer Boeden-
beschaffenheit unterhalb einer Wellenlinge liegt und daher
iiberhaupt nicht in Betracht kommen wiirde. Die Annahme
vollkommener Leitfiligheit ist also nur bei Seewasser innerhalb
eines sehr engen Bereiches erlaubt.

5. Dem Charakter der Oberflichenwellen entspricht es,
daB der Bestandteil P unserer Lisung (s. 0.) nur wie 1/Vr mit
wachsendem r abnimmt (wenn man von der hinzukommenden
radialen Dampfung absieht). In der Tat wird bei fiichenhafter
Ausbreitung der Energie diese wie 1/r abnehmen, da durch
Kreise (oder zugehdrige Zylinder), die um den Erregungspunkt
mit verschiedenem Radius geschlagen sind, dieselbe Knergie
hindurchgeht. Daraus folgt aber, daB die Amplitude des
Feldes sich wie 1/} r verhilt. Andererseits wird bei rium-
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licher Energiestrahlung im einfachsten Falle diese wie 1/#2
die Amplitude des Feldes wie 1/r abnehmen, wie es u. a. die
Abrahamsche Behandlung des vollkommenen Leiters zeigt.
Bemerkt sei noch, daB unsere Raumwellen @ (5. 0.) mit wachsen-
dem r nicht wie 1/r, sondern wie 1/r? abnehmen. Den Grund
hierfir haben wir wohl darin zu sehen, daB unsere Raum-
wellen @ nur im Verein mit unseren Oberflichenwellen 7 auf-
treten konnen, denen sie fortgesetzt Energie nachzuliefern haben.

Offenbar ist die geringe Abnahme der Oberflichenwellen
mit 7 fir die Praxis der Zeicheniibertragung bedeutsam.
Nur ist zu beachten, daB die mit den Oberflichenwellen not-
wendig verkniipfte Absorption im zweiten Medium eine radiale
Ditmpfung bewirkt, welche exponentiell fortschreitet, und die
Oberflachenwellen schlieBlich stirker zu Null gehen 1aBt, als
selbst die Raumwellen. Diese radiale Démpfung, die schon
in den ebenen Wellen von Uller und Zenneck auftritt, hat
ihren Grund in der komplexen Beschaffenheit von s und kann
(in dem Sonderfalle |k,|<|4|) einfach gemessen werden
durch e-e.

6. Uber die relative Bedeutung des Raum- und Oberflichen-
wellen-Bestandteiles unserer Lisung orientiert Fig. 8 in § 9,
die sich auf die unmittelbare Nihe der Erdoberfliche und auf
den mehrfach genannten bequemen Speziallfall 2,2 rein imaginir
und |4,2| > k2 bezieht. Sie zeigt, daB fiir sehr kleine numerische
Entfernungen der Raumwellentypus #iberwiegt (entsprechend
Nr. 4), daB fiir wachsende ¢ der Oberfidchentypus vorherrscht
(entsprechend Nr. 5, erster Absatz), wihrend von einem ge-
wissen ¢ ab dieser wieder hinter jenen zuriicktritt (ent-
sprechend Nr. 5, zweiter Absatz). Bemerkt muB dabei werden,
daB die Trennung in Raum- und Oberflichenwellen, wie sie
diese Figur gibt (durch den reellen und imaginiren Teil der
oben erwihnten geschlossenen Form unserer Losung), nur bis
auf einen Zahlenfaktor 2 mit der durch die Betrachtung in
der komplexen Ebene gegebenen Trennung in P und @ iiber-
einstimmt. Jedenfalls aber tritt auch aus dieser Figur die
Bedeutung der Oberflichenwellen hervor.

7. Unsere Theorie setzt eine ebene Trennungsfliche voraus.
Es wiirde nicht schwer sein, die strenge Lisung auf den Fall
der gekrimmten Erdoberfliche zu erweitern; nur die Dis-
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kussion der so entstehenden Reihe nach Kugel- und Zylinder-
funktionen wiirde Weiterungen verursachen. Aber auch ohne
Kenntnis dieser Losung laBt sich wohl so viel sagen, daB
durch die BErdkrimmung die Verhiltnisse zu Gunsten der Ober-
fldchenwelle verschoben werden, da durch die Erdkrfimmung die
Raumwellen abgeschirmt werden, soweit sie dieselbe nicht durch
einen BeugungsprozeB iiberwinden, die Oberflichenwellen aber
nicht nennenswert behindert werden. KEs ist sehr wohl moglich,
daB das schlieBliche Uberwiegen der Raumwellen durch die
Erdkrimmung aufgehoben und diese nur mehr {fiir sehr
kleine numerische Entfernungen vor den Oberflichenwellen
vorherrschen. In den populiaren Schriften iiber drahtlose
Telegraphie (z. B. Poincaré) scheint iibrigens der KEinfluB
der Beugung als das die Erdkriimmung iiberwindende Moment
iberschitzt zu werden. Wenn dort auf die GréBle der Wellen-
lange hingewiesen wird, mit der die Stirke der Beugung zu-
pimmt, so ist andererseits daran zu erinnern, daB es immer
nur auf das Verhiltnis der Wellenlinge zum Krimmungs-
radius des zu #iberwindenden Hindernisses ankommt und daB
dieses Verhiltnis fiir die Wellen der drahtlosen Telegraphie
und die Erdkriimmung nicht giinstiger liegt wie fiir sichtbares
Licht und eine m#Big abgerundete Kante.

8. Auch die Moglichkeit der gerichteten Telegraphie im
Sinne Marconis (durch einen geknickten Sender) wird sich
durch eine Erweiterung unserer Theorie unschwer erkliren
lassen. Es ist nur notig, die symmetrische Erregung, die dem
skalaren Hertzschen Potential I7 = ¢i*8/ R entspricht, zu er-
setzen durch eine einseitige unsymmetrische, die durch ein
vektorielles Hertzsches Potential, einen ,Hertzschen Vektor#
in der Bezeichnung von Abraham, gegeben wird. Dem
Marconischen Sender mit vertikalem Schenkel a (positive
z-Richtung) und horizontalem Schenkel & (negative z-Richtung),
welcher eine bevorzugte Aussendung nach der positiven 2-Rich-
tung ergibt, wiirde z. B. der Hertzsche Vektor

8 eikR giklf
ﬂz:—aba—x—?——, n_z/=07 I:Iz=a 7

als primire Erregung entsprechen.
Den SchluB der Arbeit bildet ein Vergleich unserer
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Oberflichenwellen mit den elektrodynamischen Drahtwellen und
mit gewissen optischen Tatsachen. In ersterer Hinsicht ergibt
§10, daB unsere Oberflichenwellen aus denjenigen Formeln
entstehen, die ich filr die Theorie der Drahtwellen vor zehn
Jahren entwickelt habe, wenn man den Drahtradius oo setzt.
Ferner wird hier (nach energetischer Definition) eine Formel
fur den Widerstand der Krde pro Flidcheneinheit aufgestellt,
analog der Rayleighschen bei Drahtwellen, und fiir ihre
Kapazitit (,,dynamische Kapazitit, die wesentlich hoher ist
als die statisch gerechnete fiir die Flicheneinheit der Erd-
kugel) In dem optischen § 11 wird das Auftreten inkomogener
Wellen, wie sie von der Totalreflezion her bekannt sind, hervor-
gehoben sowohl als Bestandteil unserer allgemeinen Lbsung,
die sich als ein Biindel gewthnlicher, homogener, zusammen
mit einem Biindel totalreflektierter, inhomogener Wellen deuten
1aBt, wie auch bei unseren speziellen Wellentypen P und @.
Was insbesondere unsere Oberflichenwelle P in groBer Ent-
fernung vom Ursprung betrifft, wo sie als ebene und zwar als
ebene homogene Welle gelten kann, wenn hierbei der be-
quemeren Ausdrucksweise wegen von der Absorption in Erde
abgesehen wird, so erweist sich deren Struktur als unmittelbar
hestimmt durch das Brewstersche Gesetz: im ersten Medium
eine unter dem Polarisationswinkel einfallende, senkrecht zur Ein-
fallsebene polarisierte Welle, und daher kein reflektierter Strahl,
im zweiten Medium eine unter dem Komplement des Polarisations-
winkels gebrochene Welle, deren Strahlrichtung senkrecht zu dem
(nicht vorhanden) reflektierten Strahl liegt.

§ 2. Problemstellung.

Die beiden ‘Medien 1 (Luft) und 2 (Erde) stoBen in der
Ebene z =0 aneinander (Fig. 1) .

&, py, 0; sind Dielektrizitats-
konstante, Permeabilitit und
Leitfahigkeit fir Luft, &, p,, o,
fir Erde, so daB o, sehr klein, G, sz, O
o, relativ grof ist. Wir be- 3{ Ky, Xy
nutzen die Abkiirzungen Fig. 1.

Zz

1{51, My, O
k’/ r’f]/

1) W. Voigt, Kompendium der theoretischen Physik 2. § 18. p. 629.
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2.2 sunt+inyu o s ky®
1 = 3 ’ %] =
(1) ¢ Aul
A2 8 My % + T Yy 0y 9 h?
2 T 2 ’ Byt =
¢ o

¢ = Lichtgeschwindigkeit, » = Schwingungszahl in 2 Zeit-
einheiten, wobei wir den Zeitfaktor des (rein-periodisch und
harmonisch gedachten) Wellenvorganges in der Form

e—int

denken. Hiermit gleichberechtigt wire natiirlich der Ansatz
etint, bei dem in %32 k,% und allen folgenden Formeln das
Vorzeichen von { umzukehren wire. Der reelle Teil unserer
komplexen Ausdriicke, den wir ja schlieBlich meinen, wird er-
sichtlich durch das Vorzeichen von ¢ nicht beeinflubt, da er
gleich der halben Summe der beiden konjugierten Ausdriicke
ist. Beim Ausziechen der Wurzel soll das Vorzeichen so ge-
wihlt werden, daB %, 4, im ersten Quadranten der komplexen
Ebene liegen.

Die Erregungsstelle sei z = 0, » = 0, und unser Vorgang
axial symmetrisch um die z-Achse. Die magnetischen Kraft-
linien verlaufen tiberall als Kreise um, die elektrischen Kraft-
linjen in Ebenen durch diese Achse. Wie schon Hertz ge-
zeigt hat, lassen sich dann die Komponenten von € und
durch eine einzige charakteristische Funktion 77, die ,,Hertz-
sche Funktion®, ausdriicken.!) Wegen 9, =0, div) =0

setzen wir:
RV _ a9, = oIl
dx dy 0dzdy’
¢ .1l 81l
(2) @m=‘a—y“a @y=——a;'

Die Maxwellsche Gleichung ¢€ + 6 & = c.rot 9 (in Heavi-
sideschen KEinheiten geschrieben) liefert dann

1) Das von Abraham als ,Hertzscher Vektor“ eingefiihrte
Funktionstripel 8 (Theorie der Elektrizitit 2. 2. Aufl. p. 276) wiirden wir
erst bei der Behandlung der gerichteten Telegraphie (vgl. Einleitung unter
Nr. 8) notig haben, Der Hertzsche Vektor wird bei unserer Symmetrie
iiberall der x-Achse parallel und reduziert sich auf unsere Hertzsche
Funktion, Ubrigens entspricht unser I7 nicht genau dem Abrahamschen 3,
sondern der Ableitung 8 8/c¢d¢ = ¢k 8.
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—ine+a@_ o* Il G = tm 1 911
¢ ¢ Jaxdx’ * ¢ x dwdx
inetog | S o _in 1 @N
g P) v Bydx’' ¥ ¢ # dyodx
©) Sineteg o (P 20
e ‘ 0 x? dy? )’
G = —in _1_(6211 6211)
L # \ 0’ oyt |’

Die Resultierende von §, und §, steht senkrecht auf der
r-Richtung und hat die GréBe

(2a) =5,

die Resultierende von €, und € hat die Richtung von r und
die GroBe

(3a) G = tm 1 o

Die andere Maxwellsche Gleichung p$ = — ¢ rot & verlangt
endlich, daf IT die Differentialgleichung befriedigt:

@) AT+ kI =0.

In den Gleichungen (2), (3), (4) sind 17, # und » mit den

Indizes 1 und 2 zu versehen, je nachdem z > 0 oder z < 0.
In der Grenzebene z = 0 gelten die Bedingungen 9, = 9,,

€,,=G,,. Sie sind erfiillt, wenn wir lings dieser ganzen

Ebene verlangen:

&) g, 10K _1on

1 27 o 8z o %

Bekanntlich lautet diejenige Lidsung von (4), welche einer
punktfsrmigen Energiequelle entspricht:
ik R

©) =27, R=rin

Sie liefert, mit dem Zeitfaktor e~ i»¢ multipliziert, Wellen, die
mit wachsendem # nach auBen eilen, Kine Quelle dieser Art
werden wir an der Krregungsstelle, und zwar im Luftraum
sowohl wie in Erde, als schematische Darstellung der Funken-
strecke, Antenne und Erdleitung zugrunde legen.
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Unser Problem formuliert sich nun mathematisch folgender-
maBen: Es wird ein Funktionenpaar I7,, II, fiir z > 0 bzw.
z < 0 gesucht, welches den Bedingungen geniigt:
AT, + k20, =0 ... 2>0),
All, + k21, =0 ... 2<0,

. 1 e, 1 481, _
(II) 17—1'—1727 ;‘—zba;*-— ”22 R Z—O,
TII 1 oz2>0, r=00 und z =4 00,
(Hh |, =0...2<0, r=00 ud z=-—00,

ik R
fﬂl — eR fiir z==0 | endlich und stetig mitsamt
av) l

den ersten Ableitungen
2 =0 | eingschl. der Stelle R =0.

ik B
R
DaB wir die Art des Unendlichwerdens fiir £ = 0 in beiden
Medien durch die Funktion ei*w2Z/R und zwar beidemal mit
dem gleichen Faktor (der in (IV) gleich 1 gewshlt wurde) fest-
legen, ist keine Willkiir. In der Tat wird diese Gleichheit
durch die Grenzbedingungen (IIT) verlangt, welche bis in die
unmittelbare Nihe von R = 0 ihre Giiltigkeit behalten miissen.
Willkiirlich bleibt nur die GroBe dieses gemeinsamen Faktors,
welcher die GrioBe des Energieaufwandes im Sender miBit und
gleich ist dem Produkt aus der Frequenz, der Hohe der
Antenne, ihrer Kapazitit und der angelegten Spannung.

Nach den Greenschen Methoden liBt sich zeigen, daB
durch die Bedingungen (I) bis (IV) das Funktionenpaar I7,, IT,
eindeutig bestimmt ist. Da der Beweisgang wegen der kom-
plexen Beschaffenheit der I7 von dem iiblichen etwas abweicht
und ein praktisches Interesse fiir die Wirkung der Erdung
(vgl. Einleitung unter Nr. 1) beanspruchen darf, mége er an-
gedeutet werden.

Es seien IT,, I, und II,', II, zwei als verschieden voraus-
gesetzte Losungen. Die konjugierten Lésungen, die durch
Vertauschung von + i mit — ¢ entstehen, heiBen 77, usw.
Ferner seien u,, u, die Differenzen II, — II, II, — II,’ und
@, @, die Differenzen der konjugierten Ldsungen.
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Wir gehen aus von der Greenschen Gleichung:

dudv , dudv L Budw 8w
f”A”dS+f(amam+5“ya_§+axax)dS [”ﬁd”'
Bei ihrer Anwendung auf den Halbraum 1 sei » = «
Wegen (I) wird die linke Seite:

fu @ dS—|—f LI .)dS,_,

wo also beide Raumintegrale reell sind, das erste aber mit
einem im allgemeinen komplexen Faktor versehen ist.

Die rechte Seite zerfillt in drei Teile: ein Oberflichen-
integral iiber eine unendlich kleine Halbkugel (Radius g),
welche den singuliren Punkt B =0 von 1 ausschlieBt, ein
Oberflichenintegral iher eine wunendlich groBe Halbkugel
(Radius P), welche 1 nach auBen begrenzt, ein Integral iiber
den zwischen beiden Halbkugeln enthaltenen Teil der Grenz-
fliche z = 0.

Der erste Teil verschwindet wie ¢% Nach (IV) ist nam-
lich nicht nur die Differenz zwischen jeder unserer Losungen
und der primiren Erregung, sondern auch ihre gegenseitige
Differenz » und deren in beliebiger Richtung genommener
Differentialquotient fiir B = 0 endlich.

Der zweite Teil verschwindet ebenfalls. Bei komplexem 4
reicht damlich die Forderung (III) aus, um ein exponentielles
Verschwinden im Unendlichen zu sichern, so daB auch das
Produkt solcher ExponentialgroBen in die Oberfliche der un-
endlich groBien Kugel verschwindet. (Bei reellem % miiite man
(III) in bekannter Weise dahin erginzen, daB I7 und also
auch u, @ von héherer Ordnung als 1/P verschwinden.)

Es bleibt also nur der dritte Teil des Oberflichenintegrals
iibrig und die Greensche Gleichung reduziert sich auf:

—lefuldldé’-{—f g:‘ ‘;Z‘-f- dS—f éi‘t

Bei entsprechender Bedeutung von u, und @, erglbt sich fiir
den Halbraum 2:

- i du, 0% . 5
—kzzfuzuzdS +f(a; o5 +...)dS=fuz 7% gs.
0

z =

1 U=

Annalen der Physik. IV, Folge. 28. 45
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Wir multiplizieren die erste Gleichung mit 1/%2 die
zweite mit 1/%,? und addieren. Dabei verschwindet die Summe
der rechten Seiten wegen (II) — man beachte, daf in der
ersten Zeile 0/0n =— 0/02, in der zweiten 0/0n =+ 0/0 =
ist — und es folgt:

ey fululdS—{—pbzfuzazdS
_ 1 Gu, 0w v, 1 Ou, 0y )
_ilgf(am P +...)d15 i,*f(ax P +...>d§.

Hier ist die linke Seite reell, die rechte komplex wegen
der komplexen Beschaffenheit von .2 %,%, wobei der imaginire
Teil in beiden Termen das gleiche Vorzeichen hat. Da er
verschwinden mubB, so verschwinden die Integrale der rechten
Seite einzeln. Man schlieBt daraus unmittelbar auf I, = IT,
I, = I11,'.

Auch wenn eines der beiden Medien ein reelles %2 besitzt,
wiirde der Schluf nicht hinfillig werden. Haben aber beide
Medien reelles %%, so ist unsere Behauptung selbst nicht mehr
richtig, weil sich dann unserer Losung Eigenschwingungen des
ganzen Raumes iiberlagern kdnnen, die die Eindeutigkeit des
Problems aufheben.

§ 3. Allgemeine Lidsung des Problems.

Wir schicken zwei Bemerkungen voran:

1. Kine Lésung der Differentialgleichung (4) mit einem
willkiirlichen Parameter A lautet:

Q) CJI(r)VF=¥s,

J bedeutet die iiberall endliche Besselsche Funktion vom
Index 0. Diese Losung reduziert sich, was fiir die Erfiillung
der Grenzbedingungen wichtig ist, fiir 2 = 0 auf die von der
Materialkonstanten % des Mediums unabhingige GriéBe CJ.
Damit sie fir z > 0 bzw. z < 0 und fir alle positiven Werte
von A endlich bleibt, ist das Vorzeichen von V2% — 2 so zu
wihlen, daB stets }/A2— A%z einen negativen reellen Teil habe.
Um dies deutlicher zum Ausdruck zu bringen, schreiben wir
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statt (7), indem wir die willkiirliche Konstante C als eine
willkiirliche Funktion von A auffassen:

q {/'l(l)J(lr)e—V"'""i” ce.2>0,
(®) fo WTAr) et VE=R: . 2<0,
mit der Festsetzung, daB beidemal das Vorzeichen der Wurzel
so gewdhlt werde, dafy ihr reeller Teil positiv sei,

2. Unsere spezielle Funktion (6) i4Bt sich als eine Summe
von Lissungen der Form (8) auffassen. KEs ist namlich:

oo

PRLES rdi VAT,
B = VWJ(M)" N
0
@) w
gite® 1da , T,
— = F_/@ZJ(xr)wV e, z2<0.

0
Zum Beweise bemerken wir, daB fiir eine beliebige Funktion
von 7 (0 < r < o0) die Besselsche Integraldarstellung?) gilt:

Fir) = f Ldh f odo F(o)J(ho)T(Ar).
0 0

Dieselbe folgt unmittelbar aus der Fourierschen Integral-
darstellung fiir eine Funktion #(z, y), wenn die darzustellende
Funktion nur von » = VEZ_——k_y_z abhingt.?)

Setzen wir F(r) = ei*r/r, d. h. gleich demjenigen Wert,
auf den sich (6) fir z = 0 reduziert, so folgt:

eikr

= [1da [dgetre (g Tn).
0 0

Die Integration nach ¢ liBt sich ausfithren und liefert?)

fdge“‘@J(lQ) =
0

*1 —
Vie =i’

1) Vgl. z B. Nielsen, Handbuch der Zylinderfunktionen, § 140.

2) Vgl z. B. meine Digs.: Die willkiirlichen Funktioner in der mathe-
matischen Physik, Kap. IT, Konigsberg 1892,

3) Vgl. Nielsen, 1. c¢. § 74, Gl (1) bis {4). Sehr viel einfacher ge-
winnt man die fragliche Formel bei komplexem %, wenn man fiir J seine
Integraldarstellung benutzt und die Integration in der komplexen Ebene
ausfiihrt.

45*
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also o0
. etk rdi

(10 el RV

0
Will man diese Funktion von r gemaB der Differentialgleichung
A+ k2T =0 fiir z > 0 bzw. z < 0 fortsetzen, so hat man
nur rechterhand unter dem Integralzeichen den Faktor
e¥VP-¥: hinzuzufigen., Dabei muB linkerhand die Funktion
ei*E[R entstehen. Man bestittigt dies leicht fiir » = 0 durch
direkte Ausfihrung der Integration. Nimmt man noch % = %,
bzw. %,, so ergeben sich die zu beweisenden Gleichungen (9).

Indem wir zu dem Problem vom Ende des vorigen Para-
graphen zuriickkehren, setzen wir 17, II, aus einer ,priméren*
und ,,sekundiiren Krregung* zusammen. FErstere entspricht
der alleinigen Wirkung der Quelle und wird dargestellt durch
das erste Glied auf der rechten Seite der folgenden Ausdriicke,
letztere rithrt her von der Wirkung der Erdoberfliche, ihrer
Ladung und der damit zusammenhéngenden Brechung der
Kraftlinien usw., und wird gegeben durch das zweite Giied:

tk,
IH—~ +ff1 ~VE=%2 ) d),

T(hr).

(11)
1k2
lﬂ_ ffz J(hrye+ VE=RE s 4 dJ,.

Die primire Erregung ist in der Form (6) angesetzt, und
zwar beidemal mit der gleichen Amplitude, wie es der Grenz-
bedingung I7, = II, fir r = 0, z = O entspricht; die sekundire
Krregung haben wir in der Form (8) gewihlt.

Jetzt lassen sich die Grenzbedingungen (5) durch Wahl
von f,, f, befriedigen. Mit Riicksicht auf (9) schreiben wir
die Bedingung II, = IT, folgendermafen:

[=-]

1 1
Of AdAJ (R r){ s~ k;;}

=]

- _f,ww(xr){f,(l) — 1)}

(124a)
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Was die Grenzbedingung OII, [%,20z = 01I,/%,20z betrifft,
so diirfen wir hier die primiire Erregung nicht durch die
Formeln (9) darstellen, weil diese, unter dem Integralzeichen
nach z differentiiert, fiir z =0 divergieren wiirden. Aus
Symmetriegriinden oder durch Ausrechnung folgt aber direkt, daB
8 e*E s
iy 0 fir z=0.
Deshalb fillt aus unserer zweiten Grenzbedingung die primire
Erregung heraus, und dieselbe lautet einfach:

(12b) 0 = —fww(m {%‘lym— R %ﬁlw— e
0

Die Gleichungen (12a) und (12b) sind befriedigt, wenn wir
machen:

YRV

N — 1) = S
fl() fz() mvls_k2z
LOypr=72+ L yr=iz -0,

d, h.

. "12 Vlz_klz_'l/ls_kgz
e Sy S
L= i 2 e

2 V'Ig — ky? ”12]/}'2 — k? o a? 1/72“:—1"1—2

Durch Eintragen dieser Werte in (11) ist unsere allgemeine
Liosung vollig bestimmt. Man kann nur noch eine gemeinsame
multiplikative Konstante zu II,, II, hinzufiigen, durch die die
Stéirke der Erregung in der Quelle dargestellt wird.

Man iiberzeugt sich nachtriglich leicht, daf auch unsere
Stetigkeits- und Endlichkeitsbedingungen erfiillt sind. In der
Tat bleibt unsere sekundire Erregung (die Differenz von I7
und der primiren Erregung) auch fiir z =0, r = 0 endlich,
da dieselbe z. B. im Medium 1 gegeben ist durch

(13)

[~
(U _ 3“‘13) [ x*idd ViR k2 — Vit — kg
1 R Jr=o0 ]/;_z_kla ulzl/l?—kgs“l‘“g,l/l_g——klé

0

d. h. durch ein unbedingt konvergentes Integral (der Integrand
verschwindet fir A =co wie 1/A%). Ahnliches gilt fiir den
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Gradienten der sekundiren Erregung im Punkte Z=0, d. h.
fir den nach einer beliebigen Richtung des Mediums 1 ge-
nommenen Differentialquotienten, in dem wir allerdings nicht
mehr wie soeben unter dem Integralzeichen r = z = 0 setzen
diirfen, ohne die Konvergenz des Integrals zu zerstoren.

Sei ¢ der Winkel zwischen jener Richtung und der
z-Achse, so wird fiir einen beliebigen Punkt (r, 2), den wir

nachtriglich in der gleichen Richtung & nach (0,0) wandern
lassen 8 P
grad, = cosﬁ—— + sin &—,

also mit der Abkiirzung ¢ (1) = VA2 — A, %f, (A)

pihR

grad (Hl— R*) = cos&fldl«p(l)J(lr)e—sz

+sm&fv““ ()T (hr) e VERes

Das erste Integral geht mit der Substitution ir = u wegen
z[r = ctgJ iber in:

oC

uduy)d (u) e~ Ve-iircgs
0

_ 1 _ 2 Vu‘z k27"’—]/u2—k,2r2 )
wenn '(p(u)—-(p(r)—- #? VP k71 4 #y? Yul — k2o
Lassen wir » zu Null abnehmen, so bleibt das Integral nach u
konvergent, weil der Exponent von ¢ den auch fiir =0 und
alle Werte von & < n/2 negativen Wert —uctgd hat. Da-
gegen wird der Faktor 1/r? vor dem Integral co. Wir zeigen
indessen, dal er sich forthebt. Zu dem Zwecke teilen wir
die Integration in zwei Teile, von 0 bis ¢ und von ¢ bis oo,
wo &¢=%r und k groBer als |4,| und |&,| sei. In dem Integral
von ¢ bis oo konnen wir p(z) entwickeln:

=,,2“(“%"(%L)2+---) -1 —%(’“;’)Z...)

(0,2 + s+ ..
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Dieser Teil bleibt also mit r? dividiert endlich fir r=0. In
dem anderen Teile von 0 bis ¢ konnen wir das Produkt von
vy, J und der Exponentialfunktion durch seinen maximalen
absoluten Wert M ersetzen. Dieser Teil wird also nach
Division mit 2 kleiner als

M M2
7fudu=—2 »
0

und bleibt daher ebenfalls endlich. Dieselbe Uberlegung iiber-
triigt sich auf den anderen Teil des Gradienten im Medium 1
sowie auf das Medium 2. KEs bleibt also auch der Gradient
der Differenz zwischen 17, 17, und unserer priméiren Erregung
im Punkte B =0 und somit iiberall endlich.

Wahrend sich fiir die Untersuchung der Stelle Z=0 die
Darstellung (11) als sehr geeignet erweist, wird bei der Be-
trachtung groBer Entfernungen eine andere Form der Losung
geeigneter, in der die primire und sekundire Erregung nicht
mehr getrennt erscheinen. Wir stellen also die primire Kr-
regung durch das Integral (9) dar und ziehen sie in (11) unter
dem Integralzeichen nach A mit der sekundéren zusammen.
Eine leichte Rechnung liefert so die mit (11) vollig identische
Form:

o0

1171=fﬁ2_]‘;_’iJ(xr)e—Vl*—kxﬂzzdx,
0

(=)

2=f———~“";"22»e](lr)e+v”——’*f'ldl

(14)

1I
0
mit der Abkiirzung
(15) N=2 AT — k2 + 2,2 Y22 — k2.
Zwei Spezialfille mdgen sogleich erwihnt werden:

1. k, = k, = k, einheitliches homogenes Medium. In diesem
Falle wird
N 1
N VE—p
und nach (14) und (9):
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wiihrend (11) und (13) noch direkter zeigen, daB die sekundire
Erregung verschwindet.

2. k, = o0, unendlich hohe Leitfihigkeit oder unendlich grofe
Dielektrizitiitskonstante im Medium 2. Wiederum wird einfach:

0?4+ ou® 1
Ny T
und nach (14) und (9)
ik R

d. h. gleich der speziellen Funktion des Hertzschen Dipols,
die Abraham (vgl. Einleitung) der Diskussion dieses Grenz-
falles zugrunde legt. Der Ausdruck von II, wird gleichzeitig

Adi TR,
T, = fV).i._/n Anet VAR o,

Unsere Losung erscheint hiernach als direkte Verall-
gemeinerung bekannter Sonderfille.

§ 4. Vorbereitung zur Diskussion der Ldsung.

Schwieriger als die Aufstellung der allgemeinen Formeln
erweist sich hier wie so hiufig ihre spezielle Diskussion.

Da wir %, als komplex vor-
aussetzen miissen und da wir
der Allgemeinheit und Kinfach-
heit wegen das Gleiche von %,
annahmen, so wird es ndtig, den
reellen Integrationsweg (0 <4< w)
in die komplexe i-Ebene iiber-
zufithren. Auf der reellen Achse
verbalt sich der Integrand in den
Gleichungen (14) durchweg regulir
und uncharakteristisch. Die cha-

Fig. 2. rakteristischen Stellen desselben,

die allein zu einer naturgemiBen

Berechnung der Ausdriicke (14) dienen kénnen, liegen im Kom-
plexen. Ks gibt deren drei:

die Stellen A =4, und i=k%,,
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welche Verzweigungspunkte der zu integrierenden Funktion

sind, und
eine Stelle 4 = s,

in der der Nenner N verschwindet.

Die Verzweigungspunkte 2 =4, und A=, verbinden wir
durch geeignete Verzweigungsschnitte mit dem Unendlichen.
Hierbei wird unsere Festsetzung vom Anfange des vorigen
Paragraphen maBgebend, wonach der reelle Teil von

Vi2 — &2 und Vi? — &2

positiv sein soll. Damit unsere Integrale fiir jeden Wert von
z >0 bzw. z < 0 einen Sinn haben, ist dieselbe auf die kom-
plexe Ebene auszudehnen. Als Grenze, die vom Integrations-
weg nicht #iberschritten werden darf (,Verzweigungsschnitt«),
hat daher diejenige Linie zu gelten, in der /A% — %2 rein
imaginir wird. Diese Linie verlauft asymptotisch nach dem
Unendlichen der imaginiren Achse, wo ja J/A? — k% = 4 rein
imagindr ist, und beginnt bei A = % unter einem Winkel, der
in Fig. 2 konstruiert ist. Setzen wir voriibergehend fiir die
Umgebung von A=4:

A—h=(= [C;e"‘l’, h= l/(‘ei“,

so wird
i(w+a)

V=B = V2RL = V2R °

Auf dem Verzweigungsschnitt in der Nachbarschaft von A =#%
mub also (w4 «)/2 ==n/2, ¥ =mn—« sein, wie in Fig. 2 an-
gedeutet. Die Verzweigungsschnitte sind, entsprechend ihren
beiden ,,Ufern%, als Doppellinien eingetragen. Die weiteren
Verzweigungspunkte A=—%, A=—4#,, die im dritten Qua-
dranten der i-Ebene liegen, werden fiir uns keine Rolle spielen,
da wir nur im ersten und vierten Quadranten operieren.

Was die Verschwindungsstelle 4 =s von N betrifft, so ist
zunéichst zu wuntersuchen, ob sie in dem durch die Ver-
zweigungsschnitte begrenzten Teile der A-Ebene oder in den
anderen ,,Blittern® derselben liegt. Zunichst folgt aus ¥=0
nach (15):

(17) § = l/ks nt — kl oy
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oder, wenn wir spezieller p, =, =p, %,>=*k>2(u, #,2="%>2/u
voraussetzen:

ArX
{174a) sﬁl/kl Al

Die Frage ist, ob dieser Wert von s bei der durch unsere
Festsetzung bedingten Wahl der Wurzelzeichen der Gleichung

oder aber der Gleichung
st — Iyt #?
(18b) TAEL

geniigt. Im ersten Falle verschwindet & in dem fiir uns zu-
ganglicuen Teil der i-Ebene, im zweiten Fall in den unzu-
gianglichen Bliattern. Dabei wird es erlaubt und bequem sein,
von dem etwas spezielleren Werte (17a) auszugehen; das
Resultat iibertragt sich unmittelbar auf
den allgemeineren Fall (17).

Aus (17a) folgt

R e
(17¢) { N
2

Fig. 3.

Im AnschluB an Fig. 8, in der die komplexe Zahl % 2 als
Vektor O 4 und %,% als Vektor 4 B, also %, 2+ £,2 als Vektor OB
aufgetragen ist, sei ¢,, ¢,, @ der kael der zu k2 k&°
k% + k,? gehort. Dann wird nach (17 c)

(19a) VoF — kP =+ ik* L Tre-F)
(19D) T k= iLAkMI Gre-9).

2 + k 2‘
Ist, wie wir annehmen diirfen, ¢, < @,, so wird (vgl. Fig. 3)
¢ < @, und um so mehr ¢, — /2 > 0, also

2

14 P g
PRI N

Damit der reelle Teil positiv ausfallt, muB zunichst in (19b)
das untere Vorzeichen — gewshlt werden. Was (19a) betrifft,
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so folgt aus ¢, < p, (vgl. Fig. 8) ebenso ¢ > ¢,; wir machen
aber die weitergehende Annahme

(20) ¢ > 2
dann ist jedenfalls
i ®

ki -
E‘)
damit also der reelle Teil von (19a) positiv ausfillt, haben
wir hier das obere Vorzeichen - zu wihlen. Durch Division
von (19b) und (19a) erweist sich also bei dieser Vorzeichen-
wahl die Gleichung (18a) als erfilllt; der Punkt A=s liegt im
zuganglichen Gebiet, Die hierzu erforderliche Bedingung (20)
ist bei den Verhaltnissen Luft—Erde stets erfiillt. Hier ist
wegen der iberwiegenden Leitfihigkeit des Erdreichs sicher
¢, > @, und daher anch (vgl. Fig. 8) ¢ > ¢,. Wie wir sehen
werden, treten, wenn s im zuginglichen Gebiet liegt, elektro-
dynamische Oberflichenwellen auf. Die Bedingung fur ihre
Miglichkeit ist also ebenfalls durch (20) gegeben. Um diese
Bedingung durch die Materialkonstanten und Schwingungszahl
auszudriicken, folgern wir aus (20)
tge >tg2¢,

und hieraus zusammen mit der Gleichung (1) bei reellem n:

Yy 0y + Us 0y 28 0y n®
(20a) {y &+ U 8 ant — 0
Im Falle eines vollkommenen Nichtleiters o, =0 ist (20a)
natiirlich stets erfiillt, wenn nicht gleichzeitig ¢, =0. Ist auch
o, =0, so riickt unser Pol auf den Verzweigungsschnitt, tritt
also ins unzugingliche Gebiet iiber. Im unzuginglichen Gebiet
liegt er z. B, wenn ¢, =0,, p, = p,, & > 8, ist.

In Fig. 2 tragen wir nun entsprechend der Annahme, daB
(20) erfiillt ist, den Punkt A =s, der einen Pol des Inte-
granden bedeutet, im zuginglichen Gebiete ein. Kr riickt
(vgl. (17)) um so néher an den Verzweigungspunkt £, heran,
je groBer x, gegen x ist.

Wie bereits bemerkt, beabsichtigen wir den Integrations-
weg von der reellen Achse ins Komplexe iberzufiihren. Hier-
bei wiirde die Funktion J stérend sein, da sie sowohl fir
positiv-imaginire wie fiir negativ-imaginire unendlich groBe
Werte des Argumentes unendlich anwichst. Wir spalten
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daher J in die beiden sogenannten Hankelschen Funktionen?)
H, H,:
(21) T = (Hy (r) + Hy (A7),

die fiir die meisten physikalischen Anwendungen die wichtigsten
Losungen der Besselschen Differentialgleichung sind. H,
bzw. H, stellen nach dem Unendlichen divergierende oder
aus dem Unendlichen konvergierende fortschreitende Zylinder-
wellen, J dagegen stehende Zylinderwellen dar. Fiir grofie
Werte des Arguments rechts von der imaginiren Achse gelten
die bekannten asymptotischen Formeln:?)

z)=‘/ge"(m—%),

(22)
2 -1 (x -
H, (x) = l/ —e /.
H, (z) verschwindet also im Unendlichen des ersten Quadranten

der komplexen Kbene, H,(z) im Unendlichen des vierten

Quadranten.
Schreiben wir jetzt statt (14) wegen (21):

I, = f"' 4 g e VR 044,

2+ ~VE=REe
+f" g (e VYRR 40,

so werden wir den Integrationsweg im ersten Integral nach
dem ersten, im zweiten nach dem vierten Quadranten hin ver-
legen. Im ersten Quadranten darf aber der Integrationsweg
nicht tiber die Verzweigungschnitte und den Pol 4 = s hiniiber-
gezogen werden. Im vierten Quadranten fehlen solche Hinder-

1) Bezeichnung von Nielsenl. c. Ignatowsky, Ann. d. Phys. 18.
p. 495. 1905 und Seitz, Ann. d. Phys. 21. p. 1013. 1906 bezeichnen sie
mit . In meiner Arbeit iiber Drahtwellen (Wied. Ann. 67. p. 237,
1899) kommt H, im AnschluB an Heines K(® + 07) als Besselsche
Funktion K vor.

2) Nielsen, L c. § 58.
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nisse. Daher 1aBt sich das zweite Integral direkt iiberfithren
in ein Integral lings der negativen imagindren Achse

(>

R =f~..——"l”2tv"2“ Hy(irye V=% 40,

2
0

Das erste Integral zerlegt sich in vier Bestandteile, die wir mit
r I Ql ’ Qz 3 “Rl

bezeichnen: P sei der Umgang um den Pol A = s, im ent-
gegengesetzten Sinne des Uhrzeigers erstreckt, wie aus Fig. 2
ersichtlich. @,, @, sind die an den Verzweigungsschnitten
hingen gebliebenen, an deren beiderseitigen Ufern entlang
zu fithrenden Teile des Integrals. Endlich ist Z, das Integral
lings der positiven imagindren Achse

+i00

Rl=f—“%%2—ﬂl(xr)e““""ﬁ”m.
0

AuBer diesen vier Bestandteilen wiirden bei der kontinuier-
lichen Deformation des reellen Integrationsweges noch die
beiden Zufiihrungswege aus dem Unendlichen nach unserem
Pol und gewisse unendlich ferne Wegstiicke auftreten. Die
ersteren heben sich aber bekanntlich gegenseitig auf, die
letzteren geben keinen Beitrag, weil eben H, () im Un-
endlichen des ersten (vierten) Quadranten verschwindet. SchlieB-
lich aber heben sich auch noch R, und R, gegeneinander auf
infolge der Beziehung?

Hy(ze~i") =~ H (z).
Setzen wir hierin z = Ar, multiplizieren beiderseits mit

R M
N ¢ AdA

und integrieren auf der positiv imaginiren A-Achse von A=0
bis 4= 4 f00, so entsteht rechts — R;; machen wir dann
noch links die Substitution ie—i7 = 1, so durchliuft die nun-

1) Nielsen, L c¢. § 5 Gleichung (7).



694 A. Sommerfeld.

mehrige Integration in A’ die negativ imaginire Achse und
es entsteht links 4 2,. Somit gilt in der Tat:

R + R, =0.

Wir haben also schlieBlich nur drei charakteristische Be-
standteile, aus denen sich /Z, und ganz analog 71, zusammen-
setzt:

(23) L) =P+e+a.

Mit Riicksicht auf § 8 sei hier noch folgende Bemerkung
eingeschaltet. Gehen wir nicht von dem Ausdrucke (14)
fir I7,, sondern von der Integraldarstellung (9) fur die ein-
fache primire Erregung ei*Z/R aus und wenden auf diese
dasselbe Verfahren an, so haben wir als einzigen Ver-
zweigungsschnitt den zu A = k, gehorigen zu beriicksichtigen.
Der Nenner }/ 4% — %% im Ausdruck (9) verschwindet an keiner
anderen Stelle als im Verzweigungspunkte selbst. Auch die
beiden iiber die positive bzw. negative imaginire Achse mit /7,
bzw. H, gebildeten Integrale (entsprechend den vorstehenden
Termen R,, R,) heben sich gegenseitig auf und es bleibt
allein das dem vorstehenden Terme @, entsprechende Integral
itbrig. Wir haben daher

ik
(233) et E id)

_ 1 VETE
B %) yaoga thlkne :

das Integral als Schleife, um den zu 4 =% gehorigen Ver-
zweigungsschnitt gefithrt.

8§ 5. Die Oberflichenwellen P.

Am interessantesten und zugleich am leichtesten aus-
zuwerten ist der Bestandteil 2. Wir haben, wenn das Integral
einen Umgang um den Pol 4 = s bedeutet,

ey ~ p=xiim [dy

- ).2‘—-“1—22
3 g L{Ar)e ViE—k ,

also nach der Residuenregel:

iy ou? Ve TEz s L—s
P:?nz‘_gL.slil(sr)e ¢ hm( & )

A=s
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Der letzte Faktor ist nichts anderes als das Residuum von 1/A
und gleich 1/(d N/d2). Nun folgt aus (15) fir A = s:

dN n%s %% 8

dar Vsz_kez + Vsﬁ_klz

und aus (17):

— —_ T2 — o By, 4
(25) Vsz_kz 1/(/@ fi}q’fg , VSZ_’%Z:‘/@TI{I)TI ,

L

also mit Riicksicht auf die Vorzeichenbestimmung in den
Gleichungen (18) und (19):

Ay _ [nd  w?) o fmi—nt
dr an x,? bt =y

(263) P=mCH (sn)e-Vi-w: (= "% [ACUAS

2 _ g2 PR
%2 — %y rt — ot

Der entsprechende Wert fiir das Medium 2 entsteht hieraus,
wie der Vergleich der beiden Formeln (14) zeigt, wenn wir in
der Exponentialfunktion %, mit %, und + mit — vertauschen,
némlich

(26b) P=nCH, (sr)e+ V=

Die Ausdriicke (26) kennzeichnen sich von selbst als Ober-
flichenwellen: Die Fortpflanzung (Phasengeschwindigkeit in
radialer Richtung und radiale Dimpfung) bestimmt sich durch
den Wert von s, also durch die Materialkonstanten beider
Medien; die Welle ist mehr oder minder konzentriert auf die
Umgebung der Oberflache, indem ihre Intensitit normal zur
Oberfliche abnimmt und zwar bei grofem %, infolge der
Gleichung (25) langsam nach oben, schnell nach unten hin;
die Amplitude nimmt, von der radialen Dimpfung abgesehen,
mit wachsendem r nur sehr langsam, nimlich (vgl. (22)) wie
1/yr ab.

Auf letzteren Umstand haben wir besonderes Gewicht zu
legen; er ist ebensosehr maBgebend fiir die Praxis der Uber-
tragung von Signalen, wie kennzeichnend fiir die Natur der
Oberflichenwellen (vgl. Einleitung unter Nr. 5).

Ihrer Ableitung nach sind die Formeln (26) strenge giltig
fir jedes r; trotzdem werden sie fiir kleines r ungeeignet, da
sie fiir r =0, 2= 0 ein Unendlichwerden liefern, das nicht
in der Natur der Sache liegt. Dieses kommt nur durch die
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Zerlegung des Gesamtvorganges nach (23) zustande und muf
durch ein entgegengesetztes Unendlichwerden der Bestandteile @
aufgehoben werden. Wir werden uns deshalb im folgenden auf
den Fall: r grof oder, besser gesagt, r# eine groPe Zahl
beschrianken, (rk, bedeutet das 2 m-fache der Anzahl Wellen-
lingen, um die der Aufpunkt von der Vertikalen durch die
Quelle entfernt ist.) Es kommt hinzu, daB wegen der weit-
gehenden Schematisierung des Erregungsvorganges in unserem
Ansatz die Formeln iitherhaupt nur in groBer Kntfernung von
der Quelle die Verhiltnisse richtig wiederzugeben beanspruchen
konnen, wihrend im Bereiche einiger Wellenlingen die be-
sondere Anordnung des Sendersystems von erheblichem Einflub
sein kann,
Bei grofem r folgt aus (26) wegen (22)

_iﬂ 2 isr 2 2
P=Ce * ]/;%e“”‘%‘kl'.. .z>0,
(26¢) bzw.

in —
P = Ce—T‘/i—:ei”ﬂLV"z‘kf‘ ooz,

Wir bilden die zugehdrigen Feldstiirken nach (2a), (8) und (3a),
wobei wir konsequenterweise nur die niedrigsten Potenzen
von r beizubehalten haben. KEs ergibt sich, zusammenfassend
fir 2=0 geschrieben:

i
% i 06’171/an eisr—T—V&“—kzz,

r

. i —_—
. wn S <2 132 s . Vil
- T T e 321/ 278 ez Velw
€. = Py Ce ]/s k 1/ eisTF Vs z,

r

ix ——
¢ = n CETS 2nseisr$]/s2—k2z.
¢ x? r

z

SchlieBlich mdgen wir noch in dem groBen Abstande r
von der Quelle ein rechtwinkeliges Koordinatensystem einfiihren:
die x-Achse in der Richtung der wachsenden r, die z-Achse
parallel der fritheren z-Achse, wobei die Richtung von § in
die y-Achse fallt. Dann wird mit der Abkiirzung
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in P —
a=Cet /275
r
— geiszFVi—E
S;’y —— ae”“‘V* z,

in _kzezsz+]/s"’ k% z

(27) ¢, =

EC =

%

Dies sind genaun diejenigen Formeln, welche Uller und
Zenneck (vgl. Einleitung) der Behandlung der drahtlosen
Telegraphie zugrunde gelegt haben. Wegen der numerischen
Diskussion dieser Formeln kann auf die Arbeit von Zenneck
verwiesen werden. Zur allgemeinen
Orientiernng sei nur hinzugefiigt, daB
die elektrischen Kraftlinien in Luft im
Sinne der Fortpflanzungsrichtung voran-
eilen (vgl. die schematische Fig. 4), in
Erde nachschleppen, und daB der Winkel,
den die Kraftlinien in Luft mit der Nor- Fig. 4.
malen zur Erdoberfliche bilden, um so
groBer wird, je schlechter ihre Leitfahigkeit ist (bei Seewasser
unmerklich klein, bei trockenem Krdboden etwa 309).
SchlieBlich haben wir noch auf einen Punkt hinzuweisen:
die Abhingigkeit unseres Faktors C (Gleichung (26a)) von der
Materialkonstante £,. Mit wachsendem £, (also z. B. mit zu-
nehmender Leitfihigkeit des Bodens) nahert sich C dem Werte

2
#,% ey

(28) = 3

Unsere Oberflachenwellen, so scheint es, treten also bei guter
Leitfihigkeit an Bedeutung mehr und mehr zuriick. Auf die
Berichtigung dieser Folgerung kommen wir in § 8 ausfiibrlich
zuriick.
§ 6. Die Raumwellen Q.
Der Bestandteil @, der Hertzschen Funktion im ersten
Medium ist bestimmt durch:

(29) = WA (RO )= VPR,

wenn das Integral im Sinne der Fig. 2 iiber die beiden Ufer
des Verzweigungsschnittes (i co, %) genommen wird. Auf
Annalen der Physik. IV. Folge. 28. 46
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diesem ist ]/l’ k% =iz, d. h. rein imagindr, und zwar + it
auf dem einen, —i7 auf dem anderen Ufer. Indem wir =
alle reellen Werte von —co bis 0 und von O bis + oo bei-
legen, durchlaufen wir das eine und sodann, wie es sein soll,

im entgegengesetaten Sinne das andere Ufer. Fir @, konnen
wir schreiben

T=+o00
+ o e~ iTe
30 = Adr H (2 =
60) @ f ) e
wobei noch wegen A?—4 2= —2 ersetzt werden kann A di durch

—7dr. Man erkennt hieraus, daB es sich um die Integration
einer durchweg stetigen Funktion handelt. Deshalb konnen
wir eine partielle Integration ausfithren.
Nach der Besselschen Differentialgleichung, deren Lisung
H(z) ist, gilt:
d dH

Ir Y ae =4

also unbestimmt ausgefithrt

T

dH
fo(x)dz=-—-x dx(x)

und
f}](lr)ldl =— '),

Da H’, der nach dem Argument genommene Differentialgquotient,
fir die Grenzen 7 = 4 700, d. h. 4 = {00 verschwindet, so
fallt bei der partiellen Integration das vom Integralzeichen
freie Glied fort und es folgt aus (30):

T=+4 00

Ql — x1’2‘+;9¢22 f& dlﬂl'(lr)—d— e~ *7* drt

dt %251+ a1 — kg di’

T = — OC

Hier setzen wir fiir dv/dA den aus Adi=—7rdz folgenden
Wert —A4/z und fiir 4, indem wir wie auf p. 696 zu groien
Werten von r iibergehen, den ans (22) folgenden asymptotischen

Ausdruck
H'(lr)=l/ LI S

A
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ein; z soll dabei eine méBige GroBe und jedenfalls klein gegen r
gein. Dann wird:

t+oo
! r]/2~rr dz PREE B V—12+/§1”—7022
T=— 00

Jetzt wird der Integrand fiir v =0 unendlich wie 1/z, d. i. in
der Variabeln 4 fir 2 =% wie ¢/YA2—2?
Nun besteht der allgemeine Satz?), daB

i 00

Lim f () z_f_ £ ) f
(32) ’=°°U .
=f(o>‘/% e,

falls £ () auf dem ganzen Integrationswege endlich und stetig
ist und falls man sich, wie es durch das Limeszeichen an-
gedeutet wird, auf die niedrigste Potenz in r beschrinkt. In
diesem Falle trigt nimlich nur die Stelle £=0 merklich zum
Werte des Integrales bei, so daB man f(#) durch f(o) ersetzen
kann. Fihrt man dann z=¢r als neune Integrationsvariable
ein, so tritt der Faktor 1/}r vor das Integralzeichen. Das
Integral nach z 1aBt sich, wie in (82) angegeben, direkt aus-
fiihren. Um diesen Satz auf (81) anzuwenden, setzen wir:
t:__/'L__k eilrzeiklreitr’
o) = i1Vi d e iv?

Vitk, @t %)1/‘[-,-%21/—1' + by ? — lrf,

floy =tk (L ]
V2 (9% it 4tV =+ kg — kst Jo=0

_ g % .

= W(zﬁ(k#—kﬁ) + WEE/?)’
auf dem einen Ufer des Verzweigungsschnittes lduft ¢ von 0
bis {00, auf dem anderen Ufer von oo bis 0; letzteres liefert
wegen des umgekehrten Vorzeichens von }¢ denselben Wert
wie ersteres.

1) Vgl. z. B. E. Heine, Handb. d. Kugelfunktionen 1. p. 62, 4. Satz.
46*
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Daraufhin ergibt sich aus (32):

(83a)

xy? %
Cl=_lk ( +M )(”14(1912_/%2) +x12 /clz—-k,_z)

Es ist leicht zu sehen, welche Ab#nderungen hierin vor-
zunehmen sind, wenn wir von dem Bestandteile @, im ersten
Medium zu demjenigen im zweiten Medium iibergehen wollen.
Wir haben in (29) zu ersetzen:

— V22—~ k?z durch 4+ VAZ—- ky?z
also in (30):

—itz durch V-4 k2—k’z,
ebenso in (31). Die Definition von f(t) wird daher jetzt:

g ALVE d V=P ke
1= Vitk 2T «, zt+u2]/-z +lc1 ——L,
ky #?  VEE e

f(()) =V: u4(1012 kl)
Daher wird fiir das Medlum 2:
Q] = <1 g1k17'+Vk1 —katr
72

u22
't (ki — k%) )

Die Werte des anderen Bestandteiles ¢, im ersten und
zweiten Medium lassen sich leicht aus den vorstehenden ab-
nehmen. Krsetzen wir %, durch %, und +z durch —z, so
geht das Integral iiber den Verzweigungsschnitt (ico, &) in
dasjenige iber den Verzweigungsschnitt (ico, %,) und daher
auch der Wert von @, im ersten in denjenigen von @, im
zweiten Medium, und umgekehrt itber. Wir erhalten daher
durch die genannte Vertauschung aus (33b) als Wert von @, in 1:

Q, = G gikar — Vig—® 2
2 o
#?

G==—ihn*+5%) gy

(83h)
G =—ih (2 + 2,7

(84 a)

und aus (33a) als Wert von @, in 2:

iRy 7
[Qz"rgezv

2
O = — ik, (x> nz( 5 - e )
]. ) 2 ( 1 Ty ) gt (hg? = Ky 3) #,? 'l/].tg2 — ke )

(34b)
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Betrachten wir nun die Ausdriicke (33) und (34) unter den im
vorigen Paragraphen aufgestellten Gesichtspunkten.

Wir erkennen in (83a) gewisse dem Medium 1 charakte-
ristische Raumwellen. Die Fortpflanzung dieser Wellen (Phasen-
geschwindigkeit und eventuelle Dampfung) héngt nimlich nur
von der Materialkonstante %, ab. Im Medium 2 (33b) haben
wir wegen der Wechselwirkung beider Medien an der Grenz-
flache notwendig dieselbe radiale Fortpflanzung, gegeben durch
den Faktor ei%r. Dazu kommt aber, wegen der im Medium 2
herrschenden Differentialgleichung, eine Fortpflanzung und
Dampfung in normaler Richtung, gegeben durch den Faktor

erlz—kzz z .

Ebenso erkennen wir in (34b) gewisse dem Medium 2
charakteristische Raumwellen, welche durch die Material-
konstante %, bedingt werden, und in (34a) diejenige Wellen-
form, wie sie, den Verhaltnissen des Mediums 1 angepaBt, in
diesem koexistieren kann.

Beide Arten Raumwellen nehmen mit wachsendem r sehr
schnell ab, nimlich (von der radialen Dampfung abgesehen)
wie 1/r2 Sie werden daher in grofer Entfernung von der Quelle
gegen die Oberflichemwellen im allgemeinen zuricktreten. Aller-
dings miissen wir bei der Bezeichnung ,,Raumwellen* hervor-
heben, daB es sich nicht um den gewdhnlichen Typus von
Kugelwellen handelt. Weder der Faktor 1/r? in (38) und (34)
(iber dessen Bedeutung man die Kinleitung unter Nr. 5 ver-
gleiche) noch das Vorkommen der Koordinate z in C, und ¢’
entspricht dem gewohnlichen Wellenvorgange im homogenen
Medium; vielmehr handelt es sich hier um einen durch den
Zusammenhang beider Medien und durch seine Koexistenz mit
den Oberflichenwellen abgeiinderten Typus.

Unsere Ausdriicke sind ihrer Ableitung nach N#herungs-
formeln und gelten natiirlich nur in groBem Abstand von der
z-Achse, wie schon durch ihr scheinbares Unendlichwerden
fir » =0 dargetan wird (vgl. hierzu eine Bemerkung von p. 695
iiber ein #hnliches Vorkommnis bei P). Unter Einfithrung
des im vorigen Paragraphen genannten rechtwinkligen Koordi.
natensystems wollen wir auch hier die Feldstirken § , €,, €,
bei derjenigen ebenen Welle angeben, in die z. B. unsere
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Raumwelle @, fir einen hinreichend entfernten Beobachter
itbergeht. Nehmen wir die in (2a), (8a) und (3) vorgesehenen
Differentiationen an den Ausdriicken (38a) und (33b) vor,
unter Beschrinkung auf die niedrigste Potenz von r, ziihlen
den Faktor 1/r? zur Amplitude hinzu und schreiben schlieB-
lich im Exponenten x statt r, so ergibt sich fiir das Medium 1:

Sjy = (@a+b2)ethz,

n 2
(35a) €, = Sabe?,
Qz = Zn:?(a_}_bz)e"kl“’

und fiir das Medium 2:

1 % — It
'by = aetk,z+1/k, k' z’

__in ik oz + Vig—ktz
(85D) €, =uabe ,
nk P
@z= 12aeik1:l:+V, 22;
C %,

mit den Abkiirzungen:

= £1_2_ %% (1" + 1,%) b — _E #® + %’
Tt ”14('1‘712"1"22), o xl“‘l/m.

Ersichtlich erfiillt das vorstehende System in Strenge die
Maxwellschen Differentialgleichungen und Oberflichenbedin-
gungen (€, und 9, beiderseits gleich) und kann daher als ein
neuer Typus ebener Wellen ein gewisses Interesse beanspruchen.
Zur Veranschaulichung des Verlaufs der Kraftlinien in der
Niahe der Trennungsfliche kann auch jetzt Fig, 4 dienen.

SchlieBlich betrachten wir auch hier die Abhingigkeit
unserer Konstanten C, welche die Intensitiit der Raumwellen
bestimmen, von der Materialkonstanten %, in der Grenze fiir
unendlich wachsendes %, und x, Hs wird

. Ry wt cug? ke
= (= — 1 % M 2
Cl 1 t k22 xt F‘22 ]Cls o,
2 k.2
C = ’—_—* 1 il = 2 Mo 1 = .
2 02 ' kg #y® TN 0

Hiernach scheint es, als ob unsere Raumwellen @, gegeniiber
den Oberflaichenwellen P, deren Amplitude (vgl. den SchluB
des vorigen Paragraphen) mit wachsendem %, abnimmt, an
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Bedeutung zunehmen. Die folgenden beiden Paragraphen
werden diese Folgerung zwar im groien und ganzen bestitigen,
zugleich aber auch den Giiltigkeitsbereich der bisherigen
Formeln umgrenzen, derart, daB es zu einem Unendlichwerden
der Amplitude der Raumwellen unter keinen Umstinden
kommen kann.

§ 7. Reihenentwickelung fiir die Raumwelle (), bei groBer
numerischer Entfernung.

Wir wollen die im vorigen Paragraphen gegebene Dar-
stellung von @, durch eine Reihenentwickelung ergiinzen, deren
erstes Glied jene Darstellung ist. Als Kriterinm fiir die
Giltigkeit der fritheren sowie der neuen Darstellung wird sich
ergeben, daB eine aus den Materialeigenschaften und der Ent-
fernung zusammengesetzte Zahl, die wir (vgl. Einleitung) die
numerische Entfernung nennen, groB sein muB.

Unserer Entwickelung legen wir zuniichst die Voraus-
setzungen zugrunde: 1. %, und um so mehr % R groB, d.h.
» bzw. R ein groBes Vielfaches der Wellenlinge. 2. |£,| groB
gegen |k |, was bei allen Bodenarten mehr oder minder gut
zutrifft. Aus dem vorigen Paragraphen entnehmen wir, daB
dann die Raumwellen @, neben €, vernachlissigt werden
konnen wegen des Faktors ei*:7, der eine starke radiale
Daémpfung mit sich bringt, da &, r = (%,/%,)%, r erst recht eine
groBe Zahl ist. Wir werden uns also nur mit @, beschiftigen.

Nach Gleichung (29) haben wir

12+ 22 — ngldl
Ql=%flil(/lr)e Vit 2oh,

wenn das Integral auf einer Schleife um den Verzweigungs-
schnitt % oo erstreckt wird, die den Pol A=s ausschlieBt.
Nach Gleichung (15) ist

1 _ 1 i
N 2V — ky? - #y2 Vg — k2
n® VIR — k?

Das hier auftretende Produkt

#y* A — /‘1_2
0 Y AR — k2

ist in der Nahe des Verzweigungspunktes 1 =4, jedenfalls
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klein und erreicht im Pole A=s, wo ja N verschwindet, den
Wert — 1. Sein absoluter Betrag ist also <1 auf unserer
Schleife in der Niahe von A==#%,, auf die es bei der Berech-
nung des Integrals wesentlich ankommt, so daB wir hier 1/N
nach den aufsteigenden Potenzen jenes Produktes konvergent
entwickeln konnen. Diese Entwickelung wird allerdings auf
den entfernteren Teilen unserer Schleife divergent. Wenn wir
sie trotzdem fiir den ganzen Integrationsweg benutzen, so ist
das eine Ungenauigkeit, die unter gewissen Umstinden (groBe
,numerische Entfernung®) praktisch nicht ins Gewicht fillt,
die aber zur Folge hat, daB die abzuleitende Formel strenge
genommen nicht konvergiert. Niaheres hieritber vgl. unten.
Eine weitere Ungenauigkeit lassen wir zu, indem wir die GriBe
VA*—#%,? in N ersetzen durch Y% %—#,? mit Riicksicht auf die
Voraussetzung 2 und den Umstand, daB die Umgebung von
A=Fk, fur den Wert unseres Integrales maBgebend ist.
Wir erhalten so

oo —_—

1 1 #y? 2= 2\

36 At Z (__ ;1/_1_>
(88) N 1, V2 —ky? - w® Y kT—k?

und
[~
Q _ x|2+x«322( — %22 )V+l
1= Ty 1.3
- v 2 v

f(w_kﬁ)v H (rye V525 45

Die hier auftretenden Integrale sind bekannt. Aus (23a) folgt
namlich durch fortgesetzte Differentiation nach z:
Sl L ikE it g VEE .
aﬂ_:(—— ) 2’/‘(.‘/1 —kl) Hl(lr)e 12}.(1/“

Unsere Reihe (37) konnen wir also in iiblicher Symbolik
folgendermaBen schreiben:

[~ .
Q =— n® +oa? 2( #y? 8 )v+1 et B
! g - w2V BT~ A R ’

oder auch, wen £ die Operation

2 2]
Q= . S
(38) VT = kg 0%
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und 2%, 93, ... die zweimalige, dreimalige Anwendung der-
selben bedeutet:

2 2
B9 Q=— "+ 084 )
2

REN:

Diese Reibe legt eine sehr einfache physikalische Deutung
nahe. Bezeichnen wir unsere prim#re Erregung ei%:Z/R als

einfachen Pol, so ist
§ oilR

Y ein Dipol,
52 ei kL E .
e el Tetrapol usw.,

entstanden durch das Zusammenriicken von zwei, vier .
einfachen auf der z-Achse gelegenen Polen. Unsere Welle @,
entsteht also (vgl. Fig. 5) durch Uberlagerung

der Wirkung eines Dipoles, Tetrapoles . . ., .
wobei sich die Intensitit jeder hoheren Sin- -t -
gularitit durch den Faktor x,2/x 2 V4 2 —4,* B
von der der nichst niedrigeren unter-

scheidet. Bezeichnen wir dagegen mit Fig. 5.
Hertz, ankniipfend an die Struktur des

aus IT abzuleitenden elektrischen Feldes, bereits die Erregung
et B[R als Dipol, w0 wire

+1]1+
Il EE I

) ei KR
77— M8 Tetrapol,
52 ei kR
3. als Oktopol usw.

zu bezeichnen und wunser @, durch Uberlagerung eines Tetra-
poles, Oktopoles ... zu erzeugen.

In dem gemeinsamen Ursprung aller dieser Wirkungen
(R = 0) wird offenbar jede folgende Erregung von hoherer
Ordnung unendlich wie die vorhergehende. Dagegen wird in
grofer Entfernung vom Ursprung wegen der immer voll-
stindigeren Kompensation der zusammengeriickten Pole jede
folgende Krregung von geringerer Intensitit wie die vorher-
gehende. Dieser Umstand weist bereits darauf hin, daB unsere
Darstellung nur fiir groBe Entfernungen brauchbar sein kann,
wie unten niher priizisiert werden wird.
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Auch diese erginzte Darstellung (89) fithrt zu dem Er-
gebnis, daB wir @, als Raumwelle anzusprechen haben, da die
genannten Dipole, Tetrapole ... die einfachsten Quellentypen
von Wellen sind, die sich riumlich im Medium 1 ausbreiten.

Fir das Folgende bediirfen wir einer expliziten Aus-
rechnung der Operation £ oder ¢”/02*. Von den Fillen
v=1,2, ... schlieBen wir durch vollstindige Induktion

leicht auf die folgende Regel: Es sei w das Symbol %F%
und w3, ®% ... die zweimalige, dreimalige ... Anwendung
dieses Differentiationsprozesses; dann gilt:
aa;’ = 2¥ " + V_(V_z__l_)_zv—Z mv——l
+ = 1)(;_-42)(" k) e N

das letzte Glied  lautet dabei, je nachdem » gerade oder un-
gerade ist:

Bedeutet [#/2] die groBte ganze Zahl =2, so konnen wir
durch Eintragen der vorstehenden Entwickelung in (39) @, als
Doppeisumme folgendermaBen schreiben:

oo /2]
—_— 2,2 %,? ] #y® \"
] Ql x22 Z;L ( 7{12]//(71?—](722}

(40) ]

v(r—1)...v—2u+1) v —2u wv_y(glk‘R) .
2 ! R
Wir suchen zunichst die Glieder niedrigster Ordnung in
1/R auf, namlich die Glieder mit 1/Z2 Dieselben werden
allein durch das Symbol ! geliefert, und zwar ist
(__’*) — (L)
AN (‘Ef —®°

wihrend w? bereits von der Ordnung 1/R3, w® von der Ord-
nung 1/R% ist. Ks gibt aber zwei Glieder in unserer Reihe
mit @', fir die also » — p =1 ist, nimlich »=2, p=1
und #» =1, g = 0. Indem wir nur diese beiden Glieder bei-
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behalten und auch in w! das Glied mit 1/R® gegen das Glied
ik [ R? streichen, wird aus (40):

%2+ ug? nyt #y? % [ 'R
Ql - %y? (”14 (k* ~ k,*) + ”12VM) (u( B )
1,2 4 %2 ., %4 %2 8ik1R
=== #ty? 2 lkl(”14(k1;_k22) + xﬂ]/lﬁ) B
Somit haben wir genau den Wert (33a) fiir @, wiedergefunden,
mit der Erweiterung, da & an die Stelle von r getreten ist,
daB wir also nicht mehr auf die unmittelbare Nihe der Erd-
oberfliche (z = 0) uns zu beschriinken brauchen. Die Ergeb-
nisse des vorigen Paragraphen werden also durch die jetzige
eingehendere Untersuchung bestitigt.

Zur Feststellung des Giltigkeitsbereiches miissen wir
weiterhin die hoheren Glieder beibehalten; im Interesse der
Einfachheit wollen wir aber nun z = 0, also R =r setzen.
Dann bleiben in (40) nur diejenigen Glieder iibrig, in denen »
gerade und p = v/2 ist, weil alle iibrigen Glieder mit einer
Potenz von 2z behaftet sind. Benutzen wir also p als
Summationsindex und setzen dementsprechend » = 2pu, so
reduziert sich die Doppelsumme auf die folgende einfache:

(=] .
1,2 ay? 2 2p (2 u)! et
Q1=_ 17’“ Z(ﬂ)< 2 22 2) “ |w‘u r )
‘2 - %2Vt =k, 28 u!

Bei der Berechnung von w# diirfen wir wegen der Voraus-
setzung 1 am Anfange dieses Paragraphen niherungsweise setzen:

wy(etk,r) Z/‘/l “ 8'[7917'
r - r r

Zur Begriindung verweisen wir auf den oben angegebenen
Wert von @! oder auf den daraus folgenden von

ikyr .9 . .
mz(e;~ )= (_ ky 8k _}_is)eik“-

r? ¥t 7

Y1\ 2 ilyr
=_Zf‘1) 1—-2 4 .,32)" .
7 vhkyr @k, r

Nach dieser Vereinfachung ergibt sich

oo
9 o o/ 7T 2 :
T N
1

2 w2 Vi — k2 Vr 2l 7
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Setzen wir noch etwa (wegen Voraussetzung 2 vom Anfange
dieses Paragraphen) den Faktor vor der Summe gleich 1 und
filhren wir die wichtige Abkiirzung ein:

h o= VY

so ergibt sich

1 1.8 1 | 1.3.
(42) Q1=—(‘2‘?+ 52w T 7.2

Aus dieser Form kbnnen wir bequem auf die Bedingung
der Giiltigkeit unserer jetzigen wund fritheren Darstellung
schlieBen. Die Beschrinkung auf das erste Glied unserer
Reihe, entsprechend der Rechnung des vorigen Paragraphen,
ist jedenfalls nur dann berechtigt, wenn |«? > 1 ist. Der ab-
solute Betrag von «? soll uns die schon mehrfach genannte
numerische Entfernung definieren. Sie sei

I A N 4 '

(43) 0= ' « | = 2t k,? B

Wir konnen also sagen: die Ndherungsformeln des wvorigen
Paragraphen sind nur berechtigt, wenn die numerische Entfernung
eine grofe Zahl ist.

Unter derselben Voraussetzung ist aber auch die jetzige
Reihe allein brauchbar. Dieselbe ist nimlich divergent, weil
das Verhaltnis des N*2 zum (NV— 1) Gliede gleich (2N —1)/2¢?
ist, was nach einer Bemerkung tiber die Divergenz der urspriing-
lichen Potenzreihe auf den entfernteren Teilen des Integrations-
weges nicht wundernehmen kann. Die Meinung unserer Ent-
wickelung muB daher die sein, daB wir die urspriingliche
Potenzreihe nur bis zu einem geeigneten, nicht zu hoch ge-
wahlten Gliede benutzen und durch ein Restglied abschlieBen.
Dadurch wiirden auch die Reihen (32), (89), (40), (42) in die
Form endlicher Reihen mit Restglied iibergehen, welch letzteres
bei hinreichend hoher numerischer Entfernung absolut ge-
nommen klein gehalten werden kann. In dieser Auffassung
scheint also die Divergenz unserer Reihen keine Schwierig-
keit zu bieten. '
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Reihe (42) 1aBt sich auch in geschlossener Form schreiben,
ndmlich wie folgt:

io00

(44) Q, = (1+2ore‘°‘2feﬂ dp)

a

zkl

Entwickelt man namlich durch fortgesetzte partielle Integration
das vorstehende Integral nach negativen Potenzen von ¢, #hn-
lich wie es bei den analogen Fresnelschen Integralen iiblich
ist, s0 ergibt sich
feﬁzdﬂ__-——( +?7+if +)

Auch diese Reihe ist natiirlich divergent und durch ein Rest-
glied abzuschlieBen. Setzt man sie in (44) ein, so entsteht in
der Tat genau (42).

Was die Definition der numerischen Entfernung betrifft,
so sei hervorgehoben, daB in einem besonders wichtigen Fall
¢ direkt gleich «® gesetzt, also das Zeichen des absoluten Be-
trages unterdriickt werden kann. KEs ist dies der Fall: #,2
rein imaginir, & reell. Letzteres trifft immer hinreichend
nahe bei ungedimpften Wellen zu, ersteres dann, wenn die
Leitfghigkeit dss Bodens groB genug und die Frequenz nicht
zu grof ist. Nihere Zahlenangaben findet man in § 9. Hierzu
kommt noch die im Anfange dieses Paragraphen genannte Be-
dingung: %, klein gegen |%,|. In diesem Falle konnen wir
nach der Definitionsgleichung (41) von « und mit Riicksicht
auf wx %=k 2[p, »,® = k%[ p, schreiben:

2 — ot k2 orky _ k2 W by

ot = — PR

2t k2 24 (—ik? a2

Da nun alle Faktoren dieses Produktes positiv-reelle Zahlen
sind, so ergibt sich in der Tat 2 als reell und positiv und
o0 = . Dementsprechend kénnen wir in diesem Falle die
Gleichung (42) und (44) direkt in o schreiben:

6ik, r

(45)

Pk r
— g et™
=(1+2Yoe @)fcﬁdﬂ .

Ve
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Hieran schlieBt sich eine Bemerkung, welche auch die voran-
gehenden Umrechnungen betrifft und deren Sicherheit bis zu
einem gewissen Grade in Frage stellt: Bei reellem o ist der
Faktor von e'a7/r in dem ersten Ausdrucke von (45) reell, in
dem zweiten aber komplex, da sich das Integral in einen
reellen Teil von o bis O und einen rein imaginiren von 0
bis ico zerlegen 1aBt. KEine solche Gleichheit zwischen Reell
und Komplex ist natiirlich unméoglich. Sie ist hier offenbar,
wie alle unsere Entwickelungen, asympiotisch fir p=oco aufzu-
fassen, so namlich, daB die Gleichheit erfiillt ist bis auf Terme,
die von hoherer Ordnung als jede negative Potenz von g, also
z. B. wie e—¢ verschwinden. Nur von dieser Ordnung ist aber
in der Tat der Beitrag, den der imaginére Teil des genannten
Integrals zu dem zweiten Ausdruck (45) liefert.

SchlieBlich wollen wir noch die Oberflichenwelle P in eine
zu (44) analoge Form schreiben. Wir beschrinken uns dabei
auf die unmittelbare Nihe der Erdoberfliche, setzen also
z=0 und nehmen % als klein gegen |%,| an. Dann folgt
zunidchst aus (17):

- 1—,4,5’71“/!;:x #y* 1 x, bt — ky?
) kl/ e = (L

isT = pilyr p— o
e = ¢'™M" ¢ y

und

wibrend nach Gleichung (26a) wird

C=_£1_~ b2 _ 2 Ce_%l/E=_ 2@(;]/;

u— 2 1
also nach (26¢):
(46) P=—_2igYme-=2

27»11

In dem besonderen Falle: %,? rein imagindr, % reell: kdnnen
wir ahnlich wie oben ? durch p ersetzen und schreiben:
ihyr

(46 a) P=—21]/ﬂoe 9%—-

Zngleich ergibt sich noch fiir die Summe P 4 @, welche
bis auf den zu vernachlissigenden Bestandteil @, unsere totale



Ausbreitung der Wellen in der drahtlosen Telegraphie. T11

Erregung II, im Medium 1 darstellt, eine elegante zusammen-
fassende Formel. Wir beriicksichtigen, dafl

+ i

(46) ]/n—feﬁdﬂ-—-—'feﬂdﬁ
Dann ist (46) identisch mit
+ oo ik r
—a® 2 e
P=—2qe feﬁ dp-

und die Summe von (44) und (46) liefert:

lk1

47 I, =P+ Q = (1 - Qae‘“fef‘ d[})

700

Dieselbe Formel werden wir im nichsten Paragraphen wieder-
finden und zwar auf einwandfreiem Wege, wihrend die vor-
stehende Rechnung nach obigem nur ein asymptotisch, d. h.
in den Potenzen von « richtiges Resultat zu liefern braucht,
wabrend Glieder von der Ordnung e-¢, zu denen auch P ge-
hért, unsicher sein kénnen.

§ 8. Der Grenzfall des vollkommenen Leiters.
Reihenentwickelung bei kleiner numerischer Entfernung.

Wie am Schlusse der §8 5 und 6 bemerkt wurde, fiithren
unsere Formeln im Falle eines sehr groflen %, zu Unzutrig-
lichkeiten: die Amplitude der Oberflichenwellen P wird Nuli,
die der Raumwellen ¢ scheinbar unendlich. Andererseits
zeigte der vorige Paragraph, daB unsere Entwickelungen fiir @,
nur bei grofer numerischer Entfernung ¢ brauchbar sind. Bei
unendlich wachsendem %, wird aber ¢ fiir beliebige Werte
von r gleich Null, so daB in diesem Grenzfalle iiberhaupt kein
Anwendungsgebiet fiir unsere bisherigen Formeln iibrig bleibt.

Wir miissen daher unsere bisherigen Formeln erginzen,
durch Entwickelungen fir kleine numerische Entfernung o. In
ihnen wird der Grenzfall des vollkommenen Leiters fiir o =0
enthalten sein. Wir sahen bereits am Ende des § 3, dab in
diesem Grenzfall I7, tibergehen muB in die bekannte Funktion
et B[R, die beziiglich ihrer Abnahme mit der Entfernung
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(wie r—1) die Mitte hilt zwischen der Abnahme von P (wie =)
und der von @, (wie »—2 in erster Niherung).

Der analytische Grund fiir das Versagen unserer bis-
herigen Darstellung wird durch eine Bemerkung von p. 691
geklart: Bei wachsendem %, riickt der Pol A =s dem Ver-
zweigungspunkte A = %, unbegrenzt niher; eine Trennung der
Integrationswege von P und @,, die zwischen Pol und Ver-
zweigungspunkt festgelegt sind, wird schlieBlich unmoglich und
die resultierende Darstellung unbrauchbar. Fir die jetzigen
Zwecke miissen wir daher auf eine Abtrennung der Ober-
flachenwellen verzichten und in der Darstellung (23)

171=(P+Q1)+Q2

die Bestandteile (P + @,) gemeinsam behandeln, wihrend wir
(vgl. den Anfang des vorigen Paragraphen) @, vernachlissigen
diirfen.

(P4 @,) und also auch niherungsweise I, wird wieder
durch das Integral (29) gegeben, das auf einer Schleife um
den Verzweigungsschnitt % 0o zu erstrecken
ist, so aber, daB jetzt der Pol A= s ein-
geschlossen wird (Fig. 6). Wir haben jetat
genau reziprok zu verfahren wie im vorigen
Paragraphen. Wir schreiben:

J_ - 1 o 1
Fig. 6. N VA = 1+ m VR -k Vl—:.@
#y? V)_e -kt

Der absolute Betrag des Produktes

x,? ‘/ F:Eé

#? P
welches das Reziproke der im vorigen Paragraphen benutzten
Entwickelungsgrofe ist, ist groB in ni#ichster Nihe des Ver-
zweigungspunktes 4, gleich 1 im Pole s, wo ja N =0 wird,
und < 1 auf unserem Schleifenwege, wenn dieser (vgl. Fig. 6)
auBerhalb einer durch den Pol s gehenden, in der Figur punk-
tierten und nabezu kreisformigen Linie verliuft, und zwar
nicht nur auf den dem Punkte i = &, benachbarten Teilen
des Weges, sondern wegen |x,| > |x, | auch auf den entfernten
Teilen. Daher konvergiert die nach aufsteigenden Potenzen
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jenes Produktes fortschreitende Reihe auf dem ganzen Inte-
grationswege. Erlauben wir uns wieder die Ungenauigkeit,
V4% — ,® zu ersetzen durch JA® — %,* (vgl. den vorigen Para-
graphen), so lautet die an Stelle von (36) tretende Reihe

oo —————m
e a TLas
N 12 YA — 2 - #? 12—kt
und unser Integral:

(48) Hl = 11_2..”1-5_‘/'2;2 S”(_ 112 V]ill"i)v Xv
2 ‘U- /t.z
mit der Abkiirzung
- _ 1 rdi —
s TEE s
(12 — iy 2

Auch diese Integrale X lassen sich aus der einfachen
Funktion ei%% /R ableiten, nur nicht wie die entsprechenden
GrbBen im vorigen Paragraphen durch Differentiation, sondern
durch Integration. Zun#chst ist X, nach Gleichung (23a)
identisch mit ¢! &/R selbst. Krsetzen wir nun in (23a) z
durch z—{ und dementsprechend R durch &, = Jr® 4 (z —
und integrieren (23a) beiderseits nach { von = — oo bis
& =0, so 1aBt sich die Integration rechts unter dem Integral-
zeichen ausfilhren und es verschwindet der Beitrag der unteren
Grenze { = — oo. Daher

g

iky B
et 1 Add U Ve
f R¢d§=zfn—_k7ﬂl<h)e Vi—kts,

—0oC

also gleich X,. Wihlen wir sodann nicht (= 0, sondern
{={ als obere Grenze der Integration nach { und fiigen

eine zweite Integration nach £, hinzu von { =— oo bis { =0,
so entsteht aus der vorigen Gleichung:
y kg
e 1 A da Y e— VE=kEz
fdglfdb B, 21[(;12_/;,2)3/2 iy (rye-V >

also unser X,. Man kann die linke Seite hier auch als ein-
faches Integral schreiben. Deutet man némlich { und ¢ als
Annalen der Physik. 1V, Folge. 28, 47
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rechtwinklige Achsen in einer Ebene, so erstreckt sich das
Doppelintegral der vorigen Formel tiber denjenigen Sektor des
III. Quadranten dieser Ebene, der begrenzt wird von der
negativen {-Achse und der den Winkel zwischen der negativen
- und -Achse halbierenden Geraden. Fithrt man aber die
Integration nach {; vor derjenigen nach { aus, so folgt ein-

facher
zk,
ot oo e

-—00

So fortfahrend erkennt man: Man erhilt X durch »-fache
Integration aus e“‘IR/ R mittels der Formel

zklR(
/d; ]fdc - dg

*f ar By (ke VR
(1% — /r2)

wobeli man der linken Seite auch den einfacheren Ausdruck
0

(= 1)7-—1 Ve eiklR:
(49 a) Xy—mfd.&z ! %

-~ 00

¢

(49)

geben kann. Deutet man also die linke Seite von (49) sym-
bolisch durch (fd{)? et 2[R an, so schreibt sich (48):

oo — — .
o+ ngz(_ 2 Vk? — k2 )” ethE
ZI] - x,2 x22 d§ R
Q

Endlich fithren wir die zur Operation £ des vorigen Para-
graphen reziproke Operation

-1 22 VEE = Iy®
@ o Y : fdg
ein. Dann ergibt sich die zu (89) analoge und ,reziproke
Darstellung:
B0y I, =

1

-1 ) e'h B
(1+Q + -4

Die Bedeutung der Operatlon £2-1 ist nach dem Obigen klar:
man ersetze in der Funktion, auf welche sie angewandt wird,
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z durch z — ¢ und integriere nach ¢ von — oo bis 0; auBer-
dem fige man den Faktor — x,2Vk,®> — %,%/%,® hinzu. Ent-
sprechend ist die »-fache Wiederholung dieser Operation im
Anschluf an Gleichung (49) aufzufassen.

Wir geben zuniichst eine physikalische Deutung unserer
Reihe (50). Das erste Glied wollen wir wieder bezeichnen als
,»einfachen Pol% oder als ,,punktformige Erregung*. Das zweite
Glied ist ein Integral von {=—o00 bis {= 0, dessen Element
ebenfalls eine punktférmige Erregung an der Stelle z={ von
der Stiirke — (x,2/,%) VA, — k,2d ¢ bedeutet. Im ganzen stellt
daher das zweite Glied eine ,linienférmige Erregung® dar,
némlich die Erregung einer einseitig (bei z =0) begrenzten
Geraden von konstanter Belegung. Das dritte Glied entsteht
nach (49a), wenn wir die Linienerregung nicht gleichformig
nehmen, sondern proportional mit § anwachsen lassen nach
dem Gesetze:

- (kaz_ kzz"lz/“zz)zgdé"

Stellen wir die Belegungsdichten durch eine senkrecht zur
Linie aufgetragene Koordinate dar, so ergibt sich jetzt eine
Dreiecksfliche, im vorher-
gehenden Fall eine Recht-
ecksfliche. Entsprechend den
Faktoren £2/2, {3/3! in (49a)
haben wir (vgl. Fig. 7) bei den
folgenden Gliedern die Flache
einer Parabel 2ter, ter | Ord-
nung aufzutragen. Die Ge-
samtwirkung IL setzt sich also zusammen aus einer punkifiormigen
Errequng, einer linienformigen Errequng mit Rechtecks-, Dreiecks-,
gewdohnlicher und hoherer Parabel- Belegung.

Jeder einzelne dieser Wellentypen darf als Raumwelle des
Mediums 1 bezeichnet werden, da er sich von den supponierten
Erregungsstellen aus im Medium 1 unabhingig von der An-
wesenheit und den Materialkonstanten des Mediums 2 auszu-
breiten vermag; nur auf die Stirke des einzelnen Wellentypus
haben die Materialkonstanten des Mediums 2 EinfluB. Das
Resultat der Uberlagerung aller dieser Wellentypen wird man
aber kaum mehbr als Raumwelle bezeichnen wollen, da es ja

47*

Fig. 7.
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unserer friiheren Summe P+ @, von Raum-. und Oberflichen-
welle #quivalent ist. Wie in der Einleitung bemerkt, ist eben
die Grenze zwischen Raum- und Oberflichenwellen keine
scharfe.

Uber die Struktur der einzelnen Wellentypen sei noch
folgendes bemerkt: In dem gemeinsamen Endpunkte unserer
Belégungen (2 =0, R = 0) ist jeder folgende Wellentypus
unserer Reihe von geringerer Intensitit, wie der vorhergehende.
Z.B. wird hier die erste (puoktférmige) Erregung unendlich
wie 1/R, die zweite (linienformige) nur noch logarithmisch un-
endlich, die dritte (linienformige mit Dreiecksbelegung) bleibt
endlich, bei den héheren Gliedern bleiben auch noch je eine
Anzahl Differentialquotienten endlich. Dagegen wird in groBiem
Abstand die Reihenfolge der Sthrke die umgekehrte sein: die
zweite (linienférmige) Erregung wird weiter tragen wie die
erste (punktférmige) usw. Die Verhiltnisse liegen auch in
dieser Hinsicht reziprok zu den im vorigen Paragraphen ge-
schilderten Umstinden. Dementsprechend wird die jetzige
Entwickelung nur fiir kleine ,numerische Entfernungen® (vgl.
unten) praktisch brauchbar sein. An der Annahme groBer
absoluter Entfernung, d. h. an der Annahme eines groBen £, r
halten wir auch hier fest, da die unmittelbare Umgebung des
Senders fiir uns kein Interesse hat.

Wir wiinschen aber nicht nur eine allgemeine Orien-
tierung iiber den Charakter der vorliegenden Reihenentwicke-
lung, sondern die Moglichkeit ihrer zahlenmiBigen Beherrschung
zu haben.

Deshalb geben wir zunichst eine Formel zur rekurrenten
Berechnung der X, nimlich
61 0+ X+ 24,y = 4, g+ e — =1} X,

Man beweist dieselbe z. B. von der reellen Integraldar-
stellung (49a) aus, indem man die rechte und linke Seite
mittels partieller Integration nach £ auf den gemeinsamen Wert

(=1 =1, ikE,
r—=1! zl»\/‘g
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zuriickfithrt. Nach (51) 1aBt sich X,, X,,... aus X, und X,
berechnen. Z. B. ergibt sich

X ZX —melkl y

— 2 iky _a_ i ¢
2X, = zX+ ekR+F{ ar+za%}31.
In dieser Allgemeinheit ist das Bildungsgesetz nicht iibersicht-
lich. Wir nehmen daher weiterhin, wie am Ende des vorigen
Paragraphen, z =0 und 4, » als groBe Zahl an.
Dann wird zun#chst fir gerade Werte » =2 u:

1 41 0 ke L [N
X4—1—.§k—lk‘12{7"5?—1}8 1 —rg(-lc—l‘ re s
wenn wir —1 gegen ik r streichen. Allgemein ist
1 ikyr

sr\e e
{51a) XZ,u = 13*(2{1—1)(17‘) r

In der Tat folgt dann aus (51)

¥ _ 1 L
Tlpt? T 1 3. Q2u~-1Eu+1) &

filyr+ (=1~ @u—1)} (77" *

ein Ausdruck, der sich unter den Wert (51a) subsumiert,
wenn man — g gegen ik, r streicht.

Was die ungeraden Werte von »=2pu+ 1 betrifft, so
bestimmen wir zunéchst X;. Aus der Definitionsgleichung (48a)
ergibt sich nach dem Cauchyschen Satze fiir z = 0 unmittelbar

X =" H (k)

ikyr

sy

r

und fiir groBe Werte von %, r nach (22)
e
Xl = Z_It, 4 "

ikr

Der schon angegebene Wert von X, geht daraufhin fiir z=0
und groBes k%, r iiber in

X3=V”(2rk

1

iz ;3
3y etk,r
Py e
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und es wird allgemein

V 2,u+1 Cu+lin iker

- 7T 4 e ™t
R =
wie man wieder durch Anwendung der Rekursionsformel (51)
und den SchluB von g auf p--1 bestitigi. Die Werte (51a)
und (51b) lassen sich mit Hilfe der 7'-Funktion zusammen-
fagsen in:
r % oilar

(ble) Xy=#’il)(?’k—l) PR

Infolgedessen wird nach (48)

(==}
I = n?® + %y’ 2‘7 ( k,2 /r, zrk velhr
L u+1 '
0

F

Nach der Definition von « (Glelchung (41)) konnen wir hierfir
schreiben:

N

zugleich haben wir, was erlaubt ist, den Faktor vor der Summe
durch 1 und Y& durch I'(Y/,) ersetat.

Diese Summe ist konvergent fiir alle Werte von &, wie
es nach der Konvergenz der Pofenzreihe, von der wir aus-
gingen (vgl. p. 712), nicht anders zu erwarten war. Trotzdem
ist sie nur brauchbar, d. h, durch die ersten Glieder hin-
reichend gut dargestellt, wenn & absolut genommen nicht zu
grof ist. Wir werden also jetzt auf die Bedingung gefiihrt,
daB die numerische Entfernung ¢ = |a% keine grofe Zahl sein
darf, und sehen, da die Entwickelung dieses Paragraphen die-
jenige des vorigen Paragraphen fur das Gebiet kleiner numerischer
Entfernungen in willkommener Weise erginzt.

Das erste Glied der Reihe (52) (fir » = 0) lautet eif7/r;
hatten wir nicht z = 0 gesetzt, so wiirde sich als solches er-
geben haben ei%E/R in Ubereinstimmung mit dem SchluB von
§ 8, d. h. diejenige Funktion, die bisher dem Studium der Aus-
breitung der funkentelegraphischen Wellen von Abraham zu-
grunde gelegt wurde. Gleichung (52) zeigt also, wie sich dieser
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einfachste Typus einer punktformigen Erregung bei wachsender
numerischer Entfernung in kompliziertere Wellentypen um-
setzt. Brechen wir (52) mit dem zweiten Gliede (»=1) ab,
so ergibt sich:

(53) I =(1—iayn)*

an welche Formel die Zahlenrechnungen des nichsten Para-
graphen ankniipfen werden.

Wollen wir (52) vollstindig berechnen, so empfiehlt es
sich, die Glieder mit geradem und die mit ungeradem v fiir
sich zusammenzufassen. Man erhiilt wegen der schon benutzten
Bedeutung der I'-Funktion bei ungeradem und geradem w»:

ikyr

»
r

( 2 2.2 2.2.2 ghr
- 2 a2 el ialipo: NI 6
Hl'(l T+ 13 1.3.5“+"')

r

(54) — . a? at of gl
+]/n(——zo¢)(l——1—!+—2~!-—§!—+...) .

7

Wir konnen die hier auftretenden Reihen leicht summieren.
Die Reihe der zweiten Zeile ist direkt e—<*. Bezeichnen wir
diejenige der ersten mit

_ 2 3 2.2 4
A—l'—’?a + 1‘305—"...,

so findet man

4 -1 2 of 2.2 aof
ze — ¢t iT Tas s b

also

d A-1 2 2.2 , _
de 2 1 Tt =— 4

Dieser Differentialgleichung fiir 4 sowie der Anfangsbedingung
dAd|de =0 fir ¢ =0 geniigt nun die Funktion

A=1—2aec % [ eFdp,
!
welche somit die fragliche Summe darstellt. Statt (54) haben
wir also auch die geschlossene Formel
(65) I, = (1—2ae [erdp - i Ym o)L

0

ik

r
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Sie ist vollkommen identisch mit Gleichung (47), indem ver-
moge (46b) geschrieben werden kann

0

V;=—2ifeﬂ”dﬁ.

~ ioo

Durch die Ubereinstimmung der (allerdings auf die Ebene
z=0 beschrinkten) Formeln (55) und (47) ist der AnschluB
unserer jetzigen an die frilheren Entwickelungen vollzogen.

Trotzdem bleibt hier eine gewisse Unstimmigkeit bestehen,
auf welche hingewiesen werden muB. Sie tritt insbesondere
im Falle eines reellen o? = (k,® rein imaginir) hervor. Dann
ist @, nach der Reihendarstellung (45), abgesehen von dem
Faktor ei%r[r, reell, P nach (46a), abgesehen von demselben
Faktor, rein imagindr. Zerlegen wir aber ZI, nach (55) in
die zwei Teile

weibhr[r und  — iveihr|[r,

wo #z und » reell sind, niamlich
Ve

(554) u=1—-2]/§e“9feﬂed[g’, v="Vome ¢,
0

80 ist — ¢{veihr/r nicht, wie man erwarten sollte, gleich P,
sondern gleich P/2 und ue?%*/r nicht gleich @,, sondern gleich
Q, + P/2. Den Grund fiir diese Unstimmigkeit haben wir in
dem zu sehen, was p. 710 iber die asymptotische Griiltigkeit
der Entwickelungen des vorigen Paragraphen gesagt wurde,
welche Glieder von der Ordnung e—¢ im allgemeinen nicht
wiederzugeben vermdgen.

§ 9. Zahlenrechnungen.

Fir die Zahlenrechnungen setzen wir pu, =u, =1, so daB
%, =k, %, =rh,; ferner nehmen wir % als reell (Leitfahigkeit
der Luft verschwindend klein, Wellen ungedimpft). Dann ist
k, =2mn[l, wenn [ die Wellenlinge bedeutet. 7 betriigt etwa
2km bei den groBen transatlantischen Stationen, 0,36 km bei
den deutschen Kiistenstationen. Die Frequenz » ist gleich
2qcfl.
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Nach den Gleichungen (1) ist fir u, =p,=1, ¢ =1, o, =0:

ky? —& + T 0y io,l'
iy® 2 n

2nwe

=52+

Unsere modifiziert elektrostatisch gemessene Leitféhigkeit o,

héingt mit der in gewohnlicher Weise in C.G.S.-Einheiten ge-
messenen Leitfihigkeit ¢ folgendermaBen zusammen: o, =4moc?

Daher
Iey?
ks

=8 + 2igcl.

Weiterhin kommt alles auf die GroBe unserer numerischen
Entfernung an. Ist das vorgenannte Verhiltnis nicht zu klein?),
so haben wir nach (43), wenn wir (k,2— % % /% ? niherungs-
weise ersetzen durch k,%/k %

K kr _ mr]l
kB 2 Ju+2icel

2

0=

Fir » nehmen wir, entsprechend der Marconischen
transatlantischen Station r = !/, Erdquadrant = 1/, .10% km;
I sei = 2km wie bei der deutschen Station Nauen. Die Daten
fir ¢, und o entlehnen wir fiir die hauptséchlich in Betracht
kommenden Oberflichenarten einer Arbeit von Zenneck.?)
AuBer ¢ wollen wir wegen des folgenden auch )z ¢ berechnen:

Seewasser:

o=1071 ¢ =80, 206c¢l=12.10"=l¢, + 2i05cl,
also
1 — 1
0 = 36_’ V() = ‘3‘ .
Susswasser:
c=107" ¢ =80, 20cl=120, |¢ + 27{0cl|= 145,
also

¢ =30, Vomn=10.
Nasser Boden:
6=>5.107Y ¢ =10, 20cl=600, |g + 2i0ccl|= 600,
also -
0=265, Vom=4,5.

1) Selbst bei trockenem Boden (vgl. unten) ist der absolute Betrag
desselben immer noch etwa 18. Der Fehler bei der Berechnung von o
wiirde also nyr etwa 10 Proz. ausmachen.

2) J. Zenneck, Ann. d. Phys. 23. p. 859 unter c¢). 1907.
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Trockener Boden:

o=1071% & =4, 20c¢l=12, |g + 2iccl| =13,
also _

¢ = 300, ]/gvt = 30;
alles in runden Zahlen gerechnet.

Der absoluten Entfernung r =1/, Erdquadrant entspricht
also eine numerische Enifernung, die nur im Falle des Seewassers
klein ist; bei allen anderen Bodenarten nimmi sie recht erheb-
liche Werte an.

Hiernach ist die Frage zu beurteilen, ob man die Aus-
breitang der funkentelegraphischen Wellen unter der Annahme
eines vollkommen leitenden Bodens, d. h. auf Grund der einfachen
Formel ei%7|r behandeln darf. Nach Gleichung (53) tritt zu
dieser Formel als erstes Korrektionsglied hinzu: — ie}x. Nur
wenn sein absoluter Betrag J/o = < 1 ist, wird jene Behandlung
erlaubt sein. Aber selbst bei Seewasser fanden wir diese GroBe
fir r = 1/, Erdquadrant gleich !/,, so daB auch hier der Aus-
breitungsmodus durch die unvollkommene Leitfihigkeit der
Oberfliiche erheblich modifiziert wird. Fiir andere Oberfidchen-
beschaffenheit wiirde das Korrektionsglied vom Betrage /o =
das erste Glied 1 in Gleichung (53) vielfach tibertreffen.

Die Annakme einer vollkommen leitenden Krdoberfliche ist
also fur die grofien Entfernungen des transatlantischen Verkehrs
fallen zu lassen und die besondere Materialbeschaffenheit in Fech-
nung zu ziehen.

Wir fragen sodann, bis zu welchen Entfernungen jene
Annahme zulissig ist. Dabei wollen wir etwa eine Ungenauig-
keit von 10 Proz. fiir erlaubt halten derart, daB das Korrektions-
glied in Gleichung (53) nicht mehr als !/, des ersten Gliedes
betragen soll. Wir haben dann zu verlangen V@ﬂv‘t < 1/,, oder
héchstens:

r 1
T = Tooo |
Die hieraus folgenden Werte von r enthdlt die nachstehende
Tabelle und zwar in der ersten Spalte fiir / =2 km, in der
zweiten fiir / = 0,36 km:

+2¢0c!|.

Seewasser : r = 240 km r =8 km
Siipwasser : 0,3 0,08
Nasser Boden: 1,2 0,04

Trockener Boden: 0,03 0,002



Ausbreitung der Wellen in der drahtlosen Telegraphie. 723

Die in den letzten Zeilen aufgefithrten Zahlen sind nur Bruch-
teile der Wellenléinge; da so kleine Entfernungen bei unserem
Problem nicht in Frage kommen, diirfen wir sagen: In den
drei letzten Follen bleibt fur die Rechnung mit einer vollkommen
leitenden Erde uberhaupt kein Gultigheitsbereich ubrig. Nur bei
Seewasser ist diese Rechnungsweise bis zu gewissen mafligen Ent-
fernungen hinreichend genaw, ndmlich bis zu 240 km bei den
langen 2 km-Wellen, bis 8 km bei den Wellen von [, km.

An den Ausdruck fiir die numerische Entfernung im An-
fange dieses Paragraphen kniipfen wir noch den folgenden Schluf:
Dieselbe nimmt ab mit wachsender Dielektrizititskonstante
und Leitfahigkeit des Bodens, auBerdem aber, und zwar in
quadratischem Verhiltnis, mit wachsender Wellenlange. Mit
abnehmender numerischer Entfernung nahern wir uns aber
dem idealen Falle des vollkommenen Leiters, welcher ein
Optimum fiir die Ausbreitung der elektromagnetischen Wellen
bedeutet. Deshalb ist es ginstig, insbesondere fur die Uber-
windung grofer Entfernungen, mit groflen Wellenlingen zu ar-
beiten; die Praxis hat dies natiirlich schon lange festgestellt.

Weiter wiinschen wir den Ablauf der elektromagnetischen
Wellen, wie ihn unsere Theorie ergibt, graphisch zur An-
schauung zu bringen. Wir kniipfen dabei am besten an die
geschlossene Form (55) (oder die damit identische (47)) an
und setzen der Einfachheit halber £,% als rein imagindr und &,
als klein gegen |4,], also «? gleich der reellen numerischen Ent-
fernung g voraus. ¢ werde als Abszisse, » und v (Gleichung (55 a))
als Ordinaten aufgetragen, so daB II durch Multiplikation mit
ethr[r aus u—iv entsteht. Ks ergibt sich Fig. 8.

u nimmt von dem Werte » = 1 bei kleinen numerischen
Entfernungen, der der Annahme vollkommener Leitfahigkeit
entspricht, sehr schnell ab und ist fiir o =1 fast Null. Nach
Uberschreitung eines negativen Minimums nihert sich » asympto-
tisch der Null. Die punktierte Kurve, welche von etwa g =4
ab vollstindig mit « verschmilzt, entspricht der Darstellung (45)
fir @, und entsteht aus dieser durch Abtrennung des Faktors
ettar/r,  Natiirlich darf man bei der Berechnung dieser diver-
genten Reihe nur bis zu derjenigen Stelle gehen, bis zu der
die Glieder abnehmen, und hat die folgenden Glieder durch
ein endliches Restglied ersetzt zu denken, auf dessen Ab-
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schiitzung indessen nicht eingegangen worden ist. Gleichung (45)
zeigt, daB die asymptotische Anndherung an die Abszissen-
achse wie 1/p, also verhiltnism#Big langsam erfolgt. DaB
unsere punktierte Kurve erst bei groBem ¢ (0 =4) mit der
ausgezogenen u-Kurve iibereinstimmt und fiir kleine ¢ erheblich
davon abweicht, entspricht ganz den Feststellungen des § 7
iiber den Giltigkeitsbereich unserer fritheren Reihe fiir @,.

4K— =7 ——

1

-

/0 Fig. 8.

Die Kurve v andererseits beginnt bei ¢ = 0 mit dem Werte
Null, wie es nach der Giiltigkeit der Formel ei%*/r fiir sehr
kleine ¢ sein muB, und erreicht bei ¢ = !/, ein Maximum.
Dieses Wachstum entspricht dem Faktor Jp in (55a) oder
dem frither betonten Umstande, daB unsere Oberflichenwelle P
mit 7 nur wie r—*% abnimmt. Dagegen wird die Abnahme
von v fir ¢ > '/, durch den Faktor e—¢ in (55a), d. h. die
mit unserer Oberflichenwelle verkniipfte radiale Dampfung,
bestimmt, welche schlieBlich eine schnelle (exponentielle) An-
niherung an die Abszissenachse bewirkt. Trotzdem unser »
nicht dem Werte von P sondern von P/2 entspricht, werden
wir v als Bild der Oberflichenwelle, « als Bild der Raumwelle
ansehen diirfen.

In der Kigur ist das Gebiet ¢ = 0,2 bis g = 2,2 besonders
hervorgehoben, in dem v > u. Bezeichnen wir dieses Gebiet
als dasjenige der mittleren numerischen Entfernungen, das Gebiet
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0 < 0,2 bzw. p > 2,2 als dasjenige der kleinen bzw. grofen
numerischen Entfernungen, so ergibt sich: Bei kleinen numerischen
Entfernungen uberwiegt die Wirkung der Raumwellen, bei mittleren
die der Oberflichenwellen, bei grofen wieder die der Raumwellen.
Die erste dieser Aussagen entspricht ganz den Eatwickelungen
des vorhergehenden Paragraphen. Die zweite ist in der ge-
ringen Abnahme der Oberflichenwellen mit der Entfernung, die
dritte in ihrer schlieBlichen exponentiellen Dampfung begriindet,
die sie gegen die Raumwellen zuriicktreten 1a8t. Ob tbrigens
fir in diesem Sione groBe numerische Entfernungen eine
Zeicheniibertragung iberhaupt noch moglich ist, moge dahin-
gestellt sein,

Nach dieser Einteilung wiirde die Marconische trans-
atlantische Station (vgl. oben)!) noch zu den kleinen Knt-
fernungen zu zdhlen und in ihrer Wirkungsweise durch den
Typus der Raumwellen bestimmt sein. Ks ist aber zu be-
achten, daB unsere Berechnung von g auf etwas unsicheren
Annahmen fiber die Materialkonstanten des Seewassers beruhte,
daB zwar der groBte Teil der zu iberbriickenden Entfernung
iiber See liegt, daB aber auch Uberlandstrecken mit wesentlich
vergroBertem ¢ (in der Nihe des Senders und Empfiangers)
zu dem effektiven Gesamtwerte von o beitragen usw. Vor
allem aber spielt hier der Umstand der Erdkriimmung mit.
Diese ist fiir die Oberflichenwellen kein Hindernis, wihrend
sie die Raumwellen abschirmt und nur durch eine Art Beugungs-
vorgang zum Empfanger gelangen 1aBt. Ubrigens hingt diese
Schirmwirkung nicht von der numerischen Entfernung ¢ sondern
von dem Verhiltnis der absoluten Entfernung zum Erdradius ab.

Durch die Erdkriimmung werden die Perhiltnisse zu gunsten
der Oberflichenwellen verschoben. Das Gebiet der mittleren
numerischen Entfernungen, in dem der Oberflichentyp uberwiegt,
wird durch die Erdkrimmung sowohl nach der Seite kleiner o
wie namentlich nach derjenigen grofer o uber die in Fig. 8 an-
gegebenen Grenzen hinaus ausgedehnt werden. Es scheint micht
unwahrscheinlich, daf das schliefliche Uberwiegen der Raum-

1) Ubrigens benutzt Marconi Wellenliingen von 3—4 km, so da
die oben mit ! = 2 km berechnete numerische Entfernung ¢ = /g, noch
weiter zu verkleinern wire.
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wellen fir grofle Entfernungen, wie es sich aus Fig. 8 ergeben
wirde, durch die Erdkrimmung vollstindig illusorisch gemacht wird.
Die letzten Bemerkungen sind natiirlich so lange unsicher,
als keine vollstindige Losung unseres Problems fir die Kugel
vorliegt. Kine solche Losung wiirde zeigen, daf die Grenzen
fir das Uberwiegen der Oberflichenwellen nicht allein durch die
numerische Entfernung sondern zugleich durch das Verhiltnis
der absoluten Entfernung zum FErdradius bestimmt werden.

§ 10, Zusammenhang mit der Theorie der Drahtwellen.
Widerstand, Kapazitit und Selbstinduktion bei den ebenen
Oberflichenwellen.

DaB unsere Oberflichenwellen enge mit der Theorie der
Drahtwellen zusammenh#ingen, geht schon daraus hervor, daB
sie in der Literatur zuerst bei E. Cohn als Krliuterung zu
jener auftreten (vgl. Anm, 2 zu p. 667). Im folgenden moge
noch gezeigt werden, wie sich aus denjenigen Formeln, die
ich frither fir Drahtwellen an einem Kinzeldraht entwickelt
habel), gerade unsere jetzigen Oberflichenwellen ergeben, wenn
wir den Drahtradius oo werden lassen. Dabei handelt es sich
lediglich um den ebenen Typus unserer Oberflichenwellen
(Gleichung (27)), wie er sich in grofer Entfernung ausbildet.

‘Wir haben zunichst die Bezeichnungen der fritheren Arbeit
mit der jetzigen in Kinklang zu bringen. Sei a der Draht-
radius (frither p), s die gesuchte (komplexe) Fortpflanzungs-
geschwindigkeit der Wellen lings der Oberfliiche des Drahtes
(frither ¢ genannt; die Lichtgeschwindigkeit war 77), # die
,Hankelsche* Funktion (friher X) und J die gewdhnliche
Besselsche Funktion, beide mit dem Index 0. Die Bezeich-
nungen &, k, sind dieselben wie frither und es sei x,2 = % %/u,,
#,2=h,?[u,. Benutzen wir noch aus der fritheren Arbeit die
Abkiirzungen:

z, = Vk2—sta, z,=Vkh2—sa,
so fihrte die Theorie der Drahtwellen auf die folgende trans-
zendente Gleichung? fiir s:

. H‘,wl) — 7'12 N '](J;z)

1 H @) 2 J’ (23)

1) A, Sommerfeld, Wied. Ann. 6% p. 233, 1899.
2) Vgl 1. e. p. 252, Cleichung (20).
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In der fritheren Arbeit handelte es sich um zwei Falle:
1. |z,| klein, |z,| groB.
Normaler Fall. Nicht zu danner Draht bei guter Leitfahigkeit.
2. |z| klein, |z,| klein.
Abnormer Fall. Sehr diinner Draht.

Zu diesen kommt bei @ = oo, wo die Drahtoberfliche in
unsere ebene Trennungsfliche ausartet:

8. |z| groB, . |x,| groB.
Dann. wird aber

J(xg) . 3 H@) .
Ty~ TP W ey =
also lautet unsere transzendente Gleichung
2
z1=—-:‘—21'z oder 27, + »%2,=0.

2

In diésem dritten Falle geht also die sonst transzendente
Gleichung in eine algebraische iber. Die letztere sagt nichts
anderes aus, als das Verschwinden des Nenners N in unserer
allgemeinen Losung des § 3 und definiert daher genau unser
jetziges s.

Im Falle 1. der Drahtwellen wird gezeigt, daB sich fiir s
ein Wert ergibt, dessen reeller Teil nahezn gleich % aber
etwas groBer ist, was einer Fortpflanzung mit etwas weniger
als Lichtgeschwindigkeit entspricht. (&, wird hier als reell
angenommen und bedeutet ja 27 /Wellenlinge) Im Falle 2.
bei abnehmendem Drahtradius wird die Abweichung von der
Lichtgeschwindigkeit betrachtlich, wiahrend sie im Falle 8. fiir
a = 0o verschwinden wiirde, wenn dieser Fall noch durch die
friiheren Rechnungen gedeckt wiirde. In Wirklichkeit tritt
auch in diesem Falle eine anders geartete Abweichung von
der Lichtgeschwindigkeit auf, die im Falle 1. und 2. gegen
die vom Drahtradius abhingige Abweichung zu vernachlissigen
war, aber im wmgekehrten Sinne. Der reelle Teil von s wird
namlich kleiner als %, was einer Fortpflanzung lings der Ober-
fliche mit Uberlichtgeschwindigheit entspricht. Wir sehen dies
befremdende Krgebnis und zugleich auch seine Aunfklarung ein,
wenn wir fir den Augenblick nicht nur %, sondern auch %,
als reell voraussetzen (Glas statt Erde).
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Dann ist s reell und nach Gleichung (17¢) Vs® —%,2 und
Vs? —k,? rein imagindr. Berechnen wir also nach (27) den
Winkel y,, welchen die elektrische Kraftlinie im Medium 1 auf
der Ebene z=0 mit der Normalen zur Trennungsfliche bildet
(wobei der reelle Teil der komplexen Ausdricke fiir €, und G,
zu rechnen ist), so ergibt sich einfach der zeitlich unveréinder-
liche Wert (die Richtung des Feldes bleibt in diesem Falle
konstant; Wechselfeld, nicht Drehfeld)

G, A
(563) -ﬁ:tgyl____.‘/ﬂl = S__—_T;v

Wir bemerken noch, daB sich in gleicher Weise fiir den
Winkel der Kraftlinie in 2 nahe bei z = 0 ergibt:

- Gy 1/ k=8 ky
(561) G =8 = ‘/—r =%

Schreibt man also y, =y, wie in Fig. 4, so ist y, = — ((/2) — 7),
d. h. der Winkel y findet sich auch zwischen der Trennungsfliche
und der Kraftlinie in 2. Ebenso zwischen dem Energiefluff
in 1, der ja auf der Kraftlinie senkrecht steht, und der
Trennungsfliche, sowie zwischen dem KEnergiefluB in 2 und
ihrer Normalen.

Auf die optische Bedeutung dieses Umstandes gehen wir
im n#ichsten Paragraphen ein. Hier benutzen wir ihn, um s
(Gleichung 17a) folgendermaBen auszudriicken:

1 3
(56¢) 5=k l/TTW =1 (1 + tg?y)~k = &, cosy.

Also ist in der Tat s < £, und die Fortpflanzung lings
der Oberfliche > c. Indessen ist nicht die Oberflache die
eigentliche Fortpflanzungsrichtung, sondern die Normale zu
den Kraftlinien oder der ,,Strahl®“ &. Schreiten die Kraft-
linien lings der Oberfliche um das Stiick 1/s, so schreiten sie
lings &, um das entsprechende Stiick cosy /s vor (vgl. Fig. 4).
Dies ist aber nach (56¢) gleich 1/4 wund entspricht einer Fort-
pflanzung der Energie in Luft mit der Geschwindigheit c, wie
sie zu erwarten ist. Bei komplexem %, liegen die Verhiiltnisse
nicht so einfach, weil hier die Winkel y,, 7, wihrend jeder
Schwingungsdauer zeitlich variieren.
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Schlielich wollen wir noch in aller Kiirze die Begriffe:
Widerstand, Kapazitit und Selbstinduktion auf unsere ebenen
Oberflichenwellen tbertragen. Dabei ist zu bemerken, da
diese Begriffe ebenso wie bei den Drahtwellen erst aus der
Beschaffenheit des Feldes heraus definiert werden kénnen, also
nicht, wie bei den quasistationiren Vorgingen zur Auffindung
des Feldes selbst dienen kdnnen. KEs kommt ihnen also hier
nur eine erliuternde, sekundire Bedeutung zu.

Wir benutzen fiir die drei genanuten GréBen R, X und Z
die energetische Definition und rechnen alle drei fiir die
Flacheneinheit der Trennungsfliche. @ sei die Joulesche
Wirme, die in der Zeiteinheit in einem Prisma erzeugt wird,
das die Flacheneinheit zur Basis hat und sich nach der Seite
von 2 ins Unendliche erstreckt. 7/, bedeutet die elektrische
Energie, die in einem entsprechenden Prisma enthalten isf,
das aber beiderseits (nach 1 und 2) ins Unendliche reicht,
ebenso /¥, die magnetische Energie. Die beiden letzteren
Energien kann man hiernach noch zerlegen in W =W, + W,
und #_ = W, + W,,. Unter J verstehen wir den gesamten
elektrischen Strom parallel der Trennungsfliche, also in der
z-Richtung, unter @ die Ladungsdichte der Oberfliche. [ ]
deutet das zeitliche Mittel an. Dann hat man bekanntlich die
folgenden Definitionsgleichungen fiir £, K und L:

67 [@=R07, Wl=51%), Wl=5107.

Bei der Ausrechnung beschrinken wir uns der Kiirze
halber auf denjenigen Grenzfall, der z. B. bei Seewasser vor-
liegt, wo annshernd £,2 rein imaginir = inpy,o,/c® und
| £,2| > k2 ist, welch letzteres als reell angesehen wird. Aus
dem GroBenverhaltnis der konstanten Koeffizienten in den
Gleichungen (27) oder dem damit iibereinstimmenden Verlauf
der Kraftlinien in Fig. 4 ergibt sich dann:

(58) ‘@z1l>l®zll=l@w2l>l®z2"
wobei das Gleichheitszeichen natiirlich nur fiir die unmittel-
bare Nahe der Erdoberfliche gilt.

Der Gesamtstrom in der z-Richtung ist definiert durch
0 0
z'n,u . C2__ 1 2 isx 82— ky?z — is
J=o‘2f@x2dz =—;E’2—2— a]/sz—kzzfe +Ve-Ts dz = caeit®.

Annslen der Physik. IV. Folge. 28. 48
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Wir multiplizieren mit e~ ‘"’ und gehen zum reellen Teil, der
Hilfte dieses und des dazu konjugierten Ausdruckes, iber
(konjugierte GroBen durch einen Balken angedeutet). Bei der
zeitlichen Mittelbildung ergibt gich:

(59) [JZ]— —ca2eil—3e

Die freie Oberflichenladung andererseits ist definiert durch
die Brechung der elektrischen Kraftlinien bei z =0 oder
formelmibig durch

o=@, —C,=GC, (wegen (58),
s
ek?

Multiplikation mit e=-¢#¢, Ubergang zum reellen Teil und zeit-
liche Mittelbildung liefert dann:

aeis®,

(60) [ 21___1_” BCSS o i(s—3)a

e ket
Der Widerstand E. Wir bilden
0
._fo-z(@;2+(, 9dz=[0,G2dz (wegen (58)

—oo
und

0 N
(@) = [0, (€2 dz = o VIBVI i
DY kR Vst It
Aus (57) und (59) folgt dann
R V- Vs — &t )
% VS — It + VS — ky?

Nach (25) ist wegen der vorausgesetzten GroBe und Imaginaritat

von k,2:
Vs? — k2 = V_ -y hy? = (1 — 4) 1/”9212’2'6

und daher

(61) R=

a2gi(s-—§)n:_

20’ 0,
Gehen wir zu den gewdhnlichen elektromagnetischen Einheiten
itber, so haben wir zu setzen (vgl. p. 721):

0, = 4mcto, Buyepm =4nc’R,
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also mit p, = u:

(61,) ~Rmagn. = ‘z—ﬂ;“i 4

so daB jetzt Rysp und ¢ Widerstand und spezifische Leit-

fahigkeit im gewthnlichen magnetischen C.G.S.-System sind.
Dies Ergebnis erinnert an den Rayleighschen Wert des

Widerstandes bei Drahtwellen, ndmlich

’ 1 n
Brongn. = 31/2‘“110' ’

giltig fir die L#ngeneinheit eines Drahtes vom Radius a.
Bezieht man ihn auch auf die Umfangseinheit, indem man
eine WiderstandsgroBe R = 2ma R’ definiert, die nunmehr
pro Oberflicheneinheit des Drahtes berechnet ist, so wird
dieses B mit unserem R aus Gleichung (61') vollig identisch.

Zu bemerken ist, daB unser Wert (61) bei eben be-
grenztem, gutem Leiter ‘allgemein gilt, der Rayleigsche bei
kreiszylindrisch begrenztem nur fiir sehr hohe Schwingungszahl.

Fir unendlich langsamen Wechselstrom (z = 0) wird
auch £=10. Der Strom wiirde hier einen unendlich groBen
Querschnitt zur Verfiigung haben.

Die Kapazitit K. Bei der Berechnung von W, diirfen
wir W, gegen W, und €, gegen €, vernachlissigen, beides
wegen (58). Wir bilden also

0o

W= Wy = [

Q
u

nd .
ARE NI CEPE
0 2 4.2 3 -
_‘.2_ ’;/’:} = k1218V82 - k? ateilb-9a,
Wegen (57) und (60) folgt also:
K=t (R TR,
Nach (25) ist aber bei groBem |4, |

ky? . c?
Ve —ki=t2 A __—q _"LkEl/___«.
: ! V—I? -+ [ 2uy 0y m

[
48*
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und schlieBlich
(62) K= nV“"‘? :

g, ¢*

Fiir eine unendlich langsame Schwingung (r = 0) wére
beim ebenen Leiter auch K = 0 (die Energiemenge im Raum
bei endlicher Ladung unendlich). Unsere Kapazitit (62) ist
algso nicht statischen, sondern rein dynamischen Ursprunges.
Wir vergleichen sie etwa mit der statischen Kapazitit der
Erde, als Kugel vom Radius a aufgefaBt. Diese ist in unseren
Einheiten 4ma, also auf die Einheit der Oberfliche bezogen,
um sie mit (62) vergleichen za kdnnen, 1/a = (#/2)107° cm™%
Dagegen ergibt sich bei einer Wellenlinge von 2 km oder
n = 8m.10% und bei der Leitfahigkeit von Seewasser (vgl. § 9
Anfang) nach (62) K = (n/}6)10~% Diese elektrodynamische
Kapazitit ist also rund 100mal grifler als die entsprechend ge-
messene elektrostatische der Erdkugel. ' Bei schnelleren Schwin-
gungen (kleineren Wellenliingen) wird das Verhaltnis noch
groBer. Wir schlieBen daraus, daB es keinen Wert hat, bei
der drahtlosen Telegraphie mit der statischen oder quasi-
statischen Ladungsverteilung auf der Krdkugel zu rechnen;
offenbar wire dies nur zulissig bei Schwingungen, deren
Wellenlinge groB gegen den Durchmesser der Erde ist,

Selbstinduktion L. Der Vollstindigkeit wegen teilen wir
auch das Ergebnis der Rechnung fiir 7 mit. Als Hauptglied
findet sich (#,, gegen W, , vernachlassigt):

it

= 5,
(63) L= & n l/ 2y 1 2

Bei verschwindendem = liefert unsere Formel, wie es sein
muf}, Z = oo (die magnetische Energie, die zu einem endlichen
Gleichstrom gehort, wird unendlich gro8).

§ 11. Zusammenhang mit der Optik.

Wir beginnen damit, die allgemeine Losung des § 4
(Gleichung (14)) so zu schreiben, daBl sie als Superposition
ebener (homogener und inhomogener) Wellen aufgefaBt werden
kann,
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Zu dem Zwecke tragen wir fiir J seine Integraldarstellung ein
2

J(/'LT) — E%feiircoszpdw
0

und setzen ¥ = & — ¢, Wo « eine neue Integrationsvariable
und ¢ den Winkel im Polarkoordinatensystem r, ¢, z bedeutet,
der zum Aufpunkte z, y, z gehort, derart, daB = = rcos¢,
y =rsging. Dann haben wir auch

2r

J(hr) = QLfemms“yS*”‘)dw-
n
0

Wir nehmen %, als reell an und zerlegen die Integration
fir IT, in (14) in zwei Teile: 0 <A <k, und % <4< c0.
Die entgprechenden Teile von IJ, nennen wir II, und II; es
erscheint niamlich I7, als ein Aggregat homogener, I, als ein
solches inhomogener ebener Wellen.

Fir II, ergibt sich zundchst:

2 %,
I __:_1- do %%+’ cz').(zcosa+ysiua)—Vle-k“‘z)d)
h 2 N e
4] 4]

Setzen wir jetat A/k, = sinf, so ist # wegen 2 < % reell und
VA% — £, = ik cos B; daher
2n a2

(64) Hh =fdafdﬂAeilq(xcosusinﬁ+ysinasinﬂ—zcosﬁ)
0 0

mit der Abkiirzung
=%%sinﬂcosﬁ.

Der Integrand in (64) bedeutet nun in der Tat eine ge-
wohnliche ebene Welle, die unter dem Winkel § gegen die
Normale zur Erdoberfliche einfillt und deren Einfallsebene
durch das Azimut ¢ gegeben ist. Ihre Amplitude 4 variiert
in bestimmter Weise mit dem Einfallswinkel 8. Diese Wellen
sind nach dem Vorgange von Voigt als homogen zu bezeichnen,
da fiir jede derselben die Ebene konstanter Phase zugleich eine
Ebene konstanter Amplitude ist. Das System dieser Wellen
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beginnt mit senkrechter Inzidenz (A =0, #=0) und geht
schlieBlich in streifende Inzidenz iiber (L = %,, 8= =/2).
Betrachten wir nun den zweiten Bestandteil

2 [}

(65) l];:fdwf_%_‘;:;?, eih(@eosa + ysinag) — V2 —k*z 2 724,

Auch in dieser Formel ist der Integrand als ebene Welle zu
deuten, aber nicht mehr als gewdhnliche homogene, sondern
als inkomogene: die Ebenen konstanter Phase sind, da jetat
V22 =2 reell ist,

z €o8 ¢ -+ y sin ¢ = const,,

stehen also auf der Erdoberfliche senkrecht, die Ebenen kon-
stanter Amplitude werden
z = const,

sind also zur KErdoberfliche parallel. Definieren wir die
,Inzidenz* durch die Normale zu den Ebenen konstanter
Phase, so kommt allen diesen inhomogenen Wellen ,,streifende
Inzidenz* zu, so daB sich dieses inhomogene Wellensystem
stetig an das vorige homogene anschlieBt.

Ihr wesentliches Interesse haben die inhomogenen Wellen
in der Optik fiir das Problem der Totalreflexion. Auch dort
pflanzen sich die Wellen im optisch diinneren Medium, was
ihre Phase betrifft, parallel der Trennungsfliche fort, d. h. die
Ebenen konstanter Phase sind dort wie hier senkrecht auf der
Trennungsfliche, die Ebenen konstanter Amplitude parallel dazu.

Unsere strenge Losung zerlegt sich also in ein Bundel ebener
Wellen vom Charakter der gewihnlichen sichtbaren Wellen der
Optik und ein Bindel inhomogener, parallel der Erdoberfliche
fortschreitender vom Charakter der bei der Totalreflexion auf-
tretenden, unter gewdhnlichen Umstinden unsichtbaren Wellen.

Es liegt nahe, das erste Biindel der oberen, im Medium 1
gelegenen ,,Hilfte unseres leuchtenden Punktes®, das zweite
Biindel der unteren, im optisch dichteren Medium 2 ent-
haltenen Halfte zuzuschreiben. Zu dieser Ausdrucksweise
wire indessen zu bemerken, daB eine solche Trennung des im
Grunde einheitlichen und untrennbaren Vorganges physikalisch
nicht zu realisieren ist.
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Ebenso wie in unserer vollstindigen Losung des § 3 treten
in den Bestandteilen P, @ derselben (§ 4 u. ff.) inhomogene
Wellen auf. Bei den ebenen Wellen (27), in die P fiir groBe
Entfernung iibergeht, sind z. B. die Ebenen konstanter Phase,
gegeben durch

s,z — Ys® — k% 2z = const.,
von’ den Ebenen konstanter Amplitude, gegeben durch

s,z + ]/s2 — k% z = const.
verschieden; hierbei meinen die Indizes r und ¢ den reellen
und imaginiren Teil der betreffenden GroBe und ist 2,2 als
komplex vorausgesetzt. Wie im allgemeinen bei inhomogenen
Wellen wechselt auch bei unserem P die Richtung des Energie-
flusses mit der Zeit.

Ebenfalls zu den inhomogenen Wellen gehdren unsere
Wellen @, im zweiten und unsere Wellen @, im ersten Medium
(Gleichung (35a und b)). Diese Losungen sind sogar von
allgemeinerem Charakter, als man sie in der Optik betrachtet,
wegen Auftretens der Koordinate z in der Amplitude, welcher
eine eigentiimliche Form krummliniger Energiestrahlung mit
sich bringt.

Zum Schlusse bringen wir noch unsere Oberflichenwellen 7,
Gleichung (27), in einen interessanten Zusammenhang mit der
wohlbekannten optischen Zatsacke des Polarisationswinkels und
des Brewsterschen Gesetzes. Wir werden dabei im Interesse
der bequemeren Ausdrucksweise %, als reell ansehen (z. B. Glas
statt Krde), ebenso wie im vorigen Paragraph, p. 728, an
den” wir ankniipfen; doch gilt Analoges auch bei komplexem
Brechungsverhiltnis.

Die Gleichungen (56a und b) besagten, daB der (bei
reellem k, konstante) Winkel der elektrischen Kraftlinie gegen
die Normale in 1. komplementiir ist zu dem entsprechenden
Winkel in 2. oder, anders ausgedriickt (vgl. Fig. 4) daB der
Strahl &, mit der Trennungsfliche denselben Winkel y bildet,
wie der Strahl &, mit der Normalen zur Trennungsfliche.
Nennen wir &, den einfallenden, &, den gebrochenen Strahl, so
kénnen wir uns einen reflektierten Strakl &' hinzudenken (in
Fig. 4 punktiert), der denselben Winkel y mit der Trennungs-
fliche bildet wie &,. Dieser steht nack dem Gesagten auf dem
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gebrochenen Strahl &, senkrecht. Der Winkel /2 — y zwischen
Normale und einfallendem Strahl ist also nichts anderes als
der Polarisationswinkel und die senkrechte Lage von &, und &,
entspricht dem Brewster schen Gesetz., Uberelnstlmmend drucken
die Gleichungen (56a und b) nichts anderes als das fiir den
Polarisationswinkel spezialisierte Snellsche Brechungsgesetz aus:
Der Sinus des Einfallswinkels (= cos y) geteilt durch den Sinus
des Brechungswinkels (= siny) ist gleich dem Brechungsindex
(= &y [hy).

Die Gleichungen (27) zeigen ferner, daB unsere einfallende
(bei reellem %, homogene) Welle senkrecht zur Einfallsebene
(Zeichenebene der Fig. 4) polarisiert ist, da die elektrische
Kraft (€,, €) in dieser Ebene liegt. Die reflektierte Intensitiit
ist also Null und wir verstehen auf Grund dieser elementaren
Tatsachen der Optik die Moglichkeit unseres Wellenvorganges P,
bestehend lediglich aus einer wunter dem Polarisationswinkel ein-
fallenden Welle in 1. und einer gebrochenen in 2.

Nicht unerwéhnt mige bleiben, daB in dieser optischen
Auffassung unsere ,,Oberflichenwelle’* P zun einem System
zweier gewOhnlicher ebener Raumwellen wird, und daB die
Beziehung zur Oberfliche nur noch in der Bevorzugung des
Polarisationswinkels als Einfallswinkel zum Ausdruck kommt.
Wir sehen hierin wiederum die Bestatigung einer in der Kin-
leitung vorausgeschickten Bemerkung, daB schematische Ein-
teilungen wie die Trennung in Oberflichenwellen und Raum-
wellen nie ohne Willkiir moglich und mehr unserem Vor-
stellungsvermogen wie der Wirklichkeit der Dinge angepaBt
sind. Physikalisch berechtigter und sicherer fundiert wiirde
diese Trennung bei dem Problem der Kugel erfolgen konnen,
welches also auch aus diesem Grunde in Angriff zu nehmen
sein wird.

Hrn. Kollegen Zenneck danke ich fiir freundlichen sach-
kundigen Rat in den technischen Fragen des Problems.

(Eingegangen 15. Januar 1909.)





