
4. Reflexion elektromagnet48cher WeClm 
an e4nem Draht; 

vow W. v. Iynnntowsby. 

§ 1.  Einleitung. 

I m  folgenden wollen wir die an einem unendlich langen 
Draht reflektierten W ellen berechnen, welche durch eine ein- 
fitllende ebene und geradlinig polarisierte elektromagnetische 
Welle bedingt sind. 

Wir legen den Koordinatenanfang in die Achse des Drahtes, 
wobei die letrtere mit der z-Achse zusammenfallen SOIL Die 
einfallende Welle bewege sich langs der negativen Richtung 
der x-Achse. 

Fall 1. Die elektrische Kraft der einfallenden Welle ist 
parallel zur Achse des Drahtes. 

Bezeichnen wir die Amplitude der elektrischen Kraft 2 
durch A fur .T = 0, so haben wir: 

wo o = 2 nd/T und 

sind. 

zs; A e i ( W t t x z )  (1) 

( 2) cy 

p e w4 
x 2  = ~~ -ii4no/,luo 

Es bedeuten weiter : 
p magnetische Permeabilitat, 
o Leitfahigkeit. 

Diese beiden QrOSen, ebenso wie 2 sind im absoluten elektro- 
magnetischen MaBsystem ausgedruckt, welches System wir auch 
stets im folgenden annehmen werden. 

8 Dielektrizitatskonstante, 
c 3 . 1O1O cm/sec Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. 

Wir setzen 
{I E 0 9  __- cp - U ,  47ZO'PF,J=/9 

und 
(3) x = a + i b .  

33 * 



496 

Dann ist 

N :  v. Ignatotu.+. 

Da aber xa stets (2) geniigen m u 4  so haben wir entweder 
a < O  und b > O ,  

oder 
(4) a > O  und b < O .  

Iliese letztere Bedingung wollen wir snnehmen. 
Aus (1) folgt, da0 bei komplexem x fur z = +a, 2 un- 

endlich gro6 wird. Dies hat aber keinen Einflu0 auf die 
folgenden Berechnungen, denn wir k6nnen annehmen, daB in 
der Nahe des Drahtes Z durch (1) dargestellt werden kann 
und folglich konnen wir den Ausdruck ( I )  far 2 beibehalten, 
weil (doch die reflektierten Wellen nur von den Oberflachen- 
bedingungen abhangen, d. h. von den Werten von 2 an der 
Oberflache des Drahtes. 

Fall 2. Die elektrische Kraft der einfallenden Welle ist 
senkrecht zur Achse des Drahtes. 

In  diesem Falle erhaltcn wir aus (1) fur die magnetische 
Kraft 5, welche jetzt parallel der Achse des Drahtes sein wird, 
den Wert : 

(5) 

(1) und (4) sind Losungen der allgemeinen Maxwellschen 
Qleichungen (7). 1st cr = 0, so ist x reell. Hatten wir direkt 
die Gleichungen (7) fur ein reelles x gelost, so kamen wir 
zu demselben Resultat, als ob wir in (1) und (4) o=O setzten. 
Vom physikalischen Standpunkte betrachtet, mu6 diese Kon- 
tinuitiit, augenscheinlich, stets bewahrt bleiben. Wenn wir 
also spater mit Hilfe von (7) eine Losung B fur die reflek- 
tierten Wellen bei cr $. 0 finden und eine solche B fur c=O, 
so mu6 demnach 

(6) 

Wir heben 
dingung deshalb 

unbedingt sein : 
B = B'. 

o = o  

diese anscheinend selbstverstandliche Be- 
hervor, weil, wie wir im nachsten Para- 
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graphen sehen werden , bei der Losung unseres Problems 
eine gewisse Unbestimrntheit existiert, indem es bei reellem x 
zwei Funktionen (J, und Pn) gibt, welche bei r s o 0  endlich 
bleiben, andererseits aber bei komplexen x nur eine (QJ. Des- 
halb nehmen wir  diese letztere als Losung an auch bei reellem x ,  
eben wegen (6). 

Diesbezuglich verweisen wir noch auf das am Schlu6 des 
8 7 Gesagte. 

Die Gleichungen von Maxwell lauten, in Vektorform ge- 

' (9) 

wo E und B cler elektrische bez. magnetische Vektor sind. 

x und .y durcli die Relationerl 
(8) x = r cos cy untl y = r sin y 

verbunden siud, ein, so erhalten wir aus (7) ,  da 

Fuhren wir die Zylinderkoordinaten r nnd cp, welche rnit 

- ' 4 n o Z +  oe st- ~. a r  a p '  
8 aR 1 d ;  
ca a t  r 2q' 

a @  8, 

4 n o f i +  ---= 

4 z c r @ + 7 r = -  d t  81. 

(10) ' 

- 
z. r und cp sind. 

~ 5 - -  - Y a t  - r d r  ' - 

a g  1 az 

a* az 
- c i T = r  a p >  

, P - = -  a t  dr- ' - 
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9 2. Diskuseion der notwendigen Liisungen. 

Bei der Losung unseres Problems werden wir zur folgen- 
den Differentialgleichung kommen : 

wo n = 0,  1, 2, 3 . . . n ist.. 
Das eine partikulare Integral von (1) ist: 

2” XZ 2 4  - . . . I ,  
(2) Jn (x) = { 1 - 2 ( 2 n + 2 ) +  2 . 4 ( 2 n + 2 ) ( 2 n + 4 )  

welches als Besselsche Funktion erster Art und nter Ordnung 
des Argumentes x hekannt ist. l) 

Fur die abgeleitete J,‘(x) von Jn(z) nach x haben wir: 
n 

(3) 9 Jn’(2)  = ;J , (J )  - J n + 1  (.I* 
Fur  kleine Werte von x konnen wir setzen: 

Xn 
(4) Jo (4 = 1 9 J, (4 = TjTJ 

und 

(5) 

Fur groBe Werte van x ist: 

wo 
4 n e -  1 

Y 
[4 n2 - 1 )  (4  n2 - 9) (4 n2 - 25) 

(4na - 1 ) ( 4 n z  - 9) 
2 ! y2 a,(?/)= 1 +--- + 

+ . . .  
3 !  ys 

Diese Formeln gelten sowohl fur reelle, als auch fur kom- 

Da x stets die Form haben wird: 

+ (7) { 
ist. 

plexe x. 

2 = T X  = ?.(a + 2.6) 
_ _ ~  

1) Vgl. A. Gray u. G. Matbems, A treatise on Beasel functions. 
London 1895. p. 11. 

2) 1. c. p. 13ff. 
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und den Bedingungen (4), 5 1 geniigen muB, so konnen wir 
in ( 6 )  bei groSen ~b das zweite Glied vor dem ersten ver- 
nachlassigen und erhalten, falls wir noch setzen IS, = 1 : 

is) 
d a 

ist und 

(9) 

Wir sehen, daB bei komplexem x und r =co J,(z) un- 
endlich wird. Deshalb kbnnen wir  diese Funktion nicht als 
Losung fur die reflektierten Wellen gebrauchen, denn der 
AuBenraum kann eventuell leitend sein und die Annahme a=O, 
d. h. auch b = 0 ist doch schlieBlich eine AnniLherung. 

Wir mussen deshalb ein Integral einfuhren, welches bei 
r =co und komplexem 1c endlich bleibt. 

Zu dem Zwecke bedienen wir  uns der Funktion: 

(10) 

welche auch der Gleichung (1) genugt. 

p, (4 = T" (4 - (k 2 - C) J, (4 7 

Hier ist C = 0,5772 . . . die Eulersche Konstante und 

(Yn( . c ,=J , , ( . ) I sx -  (1 + h +  k . . . , ) J ( X ,  1 

Fur groBe Werte von z ist: 

-~ 

1) A. Gray,  1. c. p. 23, 40, 66, 99. Wir haben in (11) - C statt + C 
gwetzt, wie letzteres bei H e i n e ,  Hendbuch der Bugelfunktionen Bd. I. 
p. 245 gescbehen iet, woselbt ein Druckfehler ist, auf welchen Gray, 
1. c. p. 88 hingewiesen bat. 
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Wir fuhren jetzt die Funktion 
in 

i13) Q, (4 = J ,  (4 + Pn(4 
ein. 

von x: 
Ein Vergleich von (13), (12) urid (6) liefert fur groBe Werte 

oder angenahert 

Falls die Bedingungen (4), 5 1 eingehalten werden, ist 
aus dem obigen erstens ersichtlich, daB bei b = 0, d. h. B = 0, 
P, laut (11) reell wird; zweitens ist bei T =LO Q, endlich 
laut (14), drittens wird der Bedingung (6), 0 1 geniigt und 
viertens erhalten wir laut (14) bei groBem T ,  vom Drahte fort- 
schreitende Wellen. 

Wir werden also Q, als unser gesuchtes zweites Integral 
gebrauchen, unabhangig davon, ob x reell ist oder nicht.l) 

AuBerdem haben wir noch folgende Beziehungen: 

y '=  ~ 1' - y ? I  

(15) n x n  n + 1  

und 
1 

(1 6) Jn+1  "n - Jn. Yn+1 = 1: * 

Hieraus folgt : 
1 

(1 7) 

(18) X 

(1 9) en'= 5 Qn - Qn + 1 

(20) X 

J n + l . Q n -  J n * Q i r + l  = 7'  
1 J,. Qn'- Jn'. Q,, = 

n 

und 
1 4, . Pn' - J,' . P?, = 

- 

1) Unser Q,, ist nichts anderes als 
i n  

&. = 2 a,"(%) 1 

wo I?;(%) die Hankelsche Zylinderfunktion zweiter Gattung .II'" Ord- 
nung bedeutet. Vgl. N. Nielson,  Handb. d. Theorie d. Zylinderfunk- 
tionen p. 16 u. 154. Leipzig, Teubner  1904. 
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Far kleine Werte von x konnen wir schreiben: 

wo l g y  = C und y = 1,7728 iet. Und 

(22) 

Fiir grobe x haben wir noch: 

(23) 

AuSerdem wollen wir noch eine Beziehung anfuhren, die uns 
spater von Nutzen sein wird: 

(24) 

Wir miissen noch bemerken, daG die Ausdriicke (6) u. (12) 
nur bis zu solchen Werten von n giiltig sind, solange die Funk- 
tionen Is, konvergent bleiben. Wir werden diesen Grenzwert 
von n, bei welchem auch noch (9) und (14a) gultig bleiben, 
mit s bezeichnen. 

$ 3. Allgemeine Losung des ersten Falles. 

Wir miissen annehmen, daB iiberall 

K = @ = 0 
ist. Setzen wir 

(1) 

wo Zl, p1 und v1 von t unabhangig sind, so erhalten wir aus 
(9) und (lo), 8 1: 
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und 

(3) 

Fur 2, nehmen wir eine Funktion von folgender Form an: 

(4) 2, = M c o s n y ,  

wo M nur von T abhiingt und n = 0, 1, 2 . . . n ist. 
Wir erhalten dann aus (2): 

i5) 

Laut dem in den 88 3. und 2 Gesagten miissen wir als 
Losung fur das Innere des Drahtes die Funktion J, (x' r), und 
fiir den AuBenraum die Funktion Q,(xr)  annehmen und er- 
halten dann fur die reflektierten Wellen: 

m 
Z ' =  e i w t C B n Q n ( x r ) c o s n c p ,  

y' = __.. ZB, Q,,'(xr)cosncp. 

U 

, i w t x  a, I u 

(6) 

Ftir die in den Draht eindringenden: 
m 

2" = ei C;,J,(x' T )  cos n cp , 

2 Cn J,' (x' T )  cos n y , 
( I  

, i o t X ,  m 
y'f = 

% U P '  u 

(7) 

wo p'und x' sich auf das Material des Drahtes beziehen und 
Bn und C, Konstanten bedeuten. 

Fur  die einfallenden Wellen bekommen wir laut § 1 
und 8 2 (24) 
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Bezeichnen wir den Radius des Drahtes mit 9, 80 erhalten 
wir fur die Oberfliichenbedingungen folgende Ausdrucke : 

z" = 8' + 2 ,  

= y' + y . (9) { r=fY 

Hieraus bestimmen sich die Konstanten B, und C,,, mit 
Benutzung von (18), 0 2, zu 

?V JVn B,= A - ,  B, = 2 1 " ~ -  
(10) u* u,, 
und 

2 L" A p' 1 , c,, = . -  c, = 2.- 
9 r-0 9 un ' 

A '  1 
(1 1) 
wo 

H'i = /i X' J,,' (9 x')  J, (9 X )  - ,u' x -7% (9 x') J,,' (g X )  

(12) und 

Wir konnen schreiben : 
u,, = ~ l ' ~ J , , ( g x ' ) & , ' ( g ~ )  - p ~ ' . / n l ( g ~ ' ) Q ~ ( y ~ ) .  

Oder laut (18), 0 2 ,  indem wir den Nenner von (13) durch P 
bezeichnen : 

AuSerdem ist leicht zu zeigen, daB W,, nicht anders ist als: 
, 

falls p = p'= 1 ist. 

5 4. Allgemeine Losung des sweiten Falles. 

Wir werden jetzt uberall haben : 
z=g = y = o .  

Setzen wir wieder : 

(1) 

1) A. G r a y ,  I c. p. 53. 



a 1' 
Analog 8 3 erhalten wir fur die reflektierten Wellen: 

(4) 

fiir die in den Drnht eindringenden: 
m 

= ei w t C Cn' 4, ( r  x')  cos n 'p , 
u 

C C,z' J,' (r x') cos n 'p 

I 
und fur die einfallende Welle: 

Die Oberflachenbedingungen lauten : 
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und falls wir den Nenner mit Fl bezeichnen: 

8 5. Allgemeines Integral der Mdaxw ellschen Gleichnngen. 

Wir nehmen von jetzt ab an, daB der AuBenraum ein 
reines Dielektrikum ist und zwar Luft, d. h. 

(1) 

Dann erhalten wir 
when Gleichungen, 
im AuBenraum : 

0 

C 
x =  

als allgemeinstes Integral der Maxwell-  
d. h. den Wert 2' fur die reflektierte Wells 

1) Das allgemeinste Integral iiberhaupt der Maxwellschen Glei- 
chungen (7), 5 1 ist., in Vektorform geschrieben: 

J 
V 

W O V O ~  (2) ein Spesialfall ist. In (2a) bes. (2) bedeuten: Vdae Volumen 
der zu betrachtenden Karper, d u das Volumenelement, L die entaprechen- 
den Oberfltichen, d GI OberflB;chenelemente, Z (I?, - $) der Sprung der 
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Hieraus folgt, da Z"= e i o t Z l "  ist: 
2n 9 t c n  

0 0 -00 

Bezeichnen wir durch N den Punkt im AuBenraum, fur welchen 
wir 2' suchen, und durch h die Entfernung von N bis zu 
irgend einem Punkte N' im Querschnitt des Drahtes, welcher 
sich durch eine Ebene bestimmt, die senkrecht zur Achse des 
Drahtes ist und durch N geht, so ist 

und folglich 
R2 = 9 + h 2 ,  

, f c n  00 

14) 3 -cn h 

wo I ]=  R l h  ist. Demnnch ist: 
2 ,  4 

0 0  

Bezeichnen wir den Abstand von N bis zur A c h e  mit f u n d  
den Winkel zwischen f u n d  der x-Achse mit 8, so folgt 

?L = 1/ f + 1'' - 2 f r  COS ( y  - 3) , 
normalen zur Oberfltiche Komponente der elektrischen Kraft 3, und I 
den Gradienten eines Skalars. R ist die Entfernung von dern Punkte, 
fur welchen wir I? berechnen wollen, bis zu dem entsprechenden Volumen-, 
bez. Oberfltchenelement. Unter den Integralen mu1 statt t, t -  R / c  ge- 
setzt werden. Den Beweis von (2a) hat Verfasser i n  seiner Arbeit 
,,Liisung einiger Fragen aus der Elektrostatik und Elektrodynamik mit 
Hilfe der Vektoranalysis" (auf russisch 1902 erschienen) gegeben. Diesen 
Beweis hier zu wiederholen wurde uns eu weit fuhren, wir werden aber 
dafiir die Richtigkeit von (2) indirekt beweisen. 

1) A. G r a y ,  1. c. p. 230. 
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wo die Entfernung von der Achse bis N’ ,  und ‘p den Winkel 
zwischen r und der x-Achse bedeuten. AuSerdem haben wir: 

(6) l) Q, (x  h) = Q, ( x f ) .  J,, (x  r) + 2 5 Q,, ( x f ’ )  J, (x  7) cos n (‘p - 8, . 
Unter der Voraussetzung, daS 

p = p t =  1. 
erhdten wir aus [5), falls wir daselbst (6) und den Wert 
Ais Zl” aus (7), 6 3 einsetzen, unter Berucksichtigung von (15), 
8 3, tatsachlich den Wert (6), 0 3 fur 2’. Damit ist bewiesen, 
daS (2) und folglich auch (5 )  das Integral der Gleichungen von 
Maxwell darstellt und uns die richtige Lbsung ftlr die reflek- 
tierten Wellen gibt. 

1 

Wir nehmen an: 

ist sehr groB. o h  2 n h  
c i 
- 

dann konnen wir laut 8 2 setzen: 
- ,  (k’! - ’) 

1. 4 . 
Setzen wir noch auSerdem Setzen wir noch auSerdem 

.- = sehr klein 
h 

voraus, so konnen wir schreiben 
h = f -  rcos(y  - 8). 

Der groBte Fehler, welchen wir bei dieser Annahme beziiglich h 
machen, ist ca. ga/2 h oder ga/2 f. 

Damit wir also bei diesem Werte von h keinen groSen 
Fehler fur die Phase von 2’ bekommen, mu6 sein: 

1 = griifier als 9” . 
Da fillh in (7) nur auf die Amplitude wirkt, so kbnnen 

wir diese GrbSe aus dem Integral (5) herausheben nnd f statt h 
schreiben und erhalten : 

(8) ef ’  

(9) 

1) A. Gray,  1. c. p. 92. 
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Aus (24), 8 2 haben wir: 

(10) 

Nehmen wir wieder p = p' = 1 an und setzen den Wert von Zl'r 
in (9) ein und berucksichtigen (10) und (15), 9 3, so erhalten wir: 

Fi 5co8 (q- 9) cos n rp drp = 2 n in< (x) cos n 17. 
0 

wo wieder r und rp, statt f und 9. gesetzt sind. 
Wir wiederholen no& 

denen (11) giiltig ist: 

\ grog; 

1 

einmal die Bedingungen, unter 

r groB gegen 9, 
g2 il groB gegen -. 
29.  

Wir werden spater (8 7) sehen, daB, falls der Draht ein absoluter 
Leiter ist, sein wird: 

und wir erhalten dann aus (11): 

1st g x = 2 n g l i l  klein, so folgt nach 8 2: 

und : 
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Wir werden in 0 8 denselben Ausdruck (16) in anderer 
Weise ableiten und dadurch zugleich die Richtigkeit des obigen 
Naherungsverfahrens beweisen. 

Fur  den Fall eines absoluten Leiters ist 2" = 0 und folglich 
das Integral (5) direkt nicht zu gebrauchen. Wir wollen jetzt 
ein analoges Integral ableiten fur einen absoluten Leiter. 

Wir haben laut (11) und (6), 0 3: 

Fiihren wir wieder die Bezeichnung h ein, wie am Anfang 
dieses Paragraphen, und schreiben g statt r, also: 

~ 

h = r+ 9 2  - 2f.q (cos (fp - a)), 
so ist laut (6) leicht zu sehen, daB: 

ist, wo 

ist. Bilden wir jetzt laut 8 3 die Summe p+p' fiir einen 
absoluten Leiter und beriicksichtigen (18), 0 2, so folgt fur 
fr = g:  

und demnach: 

A e i ~ t X = - i i w g ( ~ +  ~ ' ) = - g - - -  a (VJ + v3 
a t  

an 

0 
oder laut (4) 

0 -w 

wo also t,o + 9' = ei w t (lu, + y',) die gesamte magnetische Kraft 
fur fr = g ist. 

Nach Ausfiihrung der Integration mu8 in (18) und (19) 
statt f und 9. wieder T und y~ gesetzt werden. 

Annalen der Pbysik. IV. Folge. 18. 34 
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6. Berechnung der im Drahte absorbierten Energie. 

Da wir keine elektrische bez. magnetische Hysteresis 
voraussetzen, so miissen wir annehmen, da6 die im Drahte 
absorbierte Energie E lediglich durch die Joulesche Warme 
hedingt wird. 

Wie wir schon angenommen hatten , ist der Au6enraum 
ein reines Dielektrikum, und zwar Luft, d. h. x = w/c. 

In diesem Falle wird die algebraische Summe der durch 
einen, dem Draht konzentrischen Zylinder vom Radius T ein- 
und ausstrijmenden Energie gleich dem oben genannten E sein. 
Wir brauchen aber die Berechnung nur fur die Einheit der 
Lange des Drahtes auszufuhren, da langs der Achse des letz- 
teren keine Energie ein- bez. ausstromt. 

Nach dem Satze von Poyn t ing  erhalten wir fiir die im 
Drahte auf der Einheit der Lange, in der Einheit der Zeit, 
in Form von Joulescher Warme absorbierten Energie E den 
Auadruck : 

E = - -  r jz i z .  V E H d y i ,  
(1) 4l-l 

0 

wobei E unbedingt positiv oder Null sein mu& 
Im Ausdruck (1) bedeutet ?i den Einheitsvektor l h g s  der 

SiUBeren Normale zum Zylinder, und P E H  das Vektorprodukt 
zwischen der elektrischen Kraft E und der magnetischen H. 

Bezeichnen wir den Einheitsvektor der Komponente von 
P E H  langs der Normale durch 7, so erhalten wir 

(2) 1 und fur den zweiten Fall 

AuBerdem mussen wir berucksichtigen, da6 das skalare Pro- 
dukt yiz den Wert hat: 

Fur  den ersten Fall Z = - 1 { und fiir den zweiten T Z  = i .  

Indem wir durch %(y) den reellen Teil einer OroBe y 
bezeichnen, erhalten wir aus (l), (2) und (3) fiir den mittleren 
Wert von E wahrend einer Periode T fur den ersten Fall: 

ii Y E H =  ?iT.Zysin(EE:) = %j~..+7y 

n P E  H = ,n p .  5 @ a 

(3) 
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2’ 2 .7 

(4) B= nr 2’ J’ J[nt (2) + w (2‘13 . [?I? (v) + 8 (?”I d t  Q .  
0 0  

Diesen Ausdruck k6nnen wir in drei Teile spalten und zwar: 
T a ,  

u o  

T 3;r 

B3 = 411; il J’J[%(Z)N(?p/) + % ( ( 8 ) n t ( q ) ] d t d y  
0 0 

und 
E’= s1 + E2 + E d .  

Da El unverandert bleibt, ob der Draht da ist oder nicht, 
und da im letzteren Fall keine Energie absorbiert wird, so 
muB El Null sein. E2 ist die von den reflektierten Wellen 
in  den Raum ausgestrahlte Energie und mu6 folglich stets 
eine negative Gro6e sein, und E, ist die zum Drahte stromende 
Energie und mu6 folglich eine positive GroSe und dem abso- 
luten Werte nach groSer oder gleich E, sein. 

Unter Berucksichtigung von (13) und (20), 8 2 und der 
$8 3 und 4 erhalten wir f ir  die E nach einigen elementaren, 
aber langwierigen Rechnnngen, da P,,(x) und J*(x) f i r  reelle 
positive z reel1 sind, und falls wir setzen: 

Wn 
- = all + i/S,, (6) U,, 

wo u , ~  und p, reelle GroBen sind, folgende Ausdrucke: 

I m 

34 * 
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Ganz analoge Ausdrucke erhalten wir fur die im zweiten 
Falle absorbierte Energie E'= El'+ Ea'+ E,', nur daB in (7) 
statt u, und pn, u,,' und p,,' stehen werden, wo 

ist. 
Laut unserer Annahme: AuBenraum = Luft, ist ,u = 1. 

Die Ausdrucke (7) gelten auch fur E > 1. 
Wir sehen, daB 3 bez. E' von r unabhtingig sind, wie 

es auch sein mug, da im AuBenraum keine Energie absor- 
biert wird. 

Wir erhalten also: 

und einen analogen Ausdruck fiir G'. 

folgern wir aus (9), daB 

(10) vui + pi < 1 und l u 2 +  < 1 

Da E bez. E unbedingt positiv oder Null sein mussen, 

sind. 
Andererseits sehen wir, daB tatsachlich E% und 3,' negativ 

und E, und E,' positiv sind, denn E und E sind positiv. 
Fur die i? konnen wir noch andere, mehr anschaulichere 

Ausdrucke bilden. Zu dem Zwecke benutzen wir (13), 9 2 
und fuhren folgende Bezeichnungen ein: 

wo 

und y und 6 reelle Gr6Ben sind. 
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Hieraus erhalten wir : 
~. 

Analoge Ausdriicke erhalten wir fur El, El‘ und E3‘, falls 
wir in (14) yn’ und 9’ statt y, und 6, einsetzen. 

9 7. Daa Material des Drahtes ist ein absolutes Dielektrikum 

1st das Material des Drahtes ein absolutes Dielektrikum, 
so ist x’ reel1 und laut (12) und (13) des vorigen Paragraphen 
folgt 

oder ein abaoluter Leiter. 

= &’= 0, und demnach 

Entsprechende Ausdriicke erhalten wir fur h”, Bz’ und 4’. 
x‘= m, und wir erhalten aus (14), 6 3 und (12), 0 4: 

(2) 
und 

(3) 

1st das Material des Drahtes ein absoluter Leiter, so ist 

und deshalb aus (11), 6 :  

und 

(41 

und 
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wobei wir fur E, denselben Ausdruck (1) erhalten, nur, daB 
an Stelle der dortigen y, und yn' die Werte (4) treten. 

Wir sehen, da0 ein absoluter Leiter und ein absolutes 
Dielektrikum sich ganz gleich verhalten bezuglich der reflek- 
tierten und absorbierten Energien, d. h. in beiden Fallen wird 
keine Energie absorbiert und die zum Draht hinstromende 
Energie wird wieder vollstandig in den AuBenraum zerstreut. 
Der Unterschied ist nur der, da6, wahrend beim absoluten 
Leiter die zum Drahte stromende Energie von der Oberflache 
des letzteren sofort reflektiert wird, dringt sie beim absoluten 
Dielektrikum in den Draht, um von dort unvermindert zuruck- 
z u kommen . 

Anbei mochten wir noch einige Bemerkungen bezuglich 
der von J. J. Thomson ,,Notes on Recent Researches in 
Elektricity and Magnetism" gemachten Berechnung der Re- 
flexion an einem Draht aus absolutem Leiter machen. 

Suf p. 263 des genannten Werkes fuhrt Thomson die 
H e in  e sche Funktion KO (x) ein, welche nichts anderes ist als 
- Po (x )  bei reellem x. 

Wie wir in 5 2 gesehen haben, ist Po (x) bei x =oo end- 
lich nur bei reellem x. J. J. Thomson gibt weiter fur groBe x 
einen Grenzwert fur -Po (x) an, welcher der Funktion 

i n  
2 

~ .Jo (x) - Po (2) 

entspricht. Diese letztere Funktion bezeichnet Hein  e auch 
durch KO (z), macht aber auf den Sprung aufmerksam, welchen 
KO(.) besitzt beim Ubergang vom komplexen zum reellen z. 
Da wir aber beim Ubergange zu s=O bei der Losung unseres 
physikalischen Problems keinen Sprung annehmen konnten , so 
stellten wir an die Spitze die Bedingung (6), 5 1. 

Weiter gebraucht Thomson 8 361, p. 429 bei der Losung 
des Problems der Reflexion im Falle eines absoluten Leiters 
wieder die Funktion KO (x) = - Po (z), was unseren Ausdrucken 
(2) und (3) dieses Paragraphen und der Bedingung (6), 0 1 
widerspricht. Auf p. 430 fuhrt Thomson die Berechnungen 
mit Hilfe von Po(x), gibt aber p. 431, 5 364 fur die Grenze 
bei groBem x einen Wert an, welcher der Funktion &,(x) ent- 
spricht. 
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Wir kommen weiter unten noch einmal darauf zurtick. 
Gesetzt den Fall, wir hiitten fiir den AuSenraum bei x 

Wir hatten dann bei be- 
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reel1 die Funktion P,,(x) gebraucht. 
liebigem x' erhalten : 

d. h. die gesamte vom Draht reflektierte Energie ist Null. 
AuBerdeni ware fiir einen absoluten Leiter oder absolutes 
Dielektrikum 

d. h. die gesamte zustromende Energie ware Null. 

9 1, die Einfuhrung der Funktion Q,. 

E, = E,' = 0 ,  

Es = E3' = 0 ,  

nieses rechtfertigt noch einmal, au6er der Bedingung (6), 

8. Die Wellenliinge ist groi3 im Verhiiltnis sum Durchmesser 

Wir nehmen wie friiher fur den AuSenraum Luft an, also 

des Drahtes. 

G = O ;  E = p = l ,  

und I groB gegen 9. 

daher 
Als Material des Drahtes wahlen wir Kupfer und haben 

p' = 1 und 0' = ca. 6 4 .  [ Laut 8 1 x' = a - i b , 

(3) 
Dann ist 

(4) 

Urn die Grofienordnungen zu fixieren, nehmen wir z.B. an: 
= 103cm; g = 0,2cm. Woraus folgt: 

x = 6,28. 
ly = 1,52.106 und 

g x  = 1,26.lO-3; 

a = 8 ' .  2,b: . 10-11. P 
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Wir konnen also, auch falls die sehr unbestimmte QrijBe d 
bedeutend sein sollte, at gegen vernachlassigen und schreiben: 

~ 

z'=i$(l - i ) = 2 n  --(1 -2.); 
(5) r/T 
und in Zahlen, fur unser Beispiel: 

~'=853,4(1 - 4 ,  9 ~ ' =  170,7(1 - i ) .  

Da die Wellenknge groB im Vergleich zum Durchmesser 
des Drahtes ist, so k6nnen wir die einfallende Welle, in der 
Umgebung des Drahtes, sehr genau darstellen durch: 

8 

Z =  AeiWtjJ , (Tx)  + 2 3 t n J n ( r z ) ] ,  
1 

x A  
I 0 ( 1 + 2 $ ( Y n ( T X ) / ,  I < = w e i w t j J  ' r x  

1 (6) 

wo die GroBe 8 dem am Schlusse des 8 2 Gesagten entspricht. 
Iufolgedessen sind alle Koeffizienten Bn, Bnf und C,,, C,,' fur 
n > s gleich Null. 

Da 9%' groB ist und .n bzw. s verhaltnismaBig klein, so 
konnen wir statt (9), 0 2 schreiben: 

(7) 

Deshalb 
Formeln 
von (14), 

(8) 

(9) 

erhalten wir unter Benutzung der entsprechenden 
aus 8 2 fur kleine 2 = g x  fur die Klammerwerte 
$j 3 und (12), 9 4: 

0 < n s s ,  
und fur n = 0 

1 1 -  
Y 9 X i  ' 1 - i x ' g  Ig __ 

(8 a) 
2 

4 1 - -  ~ 

(9 4 2 g W g -  Y 9 X i  f g 2 x ' P  

Wir kbnnen also, da die in (8), (Sa), (9) und (9a) zu 1 zu 
addierenden Werte bei groBem x' sehr klein sind, statt der 
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Klammerwerte 1 schreiben und kommen so zu den Aus- 
drucken (2) und (3) 8 7, d. h. unser Draht wird sich in bezug 
auf Reflexion wie ein absoluter Leiter verhalten. 

Wir erhalten demnach fur die unmittelbare Nahe des 
Drahtes, laut (15) 8 5:  

Diese Reihe wird aber sehr schnell abnehmen und wir 
begniigen uns deshalb mit dem Gliede n = 1 und haben: 

Mit derselben Annaherung ist fur die einfallende Welle : 

und daher fur die gesamte elektrische Kraft: 

Ftir T = g muB, da sich der Draht wie ein absoluter 

Fur sehr groSe T erhalten wir aus (14a), 9 2: 
Leiter verhalt, 2 + 2' = 0 sein. Dies folgt auch aus (12). 

ns8. 

Mit Benutzung dieses und der Werte (15), 8 5 erhalten 
wir den Ausdruck (16), 0 5,  mit nur dem Unterschiede, daB 
hier 8 statt co stehen w i d .  Der Unterschied fhllt aber sofort 
weg, falls wir tatsachlich zu einem absoluten Leiter ubergehen 
und T geniigend groB wahlen. 

Dies zeigt uns die Richtigkeit des im 6 5 angewandten 
Naherungsverfahrens. 
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Indem wir auch hier mit dem Gliede n = 1 abbrechen, 
erhalten wir : 

Dieser letzte Ausdruck ist fur uns interessant wegen des 
Unterschiedes zwischen unserer Losung und derjenigen von 
J. J. Thomson,  1. c. p. 432. 

Wir gehen jetzt weiter in unserer Berechnung und er- 
halten, falls wir uns wieder mit dem Gliede n = 1 beschranken, 
fur unmittelbare Nahe des Drahtes : 

(14) {C rz 
und 

i A e i w t  2 - i -cos g2 
'p) 

= ideiwt  (- I n r  + icos 'p) . (15) 
Also 
(16) @ + @ ' = - i A e e i w t  ( I r  (T2 - 9 2 )  - ; (+ - 92) cos 'p) . 
Weiter wird sein 

R + R'= - A e i w  ' 1 + - sin 'p . (17) { $1 
Die gesamte elektrische Krnft Y ist: 

Wie wir sehen, ist auch bier @ + @'= 0 fur T = g. 
Die Quadrate der Amplituden von (18) und (12) werden 

gleich sein den Quadraten der entsprechenden Moduln. Und 
zwar unter Vernachlassigung von Gliedern hoherer Ordnung: 

2 nz (r? - g4 COB I$ 
I +  _____ r I r l g -  

(10) l z+z i z=  ~ 2 ( l g + ) ~ -  9 -  

1 Yl2 = 1 1 2 .  (1 - -Fi-cos2rp}. 2 .!Jz 

(Ig Z Y Y  ")'+; 
und 

(20) 
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Und da die Glieder, welche in (19) und (20) zu 1 addiert 
werden, sehr klein sind, so konnen wir mit genugender An- 
nfiherung schreiben : 

und, unsere Zahlenwerte eingesetzt, erhalten wir : 

fur T = 5 cm. 
Das obige in Worte umgesetzt ergibt: Im zweiten Fall, 

d. h. die elektrische Kraft der einfallenden Welle ist senkrecht 
zur  Achse des Drahtes, geht, wie aus (20) folgt, die Welle am 
Draht beinahe ungeschwacht vorbei, folglich ist in diesem 
Falle eine verschwindende Reflexion und ebenfalls verschwin- 
dend ist die Schirmwirkung des Drahtes. 

Ganz anders liegen die Verhaltnisse im ersten Falle, wo 
also die elektrische Kraft der einfallenden Welle parallel zur 
Achse des Drahtes ist. Hier haben wir starke Refiexion und 
Schirmwirkung und die gesamte elektrische Kraft wird ge- 
schwacht, und zwar bei unserem Beispiel um 2,3 mal. 

Wir gehen jetzt zur Berechnung der im Drahte ab- 
sorbierten Energie uber. 

Zu dem Zwecke kehren wir zum 8 6 zuruck. Bei der 
Ausrechnung der Energie werden wir uns mit den ersten 
Gliedern, d. h. mit den GroBen yo, So, yb und begniigen. 

Wir erhalten nach einigen Vereinfachungen : 

Daraus folgt : 

E =  B e .  ( + I 3 ’  1 
(24) 
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und 

(25) 

Bei 

nnd 
Bus 

(26) 

dieser Berechnung ist angenommen: 

in (25) ist (7~12 + vor yAa vernachlassigt worden. 
(24) und (25) erhalten wir: 

E rl' 

Wir sehen also aus diesem Ausdruck, daB das Verhaltnis B/ E' 
sehr groB ist, so daB also im zweiten Falle verschwindend 
wenig absorbiert wird im Verhaltnis zum ersten Falle. 

Rekapitulieren wir das Y~rher~qehende, so miissen wir schliepen, 
dap im ersten Talk vie! reflektiert und vie1 absorbiert wird und 
im zweiten wen9 repektiert und wen9 absorbiert w i d .  

$j 9. Zusammenfassung. 

Wir setzten an die Spitze unserer Arbeit die Bedingung (6), 
8 1 und sahen, daB wir nur dadurch ein richtiges Resultat 
erhalten konnten, indem wir die Hankelsche Zylinderfunktion 
fur die Losung benutzten. 

Die 88 3 und 4 geben uns die allgemeinen Losungen, von 
welchen man zu beliebigen Spezialfallen ubergehen kann. 

In 8 5 fuhrten wir ein von dem Verfasser gefundenes all- 
gemeines Integral der M axwellschen Gleichungen an, welches, 
auf den Fall 1 angewendet, uns zur Losung des 8 3 fiihrt. 
Durch eine Annaherung erhalten wir eine Losung (16), 8 5 fur 
groBe T ,  deren Richtigkeit durch direkte Ableitung in 8 8 ge- 
zeigt wird. Das Integral (lS), 8 5 bietet auch ein gewisses 
Interesse. 

I n  8 6 wird die im Drahte absorbierte Energie berechnet, 
ebenso die zum und vom Drahte stromende. Die Rechnung 
wird ganz allgemein gefuhrt bei der Voraiissetzung, da6 das 
den Draht umgebende Medium ein Dielektrikum ist. 

In  8 7 werden zwei Spezialfalle in Betracht gezogen: 
1. der Draht ist ein absoluter Leiter; 2. der Draht ist ein 
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absolutes Dielektrikum. Es werden die Energien und die 
Koeffizienten B,, und Bn' berechnet. Weiter wird auf die Ab- 
weichung unserer Losung von derjenigen von J. J. Thomson  
hingewiesen. AuBerdem wird noch einmal die Einfiihrung der 
Hankelschen Funktion bez. der Bed.ingung (6), 8 1 als er- 
forderlich gezeigt. 

In  8 8 wird die Berechnung far eine im Verhiiltnis zum 
Drahtdurchmesser groBe Wellenlange ausgefiihrt, und zwar fiir 
einen Draht aus Kupfer. Dabei zeigt sicht, daB die Konstanten 
des Materials des Drahtes praktisch herausspringen, d. h. der 
Draht verhalt tiich in bezug auf Reflexion wie ein absoluter 
Leiter. Da er aber doch keiner ist, so muB er Energie ab- 
sorbieren , obwohl sehr wenig. Diese Energie wird berechnet 
und es zeigt sich, daB das Verhaltnis der absorbierten Energien 
bei den Fallen 1 und 2 sehr groB ist. AuBerdem wird auf 
die Schirmwirkung hingewiesen und das am Schlusse des 5 8 
ausgesprochene Resultat ist auch sehr charakteristisch. 

Wie leicht aus 9 8 zu ersehen ist, berechnet sich die 
Wellenliinge il, im Drahte fur Fall 1 zu: 

und wenn wir die Zahlenwerte unseres Beispiels einsetzen : 

Aus ( l j  folgt weiter: 
ill = 0,0072 cm. 

Laut 0 2 und @ 3 erhalten wir: 

welche Reihe sehr schnell abfallt und so lange gilt, bis man 
noch x'r groB annehmen kann. 

Der Abstand d von der Oberflache, auf welchen sich die- 
Amplitude um den ekn Teil vermindert hat, ist: 

1 (4) d = g  - r = 
1 imag. Teil von x' 
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und bei unseren Zahlenwerten: 
d = 0,023 mm. 

Einer Verminderung urn den aten Teil entspricht ein Ab- 

I L 0 g . a .  
2 n  0,434 ' d =A,- 

z. B. ist bei a = 100; dl = 0,11 mm (0,434 = Loge).  
Far T = 0 folgt aus 5 3: 

Demnach folgt aus (3), falls wir uns mit dem ersten Gliede 
begniigen : 

~~ ~ 

Z" 

2'' 
~ = V 2 n e q x ' . e - i x ' g ,  r = O  

r = g  
(7) 

d. h. dies Verhaltnis wird eine verschwindend kleine GroI3e sein. 
St. Pe te r sburg ,  Juli 1905. 

(Eingegangen 25. Juli 1905.) 

Anmerkung. Ich mocbte zu der Arbeit von W. S e i t z  (Ann. d. Phys. 
16. p. 747.  1905), welche mir leider erst nach Absendung des Manuskripts 
in die Hiinde gekommen ist und welche dasselbe Thema bcbandelt, 
folgendes bemerken. 

A d  p. 751 (XII) gebraucht S c i t z  fur den AuBenraum ale Losung 
die Funktion: 

Lsut meiner Arbeit mu6te such hier, d. b. bei reellem p ,  die von mir 
gebrauchte modifixierte Han  kelscbe Funktion: 

K" (P) = - P n  (PI. 

i n  
Qn(P)  = T J n ( P )  - K ( P ) *  

beriutzt werden. 
Es folgt daraus mit anderen Worten, daE die LSsung von W. S e i t z  

der Bedingung (6), 9 1 meiner Arbeit widerspricht. Au6erdem mu6 in 
den Klemmern in (XU) und (XIII) vor der Eulerschen Konstante 
statt + eiu - stehen. (Vgl. Anmerkung zu 8 2 meiner Arbeit.) 

St. P e t e r s b u r g ,  September 1905. 


