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9. Eime l'heorie der Grzcmdlagem d e r  Th,errno- 
dgw,am4k; vom A. Eimste im.  

In einer neulich erschienenen Arb.eit habe ich gezeigt, 
daB die Satze vom Temperaturgleichgewicht und der Entropie- 
begriff mit Hulfe der kinetischen Theorie der Warme her- 
geleitet werden konnen. Es  driingt sich nun iiaturgemaB die 
Frage auf, ob die kinetische Theorie auch wirklich notwendig 
ist, um jene Fundamente der Warmetheorie herleiten zu konnen, 
oder ob vielleicht bereits Voraussetzungen allgemeinerer Art 
dazu genugen konnen. DaB dieses letztere der Fall ist, und 
durch welche Art von Uberlegungen man zum Ziele gelangen 
kann, sol1 in dieser Abhandlung gezeigt werden. 

1. tfber eine allgemeine mathematiache Darstellung der Vor- 
@;hinge in isolierten physikalischen Systemen. 

Der Zustaud irgend eines von uns betrachteten physi- 
kalischen Systems sei eindeutig bestimmt durch sehr viele (a) 
skalare GroBen p l ,  p ,  . . . p,,, welche wir Zustandsvariabeln 
nennen. Die Anderung des Systems in einem Zeitelement d C 
ist dann durch die Anderungen d p , ,  dp ,  . . . dp,, bestimmt, 
welche die Zustandsvariabeln in jenem Zeitelement erleiden. 

Das System sei isoliert, d. h. das betrachtete Systenr stehe 
mit anderen Systemen nicht in Wechselwirkung. Es  ist dann 
klar, daB der Zustand des Systems in einem bestimmten Zeit- 
moment in eindeutiger Weise die Veranderung des Systems 
im nachsten Zeitelement d t, d. h. die OrtiBen dp, ,  dp ,  . . . d p ,  
bestimmt. Diese Aussage ist gleichbedeutend mit einem System 
von Gleichungen von der Form: 

-- y; - spi (PI . . . p,) (i = 1 . . . i = n), (1) 

wobei die y eindeutige Funktionen ihrer Argumente sind. 
Far ein solches System von linemen Differentialgleichungen 

existiert im allgemeinen keine Integralgleichung von der Form 
9 (pl . . . p,J = konst., 
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welche die Zeit nicht explizite enthalt. Fur dns Gleiohungs- 
system aber , welches die Veranderungen eines nach auBen 
abgeschlossenen, physikalischen Systems darstellt , miissen wir 
annehmen, dab mindestens eine solche Gleichung besteht, nam- 
lich die Energiegleichung : 

E(p,  . . . p,) = konst. 
Wir nehmen zuglcich an, da8 keine weitere, von dieser unab- 
hangige Integralgleichnng solcher Art vorhanden sei. 

§ 2. tfber die stationlire Zustandsverteilung unendlich vieler 
isolierter physikalischer Systeme, welche nahezu gleiche Energie 

besitzen. 

Die Erfahrung zeigt, daB ein isoliertes physikalisches 
System nach einer gewissen Zeit einen Zustand annimmt, in 
welchem sich keine wahrnehmbare GroBe des Systems mehr 
mit der Zeit andert; wir nennen diesen Zustand den stationaren. 
Es wird also offenbar nijtig sein, daB die Funktionen spi eine 
gewisse Bedingung erfullen , damit die Gleichungen (1) ein 
solches physikalisches System darstellen konnen. 

Nehmen wir nun an, daB eine wahrnehmbare GroBe stets 
durch einen zeitlichen Mittelwert einer gewissen Funktion der 
Zustandsvariabeln p ,  . . . p ,  bestimmt sei, und daB diese Zu- 
standsvariabeln p ,  . . . p ,  immer wieder dieselben Wertsysteme 
mit stets gleichbleibender Haufigkeit annehmen, so folgt aus 
dieser Bedingung, welche wir zur Voraussetzung erheben wollen, 
mit Notwendigkeit die Konstanz der Mittelwerte aller Fnnk- 
tionen der GroBen p ,  . . . p, ;  nach dem obigen also auch die 
Konstanz jeder wahrnehmbaren GriiBe. 

Wir 
betrachten ein physikalisches System, welches durch die Glei- 
chungen ‘(1) dargestellt und dessen Energie E sei, von einem 
beliebigen Zeitpunkte an die Zeit 1 hindurch. Denken wir  
uns ein beliebiges Gebiet r der Zustandsvariabeln p ,  . . . p ,  
gewahlt, so werden in einem bestimmten Zeitpunkt der Zeit I 
die Werte der Variabeln p1 . . . p ,  in diesem Gebiete r ge- 
legen sein, oder sie liegen auBerhalb desselben; sie werden 
also wtthrend eines Bruchteiles der Zeit Y’, welchen wir z 
nennen wollen, in dem gewahlten Gebiete T liegen. Unsere 
Bedingung lautet dann folgendermaBen: Wenn p ,  . . . p ,  Zu- 

Diese Voraussetzung wollen wir genau priizisieren. 
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standsvariable eines physikalischen Systems sind , also eines 
Systems, welches einen stationaren Zustand annimmt , so be- 
sitzt die GroBe r / T  fiir T = m  fir jedes Gebiet T einen be- 
stimmten Grenzwert. Dieser Grenzwert ist fur jedes unend- 
lich kleine Gebiet unendlich klein. 

Auf diese Voraussetzung kann man folgende Betrachtung 
griinden. Seien sehr viele (N) unabhangige physikalische 
Systeme vorhanden, welche samtlich durch das namliche Glei- 
chungssystem (1) dargestellt seien. Wir greifen einen beliebigen 
Zeitpunkt t heraus und fragen nach der Verteilung der mog- 
lichen Zustilnde unter diesen N Systemen, unter der Voraus- 
setzung, dafi die Energie E aller Systeme zwischen E* und 
dem unendlich benachbarten Werte E* + 6 E* liege. Aus 
der oben eingefiihrten Voraussetzung folgt sofort, daB die 
Wahrscheinlichkeit dafur, dafi die Zustandsvariabeln eines zu- 
fallig herausgegriffenen der N Systeme in der Zeit t iiinerhalb 
des Gebietes T liegen, den Wert 

lim 2- = konst. 
T = w  

habe. 
Zeit t innerhalb des Gebietes T iiegen, ist also: 

Die Zahl der Systeme, deren Zustandsvariable in der 

N .  Iim L, 
T=m 

also eine von der Zeit unabhiingige GroBe. Bezeichnet g ein 
in allen Variabeln unendlich kleines Gebiet der Koordinaten 
PI * * . P n ,  so ist also die Anzahl der Systeme, deren Zustands- 
variable zu einer beliebigen Zeit das beliebig gewahlte un- 
endlich kleine Gebiet g erfullen: 

(2) d N = E (pl . . . pn)Jdpl  . . . dp,. 
9 

Die Funktion 8 gewinnt man, indem man die Bedingung 
in Zeichen faat, da6 die durch die Gleichung (2) ausgedriickte 
Zustandsverteilung eine stationare ist. Es .sei im speziellen 
das Gebiet g so gewahlt, dab p ,  zwischen den bestimmten 
Werten p ,  und p1 + d p ,  , pa zwischen pa und p ,  f d p ,  . . . p ,  
zwischen p ,  und p,  + d p ,  gelegen ist, dann ist fUr die Zeit t 

d Nt = & (pl . . . p,,). dpl  . dp ,  . . . dp,,  
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wobei der Index von d N  die Zeit bezeichnet. Mit Beriick- 
sichtigung der ,Gleichung (1) erhalt man ferner fur die Zeit 
t + d t und dasselbe Gebiet der Zustandsvariabeln 

Da aber d Nt = d N , + d t  ist, da die Verteilung eine stationare 
ist, so ist 

Daraus ergibt sich 

dp,. d t d t  

wobei d ( l o g e ) / d t  die Verhderung der Funktion loge fur ein 
einzelnes System nach der Zeit unter Beriicksichtigung cier 
zeitlichen Veranderung der GrBBen p ,  bezeichnet. 

Man erhalt ferner: 
v r n  

a P, 
~ = e  Y=l - - e - m + w ( E ) ,  

Die unbekannte Funktion T,O ist die von der Zeit unabhangige 
Integrationskonstante, welche von den Variabeln p ,  . . . pn zwar 
abhangen, sie jedoch, nach der im § 1 gemachten Voraus- 
setzung, nur in der Kombination, wie sie in der Energie E 
auftreten, enthdten kann. 

D a  aber y(3) = q ( ( S * )  = konst. fur alle N betrachteten 
Systeme ist, reduziert sich fur unseren Fall der Ausdruck 
fur E auf: 

E = konst. e = konst. e -  nz. 

Nach dem obigen ist nun: 

d N =  konst. e- q J d p i  . . . dy,. 
9 
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Der Einfachheit halber fiihren wir nun neue Zustands- 
variabeln fur die betrachteten Systeme ein; sie miigen mit n, 
bezeichnet werden. Es ‘ist dann: 

9 

wobei das Symbol D die Funktionaldeterminante bedeutet. - Wir wollen nun die neuen Koordinaten so wahlen, daB 
D (n, . . . n,,) 

D!Pl . . * P3 
Diese Gleichung laBt sich auf unendlich viele Arten 

e - “ =  - 

werde. 
befriedigen, z. B. wenn man setzt: 

7% =Pz 
ns = P3 n1 = Je- m .  d p , .  
. . . I  

% =  P, 
Wir erhalten also unter Benutzung der neuen Variabeln 

d AT = konst.Sd n, . . . d m,,. 

Im folgenden wollen wir uns stets solche Variabeln Bingefuhrt 
denken. 

$ 3. aber die Zustandsverteilung eines Systems, welches ein 
System von relativ unendlich grol3er Energie beruhrt. 

Wir nehmen nun an, daBjedes der N isolierten Systeme, 
aus zwei Teilsystemen 25’ und u, welche in Wechselwirkung 
stehen, zusammengesetzt sei. Der Zustand des Teilsystems 2’ 
mijge durch die Werte der Variabeln Dl . . . IT,, der Zustand 
des Systems (r durch die Werte der Variabeln n, . . . xc be- 
stimmt sein. Perner setze sich die Energie #? welche fur 
jedes System zwischen den Werten E* und E* + SE* liegen 
mag, also bis auf unendhh kleines gleich E* sein 8011, bis 
auf unendlich kleines, aus zwei Termen zusammen, von denen 
der erste H nur durch die Werte der Zustandsvariabeln von 2, 
der zweite q nur durch die der Zustandsvariabeln von c be- 
stimmt sei, soddl bis auf relativ unendlich kleines gilt: 

E = H + + .  
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Zwei in Wechselwirkung stehende Systeme, welche diese Be- 
dingung erfullen , nennen wir zwei sich beruhrende Systeme. 
Wir setzen noch voraus, da8 r,- gegen H unendlich klein sei. 

Fu r  die Anzahl dN, der N-Systeme, deren Zustands- 
variabeln 17, . . . ITA und r1 . . . n, in den Grenzen zwischen 
n, una n, +- d n ,  , n2 una n2 + d n 8  . . . IT- una nA + d n ,  
und n1 und + dn , ,  T C ~  una + dn2 . . . ncI una nGI + dmt, 
liegen, ergibt sich der Ausdruck: 

wobei C eine Funktion von E = H + q sein kann. 
Da aber nach der obigen Annahme die Energie eines 

jeden betrachteten Systems bis auf unendlich kleines den 
Wert E* besitzt, so konnen wir, ohne an dem Resultat etwas 
zu andern, C durch konst. e- a h E *  = konst. e-= (H + 7) ersetzen, 
wobei h eine noch naher zu definierende Konstante bedeutet. 
Der Ausdruck fur dN, geht also iiber in: 

dN, = C . d I T , .  . . dDA.dn, .  . . da,, 

d N ,  = konst.e-2h@+q).dlI1 . . . d l & . d n l . .  . dnl .  
Die Anzahl der Systeme, deren Zustandsvariabeln n zwischen 

den angedeuteten Grenzen liegen, wiihrend die Werte der 
Variabeln I7 keiner beschrankenden Bedingung unterworfen 
sind, wird sich also in der Form 

d ~ x  = konut.e-2hv.dnl . . . dn,  e-211Hd171 . . . dD,. S 
darstellen lassen, wobei *daS Integral iiber alle UTerte der 17 
auszudehnen ist, denen Werte der Energie H aukommen, welche 
zwischen E* - q und E* + 6 E* - q gelegen sind. Ware die 
Integration ausge fiihrt, so hatten wir die Zustandsverteilung 
der Systeme a gefunden. Dies ist nun tatsachlich moglich. 

Wir setzen: 
j e - 2 h H . d q . .  . dIT..=x(E), 

wobei die Integration auf der linken Seite iiber alle Werte 
der Variabeln zu erstrecken ist, fur we1che.H zwischen den be- 
stimmten Werten 2 und E+ 6 E* liegt. Das Integral, welches 
im Ausdruck dN2 auftritt, nimmt dann die Form an 

oder, da 71 gegen E* unendlich klein ist: 
x (E'* - v), 

x (B*) - X'(Z*). q. 
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La& sich also h so wghlen, da6 x'(A'*) = 0, so reduziert 
sich das Integral auf eine vom Zustand von u unabhhgige 
GrO6e. 

Es la6t sich bis auf unendlich kleines setzen: 

x ( E )  = e - n h E S d q  . . . d I &  = e - 2 h E .  0 (4 9 

wo die Grenzen der Integration gleich sind wie oben, und a, 
eine neue Funktion von iY bedeutet. 

Die Bedingung fur h nimmt nun die Form an: 
2' (A'*) = e- 2 h:E* . {cu' ( E 9  - 2 h w (&'*)I = 0, 

folglich : 

Es sei h in dieser Weise gewahlt, dann wird der Ausdruck 
fur d N ,  die Form annehmen: 

(3) dN, = konst.e-2hqdx1.. . d x , .  

Bei geeigneter Wahl der Konstanten stellt dieser Ausdruck 
die Wahrscheinlichkeit dafiir dar , daS die Zustandsvariabeln 
eines Systems, welches ein anderes von relativ unendlich groBer 
Energie beriihrt, innerhalb der angedeuteten Grenzen liegen. 
Die GrO6e h hangt dabei lediglich vom Zustande jenes Systems 2 
von relativ unendlich gro6er Energie ab. 

§ 4. ober absolute Temperatur und Warmegleichgewioht. 

Der Zustand des Systems u hangt also lediglich von der 
GroBe h ab, und diese lediglich vom Zustande des Systems 2. 
Wir nennen die Gr66e 114 h x = T die absolute Temperatur 
des Systems 2, wobei x eine universelle Konstante bedeutet. 

Nennen wir des System IS ,,Thermometer", so konnen wir 
sofort die Sake  aussprechen: 

1. Der Zustand des Thermometers hangt nur ab von der 
absoluten Temperatur des &stems 2, nicht aber von der Art 
der Beriihrung der Systeme C und u. 

2. Erteilen zwei Systeme Z; und X2 einem Thermo- 
meter u gleichen Zustand im Falle der Beruhrung, so be- 
sitzen sie gleiche absolute Temperatur ? und erteilen folglich 
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einem anderen Thermometer 6’ im Falle der Beriihrung eben- 
falls gleichen Zustand. 

Seien ferner zwei Systeme 2, und 2’* in Beruhrung mit- 
einander und Zl auBerdem in Beruhrung mit einem Thermo- 
meter t ~ .  Es hangt dann die Zustandsverteilung von u ledig- 
lich yon der Energie des Systems (2, + 2*), bez. von der 
Gro6e h l , ~  ab. Denkt man sich die Wechselwirkung von 
Z; und Zg unendlich langsam abnehmend, so Stndert sich 
dadurch der Ausdruck fur die Energie Hl,a des Systems 
(X1 + Xz) nicht, wie leicht aus unserer Definition von der 
Beruhrung und dem im letzten Paragraphen aufgestellten Aus- 
druck fur die GroBe h zu eraehen ist. Hat endlich die 
Wechselwirkung ganz aufgehort , so hangt die Zustandsver- 
teilung von 6, welche sich wtlhrend der Trennung von XI und 2, 
nicht andert, nunmehr von Z; ab, also von der GroBe h,;  
mobei der Index die Zugehorigkeit zum System Xl allein an- 
deuten soll. Es ist also: 

h, = h l z .  

Durch eine analoge SchluBweise hatte man erhalten konnen : 

also 

oder in Worten: Trennt man zwei sich beruhrende Systeme 2, 
und XZ, welche ein isoliertes System (2, + 2Yz) von der absoluten 
Temperatur T bilden, so besitzen nach der Trennung die nun- 
mehrigen isolierten Systeme Z; und Xa gleiche Temperatur. 
Wir denken uns ein gegebenes System mit einem idealen 
Gase in Beruhrung. Dieses Gas sei unter dem Bilde der 
kinetischen Qastheorie vollkommen darstellbar. Als System c 
betrachten wir ein einziges einatomiges Gasmolekul von der 
Masse p ,  dessen Zustand durch seine rechtwinkligen Koordi- 
naten x, y, z und die Geschwindigkeiten 8, 7, 5 vollkommen 
bestimmt sei. Wir erhalten dann nach 8 3 far die Wahr- 
scheinlichkeit, da6 die Zustandsvariabeln dieses Molekules 
zwischen den Grenzen x und x + dx . . . 5 und c+  d 5  liegen, 
den bekannten Maxwellschen Ausdruck: 

d W =  k o n ~ t . e - ~ P ( ~ ~ f ~ ~ + p ) . d x . .  . d c .  
Anoalcn der Physik. IV. Folge. 11. 12 
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Daraus erhalt man durch Integration fur den Mittelwert tler 
lebendigen Kraft dieses Molekules 

1 
2 (P  + Ta + P)  = 4h. 

Die kinetische Gastheorie lehrt aber, daB diese GroBe bei 
konstantem Volumen des Gases proportional dem vom Gnse 
ausgeubten Drucke ist. Dieser ist definitionsgemat3 der in 
der Physik als absolute Temperatur bezeichneten GroBe pro- 
portional. Die von uns als absolute Temperatur bezeichnete 
Gro6e ist also nichts anderes als die mit dem Gasthermo- 
meter gemessene Temperatur eines Systems. 

§ 5. tSber unendlich langseme Prosesse. 

Wir haben bisher nur Systeme ins Auge gefaBt, welche 
sich im stationaren Zustande befanden. Wir wollen nun auch 
Veranderungen von stationaren Zustanden untersuchen, jedoclr 
nur solche, welchc sich so langsam vollziehen, daD die in einem 
beliebigen Momente herrschende Zustandsverteilung von der 
stationaren nur unendlich wenig abweicht; oder genauer ge- 
sprochen, daB in jedem Momente die Wahrscheinlichkeit, dill3 
die Zustandsvariabeln in einem gewissen Gebiete G liegen, bis 
auf unendlich kleines durch die oben gefundene Formel day- 
gestellt sei. Eine solche Veranderung nennen wir  einen uii- 
endlich langsamen ProzeA. 

Wenn die Funktionen cp. (Gleichung (1)) und die Energic E” 
eines Systems bestimmt sind, so ist nach dem vorigen auch 
seine stationare Zustandsverteilung bestimmt. Ein unendlich 
langsamer Proze6 wird also dadurch bestimmt sein, daB sich 
entweder E andert oder die Funktionen spy die Zeit explizite 
enthalten, oder beides zugleich, jedoch so, da6 die entsprechen- 
den Differentialquotienten nach der Zeit sehr klein sind. 

Wir haben angenommen, daB die Zustandsvariabeln eines 
isolierten Systems sich nach Gleichungen (1) verandern. Urn- 
gekehrt wird aber nicht stets, wenn ein System von Glei- 
chungen (1) existiert, nach denen sich die Zustandsvariabeln 
eines Systems andern, dieses System ein isoliertes sein miissen. 
Es kann namlich der Eall’eintreten, daB ein betrachtetes 
System derart unter dem EinfluA anderer Systeme sich be- 
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findet, dab dieser EinfluD lediglich von Funktionen von ver- 
arlderlichen Koordinaten beeinflussender Systeme abhangt, die 
sich bei konstanter Zustandsverteilung der beeinflussenden 
Systeme nicht. iindern. In  diesem Falle wird die Veranderung 
der Koordinaten p ,  des betrachteten Systems auch durch ein 
System von der Form der Gleichungen (1) darstellbar sein. 
Die Funktionen cp. werden aber dann nicht nur von der 
physikalischen Natur des betreffenden Systems , sondern auch 
von gewissen Konstanten abhangen , welche durch die beein- 
flussenden Systeme und deren Zustandsverteilungen definiert 
sind. Wir nennen diese Art vom Beeinflussung des betrachteten 
Systems eine adiabatische. Es ist leicht einzusehen, dab fur 
die Gleichungen (1) auch in diesem Falle eine Energiegleichung 
existiert, solange die Zustandsverteilungen der adiabatisch 
beein flussenden Systeme sich nicht Hndern. Andern sich die 
Zustande adiabatisch beeinflussender Systeme, so andern sich 
die Funktionen cp, des betrachteten Systems explizite mit der 
Zeit, wobei in jedem Moment die Gleichungen ( 1 )  ihre Oiiltig- 
keit behalten. Wir nennen eine soIche Anderung der Zustands- 
verteilung des betrachteten Systems eine adiabatische. 

Wir betrachten nun eine zweite Art von Zustandsver- 
anderungen eines Systems 2. Es liege ein System 2 zii 
Grunde, welches adiabatisch beeinflufit sein kann. Wir nehmen 
,m, da5 das System 2 in der Zeit t = O  mit einem System P 
von verschiedener Temperatur in solche Wechselwirkung trete, 
\vie wir sie oben als ,,Beruhrung" bezeichnet hnben, und ent- 
t'ernen das System Y nach der zum Ausgleich der Tempe- 
*aturen von 2 und P nbtigen Zeit. Es  hat sich dann die 
Energie von 2 geandert. Wahrend des Prozesses sind die 
3leichungen (1) von 2 ungiiltig, vor und nach dem Prozesse 
tber giiltig, wobei die Funktionen 90. vor und nach dem 
Prozesse dieselben sind. Einen solchen ProzeB nennen w i r  
:inen ,,isopyknischen" und die 2' zugefuhrte Energie ,,zu- 
:efuhrte Wsirme". 

Bis auf relativ unendlich kleines la& sich nun offenbar 
eder unendlich langsame ProzeB eines Systems 25' aus einer 
hfeinanderfolge von unendlich kleinen adiabatischen und iso- 
)yknischen Prozessen konstruieren, soda6 wir, um einen Gesamt- 
tberblick zii erhalten, nur die letzteren zu studieren haben. 

12* 
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S 6. fiber den Entropiebegriff. 

Es liege ein physikalisches System vor, dessen momentaner 
Zustand durch die Werte der Zustandsvariabeln p ,  . . . p ,  ~011- 
kommen bestimmt sei. Dieses System mache einen kleinen, 
unendlich langsamen ProzeB durch, indem die das System 
adiabatisch beeinflussenden Systeme eine unendlich kleine Zu- 
standsveranderung erfahren , und auflerdem dem betrachteten 
System durch beriihrende Systeme Energie zugefuhrt wird. 
Wir tragen den adiabatisch beeinflumenden Systemen dadurch 
Bechnung, daB wir festsetzen, die Energie E des betrachteten 
Systems sei auger von p ,  . . . p ,  noch von gewissen Para- 
metern %, k, . . . abhangig, deren Werte durch die Zustands- 
verteilungen der das System adiabatisch beeinflussenden Systeme 
bestimmt seien. Bei rein adiabatischen Prozessen gilt in 
jedem Moment ein Gleichungssystem (l), dessen Funktionen spy 
auger von den Koordinaten p ,  auch von den langsam ver- 
anderlichen GroBen il abhangen; es gilt dann auch bei adia- 
batischen Prozessen in jedem Moment die Energiegleichung, 
welche die Form besitzt : 

Wir untersuchen nun die Energiezunahme des Systems wahrend 
eines beliebigen unendlich kleinen,unendlich langsamen Prozesses. 

Fur  jedes Zeitelement d t des Prozesses gilt: 

(4) d E = 2 :+ d k  + 2 dp,. 

Fur  einen unendlich kleinen isopyknischen ProzeB verschwinden 
in jedem Zeitelement samtliche di l ,  mithin auch das erste 
Glied der rechten Seite dieser Gleichung. Da aber d E  nach 
dem vorigen Paragraphen fur einen isopyknischen ProzeB als 
zugefuhrte Warme zu betrachten ist, so ist fiir einen solchen 
ProzeB die zupfuhrte Warme d Q  durch den Ausdruck: 

darges t ellt . 
Fur einen adiabatischen ProzeS aber , wiihrend dessen 

s h t s  die Gleichungen (1) gelten, .ist nach der Energiegleichung 



Y'heorie der Crundlagen der Thermodynamik. 1SI 

Anderemeits ist nach dem vorigen Paragraphen fiir einen adia- 
batischen ProzeB d Q = 0,  soda6 auch fiir einen adiabatischen 
ProzeB 

gesetzt werden kann. Diese Gleichung mu8 also fur einen 
beliebigen ProzeB in jedem Zeitelement als giiltig betrachtet 
werden. Die Gleichung (4) geht also uber in 

Dieser Ausdruck stellt auch bei veranderten Werten von d il 
und von d Q die wahrend des ganzen unendlich kleinen Prozesses 
stattfindende VerHnderung der Energie des Systems dar. 

Am Anfang und am Ende des Prozesses ist die Zustands- 
verteilung des betrachteten Systems eine stationare und wird, 
wenn das System vor und nach dem Prozesse mit einem 
Systeme von relativ unendlich groBer Energie in Beriihrung 
steht, welche Annahme nur von formaler Bedeiitung ist, durch 
die Gleichung definiert von der Form: 

d W = k a n s t . e - a h E . d p l . .  . d p ,  

d p ,  - * .dP,, - - e c - 2 h E .  

wobei d W die Wahrpheinlichkeit dafur bedeutet, daB die 
Werte der Zustandsvariabeln des Systems in einem beliebig 
berausgegriffenen Zeitmoment zwischen den angedeuteten Grenzen 
liegen. Die Konstante c ist durch die Gleichung definirt: 

d p ,  . . . d p ,  = 1 , s. - '~ * 
wobei. die lntegration iiber alle Werte der Variabeln zu er- 
strecken ist. 

Gelte Gleichung (5) speziell vor dem betrschteten Prozesse, 
so gilt nach demselben: 

und aus den beidgn . letzten Cleichungen ergibt sich : sf d c - 2 E d  h - 2 h 2 3E - d A )  . e c - 2 6  .. d p ,  . . . d p ,  = 0, 
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oder, da bei der Integration der Klammerausdruck als eine 
Konstante gelten kitnn, da die Energie E des Systems vor 
und nach dem Prozesse sich nie merklich von einem bestimmten 
Mittelwerte unterscheidet , und unter Beriicksichtigung von 
Gleichung (5) : 
(5") d c  - 2 E d h  - 2 h 2 -an dZ = 0 .  

Kach Gleichung ( 4 )  ist aber: 

a E  

und durch Addition dieser beiden Qleichungen erhalt man : 

oder: da 1 / 4 h = x . P  
2 h . d Q = d ( 2 h E - ~ )  

Diese Gleichung sagt aus, das d Q / T  eih vollsyandiges Differential 
einer GroBe ist, welche wir die Entropie S des Systems nennen 
wollen. Unter Beriicksichtigung von Gleichung (5) erhiilt man : 

J E S = 2 x (2 h E - c) = T- + 2 x log 7& d p ,  . . . dp, ,  

wobei die Integration iiber alle Werte der Variabeln zu er- 
strecken ist. 

@ 7. aber die Wahrscheinliohkeit von Zuatandsverteilungen. 

Urn den zweiten Hauptsatz in seiner allgemeinsten Form 
herzuleiten, miissen wir die Wahrscheinlichkeit von Zustands- 
verteilungen untersuchen. 

Wir betrachten eine sehr groBe Zahl (8) isolierte Systeme, 
welche alle durch das namliche Gleichungssystem (1) v t e l l b a r  
seien, und deren Energie bis auf unendlich kleines iiberein- 
stimme. Die Zustandsverteilung dieser AT Systeme la& sich 
d a m  jedenfalls darstellen durch eine Gleichung von der Form: 

wobei E im allgemeinen von den Zustandsvariabeln p l .  . .p ,  
und au6erdem von der Zeit explizite abhangt. Die Funktion 6 

charakterisiert hierbei die ZustaEdsverteilung vollstandig. 
Aus 6 2 geht hervor, da6, wenn die Zustandsverteilung 

konstant ist, was bei sehr groWen Werten von t nach unseren 

(2') d N =  ~ ( p , .  . . p , , t ) d p , .  . . d p , ,  
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Vorstussetzungen stets der Fall ist, E = konst. sein muB, sodas 
also fur eine stationare Zustandsverteilung 

d.N= konst. d p ,  . . . d p ,  
ist. 

Daraus folgt sofort, daB die Wahrscheinlichkeit d W dafiir. 
ilaB die Werte der Zustandsvariabeln eines zufallig heraus- 
gegriffel-ien der AT Systeme, in dem unendlich kleinen, innerhalb 
der angenommenen Energiegrenzen gelegenen Gebiete g der 
Zustandsvariabeln gelegen sind, der Ausdruck: 

d lF= konst.yl’dp, . . . dp,. 

Dieser Satz laBt sich anch so aussprechen: Teilt man das 
gsnze in Betracht kommende, durch die angenommenen Enegie- 
grenzen bestimmte Gebiet der Zustandsvariabeln in 2 Teil- 
pbiete  gl, ga . . . gL1 derart, dab 

9 

J=S= . . .  =J, 
91 9a 91 

und bezeichnet man mit Mi, P2 etc. die Wahrscheinlichkeiten 
dafiir, daB die Werte der Zustandsvariabeln des beliebig heraus- 
gegriffenen Systems in einem gewisscn Zeitpunkt innerhalb 
yl,  +q2 : . . liegen, so ist 

, I  
$ 1  

”; = iV2 = . . . = Ib = - 

D;ts momentane Zugehoren des betrachteten Systems zu einem 
bestimmten dieser Gebiete g1 . . . y, ist also genau ebenso wahr- 
scheinlich, als das Zugehoren zu irgend einem anderen dieser 
Gebiete. 

Die Wahrscheinlichkeit dafiir , daB von N betrachteten 
Systeme zu einer zufiillig herausgegriffenen Zeit zum Ge- 
biete yl,  e2; zum Gebiete ga . . . el zum Gebiete g1 gehoren, 
ist also 

!I’ = ({-) N N !  
&,! &*! .? . En! ’ 

oder auch, d,t el,  . . . en als sehr groBe Zahleii zu denken sind: 
e = l  

c = l  
log W = konst. - C e log B . 
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1st 1 grog genug, so kann man hierfur ohne me1,klichen Febler 
setzen : 

log JV = konst. - E log E d p ,  . , . J p ,  . s 
I n  dieser Gleichung bedeutet W die Wahrscheinlichkeit dafur, 
daB die bestimmte, durch die Zahlen e l ,  E ~ . .  . e l ,  bez. durct  
eine bestimmte Funktion E von p1 . . .p, gemaB Gleichung (2') 
ausgedriickte Zustandsverteilung zu einer bestirnmten Zeit 
herrscht. 

Ware in dieser Gleichung &=konst., d. h. von den p,, un- 
abhangig zwischen den betrachteten Energiegrenzen , so ware 
die betrachtete Zustandsverteilung stationar, und , wie leicht 
zu beweisen, der Ausdruck ftir die Wahrscheinlichkeit W der 
Zustandsrerteilung ein Maximum, 1st E Ton den Werten der 
p,. abhangig, so laBt sich zeigen, dab der Ausdruck fur log 17' 
fur die betrachtete Zustandsverteilung kein Extremum besitzt, 
d. h. es gibt dann von der betrachteten Zustandsverteilung 
unendlich wenig verschiedene, fur welche W- griMer ist. 

Verfolgen wir die betrachteten N Systeme eine beliebige 
Zeit hindurch, so wird sich die Zustandsverteilung, also auch' W 
bestandig mit der Zeit andern, und wir werden anzunehmen 
haben, dab immer wahrscheinlichere Zustandsverteilungen auf 
unwahrscheinliche folgen werden , d. h. daB ?V stets zunimmt, 
his die Zustandsverteilung konstant und W ein Maximum ge- 
worden ist. 

In  den folgenden Paragraphen wird gezeigt, daB aus 
diesem Satze der zweite Hauptsatz der Thermodpamik ge- 
folgert werden kann. 

Zunachst ist: 

- JE' log E' d p ,  . . . d p ,  - 1 8  log e dp ,  . . . d p ,  , 

wobei durch die Funktion 6 die Zustandsverteilung der NSysteine 
zu einer gewissen Zeit t, durch die Funktion E' die Zustands- 
verteilung zu einer gewissen spateren Zeit t' bestimmt, nnd 
die Integration beiderseits iiber alle Werte der Variabeln zu 
erstrecken ist. Wenn ferner die QroSen log& und log&' der 



Theorie der Grundiagen der I'hermodynamik. 185 

einzelnen unter den N Systemen sich nicht merklich von ein- 
ander unterscheiden, so geht, da 

die letzte Gleichung iiber in: 
(6) -1OgE'Z - log€ .  

3 8. Anwendung der gefundenen Resultate auf einen 

Wir betrachten eine endliche Zahl von physikalischen 
Systemen cl, G~ . . . , . welche zusammen ein isoliertes System 
bilden, welches wir Gesamtsystem nennen wollen. Die Systeme 
cl, cZ . . . sollen thermisch nicht merklich in Wechselwirkung 
stehen, wohl aber konnen sie sich adiabatisch beeinflussen. 
Pie Zustandsverteilung eines jeden der Systeme ol, cz . . ., die 
wir Teilsysteme nennen wollen, sei bis auf unendlich kleines 
eine stationare. Die absoluten Temperaturen der Teilsysteme 
kiinnen beliebig und voneinander verschieden sein. 

Die Zustandsverteilung des Systems c1 wird sich nicht 
Luarklich von derjenigen Zustandsverteilung unterscheiden, welche 
ge'lten wiirde, Venn g1 mit einem physikalischen System von 
derselben Temperakr in Beruhrung stande. Wir konnen daher 
(lessen Zustandsverteilung durch die Qleichung darstellen: 

bestimmten Fall. 

8 

wobei die Indizes (1) die Zugehorigkeit zum Teilsystem an- 
deuten sollen. 

Analoge Gleichungen gelten fur die iibrigen Teilsysteme. 
Da die augenblicklichen Werte der Zustandsvariabeln der ein- 
zelnen Teilsysteme von denen der anderen unabhangig sind, 
so erhalten wir fur die Zus'tandsverteilung des Gesamtsystems 
eine Oleichung von der Form: 

wobei die Summation iiber alle Systeme, die Integration iiber 
das beliebige in allen V ariabeln des Oesamtsystems unendlich 
kleine Gebiet y zu erstrecken ist. 
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Wir nehmen nun an, dab die Teilsysteme ol, c2 . . . iincli 
einer gewissen Zeit in beliebige Wechselwirkung zueinander 
treten , bei welchem Prozesse aber das Gesamtsystem stets 
ein isoliertes bleiben moge. Nach Verlauf einer gewissen Zeit 
moge ein Zustand des Gesamtsystems eingetreten sein, bei 
welchem die Teilsysteme 6,. o, . . . einander thermisch iiicht 
beeinflussen und bis auf unendlich kleines sich im stationiiren 
Zustand befinden. 

Es gilt dann fur die Zustandsverteilung des Gesamtsystems 
eine Gleichung , welche der vor dem Prozesse giiltigeri ~011- 
kommen analog ist: 

8 
R i r  betrnchten nun AT solcher Gesamtsysteme. Fur  , jedes 
derselben gelte bis auf unendlich kleines zur. Zeit t die Qlei- 
chung (7), zur Zeit t' die Gleichung (7'). Es wird d m  die 
Zustandsverteilung der betrachteten N Gesnmtsysteme zu den 
Zeiten t und t' gegeben sein durch die Gjeichungen: 

z ( " Y - 2 4 . % )  

C( c; -2 i ;  E ; )  

d 2\r, = N .  e 

d A$ = i\T. e 

. d p ,  . . . d p , .  

. d p ,  . . . d p , .  
Auf diese beiden Zustandsverteilungen wenden wir nun die 
Resultate des vorigen Paragraphen an. Es sind hier sowohl die 

fur die einzelnen der N Systeme nicht merklich verschieden, 
sodaB wir Gleichung (6) anwenden kiinnen, welche liefert 

oder indem man beachtet, daB die GroBen 2 h, El - cl, 
2 h, Ez - c2, . . . nach 8 6 bis auf eine universelle Konstante 
mit den Entropien $1, 8, . . . der Teilsysteme iibereihstimmen: 

d. h. die Summe der Entropien der Teilsysteme eines isolierten 
Systems ist nach einem beliebigen Prozesse gleich oder griiBer 
als die Summe der Entropien der Teilsysteme vor dem Prozesse. 

C(2IiE'- c ' ) Z 2 ( 2 h E -  c) ,  

(8) 8,' + 8,' + . . . >= 8, + 8, + . . ., 
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3 9. Herleitung des aweiten Hauptsataes. 
Es liege nun ein isoliertes Gesamtsystem vor, dessen Teil- 

systeme W, 111 und X1, 2, . . . heiBen mogen. Das System jy, 
welches wir Warmereservoir nennen wollen, besitze gegen das 
System M (Maschine) eine unendlich grol3e aEnergie. Ebeiiso 
aei die Energie der miteinander in adiabatischer Weshsel- 
wirkung stehenden Systeme Z;, X2 . . . gegen diejenige der 
Maschide M unendlich grol3. Wir nehmen an, daB die samt- 
lichen Teilsysteme M, W, 2;, 2, . . . sicli im stationaren Zu- 
stand befinden. 

Es durchlaufe nun die Maschine 31 einen beliebigen Kreis- 
prozeB, wobei sie die.Zustandsverteilungen der Systerne Z1, 2, . . . 
durch adiabatische Beeinflussung unendlich langsam andere, 
d. h. Arbeit leiste, und von dem Systeme iT' die Warme- 
menge Q aufnehme. Am Ende des. Prozesses wird dann die 
gegenseitige adiabatische Beeinflussung der Systeme XI, X, . . . 
ei2e andere sein als vor dem Prozesse. Wir sagen, die 
%aschine M hat die Warmemenge Q in Arbeit verwandelt. 

Wir berechnen nun die Zunahme der Entropie der ein- 
wlnen Teilsysteme , welche bei dem .betrachteten ProzeB ein- 
tritt. Die Zunahme der Entropie des Warmereservoirs W be- 
tragt nach den Resultaten des $ 6 - Q f? wenn 9 die absolute 
Temperatur bedeutet. Die Entropie von M ist vor und nach 
dem ProzeB dieselbe, da das System M einen KreisprozeB 
durchlaufen hat. Die Systeme XI, Zg . . . andern ihre Entropie 
wahrend des Prozesses iiberhaupt nicht, da diese Systeme nur 
unendlich langsame adiabatische geeinflussung erfahren. Die 
Entropievermehrung 8' - 8 des Gesamtsystems erhalt also 
den Wert 

Da nach dem Resultate des vorigen Paragraphen diese GroBe 
8'-8 stets ZO ist, so folgt 

&SO. 
Diese Gleichung spricht die Unmoglichkeit der Existenz eines 
Porpetuum mobile zweiter Art aus. 

S' - s = - 22. 
T 

Bern ,  Januar  1903. 
(Eingegangen 26. Januar 1903.) 




