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5. Ueber das Krafifeld einer sich gleichférmig
bewegenden Ladung;

von A. H. Bucherer.

Die Krifte, welche durch die Bewegung eines geladenen
Korpers erzeugt werden, beanspruchen besonderes Interesse,
weil dieselben nicht nur bei den eigentlichen magnetischen
und elektrischen Erscheinungen, sondern auch bhei allen
Strahlungsvorgéingen eine wichtige Rolle spielen.

Von diesen Kriften habe ich speciell die sogenannte
mechanische Kraft einer Untersuchung unterzogen, d. h. die-
jenige Kraft, welche auf eine an der Bewegung teilnehmende
Einheitsladung im Felde des bewegten geladenen Korpers aus-
geiibt wird. Bevor ich die Feldgleichungen anschreibe, fithre
ich kurz die Hypothesen an, die ihnen zu Grunde liegen.
Der Aether wird als ruhend angenommen. Entsprechend den
von vielen Physikern und besonders von H. A. Lorentz ent-
wickelten Anschauungen werden die elektrischen und magne-
tischen Erscheinungen als durch Elektronen bedingt erklirt.
Abweichend von Liorentz werden simtliche Arten von Stromen
als Abarten von ,,Verschiebungsstrémen aufgefasst, wie niaher
erldutert werden soll. Dies geschieht im Bestreben einer ein-
heitlichen Auffassung des Vorganges der Stromerzeugung.
Bekanntlich hatte Fitzgerald die urspriingliche Stromglei-
chung Maxwell’s durch ein Zusatzglied erweitert; einerseits
um dem Convectionsstrom Rechnung zu tragen, andererseits
um der Bedingung einer solenoidalen Verteilung des Stromes
zu geniigen. Fiir den Fall einer Bewegung eines geladenen
Korpers wire die Stromgleichung nach Fitzgerald in leicht
verstindlichen Vectorsymbolen, wenn wir den Strom mit &,
die elektrische Verschiebung mit ®, die Geschwindigkeit mit u,
die Dichte der wahren Elektricitit mit ¢ bezeichnen:

dd
@:d—t—{—gu.
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Es wiirde sich also der Verschiebungsstrom mit dem Con-
vectionsstrom zu einem solenocidal verteilten Gesamtstrom ver-
einigen. Nun sind aber ein Verschiebungsstrom und die Con-
vection einer Ladung zwei so heterogene Dinge, dass die
Bemiihung der Vorstellungskraft, diese zu einem einheitlichen
Ganzen zu verbinden, nicht gliicken kann. Die erweiterte
Maxwell’sche Gleichung fiir den vollstindigen Strom:

@=c+%+gu,

wo ¢ den Leitungsstrom bedeutet, hat ausserdem den Nach-
teil, dass sie die von Rontgen experimentell nachgewiesenen
Stréme nicht mit einschliesst, welche bei der Bewegung eines
Dielektricums in einem ruhenden elektrischen Felde entstehen.
In diesem Falle ist n#mlich — wenigstens bei der von
Rontgen getroffenen Anordnung — die zeitliche Aenderung
der Verschiebung gleich Null, wihrend weder eine Convection
einer Ladung noch ein Leitungsstrom vorhanden ist. Diese
Erwigungen fithrten mich dazu, das Wesen der Stromerzeugung
in allen Fiéllen als durch eine bestimmte Bewegung der Ver-
schiebungslinien in Aether bedingt zu erkemnen, wobei unter
Bewegung eine absolute, d. h. eine Ortsverinderung in einem
im Aether ruhenden Coordinatensystem verstanden ist. Ist
namlich u die Geschwindigkeit dieser Bewegung und ist B’
derjenige Teil der Verschiebung, welcher an der Bewegung
teil nimmt, so ist in allen Fillen, also auch bei einem statio-
niren Leitungsstrom, den wir uns durch die Bewegung der
Elektronen erzeugt denken:

(D S = curl[u®].

Bei einem gewdhnlichen Verschiebungsstrom kommt es
daher nicht darauf an, dass in einem Punkte des dielek-
trischen Mediums eine zeitliche Aenderung der Grosse der
Verschiebung stattfindet, sondern dass die Verschiebungslinien
sich so bewegen, dass der Vector [u®’] eine wirbelartige Ver-

teilung erhiilt. Fiir die von Réntgen erzeugten Strome ist:
(2) G =curl[u®] = K]:,l curl [u D],

wo K die dielektrische Constante bedeutet. In dieser Glei-
chung wire zunichst ein Wort zur Erklirung der Einfuhrung
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der Dielektricititsconstante notig. Denn wenn man sich auf
den Standpunkt der Elektronentheorie stellt, erfordert diese
Constante eine besondere physikalische Deutung, ebenso wie g,
die magnetische Permeabilitit. Ein niheres Fingehen hierauf
wiirde aber zur Erdrterung der sehr complicirten Beziehungen
zwischen Aether, Materie und Elektronen fithren, weshalb ich
mich hier darauf beschriinke, bei X und g nur an den durch
Messungen festgestellten Zahlenwert zu denken. @ besteht
aus zwei Summanden, wovon der eine dem ruhenden Aether
an und fiir sich zukommt und numerisch der daselbst herrschen-
den elektrischen Kraft gleich ist und der andere Teil von der
Anwesenheit des Dielektricums herrithrt. Bewegt man nun
ein Dielektricum in einem ruhenden elektrostatischen Feld, so
wird angenommen, dass der vom Dielektricum herrithrende
Teil der Verschiebung an der Bewegung teil nimmf.

Die magnetische!) Kraft §, die magnetische Induction B
und die elektrische Kraft & sind durch die allgemein giiltigen
Gleichungen bestimmt:

3) §=4nud],
4) curl € = curl [B u],

wo B’ denjenigen Teil der magnetischen Induction bedeutet,
welcher an der absoluten Bewegung teil nimmt. Bewegt sich
z. B. weiches Kisen im Kraftfelde ©, so nimmt (4) die Form an:

(4a) curl = £ ; L curl [Bu] =(u— curl[Hu].

Zum Schlusse haben wir noch:
(5) div®d = 0.

Kehren wir nunmehr zum Falle der gleichformigen Be-
wegung eines geladenen Leiters zuriick, so konnen wir offen-
bar die Accente in den Gleichungen (3) und (4) fallen lassen,
Die Integration von (4) liefert, wenn wir 8 durch pu$ er-
setzen, durch Integration:

(6 €=3+uldu,

i) Anm. bei d. Corr. Nach Gleichung (8) ist § im allgemeinen
nicht solenoidal. Doch scheint mir diese Schwierigkeit bei jedem Ver-
such aufzutreten, welcher eine theoretische Behandlung der von Réntgen
entdeckten Stréme bezweckt.
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wo &% einen von einem scalaren Potential ableitbaren Vector
darstellt. H. A. Lorentz!) und G. F. C. Searle?), deren
Theorien im vorliegenden Fall zu ganz analogen Resultaten
filhren, haben nachgewiesen, dass & die mechanische Kraft
bedeutet, welche von der bewegten Ladung auf eine an der
Bewegung teilnehmende Einheitsladung ausgeiibt wird. Dieser
Vector spielt bei Convectionsstromen dieselbe Rolle wie bei
elektrostatischen Problemen die elektrische Kraft. Vor allem
ist die Verteilung einer Ladung anf den Leiter durch sie
eindeutig bestimmt. Ferner lassen sich, wie zuerst von
J. J. Thomson gezeigt wurde, gem#ss Gleichung (3), (5)
und (6) die Componenten der elektrischen und der magnetischen
Kraft durch sie ausdriicken. Findet nidmlich die Bewegung
in Richtung der zunehmenden = statt, so ist, wenn wir setzen
pKvi=1 und 1 — (u?/v%) = s und wenn alles auf ein mit-
bewegtes Coordinatensystem bezogen wird:

F, F,
(7) Ex-—"Fx’ Ey:“TJ’ E’z= s
(8) Hx=0, HZ/::_T’ ]/z=Ty

Zur weiteren Untersuchung der Kigenschaften von § be-
mithte ich mich, ein elektrostatisches Analogon zu finden,
specieller, die Frage zu beantworten, wie muss man sich die
Dimensionen des bewegten geladenen Kéorpers, das umgebende
Medium, die Ladung geindert denken, damit § der Kraft
eines ruhenden geladenen Korpers entspricht. Um diese Frage
allgemeiner zu behandeln, betrachte ich die Bewegung eines
geladenen Rotationsellipsoides @, 4, 5. Die Bewegung findet
lings der Rotationsaxe @ statt. Man verdankt Searle?) eine
eingehende Untersuchung der Energieverhiltnisse eines solchen
Ellipsoides. Zur Beweisfithrung der beiden von mir gefundenen
folgenden Theoreme werde ich einige Resultate der Searle’-
schen Arbeit verwenden.

Zunkichst beweise ich den Satz:

Bewegt sich das geladene Ellipsoid o, 6, & mit gleich-
formiger geradliniger Geschwindigkeit u < » parallel 2 in einem

1) H. A. Lorentz, La theorie electromagn. de Maxwell, 1892.
2) G. F. C. Searle, Phil. Trans, 187. p. 675—713. 1896,
3) G. F. C. Searle, Phil. Mag. 44. p. 329. 1896.
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Medium mit der Constanten K, so ist das Potential ¢, auf
der Oberfliche dieses Ellipsoides gleich dem Potential ¢, eines
im Medium mit der Constanten /s = K’ ruhenden Ellipsoides
a, Ysb, Vst. Fir das bewegte Ellipsoid a, 5, b ist das zu §
gehorige Potential ¢, wie von Morton?') gezeigt wurde:

[«

__gs di
(8a) Y=2K | wanvartst
A

Die Fliachen constanten Potentiales sind, wenn wir
y? + 2% = o? setzen:
(8h) A
at+ sk b+ 1
Fiur ein ruhendes Ellipsoid a, V56, Ysb sind bekanntlich
die entsprechenden Gleichungen, wenn die Dielektricitits-
constante K/s ist:

9 f_ qs di

<) ¢ cB+DVar+i
m? QE _

(10) NN R

Der Wert von ¢, lasst sich durch Integration zwischen
den Grenzen oo und a aus (9) ableiten. Er ldsst sich aber
auch als Function der elektrostatischen Energie #’ des
Ellipsoides ausdriicken; es ist n&mlich:

, 2 W' 2 1
(11) ¢, = SSnff Fidzdydz,
fiir 72 kann auch gesetzt werden:
(12) F'2=F*+ F2 4 F/*=F'?+ B2

Da wir im weiteren Verlauf der Untersuchung die Volumen-
integrale von F'% und F/? zu verwenden haben, so wihlen
wir Gleichung (11) zur Berechnung von ¢,’, obwohl diese
Methode an und fiir sich umstindlicher ist.

Aus Gleichung (9) und (10) berechnen wir F und Z,.
Diese Gleichungen vereinfachen wir, indem wir fiir die lineare

1) M. B. Morton, Proc. Phys. Soe. August 1896.
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Excentricitit des Ellipsoides Ja? — 542 = ¢ setzen. Ferner
setzen wir a? 4+ 4 = m2% Man erhilt dann

®
, gs dm
(92) ¥ = Zlff m? — g2’

(102) LA

Setzt man ferner (vgl. Figur) x=m cos ¢« und demgemiss

0=}m?*—esine,
so erhialt man:

b9 dm g cos &
(13) F == dm 8z K (m*—ecosta)
/ 0@ dm g m sin &
(14) Fe=—8m 0 = " Vn? — o (n22 2 00g2
9 K'Vm® — & (m? — e? cos? &)
E
X_-Achse.

Es seien nun in der Figur P, und 2, durch m und P,
und P, durch m+ dm bestimmt; ferner 7, und P, durch «
und P, und P, durch ¢+ de. Dann ist der Inhalt des Flichen-

elementes P, P, P, P,
(15) df=(a—m_ﬂ_ﬁm>dmda
und durch Kinsetzen der Werte

(186) df="0_0%e b .

m2 — e?
22%
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Lasst man das Flichenelement um die X-Axe rotiren,
so schneidet dasselbe einen diinnen Ring aus, dessen Volumen ist:

(17) dv=2na{m?—c?cos?¢)sinedmda.

Setzt man die Werte von F bez. £, und von dv ein,
so erhilt man:

3 cos? & sin «
(18) { anF dv_4](’ff7722—e cos o dmde

a?—e? a+e
l —4K’e‘-’(a'— Q—e_logawe)
und weiter:

‘ K’ . m?sinfaedmda
(19) 8n bt = 4K’ (m? — e?) (n* — e? cos® )

¢ a? 4 ¢* ate
T 4K et ( 2e IOga—e a)

Aus (18) und (19) findet man leicht, gemiiss (11):

r__ 48 ate
Po = 2K10ga—e

Dies ist aber derselbe Wert, den G. F. C. Searle fiir ¢, ge-
funden hat.

Die physikalische Deutung dieser Gleichheit von ¢, und
¢, ist die, dass dieselbe Arbeit erforderlich ist, um die Elek-
tricititsmenge ¢ aus der Unendlichkeit auf das im Medium
mit der Constanten K/s ruhende Ellipsoid a, ¥sb, Vsb zu
bringen, wie um dieselbe Elektricititsmenge auf das sich be-
wegende Ellipsoid a, &, 4 zu bringen, wenn wihrend der
Herbeifithrung der Ladung ¢ letztere eine constante Ge-
schwindigkeit in der X-Richtung merklich beibehilt.

Ferner lisst sich beweisen, dass der Ausdruck fiir die
Gesamtenergie des bewegten Kllipsoides richtig bleibt, wenn
in demselben

K, F, F,, F, durch K, £/, F/, F

ersetzt wird.
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Nach Maxwell ist die Gesamtenergie:
K
- 8_"ff (B2 + B+ EYdzdydz

+8f‘_nfff(ﬂx2+ HY + Hhdzdydz.

Driickt man in dieser Gleichung die Componenten der
elektrischen und der magnetischen Kraft nach (7) und (8) durch
F, F, und 7, aus, so wird:

(20) W__fff[m Z_S(F”+F2)]dxdydz

Es ist also zu beweisen, dass # den richtigen Wert er-
hilt, wenn gesetzt wird:

@) W= [[[re+ @2+ By |da dy dz.

Die Richtigkeit von (21) ergiebt sich sofort, wenn man
aus (18) und (19) die Volumenintegrale von #.2 und F,? ein-
setzt und das Resultat mit dem von Searle L c. gefundenen
Wert vergleicht. Man findet

K’ 7’
= ( 2) dv
2 ate 2ula
=4§(e [(1+02 e"’)lg e]— 2(IK.1;292'
Searle hat gezeigt, dass die Gesamtenergie sich dar-
stellen lasst durch:
(23) W=4%q99,+27,
wo 7 die magnetische Energie bezeichnet. Die Berechnung
von # nach Gleichung (28) fithrt in der That zu einem Werte,
welcher mit (22) identisch ist.

Eine Kigenschaft der Kraft &, welche von besonderer
Wichtigkeit ist, ist ihre symmetrische Verteilung beziiglich
einer Ebene, welche man sich durch;den Aequator des Ellipsoides
gelegt denkt. Es wird geniigen, die entsprechende Symmetrie
fir eine Punktladung lzu zeigen. Setzt man namlich in (8a)
und (8b) a=05=0, so findet man leicht

(22)

—_ 09 0k sgz _
= T 3k 6w K@+ ok’
dop 01 stqe

e = L3¢ K@+selh
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HEs hat also § fiir gleiche positive und negative = bei
gleichem ¢ denselben Wert. Da £, =F, und E,=F,/[s, so
ist auch die elektrische Kraft symmetrisch verteilt zu einer ¥bene,
welche man sich senkrecht zur Bewegungsrichtung durch den
Punkt gelegt denkt. Dasselbe gilt fiir die Energieverteilung und
fiir den Vector [€ $]. Die Thatsache, dass fiir einen Beobachter,
welcher sich mit dem bewegten Korper bewegt, alles symmetrisch
zur erwihnten Ebene beschaffen ist, legt die Frage nahe, ob diese
Symmetrie auch dann noch besteht, wenn eine grosse Anzahl
solcher Korper zu einem System vereinigt, Schwingungen ans-
fithrt, sodass sich zu der Schwingungsgeschwindigkeit eine con-
stante Translationsgeschwindigkeit addirt. Kin Beispiel hier-
fir wire die geradlinige gleichférmige Geschwindigkeit eines
leuchtenden ,,Punktes®, wenn wir uns die Strahlung desselben
als durch die Schwingungen von Elektronen erzeugt denken.
Wird der an der Bewegung teilnehmende Beobachter von zwet
symmetrisch zur erwihnten Ebene liegenden Punkten das Licht
an derselben Stelle sehen? Wird er ferner in beiden Punkten
dieselbe Intensitit!) wahrnehmen? Man hat diese Fragen auf
Grund der Hypothese eines unbeweglichen Aethers verneinen
zu miissen geglaubt, wihrend im Gegenteil die sorgfiltigen
Experimente von Michelson und Morley einen die Symmetrie
storenden Einfluss der Translation nicht zulassen.

Nach Maxwell ist die in der Volumeneinheit vorhandene
Energie auch bei der Strahlung bestimmt durch

K pay P g2
ﬂE+8nH

W=8

und die Frage ist nun, in welcher Weise stort die Superposition
einer constanten Translationsgeschwindigkeit itber die Schwin-
gungsgeschwindigkeit die symmetrische Verteilung der Kriifte €
und § bez. des Vectors [€, H,] beziiglich einer zur Bewegungs-
richtung senkrechten Ebene, welche durch den lenchtenden Punkt
geht. Indem ich mir eine eingehendere rechnerische Behandlung

1) Anm. b. d. Corr. Eine Symmetrie der Strahlung ist bedingt
durch die symmetrische Verteilung des Veetors [, §,], wenn man mit
€, und §, den periodisch verfinderlichen Teil der Vectoren € und & be-
zeichnet, welche als Functionen der Coordinaten des mitbewegten Co-
ordinatensystems auszudriicken sind.
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dieser Frage vorbehalte, m&chte ich doch schon der Ueber-
zeugung Ausdruck geben, dass die Superposition der Translations-
geschwindigkeit, eben weil letztere an sich nur symmetrische
Verhiltnisse schafft, die Symmetrie der Strahlung nicht stéren
kann. Was mich in dieser Ueberzeugung noch verstirkt, ist
die Bemerkung Heaviside’s!), dass die Verschiebhung bei
einer gleichférmig bewegten Ladung sich gerade so verhielte,
als ruhte dieselbe in einem #olotropen Medium, dessen Haupt-
durchlassigkeiten in allen Richtungen senkrecht zur Bewegungs-
richtung unveréindert gleich X, aber in der Bewegungsrichtung
zu K's reducirt ware. Ist daher diese, iibrigens nur beschrinkt
giiltige Analogie auch dann noch anwendbar, wenn die bewegte
Ladung oscillirt, so folgt die erdrterte Symmetrie ohne weiteres.

Bonn, den 18, Marz 1902

1) O. Heaviside, Electrical Papers 2. p. 499, 1892,
(Eingegangen 19. Mirz 1902.)



