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Losungen von Jod in Schwefelkohlenstoff und Alkohol
zeigten keine dem Jod angehorige Fluorescenz. Dass das
feste Jod nicht fluorescirt, hat schon Stokes angegeben.

An den iibrigen oben genannten Gasen und Dampfen
vermochte ich keine Fluorescenz zu erkennen.

Erlangen, im Mirz 1883.

XI. Ueber das thermodynamische Gleichgewicht
von Gasgemengen; von Max Planck.

Das thermodynamische Gleichgewicht eines beliebigen
Systems von Korpern, welches bestimmten gegebenen #usse-
ren Bedingungen unterliegt, ist an die Bedingung gekniipft,
dass von dem Zustande des Gleichgewichts aus, unter Fest-
haltung der dusseren Bedingungen, in der Natur keine Ver-
anderung in dem System mdglich ist. Wenn also die Rich-
tung, in welcher alle Naturprocesse verlaufen, allgemein
bekannt ist, lassen sich daraus die Gleichgewichtsbedingungen
fiir jedes beliebige Korpersystem ermitteln.

Zuerst hat W.Thomson 1) darauf hingewiesen, dass die
Natur in allen ihren Processen nach einem bestimmten Ziele
fortschreitet, und Clausius? hat dann dieses Ziel schirfer
charakterisirt durch den Satz, dass es eine Zustandsfunction
gibt, die von ihm benannte und fiir das Gebiet der Wirme
allgemein definirte Entropie, welche in allen Processen der
Natur einem Maximum zustrebt. Unter Voraussetzung der
Existenz dieser Function ergibt sich dann unmittelbar fiir
ein beliebiges, bestimmten #usseren Bedingungen unterwor-
fenes Korpersystem als Bedingung des Gleichgewichts der
Satz, dass im Gleichgewichtszustand die Entropie § ein
Maximum erreicht, mithin dass dann fir jede mit den
susseren Bedingungen vertrigliche virtuelle Zustandsinde-
rung 08 = 0 ist.

1) W. Thomson, Phil. Mag. (4) 4. p. 804. 1852.
2) R. Clausius, Mechan. Wirmetheorie. 2. Abth, p. 34 ff. 1867.
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Die Verwerthung dieses Satzes fiir die Feststellung der
Bedingungen chemischer Gleichgewichtszustinde unternahmen
bereits Horstmann?) und Gibbs?), die in einer Reihe von
Abhandlungen sich namentlich dem Studium der Dissocia-
tionsbedingungen zuwandten. Eine kurze Zusammenstellung
der von ihnen erhaltenen, mit der Erfahrung gut iiberein-
stimmenden Resultate hat vor kurzem Liemoine3) ge-
geben,

Ich selber habe mich mit dem in Rede stehenden Satze
zunichst in der Anwendung auf physikalische Processe be-
schaftigt, und da mir der Beweis desselben noch nicht ge-
horig gesichert zu sein schien, so untersuchte ich zuerst
direct seine Giltigkeit fiir alle Korper, deren Zustand durch
Temperatur und Volumen bestimmt ist, und die einem posi-
tiven Ausseren Druck unterworfen sind. Hierbei ergab sich
dann der Satz, dass fiir jeden Process, der in der Natur mit
solchen -Korpern ausgefiihrt wird, die Summe der Entropien
simmtlicher an dem Process betheiligten Korper (auch die-
jenigen einbegriffen, die etwa nur als Wirmereservoire be-
nutzt werden) im Endzustand grdsser (im Grenzfall, fir
reversible [neutrale] Processe, ebenso gross) ist als im An-
fangszustand.4) Zum Beweis dieses Satzes diente mir ein
Princip, welches wesentlich gleichbedeutend ist mit dem be-
kannten Clausius’schen Grundsatz, dass Wirme nicht ohne
Compensation aus einem kilteren in einen wirmeren Korper
iibergehen kann, oder auch, anders gesprochen, dass ein
Process, durch welchen Wirme von einem wirmeren auf
einen kilteren Korper direct durch Leitung fbertragen
wird, sich niemals vollstindig riickgiingig machen lésst.
Jenes Princip besagt, dass ein Process, der in einer Aus-
debnung eines Korpers ohne #ussere Arbeitsleistung be-

1) Horstmann, Lieb. Ann, 170. p. 192. 1873, — Chem. Ber. 14.
p. 1242, 1881. Beibl, 5. p, 558.

9) J. W. Gibbs, Sill. Journ. 18, p. 277 u. 371. 1879. Beibl. 4.
p. 3086.

8) G. Lemoine, Ann. de chim. et de phys. (5) 26. p. 392. 1882,

4) M. Planck, Ueb. d. 2. Haupts. d. mechan. Wiirmeth. Miinchen,
Th. Ackermann. p. 37. 1879,
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steht, auf keinerlei Weise vollstindig riickgéingig gemacht
werden kann. — Ebenso habe ich gezeigt, dass auch
umgekehrt, wenn zwei beliebige Zustinde eines Systems
von Korpern gegeben sind, in der Natur immer ein Pro-
cess moglich ist, der die Korper aus dem Zustande klei-
nerer Entropie genau in den grosserer Entropie itberfiihrt.
Aus diesem Satz ergeben sich nun alle Folgerungen, die
man unter dem Namen des zweiten Hauptsatzes der mecha-
nischen Wirmetheorie zusammenzufassen pflegt, und es ist
durch eine einfache Ueberlegung ersichtlich, dass ein ana-
loger Satz fiir alle beliebigen Naturprocesse gelten muss.
Denn gibe es einen einzigen Process, durch welchen die
Summe der Entropien der daran betheiligten Korper ver-
kleinert wiirde, so konnte man diesen Process durch geeig-
nete Vorkehrungen dazu benutzen, um Wirme ohne Com-
pensation aus einem kilteren in einen wirmeren Korper
iiberzufithren, wodurch die allgemeine Giiltigkeit des Clau-
sius’schen Princips aufgehoben wire. Es kommt also nur
darauf an, die Entropiefunction allgemein genug zu definiren,
um den Satz vom Wachsthum der Entropie in derselben
Weise wie den von der Erhaltung der Energie als allgemei-
nes Naturgesetz aussprechen zu konnen.

Die Anwendung dieses Satzes auf alle Vorginge in der
Natur erfordert vor allem die Kenntniss des Ausdrucks der
Entropie eines Koérpers in seiner Abhiingigkeit von allen
Variabeln, die dessen Zustand bestimmen. Um diesen Aus-
druck zu finden, ist die Betrachtung von reversiblen Pro-
cessen nothwendig, auf welche man die beiden Hauptsiitze
der mechanischen Wirmetheorie anwendet und so zu einer
Beziehung zwischen der Entropie und den iibrigen thermo-
dynamischen Functionen gelangt. So hat in neuerer Zeit
Helmholtzl), bei der Untersuchung der durch reversible
Processe zu erzeugenden frei verwandelbaren Arbeit, die
Entropie eines Kbrpersystems von fiberall gleichmi#ssiger
Temperatur bestimmt, dessen Zustand ausser von der Tem-

1) H. Helmholtz, Sitzungsber. d. k. pr. Akad. d. Wiss. 1882,
Erster Beitrag. 6. p. 22. Zweiter Beitrag 38. p. 825.
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peratur noch von beliebig vielen Parametern abhingig sein
kann. Bezeichnet man n#émlich mit U die gesammte innere
Energie des Systems, mit d# die bei einer unendlich klei-
nen reversiblen Zustandsiinderung geleistete tussere Arbeit,
go ist nach dem ersten Hauptsatz der mechanischen Warme-
theorie die dem System von aussen zugefiihrte Wirme (nach
mechanischem Maass gemessen):

dQ =dU 4 dW,
und nach dem zweiten:

dS~—d—1€l-=O,

woraus sich S, die Entropie des Korpersystems, in ihrer
Abhangigkeit von allen Parametern, die dessen Zustand be-
stimmen, berechnen lisst.

Die letzte Gleichung spricht den Satz vom Wachsthum
der Gesammtentropie aus; denn dS bedeutet die Aenderung
der Entropie (oder, was dasselbe ist, der Summe der Entro-
pien aller Korper) des Systems, und — dQ/T bezeichnet die
Entropieinderung der das System umgebenden Korper, die
durch Abgabe der Wirme dQ von der Temperatur 7' ihren
Zustand veriindert haben, sodass die linke Gleichungsseite die
Aenderung der Gesammtentropie darstellt, die = 0 sein muss,
weil der Process reversibel ist. — Wenn der Ausdruck der
Entropie fiir das ganze Korpersystem bekannt ist, so ergibt
sich natiirlich durch Zerlegung dieses Ausdrucks in die ent-
sprechenden Glieder die Entropie Jedes einzelnen Korpers
als Function der Bestimmungsstiicke seines Zustandes, also
etwa der Temperatur, des Volumens, der Masse, der chemi-
schen Zusammensetzung. So wollen wir im Folgenden die
Entropie eines einzelnen Korpers berechnen, indem wir
seinen Zustand als abhiingig von verschiedenen Variabeln
ansehen; zunichst beschrinken wir uns noch auf den ein-
fachen Fall, dass allein die Temperatur 7" und das Volumen
V des Korpers als veranderlich angenommen werden.

Helmholtz hat in die thermodynamischen Gleichungen
eine neue Function eingefithrt, die freie Energie:

F=U-T.8,
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welche, abgesehen von ihrer Bedeutung fiir die Berechnung
der #usseren frei verwandelbaren Arbeit, die wichtige Eigen-
schaft besitzt, dass sich alle in diesen Gleichungen vorkom-
menden Zustandsfunctionen durch sie ausdriicken lassen. So
ergeben sich die folgenden Gleichungen, in welchen ich mir
erlaubt habe, statt der Functionen 8, U, F, V die ent-
sprechenden Grossen fiir die Masseneinheit (specifische
Entropie s, specifische Energie u, specifische freie Energie
f, specifisches Volumen v) zu setzen, sodass:

1 S=M.s, U=M.uy, F=M.f V=M.,

wobei M die Masse des Korpers bedeutet. Dann lauten die
besagten Gleichungen, in denen iiberail 7" und » als unab-
hingige Variable gedacht sind:
@) f=u—T.s

(Bei Helmholtz Gleichung (I,) des ersten Beitrags.)
Der Druck des Korpers:

@) P=—% (bei Helmholtz Gl I).
Die specifische Entropie:

@ s=— 57 (bei Helmholtz GL Iy).
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt auch:

®) 20 = 51"

Ferner die specifische Energie:

() Cu=f— T3 (bei Helmholtz Gl T)
Hieraus mit Riicksicht auf (3)'

(1 be_ 78T P

Endlich die Wirmecapacitit bei constantem Volumen:
®) "‘aT _Taanﬂ Tas

{bei Helmholtz Gl I,).

Mit Riicksicht auf (7) und (5) ergeben sich hieraus die voll-
stindigen Variationen von von # und s:
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. P
Su=hoT + (Tg_T_ P)é‘v,

9
®) du + Piv

Vi

Hierzu sei mir gestattet, noch einige andere Gleichungen zu
fiigen, die ebenfalls durch die Einfithrung der Grisse f an
Einfachheit gewinnen. Wenn sich ein Koérper in zwei ver-
schiedenen Aggregatzustinden (die mit 1 und 2 bezeichnet
sind) nebeneinander im Gleichgewicht befindet, so gestatten
die drei folgenden Gleichungen:

(10) T,=T, F=PF f,—fi=F{ —v)

die von einigen Autoren mit dem Namen des Maxwell-
Clausius’schen Gesetzes belegt sind, den Zustand eines
jeden der beiden Bestandtheile des Korpers, also die Grossen
7T,, »,, T,, v,, nehst den dadurch bestimmten Zustands-
functionen als abhiingig von einer einzigen Variabeln (z. B.
der Temperatur T, = T,) darzustellen, sobald P durch die
allgemeine Zustandsgleichung des Korpers als Function von
T und v bekannt ist; denn die Differenz f, — f, ergibt sich
durch Integration von (8) nach wv.

Aus diesen Gleichungen lasst sich sogleich auch der
Werth der Verdampfungswirme (beziehungsweise Schmelz-
oder Sublimationswiirme) r berechnen. Da dieselbe 1) den
durch die Verdampfung bedingten Zuwachs an innerer Energie,
2) den entsprechenden Betrag von dusserer Arbeit enthilt,
50 ist zu setzen fiir die Masseneinheit:

r = (u, — uy) + P(v, — vy),
wobei wir den Druck P, = P, kurz mit P, wie ebenso die
Temperatur 7, = 7, kurz mit 7' bezeichnen wollen. Oder
mit Riicksicht auf (10) und (2):
(11 r=T.(s5, — 3,).
Nun ergibt aber die dritte Gleichung (10) durch vollstindige
Differenziation nach T

k aP
.3s=T5T+a—T5v=

) (05— (G~ (50), 5 = Gpes —o0+ P (B3 )

daraus mit Riicksicht auf (3) und 4):

épP
8 — 8= gp(0, — vy)-

1
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Diese Gleichung mit (11) combinirt ergibt die bekannte
Relation:

(12) r=T.22 (0, —v,).

Endlich méchte ich hier noch eine Formel entwickeln,
deren Ableitung ich allerdings schon friiher?) gegeben habe,
jedoch nicht mit der Einfachheit, welche die Benutzung der
hier eingefithrten Functionen ermoglicht.

Schreiben wir die Gleichung (11):

6'1 — 8 = %
und differenziiren sie vollstindig nach 7', so ergibt sich:

(a_s (6‘3) dov, (a;;)_(gs_)@g_l dr 1
ar), T \@o)iar —\a7 ), \@ofhar =T I T
Benutzen wir nun die Gleichungen (5) und (8), so erhalten

wir als Differenz der Warmecapacititen bei constantem
Volumen:

d dP\ d d
s  m—k=gn-g— (57 g+ (G0, 0
Hieraus ergibt sich auch die Differenz der Wirmecapacititen
¢, und ¢, bei constantem Druck. Wenn man die bekannte

Gleichung:
0P [dv
¢c—k= TFT(G_T)P’
die fiir jeden der beiden Aggregatzustiinde gilt, sowie die
Identitit:
oF _ _ a7 (o)
aT~ ~ 90°\87/p
(wobei der angefiigte Index P immer bedeutet, dass die
Differenziation bei constantem Druck zu vollziehen ist) in
(13) substituirt, so ergibt sich:

wmo=ip 475G, + () )
- rlan) 62+ (52 53

1) M. Planck, Ueb. Gleichgew. Zustiinde isotroper Korper, Miinchen,
Th. Ackermann, p. 49 ff. 1880, s. auch Wied. Ann. 15. p. 458 u. 460. 1882.
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oder einfacher, da die in den geschweiften Klammern stehen-
den Grossen = dP,[dT = dP, /dT= dP|dT sind:

dr dv )
q—6=gp— 7+ 7.3 FE [(a}) - (a’zg’u
und endlich nach (12):

_dr 0 fv,
a—G=gp— 5+ Pp—— [(a_i’) (aT)]

eine Gleichung, welche unter anderem die Berechnung der
specifischen Wirme eines Dampfes aus derjenigen der Fliissig-
keit, der Verdampfungswirme und der Ausdehnung von Dampf
und Fliissigkeit bei constantem Druck zu berechnen gestattet.
Einige Anwendungen derselben habe ich schon an den an-
gegebenen Orten besprochen.

Wenn der Zustand des betrachteten Korpers ausser von
T und v noch von der Masse M abhéngig gedacht ist, so
erhilt man aus (1) und (9) fiir eine unendlich kleine Zustands-
anderung als vollstindige Variation der Energie U und der
Entropie S die allgemeineren Gleichungen:

(14) SU = MksT + M( oF _ )5u+uaM,
Mk !
(15) 08 =254 MOP5v 4 soM.

Denken wir uns diese Zustandséinderung realisirt durch einen
reversiblen Elementarprocess, so konnen wir annehmen, dass
im Laufe dieses Processes der betrachtete Korper den Massen-
zuwachs 0 M empfiingt aus einem Reservoir, welches gefiillt
ist mit der Substanz des Korpers von der nimlichen Tem-
peratur und Dichtigkeit. Ausserdem moge ein gewisses
Quantum Wirme 0@ aus einem Wirmereservoir (von der
Temperatur 7T') durch Leitung auf den Kérper iibergehen,
und endlich mdge derselbe in umkehrbarer Weise compri-
mirt oder ausgedehnt werden.

Wenden wir nun den Satz von der Erhaltung der Energie
an, so kommt in Betracht die Energieiinderung des K6rpers 8 U,
die des Massenreservoirs —ud M, die des Wirmereservoirs
—0Q, endlich die #ussere Arbeit MPdv, sodass wir als
Summe aller dieser Grossen haben:
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U —udM— 0@ + MPov =0
oder mit Riicksicht auf (14):

8P
(16) 0Q =MkoT + MTﬁ,é‘v.

Man kann sich nun auch leicht davon tiberzeugen, dass durch
diese Bedingungen das Gesetz des Wachsthums der Gesammt-
entropie wirklich erfiillt ist. Da der betrachtete Process
vollstandig reversibel ist, so muss die Aenderung der Ge-
sammtentropie = 0 sein. Es haben aber im Ganzen folgende
drei Korper ihren Zustand, also auch ihre Entropien ver-
indert:

1) Der betrachtete Korper, dessen Entropieinderung
0 S betragt.

2) Das Massenreseryoir. Entropieinderung: —sdM.

3) Das Wirmereservoir. Entropieiinderung: —JdQ/7".

Die Summe dieser drei Grossen ergibt in der That mit
Riicksicht auf (15) und (16):

5S-sa‘M—%=o.

Die im Bisherigen behandelten Gleichungen gelten fiir
jeden Korper von constanter chemischer Zusammensetzung,
dessen Zustand durch Temperatur, specifisches Volumen und
Masse bestimmt ist. Wir wollen jetzt die Betrachtung
ausdehnen auf einen Fall, in welchem der Korper zu-
sammengesetzt erscheint aus verschiedenen Substanzen, deren
Mischungsverhiltniss als variabel angenommen werden soll.”
Nennen wir, wie frither, die Masse des Korpers M, die
Massen der in ihm enthaltenen Substanzen aber M|, M,,....
wobei also:

M+M+...=M

und setzen wir:

(17) g = %‘—7 & = % ----- also:
(18) Hg+¢&+--=1,

80 wollen wir annehmen, dass der Zustand des Korpers be-
stimmt ist durch die Temperatur 7|, das specifische Volumen
v, die Masse M und die Mischungsverhiltnisse ¢ der einzel-
nen Substanzen, die nach (17) durch positive echte Briiche
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dargestellt werden und durch die Bedingung (18) aneinander
gekniipft sind. Diese Grossen sind es, welche den folgenden
Rechnungen als unabhiingige Variable zu Grunde gelegt
werden sollen. Setzt man die ¢ alle constant, so erhilt man
unmittelbar (auch in der Bezeichnung) die oben behandelten
Gleichungen wieder. Im Folgenden werden wir uns aber be-
schranken auf die Untersuchung von Gasgemengen. Selbst-
verstandlich sind alle hier gemachten Folgerungen unab-
hangig von Hypothesen iiber die innere Beschatfenheit der
Materie.

Definition und Eigenschaften eines Gasgemenges.

Als ein Gemenge von Gasen bezeichnen wir eine Mi-
schung von Gasen oder Dampfen, welche die Eigenschaft
hat, dass die freie Energie des Gemisches gleich der Summe
der freien Energien der einzelnen Gase ist, wenn jedes der-
selben bei der n#mlichen Temperatur fiir sich allein das
ganze Volumen des Gemisches einnehmend gedacht wird.

Wenn wir uns der Einfachheit halber das Gemenge zu-
nichst aus nur zwei Gasen bestehend denken (die Verallge-
meinerung auf beliebig viele Gase kann leicht vorgenommen
werden) so wird die Gleichung (18):

(19) g +g=1.

Bezeichnen wir durchweg diejenigen Zustandsfunctionen, die

sich nicht auf das Gemenge, sondern auf ein einzelnes Gas

beziehen, wenn dasselbe bei der nimlichen Temperatur 7" das

ganze Volumen V des Gemenges allein ausfiillt, durch Hinzu-

figung des Index 1 oder 2, so gelten die Gleichungen:
V=Me=Mv,=Mv,,

oder nach (17):

(20) V=, = &0,.
Hieraus auch nach (19):
11 1 )
(21) 1oi4l und:
v v
(22) 81:1)1-:-’02’ 62.—_”1_;”2-

Ferner als Definition des Gremenges:
F=Mf=F + F,=Mfi+Mf,



368 M., Planck.

daraus: f=f+8&1.

Mittelst dieser Bedingung lassen sich nun alle Eigenschaften
des Gemenges, wie Warmecapacitit, Druck, Energie und
Entropie, aus den entsprechenden Grossen fiir die einzelnen
Gase berechnen. Zunichst haben wir fiir die Warmecapacitit
bei constantem Volumen nach (8):

0 0? +
k= —T.gfh=—T. wl el also:
2 ag P
b= — o TSR — T fi= sl + e

Ferner fir den Druck des Gemenges aus (3):
P_,_a_.f_ _a(slfl‘l'&afz) afx _ 9t
- 8v dv

T &9y "3y
oder nach (20):

af, @
28) P=—a_{:—afj_P + P,

d. h. der Druck des Gemenges ist gleich der Summe der
Partialdrucke der einzelnen Gase.
Die speciﬁsche Energie ergibt sich aus (6):

u=f— T = lfl + 8,_f2 a(ﬁlzév;—ifi):

81'

@4) u=¢ (ﬂ Taf‘) + (f Taf’) = Uy + &u,.
Daraus: U= Mu= Mu, + M,u,,
d. h. die gesammte innere Energie des Gemenges ist gleich
der Summe der Partialenergien der einzelnen Gase. Diese
Eigenschaft des Gemenges ist gleichbedeutend mit der, dass
bei der Vermischung der einzelnen Gase keinerlei chemische
Verwandschaftskriifte zur Wirksamkeit kommen — ein Fall,
der den wirklichen Mischungsprocessen gegeniiber als idealer
Grenzfall zu betrachten ist.

Fiir die specifische Entropie endlich haben wir nach (4):
ﬂ' = _9@fit ek,

or

§= —

0 0
$=—¢§ 5‘% —_ 528{1121— &8 + &8,
Wir wollen nun fiir eine unendlich kleine Zustands-
anderung des Gemenges die entsprechenden Aenderungen
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einiger Zustandsfunctionen in ibrer Abhingigkeit von den
vier unabhiéngigen Variationen 67, dv, d M, ¢, darstellen.
Hierfiir haben wir zunichst aus (19) und (20):

(25) 561+682=0, 51}1:—60—0‘681, 31}2=M8_‘,

8 82
. _ Ou du
ferner: ou=hLoT+ ;ﬂé‘v+a—slﬁel.
Nun folgt aus (24) durch Differenziation nach & :
8w Ou, Qv Quy v,
ge =" T gy g T g, 8,
also mit Riicksicht auf (25):
0 a 3} .
5_:1 =u —u, — v B%:' + v, -a%:; folglich:
(26) 5u—k5T+@5v+(u —u, — v %+v %)65
- dv 1 2 13, 28v,) 17
Daraus: OU= Méu+udM,

(27) SU=MkS T+ M3 3v+u§M+M(ul—u2-—vlg—::+vz g—:) 3s, .
Auf ganz dbnliche Weise findet man: ’

k P 0P, ap,\
(28) ds= 7,5 T4 ﬁ,dv+ (sl — 5 —”1ﬁ + v, 713)581,

oder mit Binfithrung des Werthes von du aus (26):

33:_—_{1’;—':‘367” (s]_sz_ul_“2+€11_”1_P2”2)§£1,

oder kiirzer, mit Einfithrung von f:
@9)  os= vt Blot (st Bin = Anda,

Mittelst (28) folgt:

08 = Mds+sdM
OO C Mo 3D sor oo a4 M (s, —sy =0, 5, S5 ) e
An die Gleichungen (27) und (80) lassen sich ganz &hnliche
Betrachtungen ankniipfen wie an die fritheren Gleichungen
(14) und (15), in welche diese iibergehen, wenn man dg =0
setzt. Eine Verwirklichung der hier betrachteten Zustands-
inderung durch einen reversiblen Process erfordert eine

Aenderung des Mischungsverhiltnisses des Gemenges in um-
Ann, d. Phys. u. Chem, N, F. XIX, 24
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kehrbarer Weise. Dies lidsst sich etwa dadurch ausgefiihrt
denken, dass man das Gemenge mit einem (unendlich diinnen)
Stempel comprimirt, der aus einer fiir das eine KEinzelgas
vollstindig permeablen, fiir das andere aber undurchdring-
lichen Substanz gefertigt ist.!) Mit Hiilfe eines solchen
Processes lasst sich die Zustandsinderung o 7", dv, d M, J¢
auf umkehrbare Weise herbeifithren.

Mittelst des gefundenen Werthes der Entropie sollen
nun einige (leichgewichtsaufgaben gelost werden, indem jedes-
mal der dem absoluten Maximum der Entropie entsprechende
Zustand aufgesucht wird.

Gleichgewicht eines Gasgemenges, ohne Beriicksichtigung
der Schwere.

Als gegeben setzen wir voraus die Massen der einzelnen
Gase, das (Gesammtvolumen und die Gesammtenergie des
Gemenges. Dann haben wir als feste dussere Bedingungen,
wenn dM ein Massenelement des Gemenges bezeichnet:

fdM = const,, fsl d M = const,.,
fvdM: const., fudM: const.
Daraus fiir eine unendlich kleine virtuelle Zustands-
inderung, wenn wir ddM = 0 annehmen:
81) [dsdM=0, [ovdM=0, [oudM=0.
Der Werth der Entropie des (Gemenges betragt:
S= [sdM.

Die nothwendige Bedingung des Maximums derselben,
also des Gleichgewichts, wird gegeben durch die Gleichung:
08 = [0sdM=0
giltig fir alle Werthe der Variationen, die mit den obigen

Bedingungen vertriglich sind. Ersetzt man Js durch (29)
und addirt hierzu die Gleichungen (31) der festen Bedin-

1) Eine solche Substanz ist z. B. fiir ein Gemenge von Wasserstoff
und Stickstoff Platin, welches, in gliihcndem Zustande, den Wasserstoff
mit Leichtigkeit diffundiren lisst, wiihrend Stickstoff nicht hindurch
dringen kann,
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gungen, nachdem sie resp. mit den constanten Grossen 4,
B, C multiplicirt worden sind, so ergibt sich:

f{(% + C) 3u+(1;,+ B) 5v+(f2—‘f‘—+w+ A) é‘sl}dM=0,

und die Bedingungen des Gleichgewichts lauten:

(32) r+C=0.
(33) P +B=0.
(84) hohit Bz Bo g 40,

Diese Gleichungen sprechen aus, dass im Zustand des
Gleichgewichts die Temperatur T, der Druck P und die
Partialdrucke P, und P, der einzelnen Gase iiberall constant
sind. Die letzte Bedingung findet man aus (34) durch Bildung
des Differentials dieser Gleichung, indem man von einem
Massentheilchen auf ein benachbartes tibergeht. Da namlich 7
constant, so folgt dann:

8 v, — P gy 4 P.dv,— P dv, + v,d P, — v dP, =0.
Bo, 27 Bp, 1 24Us 140, €L 144,
Daraus mit Ricksicht auf (3):
v, dP, — v,d P, = 0.
Nun ist aber nach (23) und (33):
dP,+ dP,=dP =0, folglich:
dP,=0 und: dP,=0.

Die Werthe von 4, B, C ergeben sich aus den gegebenen
susseren Bedingungen. Es ist auch leicht za zeigen, dass
dieser Zustand wirklich einem Maximum, nicht etwa einem
Minimum der Entropie entspricht, indem man sich iiberzeugt,
dass fir diesen Zustand die zweite Variation 02§ fir alle
mit den festen Bedingungen vertriglichen Zustandsiinderungen
wesentlich negativ ist; indess soll diese Rechnung hier nicht
ausgefiihrt werden.

Gleichgewicht eines Gasgemenges mit Riicksicht auf die
Schwere.
Bestimmen wir der Einfachheit halber zuniichst das
(leichgewicht eines Gases von constanter chemischer Zu-

sammensetzung mit Ricksicht auf dessen Schwere, so haben
24*
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wir wieder das Maximum der Entropie aufzusuchen. Die
ausseren Bedingungen sind dann gegeben durch die Masse,
die Gesammtenergie und das Gesammtvolumen des Gases,
als welches wir uns einen festen verticalen Cylinder vom
Querschnitt ¢ denken. Dann lauten diese Bedingungen:

fdM: const., fvdM = const,,
f(u + gx) d M = const,

Denn die Gesammtenergie setzt sich in diesem Falle zu-
sammen aus der inneren Energie fudM des Gases und der
Energie seiner Schwere: fgzdM, wobei z die Hiohe des
Massentheilchens dM iiber einer beliebig gewihlten festen
Horizontalebene bezeichnet, und ¢g die (als constant ange-
nommene) Beschleunigung der Schwere ist. Daraus er-
geben sich fiir eine virtuelle Zustandsinderung, wenn dd M= 0,
die festen Bedingungen:

(85) [ ovdM=0.
(36) [(0n+ gd2)d M = 0.
Die Bedingung des Maximums der Entropie lautet wieder:
[dsdM=0.

Addirt man zu dieser (leichung die Bedingungen (35)
und (36), nachdem man sie mit den Constanten 4 und B
multiplicirt hat, und setzt aus (9) den Werth von Js?) ein,
5o ergibt sich:

(87 f{(%Jr B) 5u+(1T’+ A) 3v + Bgda}dM =0,

Die Variationen dv und dz sind aber nicht unabhingig
voneinander, vielmehr besteht, wenn wir der einfacheren
Rechnung halber gleich annehmen, dass das spec. Volumen »
des Gases in einer horizontalen Ebene iiberall das namliche
ist, die Relation:

(38) vdM = gdz,

worin jede Gleichungsseite das von zwei unendlich benach-
' 1) Der Werth der Entropie hiingt nur von dem inneren Zustand
cines Korpers ab; #dussere frei verwandelbare Arbeit, wie sie durch die

Energic der Schwere dargestellt wird, geht nicht in ihren Ausdruck ein.
(8. meine Abhandl. iiber d. 2. Haupts. d. m. W. p. 36).
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barten Querschnitten des Cylinders begrenzte Volumen be-
zeichnet, in welchem die Masse dM des Gases sich befindet.
Daraus ergibt sich durch Variation:

dvdM=qddx
und durch Einsetzung des Werthes von dv in die Gleichung (37)
die Bedingungen des Maximums:

% + B =0, also: T = — - = const. und:

P 992 aap\ _

(39) f{(T+A)g5dx—TdM,_o

oder durch partielle Integration, da dr an den Grenzen ver-
schwindet:

&=

—f%(gdf’+ ng) =0. Daraus:
gdP+ gdM =0
oder mit Riicksicht auf (38):

aprP
(40) Z+Z=o0.

Hierdurch ist das Gesetz der Abnahme des Druckes
mit der Hohe gegeben, da P eine bestimmte Function von 7T
(const.) und v ist. Diese Gleichung ist, wie man sieht, iden-
tisch mit derjenigen, die aus der Bedingung gewonnen wird,
dass die Differenz der Drucke in zwei verschiedenen Quer-
schnitten gemessen wird durch die Schwere der zwischen
ihnen befindlichen Gasschicht. Fir ein vollkommenes
Gas ist:

rRT .
P=—: wobei % constant,
und die Gleichung (40) liefert durch Integration die bekannte,
den barometrischen Hohemessungen zu Grunde liegende

Formel:
g‘:t

(41) P=p.e ™,

wobei p den Werth des Druckes P fiir z =0 bedeutet.
Auf #ghnliche Weise soll nun das Gleichgewicht eines

schweren (Gasgemenges berechnet werden. Wir denken uns

wieder ein Gemenge von zwei Gasen oder Diampfen (die

Verallgemeinerung auf mehrere Gase ist leicht durchzufithren)

mit bestimmten Massen und bestimmter Gesammtenergie in
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einem festen verticalen Cylinder vom Querschnitt ¢ einge-
schlossen und suchen die Bedingung des Maximums der
Entropie. Hierfiir gelten dann wieder die Gleichungen:

fdM: const., feldM= const.,

fvdM= const., f(u + g#) d M = const.
durch deren Variation, fir ddM = 0, die Bedingungen her-
vorgehen:
Jog aM =0, [ovdM =0,  [(du+ géa)dM=0.
Die Gleichungen der Reihe nach mit den Constanten
A, B, C multiplicirt und zur Gleichung:
08 = [0sdM =0

addirt, ergeben mit Riicksicht auf (29) als Bedingung des
Maximums der Entropie:

f{ (% + C) Jn 4 (1%—{— B) ov
+ (fi_.fl + %1’2_ PLE’L 4 A) 551 + Cgb‘x} dM = 0.
Da aber stets, wie in (38):
(43) vd M = qdu, also auch:

dvdM = qddz,
so zerfillt die Gleichung (42) in die Bedingungen:

(42)

%+C=O, also T=——lc,~=const.

(44) fimfi + ?jl'?:,_Pl_i’L + A=0,

i )pec i ) o,

Aus der letzten Gleichung folgt ebenso wie aus (39):
qdP+ gdd =0,
oder nach (43):

dP g
(45) a{;+;_0.

Diese Gleichung geniigt aber hier noch nicht, um P als
Function von # darzustellen, weil P ausser von » (und dem
constanten 7') noch von g abhiingt. Es kommt aber auch
noch die Gleichung (44) hinzu, welche, da 7" comstant, nach
# differenziirt ergibt:
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afy dv,  8f, du do, ‘1171 dP, d P,
v, da 8o, dTZ+R’m—_ + e Zd:r_ 11[.1: =0.
Hier heben sich die vier ersten (Jrheder nach (3) gegenseitig
auf, und es bleibt ibrig:
dP a P,
v, ~d7:1 — v, 71?2 =0.

Nun folgt auns (45) mit Riicksicht auf (23) und (21):
58y ()=
Also aus den ]etzten belden Gleichungen:

Hieraus kann sowohl P1 als auch P2 als Function von =z
berechnet werden.

Vergleicht man diese Gleichungen mit (40), so ist er-
sichtlich, dass jedes Gas sich im Gleichgewichtszustand so
verhilt, als ob es ganz allein fir sich in dem betrachteten
Raum vorhanden wire. Dieser Satz ist unter dem Namen
des Dalton’schen Gesetzes bekannt und hereits mehrfach,
namentlich von Maxwell und Stefan sowohl aus der kine-
tischen Gastheorie als auch unabhingig von derselben, unter
gewissen einfachen Voraussetzungen, abgeleitet worden.l) Fiir
ein Gemenge von zwei vollkommenen Gasen hat man zu
setzen:

hT

T
(47) P ="

Vo

P,=

wobei £, und %, nur von der Natur der beiden Gase abhingen
und deren specifischen Gewichten umgekehrt proportional sind.
Dann ergibt sich aus (46), analog der Gleichung (41):
L _ 9=

(48) P =p,.e M7, Py =py.e ™7,

(p, und p, die Partialdrucke der beiden Gase fiir z=0)
sodass man fir den Druck P des Gemenges in der Hohe « hat:

9= _g=
P=pe Mt pye BT

1) J. Stefan, Wien. Ber. 68. p. 70. 1871. Dic von Stefan ge-
machte Einschriinkung auf den Fall, dass dic Gase dem Mariotte’-
schen Gesetz folgen, ist nach unserer Ableitung unwesentlich,
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Da ferner nach (47) und (48):

9% g%
BT T BT T
D= e =€
2 Pe
so folgt daraus das specifische Volumen » des Gemenges
nach (21): 11,1

v on o on
Auch das Mischungsverhaltniss der beiden Gase #ndert sich
mit der Hohe, und zwar ergeben die Gleichungen (22):

ge (1 1

a v _lhp T\
&2 Y by Py ’
fiir das Verhiltniss der Massen der einzelnen Gase, die in
einem Quantum des Gemenges enthalten sind. Dies Ver-
hiiltniss ¢, /e, wichst zugleich mit z, wenn A > k,, es wird
also in grosseren Hohen das specifisch leichtere Gas mit
grosserem Procentgehalt in die Mischung eingehen. Da man
gewohnlich das Mischungsverhiltniss vollkommener Gase
nicht nach Massen, sondern nach Volumina misst, so folgt
schliesslich noch der Ausdruck fiir das Verhiltniss der
Volumina, welche die in einem Quantum des Gemenges be-
findlichen Gase einnehmen wiirden, wenn jedes fiir sich allein
bei der niamlichen Temperatur 7" dem ganzen Druck P aus-
gesetzt wire:
gr (1 1
ek p b T
kP )

Zur experimentellen Priifung des Dalton’schen Gesetzes
bietet sich vor allem die Untersuchung des Mischungsver-
hiltnisses der Atmosphire dar, die wir, mit Vernachlissi-
gung anderer kleiner Gas- und Dampfmengen, als ein Gemenge
von Stickstoff und Sauerstoff ansehen kénnen. Da Stickstoff
etwas leichter ist als Sauerstoff, so muss hiernach der Sauer-
stoffgehalt der Atmosphire mit wachsender Hohe abnehmen.
Die diesbeziiglichen Rechnungen, aus Formeln, die mit den
obigen iibereinstimmen, wurden von Tralles?), Benzenberg?),

1) Tralles, Gilb. Ann. 27, p. 400. 1807.
2) J. F. Benzenberg, Gilb. Aun. 42, p. 155. 1812. — Derselbe,
Ueb. d. Dalton’sche Theorie. Diisscldorf, J. E. Schanb, 1830. Einige -
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Hann!) ausgefibrt und ergeben als Betrag der Ab-
nahme des Procentgehaltes der Luft an Sauerstoff fiir eine
Hohe von 1000 m, von mittleren Héhen aus gerechnet, etwa
0,3 (in Volumenprocenten).

Es ist nun allerdings nicht zu erwarten, dass smh das
(Gesetz dieser Abnahme durch die Beobachtung mit aller
Schirfe erkennen lassen wird, indem die Atmosphére infolge
der bestindigen Luftstrémungen niemals in den Zustand des
thermodynamischen Gleichgewichts gelangt, sondern sich
unter Umstinden sogar ziemlich weit aus derselben entfer-
nen kann, da ja die Ausgleichung der Mischungsunterschiede
als ein Vorgang der Diffusion mit verhiiltnissméssig geringer
Greschwindigkeit erfolgt. Die neueren, von Jolly? und nach
dessen Vorgang von Morley?) angestellten feineren eudio-
metrischen Untersuchungen zeigen denn auch schon fiir eine
und dieselbe Hohe « ein temporires Schwanken des Sauer-
stoffgehaltes der Atmosphdre bis zu 0,5 Volumenprocenten,
das wohl zum grossen Theil auf locale Ursachen zuriickzu-
filhren ist. Da durch jede Luftstromung eine Vermengung
der verschiedenen Luftschichten begiinstigt wird, und hier-
durch. eine Tendenz npach Herstellung eines constanten
Mischungsverhéltnisses hervortritt, so wird man vermuthen
diirfen, dass die Verianderlichkeit des Sauerstoffgehaltes mit
der Héhe in Wirklichkeit kleiner sein wird, als die fir das
Gleichgewicht von der Theorie verlangte.

In der That scheinen die bisher in verschiedenen Hohen
vereinzelt ausgefiihrten eudiometrischen Messungen diese
Vermuthung zu bestitigen, jedenfalls aber lasst sich in ihnen
eine Abnahme des Sauerstoffgehaltes mit zunehmender Héhe
erkennen.) Immerhin diirfte es von Interesse sein, durch

Irrthiimer in B.'s Rechnungen hat C. F. Gauss, Ges. Werke, 5. Got-
tingen, p. 583, 1867 nachgewiesen und berichtigt.

1) J. Hann, Zeitschr. d. osterr. Ges. fiir Meteorol. 10. p. 22, 1875,

2) Ph. Jolly, Wied. Ann, 6. p. 520. 1879.

3) E. W. Morley, Amer. Journ. of Se. (3) 22. p. 417. 1881. Vgl
auch Ch. A. Vogler, Zeitschr. d. osterr, Ges. f. Meteorol. 17. p. 175.
1882.

4) E. E. Schmid, Lehrb. der Meteorol, in G. Karsten's allg.
Encyclopiidie. 21. Leipzig 1860. p. 18.
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regelmiissig fortgesetzte Analysen von Luftproben, die gleich-
zeitig an verschiedenen direct iibereinander liegenden Punk-
ten geschopft ~sind, der definitiven Losung dieser Frage
niher zu treten.

Die Berechnung der Entropiefunction fiir ein (Gasgemisch,
das kein reines Gemenge darstellt, und iiberhaupt fiir einen
beliebig zusammengesetzten Kodrper, wird, wie schon oben
erwihnf, ermdglicht durch die Betrachtung eines reversiblen
Processes, der die chemische Zusammensetzung des Kérpers
indert; solche Processe bieten sich dar in der Dissociation,
dann der Destillation, der Verdunstung, der Electrolyse, wie
sie bereits von Helmholtz untersucht worden sind. Hierbei
wird es in erster Linie auf die Bestimmung der freien
Energie ' des Korpers ankommen, da nach den Gleichungen
auf p. 362 die Kenntniss dieser Function die aller iibrigen
in Betracht kommenden Zustandsfunctionen in sich schliesst.
Ist einmal der Ausdruck der Entropie fiir alle Korper be-
kannt, so wird man mit Hiilfe des Satzes vom Wachsthum
der Gesammtentropie im Stande sein, die Richtung des Ver-
laufes eines jeden Naturprocesses im voraus zu berechnen.

Miinchen, Marz 1883.

XIL. FEinige Eleine Aenderungen am Pykno-
meter; von Georg W. A. Kahlbaum.

Die unter fast gleichlautender Ueberschrift von Hrn.
Eilhard Wiedemann?) veriffentlichte Arbeit, in welcher
derselbe ein Pyknometer zur Bestimmung der Dichten fester
Korper und zugleich eine Anzahl vorziiglich stimmender
Versuche beschreibt, veranlasst mich, auch meinerseits einige
Aenderungen, wie ich sie meinen Zwecken entsprechend
fand und am Pyknometer angebracht habe, zu veréffentlichen.
Diese Aenderungen wurden meist bereits vor lingerer Zeit
im Bernouillianum in Basel vorgenommen und seiner Zeit

1) E. Wiedemann, Wied. Ann. 17. p. 983. 1882,





