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zusammenfillt, der dem Licht der Kohlenspitzen bei dem
electrischen Bogenlicht entspricht, da wir es ja in beiden
Fallen mit compacten Massen verbrennender Kohle zu thun
haben. Zur Priifung entwarf ich vermittelst eines achroma-
tischen Linsensystems auf einem Schirme ein scharfes Bild der
beiden Kohlenspitzen und des zwischen ihnen liegenden Bogens,
sodass ich das Licht der ersteren getrennt von dem des
letzteren in das Leukoskop einfallen lassen konnte, indem
ich das Bild der Kohlenspitzen so zu richten suchte, dass
es gerade auf ein in dem Schirm angebrachtes Loch fiel.
Durch dieses richtete ich dann das Leukoskop nach der
Lichtquelle hin. Leider verindern die Kohlenspitzen so
schnell ihre Lage, was sich natiirlich auf die Lage des Bildes
(da man der grossen Intensitit des Lichtes halber den
Schirm sehr weit entfernt aufstellen muss) in stark ver-
grossertem Maasse iibertrigt, dass die Beobachtung nur sehr
schwer und mangelhaft durchzufilhren war. Als Werth fiir
A erhielt ich ungefahr 79°, wihrend der Grenzwerth bei
den Glithlampen ungefihr 78° betrug. Ich erachte aber die
Beobachtung an dem Kohlenbogenlicht fiir so ungenau, dass
ich in dem Bestehen der Differenz von 1° zwischen den
beiden Werthen fiir 3 keinen Grund sehe, die oben erwihnte
Vermuthung fiir die Gleichheit des von den glithenden Koh-
len in beiden Fillen ausgesandten Lichts als experimentell
widerlegt zu erklaren.

Berlin, Physikal. Inst, Aug. 1882.

XVIIL. Beitrag zur Theorie der Diffraction an
Fernréhren; von Hermann Struve.

In einer in den Memoiren der Petersburger Academie
kiirzlich verdffentlichten Abhandlung ,,Ueber den Einfluss
der Diffraction an Fernrihren auf Lichtscheiben“!) habe ich
unter anderem die Intensitiitsvertheilung in der Focalebene

1) H. Struve, Mém. de 'Acad., 80. Nr. 8. 1882,
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eines Fernrohrs fiir den besonderen Fall untersucht, dass
das geometrische Focalbild der Lichtscheibe geradlinig be-
grenzt ist und in allen Theilen dieselbe specifische Intensitit
besitzt. Die Aufgabe fithrte auf die Bestimmung eines
Doppelintegrals der Bessel’schen Function J, (z) und wurde
von mir am bezeichneten Orte in der Weise geldst, dass
ich das Integral in zwei Theile zerlegte, von denen der eine
durch die convergente, der zweite durch die semiconvergente
Entwickelung von J|(2) sich ermitteln liess. So naheliegend
dieser Weg auf den ersten Blick erscheint, so kann derselbe
in mathematischer Beziehung doch nur als Umweg gelten,
der, wie ich mich nachtriglich @iberzeugt habe, leicht zu
vermeiden ist. Die Aufgabe liisst sich nimlich auf directerem
‘Wege und in eleganterer Form mittelst einer von Hrn.Meh-
ler?) herrithrenden Darstellung der Function J,(z) ldsen,
welche mir leider bei der Abfassung jener Abhandlung nicht
zu Gebote stand. Ich komme deshalb im Folgenden nochmals
auf diese Untersuchung kurz zuriick.

Die Fraunhofer’sche Beugungserscheinung fiir einen
Lichtpunkt und eine kreisformige Oeffnung wird in folgen-
der Weise durch die Bessel’sche Function ersten Ranges
dargestellt. Bezeichnet man mit B den Radius der beugen-
den Objectivoffnung, so ist die Intensitéit eines Punktes der
Focalebene im Abstand £ vom geometrischen Bildpunkt, be-
zogen auf die Intensitiit des letzteren als Einheit, durch den
Ausdruck:

(1) J=4 ("1 (i))z,

2z
gegeben, worin z=2n/i(R.;) zu setzen ist. Der Kiirze
halber migen im Folgenden die Bezeichnungen ,,Lichtpunkt¥,
yLichtlinie*, ,Lichtscheibe®, auf deren geometrische Bilder
in der Focalebene angewandt werden und die Grisse z ein-
fach der Abstand heissen. '

Daurch Integration von (1) ergibt sich die Lichtverthei-
lung an Lichtlinien und Lichtscheiben, deren Punkte unab-
hingig voneinander lenchten. Fassen wir insbesondere den
Fall einer geraden, homogenen, ins Unendliche sich er-

1) Mehler, Mathemat. Ann. 5. p. 141. 1872
Ann, d. Phys. u. Chem, N, F, XVII, 64
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streckenden Lichtlinie ins Auge, so erhalten wir die Inten-
sitdt im Abstand z von derselben, aus dem Integrale:

" (7 (»r))

@) J=Cf e
in welchem C eine von z unabhanglge Constante bedeutet,
die von der Wahl der Intensititseinheit abhiéingt. Beziehen
wir die Intemsititen auf diejenige der Lichtlinie, so be-
stimmt sich C daraus, dass fiir z=0, J=1 werden muss.

Um das Integral (2) auf bekannte Functionen von 2 zuriick-
zufithren, erinnere ich zunichst an einen von Hrn. C. Neu-
mann gefundenen Satz, nach welchem das Quadrat einer
Bessel’schen Function »n. Ranges durch ein Integral einer
Bessel’schen Function 22, Ranges dargestellt werden kann,
némlich:

(@) =12 f Jan (22 8in o) dee.
)]

Infolge dieses Satzes und anderer aus der Theorie der
Bessel’schen Transcendenten bekannter Relationen lisst
sich (2) successive in folgender Weise umformen:

2

AP J
J f”tVr . f (22 sin o) de

f (J1 (22 sin ) + J; (22 sin o)) sin ede

sz_ze

ﬂ

—fsmadaf(smﬂ+ sm3ﬂ)rl[3fim3w—mn"—m”ﬂd

Die Aufgabe ist damit auf das Integral.

o .
smax

Vat— 22

zuriickgefithrt. Wie nun Hr. Mehler a. a. O. bewiesen hat,
kann die Function J,(y) in die Form:
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o(’/)— fsm(ay) d.r

gebracht werden, welche fiir beliebige positive y mit Ein-
schluss der O giiltig bleibt. Demzufolge ist fiir Werthe von
o und 3 zwischen O und =z und fiir z=0:

%fsm(i?nf;fm B) 4z = J,(22sin ¢ sin §)
und daher:
- .
i (’)_(1 —~ 1 [(sing+ sin3f)df [ J,(2zsinesinf)sinad «.
.1']/.2"s ; ‘

Beachtet man ferner die leicht zu beweisende Relation:

n

2

fJ (28in ) sinede = soe,

sowie, dass sin ﬂ + sin88 = 4sin B cos?f ist, so erhilt man
kiirzer:

I3
2

J‘_(J(:f_))g 2 == lfsm(2zsm(9) cos’Bdf,
: 2V —z 0

oder schliesslich, wenn man der Bessel’schen Function
ersten Ranges entsprechend:

5
H (z)= %zfsin(zsinﬂ) cos2pBdp,
0
setzt,
" (7 (@) de = B0
& Yat = 2? 22°

Fir z =0 wird:

2

H, (2z)
T 277

fcoszﬂ sinfdf = %; mithin C = ?—4’—'

0

und folglich die Intensitit im Abstande z von der Lichtlinie,
bezogen auf die Intensitéit der letzteren:

64*
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3a H, (2z
3) g =2 A2,

Die Function H, (z) gehort zu einer Classe von Functio-
nen, welche mit den Bessel'schen nahe verwandt sind und
viele Analogien mit denselben besitzen. In meiner o.c. Abhand-
lung habe ich sie bei der Untersuchung der Diffraction an
Heliometern in etwas anderer Weise eingefiihrt, nimlich in
der Form:

9]
re|

H (z)= kl —fcos (zsin 3) sin B d3) _—fsmz(“mﬂ) sinf dB.

Ausgehend von der letzteren gelangt man aber sofort zu der
obigen, wenn man den Fourier’schen Lehrsatz:

n
5

fiz) = ~fs1n («2) daff ) sin (¢ 4) di

auf die Function f (z) H (z)'z anwendet und dabei beriick-
sichtigt, dass:

j,“ sin (a«l) . sin? (

A

Asin g ) %fl’ir sin > «

0, sing<La:

dl = {
0
Aus den obigen Darstellungen folgert man die Reihen-
entwickelungen:

li“—l z?n

(— . v :
z)—~2 2o +1 (8.5...2n-1))° und:

n=1

2 1 3 2 n 3.5.1
”1(2)‘::(1+?—;+'")‘l/;;c‘“(z——>{1+'zv-(s;v—"“}
2 . {3 85713
+ /?128"’(2 )lsz 3Eap T }
welche denjenigen fir J, (2) analog sind. Erstere Reihe con-
vergirt fiir jeden Werth von z, letztere ist semiconvergent.

Setzt man ferner der Bessel’schen Function J,(z) ent-
sprechend:

n
el

—fsm (zsinp)df
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und beriicksichtigt die Relation:
VLG - ) — L H(),

so findet man aus (3) die Lage der Intensitits-Maxima und
Minima durch die Wurzeln der Gleichung:

SH (22) = 2z H(2z)
gegeben, welche mit wachsendem Abstand 2 sich mehr und
mehr den Wurzeln der Gleichung:

. T 2

sin (2z - —4—) = Vs
annidhern. Da die Function H (z) wesentlich positiv ist, so
kénnen in diesem Fall keine absoluten Minima auftreten,
was sich iibrigens von selbst versteht.

Die Intensititsvertheilung an einer geradlinig begrenzten
homogenen Lichtscheibe, die sich nach einer Seite ins Un-
endliche erstreckt (Kreisscheibe von unendlich grossem
Radius), ergibt sich nunmehr unmittelbar aus (3) durch In-
tegration nach 2z, Offenbar hingt auch in diesem Fall die
Intensitéit eines Punktes der Focalebene nur von dessen Ab-
stand z von der geometrischen Begrenzung der Lichtscheibe
ab. Je nachdem aber der Punkt innerhalb oder ausserhalb
der Lichtscheibe liegt, haben wir hier zwei Fille zu unter-
scheiden, die in einfacher Weise zusammenhéngen. Be-
zeichnen wir némlich mit I(+4 2) die Intensitit im Abstande z
ausserhalb der Lichtscheibe, mit I(— z) die Intensitit im
selben Abstand innerhalb der Lichtscheibe, und wihlen
die volle Intensitit, welche die Scheibe in unendlicher Ent-
fernung von der geometrischen Begrenzung besitzt, zur Ein-
heit, so gilt die Beziehung:

I(+2) + I(—2) =1,
welche ausspricht, dass die Summe der Intensititen irgend
zweier correspondirender Punkte, die in gleicher Entfernung,
aber auf entgegengesetzten Seiten vom geometrischen Rande
liegen, gleich ist der vollen Intensitat. Insbesondere muss
also die Randintensitit genau die Hilfte der vollen Inten-
sitat betragen.

Wir brauchen deshalb nur die Intensitit ausserhalb der
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Scheibe in Betracht zu ziehen. Aus (3) geht aber fir
diesen Fall:

1(+z)=0f£’fz.‘.§£)dz

hervor, und die Constante C bestimmt sich, gemé#ss der von
uns getroffenen Wahl der Intensitétseinheit, daraus, dass
fir 2=0, I(+2) =1/, wird. Wegen:

"

2

fH,(Zz) dz = fcoszﬁdﬂf sm(2z smp’)d

hat man nun C=1/n und folghch
4) 1(+ 2 )_lf.H(2z)l le(2z) dz

Einer weiteren Reduction scheint dies Integral nicht
fahig zu sein; es muss also entweder durch die convergente
oder semiconvergente Entwickelung von H,(2) berechnet
werden, Unter Zugrundelegung der ersteren findet man die
rasch convergirende Reihe:

n—IZn + 1 2 ,3n=1
1(+z)—}——2( 2n -1 (3.5...(2n+1))_22

Fir grossere Argumente ist es dagegen bequemer, die
semiconvergente Reihe zu benutzen, deren Anfangsglieder
unmittelbar zu dem geniherten Ausdruck:

. cos(2z+l)
= tie k) 2

1228 ok LA

fithren; derselbe ist auf anderem Wege bereits a. a. O. ab-
geleitet. Beschriéinkt man sich auf das erste Glied, so hat man:

H+a=2.1= 1

A
z R.Z
und damit folgenden Satz:
»In grosseren Entfernungen vom geometrischen Rande

ist die Intensitit umgekehrt proportional der Entfernung ¢
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und dem Radius der Objectivoffnung. Die Intensititscurve
nghert sich daher einer Hyperbel, welche die Abscissenaxe
(senkrecht zum Rande gedacht) zur Asymptote hat.”

Mit geringen Ab#nderungen lésst sich das obige Ver-
fahren auch auf das allgemeinere Integral:

?Jn (az).J, (ba)
j —_ L dx
rVYri—z?

ausdehnen, wobei man von der allgemeineren Transforma-
tionsformel:

%N Ju{x Vad = 2abecosy +59) _.
Jﬂ ) _Jn ) = z—a b x v 2napd
(az). Ju(b2) = 35 VnT(n+%)f Vao—taemy B L

0

Gebrauch machen kann. Fir »=1 folgt hieraus in der
nimlichen Weise wie oben:

Ji(ax). J, (b ab ("sin (zVa®— 2abcosy +b%) .
(5) ;T%*-lz%‘—) dr = ;0 (53_ Babcos y +V;), )Bln’I Wy dy.

Die rechte Seite kann nunmehr wieder in eine conver-
gente Reihe nach geraden Potenzen von z entwickelt werden,
und die Entwickelungscoéfficienten lassen sich durch die
vollstindigen elliptischen Integrale K und E darstellen.

Wie leicht einzusehen, wird man auf das Integral (5)
gefiihrt, wenn man die oben besprochene Aufgabe fiir eine
ringtdrmige Objectivoffnung verallgemeinern will. Unter
der Annashme einer solchen QOeffnung geht nimlich der In-
tensititsausdruck (1) in den folgenden iiber:

Jo ot @)= pd (»2))?
a—p? 3

wo z=2n/A.R{, R den Radius der iusseren und pR den
Radius der inneren Begrenzung des Ringes bedeutet. Dem-
nach erhélt man in diesem Fall an Stelle von (2) ein In-
tegral, welches sofort aus (5) bestimmt werden kann.

Zum Schluss mag hier noch die auf p. 35 meiner Ab-
handlung gegebene Intensititstabelle Platz finden, die auf
1 bis 2 Einheiten der letzten Decimale sicher ist.
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Intensititstabelle fiir eine geradlinig begrenzte
Lichtscheibe.

I(—2)=1—I(+2).
2= Rsinl). .

z I(+2) z I(+2) z I(+2) 2 I(+2)
00 | 05000 | 20 | o1018 | 40 | o0528 | 9,0 | o022
01 ; 047180 | 21 | 00993 | 42 | 00506 | 9,4 | 00218
02 | 04461 | 22 | 00928 | 44 | 00484 | 938 | 00208
08 | 04195 | 2,8 | 00862 | 4,6 | 00459 | 10,2 | 0,0200
04 | 03084 | 2.4 | 00810 | 48 | 00434 | 10,6 | 00194
05 | 03618 | 25 | 00165 | 50 | 00410 { 11,0 | 00186
06 | 03424 { 26 | 00128 | 52 | 00389 | 11,4 | 00178
07 | 08187 | 27 | ojosss | 54 | 00389 | 11,8 | 00170
08 | 02955 | 28 | 00670 | 5,6 | 00858 | 122 | 0,0164
00 | 02132 | 29 | 00648 | 58 | 0088 | 12,6 | 0,0160
1,0 | o2521 | 30 | 00680 | 80 | 00828 | 130 | 0,0156
1,1 0,23821 3,1 0,0615 6,2 0,0319 18,4 0,0152
1,2 | o282 | 32 | voso2 | e4 | 00311 | 138 | 00148
1,8 | 01956 { 3.3 | 00591 | 6,6 | 0,0805 | 142 | 0,0143
14 | 01798 | 8,4 | 00581 | 68 | 00209 | 146 | 0,0189
1,5 | 01642 | 85 | 00572 | 7,0 | 0,028 | 150 ! 0,0185
1,6 | o604 | 8,6 | 00564 | 7.4 | 0,0280

1,7 0,1879 3,7 0,0656 7,8 0,0264

1,8 | 01265 | 38 | 00547 | 82 | 0,0248

1,0 | 01168 | 8,9 | 00538 | 88 | 0,0238

Pulkowa, August 1882.

XIX. Ueber die elliptische Polarisation
des reflectirt gebeugten Lichies;
von Walter Koénig.

Die Untersuchungen, die im Folgenden besprochen wer-
den sollen, schliessen sich unmittelbar an diejenigen Arbei-
ten tiber Polarisation des gebeugten Lichtes an, welche die
Herren Friohlich und Réthy einst in diesen Annalen ver-
offentlicht haben. Die fritheren Versuche tiber diesen Gegen-
stand — ich erinnere an die Arbeiten von Stokes?), Holtz-

1) Stokes, Trans. of the Cambr. Phil. Soc. 9 p. 1. 1850.
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