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In miner bekannten Schrift ,,Over de continuiteit van 
den gas-en vloeistoftoestand'41) hat Herr van d e r  W a a l s  
die Modificationen betrachtet, welche in der Beziehung mi- 
when Volumen, Druck nnd Temperatnr einee Gases einer- 
Beits wegen der molecularen Attraction, andererseits wegen 
der Grbsae der Molectile angebracht werden miissen. Die 
Berficksichtigung beider Umatgnde ftihrte ihn zu der Gleichung : 

wo mit p, u, t Dmck, Volnmen und Temperatur, mit a der 
Ausdehnungscoi5fficient eines idealen Gases, rnit R, a und b 
Constanten, welche von der Natur des betrachteten Gases 
abhHngen, beaeichnet Bind. Ea b n g t  dabei a mit der At- 
traction, b mit der Grasse der Molectile zusammen, und zwar 
bedeutet b das vierfache Molecularvolnmen. 

Bei der Ableitung dieser Beziehung ging Hr. van d e r  
W a a l s  an8 von der aogenannten Gleichnng dee Virials, wie 
eie zuerst von Hrn. Clausius mr stationare Bewegungen 
eines MolecIllsystems angegeben wurde. Dieae Gleichung 
lautet: 

und bedeuten dabei X, Y, 2 die Componenten der auf ein 
Moleciil mit dem Schwerpunkte (2, y, z) wirkenden Kraft, 
m die Masse des Molectlls, u die Geschwindigkeit seines 
Schwerpunktes, wlihrend die Summe beidereeits fiber siimmt- 
liche Molectile ansgedehnt werden muse. 

Wird bei der Berechnung des Viriale - i Z ( X z  + Yy + Z z )  
der wirkenden K d t e  nnr der bussere Druck in Betracht 
gezogen, so e r m t  man die Grundgleichung h r  Gase in der 
einfachen Form p u  I R (1 + act). Berechnet man aber auch 
das Virial filr die anziehenden Kriifte, welche die MolecUle 

1) van der W a d s ,  Over de continuiteit eta, Leiden, Sythoff, 

(2) - ix(x.C + Yy + 2 2 )  = 24m7ta ,  

~- 

1879. Beibl. 1. p. 10. 1877. 
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aufeinander ausliben, so findet man zu p die in (1) durch das 
Glied $ angedeutete Correction. 

Den E i d u s s  der Moleculargraeee berechnet Hr. van 
d e r  W a a l s  in ganz anderer Weise.1) Es  diente ihm dazu 
die Ueberlegung, dass durch die Ausbreitung der Molecnle 
der Weg, den sie zwischen aufeinander folgenden Zusammen- 
stbssen zuriicklegen, verktirzt wird, und demzufolge die An- 
zahl der Stasse gegen die einschliessenden W h d e  und dadurch 
auch der Druck vergrassert werden. 

Diese Abweichung von der zuerst benutzten Behand- 
lungsweise scheint nicht nothwendig. Die Gleichung rom 
Virial ist ganz allgemein; sie gdt auch fur Moleciile von 
merklicher Grasse, und man muss also aus derselben auch 
ftir Gase mit solchen Theilchen die Beziehung zwischen p ,  
v und t herleiten kannen. Nur muss man dazu daa Virid 
siLmmtlicher m i t e  beriicksichtigen, also nicht blos dasjenige 
des Zlussern Druckes und der Molecularanziehung, sondern 
auch das Virial der abs tossenden  Kriifte, welche die Theil- 
chen wahrend der Zusammenstasse aufeinander ausaben. 
Die Betrachtung dieses Virials - welches wir kurz das 
repuls ive ,  nennen wollen - muss das Glied b in der 
Gleichung (1) liefern, wenn diese Gleichung wirklich richtig ist. 

Diese Bemerkung machte schon Maxwell in einer An- 
kiindigung der Arbeit des Hm. van d e r  Waals?;  er theilte 
dabei das Resultat mit, zu welchem ihn eine Berechnung 
des repulsiven Virials gefnhrt hatte, und welches nicht mit 
der Formel (1) Ubereinstimmte. Ich glaube nun aber nach- 
weisen zu kbnnen, dass wirklich, wenigstena bei nicht zu 
grossen Dichtigkeiten des betrachteten Stoffes (und die Be- 
rechnung von van d e r  W a a l s  ist an eine iihnliche Beschrh- 
kung gebunden) die Betrachtung des Virials zu der mit b 
bezeichneten Correction fnhrt. Angesichts des entgegengesetz- 
ten Resultates von Maxwell, und weil auch von andererseite 
die Richtigkeit der Gleichung (1) angezweifelt worden bt, hat 
vielleicht die Mittheilung meiner Berechnung einiges Interesse. 

1) van der Waelrr,OPerdecontinuiteitp.48 1873. Beibl.l.p.12.187'7. 
2) Maxwell, Nature. 10. p. 477. 
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Ich betrachte dabei die Moleciile ah elastische Xugeln 
vom Durchmeeeer u und laeae zuniichet - da ee sich haupb 
siichlich um das repulsive Virial handelt - die Anziehung 
ausser Acht, welche sie in der Entfernung aufeinander 
ausiiben. In  einem bestimmten Augenblick werden in der 
betrachteten Qasmenge verschiedene Moleciile im Zusammen- 
stoss begriffen sein, also abstossende Krgfte erleiden, und 
es entsteht nun die Aufgabe, f i r  diese das Virial - 4 ~ ( X J  
+ Yy + 22) zu berechnen; der Kilrze wegen soll dasselbe 
mit dem Buchstaben A bezeichnet werden. 

Ximmt man zunbhst die Gr6sse - 4 (Xr + Yy + 21) 
nur fiir zwei Molectile P und Q, welche gegen einander 
stossen, so hat man einmal unter z, y, I die Coordinaten 
des Mittelpunktes von P, das andere mal diejenigen dea 
Mittelpunktes von Q zu verstehen, und da anaserdem die 
Componenten der auf P nnd der auf Q wirkenden Kraft 
gleich und entgegengesetzt sind, so treten in dem Beitrage, 
den P und Q zu der Groese A liefern, nur die Differenzen der 
Coordinaten ihrer Mittelpunkte auf, sodass wirklich das 
gesuchte Virial mit der G r  osse der Molectile zusammen- 
hangen wird und bei sehr kleinen Theilchen vernachlgssigt 
werden dad. Unter der Annahme, dass wiihrend des Zu- 
sammenstoeaes die Theilchen nur unmerkliche Gestaltsib 
derungen erleiden, wird der obengenannte Beitrag - ~ K u ,  
wenn K die gegenseitige Abstoasung ist, und man erhiilt: 

wo summirt werden soll flber alle diejenigen Molecllpaare, 
welche im betrachteten Augenhlick in dem Act des Zusem- 
menstosses begriffen sind. 

Auf den ersten Blick kbnnte es scheinen, ale ob fur die 
Berechnung dieeer Summe eine n u e r e  Kenntniss der Art  
und Weise, aie die St6sse vor sich gehen, erforderlich w h e ,  
da hiervon die Kraft K abhhgt,  welche zwischen den stas- 
senden Theilchen wirksam ist. Eine einfache Ueberlegung 
zeigt aber, dam man auch ohne diese Kenntniss zu einem 
Reaultat gelangen kana 

Anstatt nimlich den Werth von A fur einen beatimmten 
Moment zu berechnen, kbnnen wir auch den Mittelwerth fur 

A = - AZ(Ku),  

Ann.dPby%ILchm. R . P . U I .  9 
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irgend eine &it r nehmen, wobei wir uns letztere eehr gross 
denken wollen gegeniiber der Dauer einee Zusammenatosees. 
Wir aetzen also: 

Man sieht nun leicht ein, 'dass man hierftir auch achreiben darf: 

(3) 

wobei zunHchst filr jeden Zueammenstoss, der in der Zeit 7 

abkuft, das Integral f K d r  nber die ganze Stossdauer ge- 
nommen werden soll, um dann weiter frir alle diese Stbase 
die Summe z [ I K d r ]  zu bilden. Nun ist, unabhsngig von 
der Weise, wie der Stoss vor eich geht, f K d r  gleich dem 
Producte aus der Muse m einea Moleciils und der relativen 
Geechwindigkeit U, in der Richtung der gemeinschaftlichen 
N ormale, mit welcher die Theilchen gegeneinander gestossen 
sind. Ee wird demzufolge: 

A = -!+(Urn) 

Um nun B(U,) finden zu ki5nnen, muse man die ver- 
schiedenen Zusammenstdase j e  nach den Umstbden, unter 
welchen eie geschehen, in (Smppen ordnen und fbr jede dieser 
Gruppen die Anzahl  der Stbsse in der Zeit r kennen. Streng 
genommen miisste man ale0 hier eine Correction anbringen, 
wie sie von Hrn van d e r  W a a l s  angegeben wurde; man 
h&tte nsmlich bei der 8 t o d  die Grbsse der Molectile m 
berilcksichtigen. Die Sache rereinfacht aich aber , eobald 
man ea nur mit einem kleinen Einfluaae dea repulaiven Vi- 
rials oder der Moleculargrhe zu thun hat and sich mit 
einer Correction enter Ordnung zufrieden atellt. Man wird 
d a m  bei der Betechnung dee kleinen repulsiven Virials die 
Stoeszahl anwenden kbnnen, wie eie ohne die besprochene 
Correction berechnet wird; letztere wihde ja in dem Aue- 
drucke fhr dae Virial nur zu Bliedern hifherer Ordnung 
*en. Demgemasa berechnen wir im Folgenden die Stoss- 
zahl, wie es gewbhnlich in derartigen Betrachtungen geachieht. 

Es sei nun mit f ( u ) d u  die Anzahl der im Gtaevolnmen 
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v enthaltenen Theilchen bezeichnet , deFen Gteschdndigkei t 
zwischen den Werthen u und u+du liegt. Man betrachte weiter 
zuniichst diejenigen Qtbsse, robei dieQeschwindigkeit des einen 
Theilchens zwischen u und u + du, die des zweiten zwischen 
U' und u' + du', der Winkel zwischen den beiden Qeschwin- 
digkeiten zwischen cp und cp + d'p nod endlich der (spitze) 
Winkel, den die relative Oeschwindigkeit U mit der  gemein- 
schaftlichen Normale bildet, zwischen x nod x + dx liegt. 
Die Anzahl dieser Stbqse wlihren? der Zeit s ist: 

n uz r (4 - f (u)  d v  f (u') du' D i n  'p d'p sin x cos x dx. 

Bei jedem derjelben ist die friiher eingefiihrte Gtrbsse 
U,, = Ucosx, und indem man diese mit (4) multiplicirt, erhlilt 
man (da Ua o ua + u'' - 2 uu' cos cp ist) folgenden Beitraq 
fur 2( Us). 

5, nu' - - f (u)  r diifju') d~r'( tra+u'~-  211 u' COST) sin cp drpsinXcn3'X +. 
Man findet hieraus die ganze Summe 2 ( U w )  wem m3n 

nach X I ,  c p ,  u! und u integrirt, wobei die Grenzen fiir x 0 
und i n ,  fitr 'p 0 und n,  fiir u und u' 0 und 06 aind. 
Nur ist dabei noch zu bemerken, dJss man bei die3er Inte- 
gration jeden Zusammonstoss doppslt mittahlt, und dass man 
also nur die Hiilfte dus Resultotes nehmsn mugs. Damit  
wird schliesslich: 

A = - nesslJ f(u)duf(u')  d d  (u9+ u"-2uu cos QD) sin ydrp. 

sin x cos2 X d X  = - - 6, #ff(uS + u") f (  18) f (u') d 11 d u'. 

1st nun N die Anxahl der Molecftle in dem Volamen u, 

0 m = c  
l a  

0 0 0 0  

0 0  

- 
ihr mittleres Geschwindigkeitsquadrat, so iet : 

m 
O ( u )  d u = Jf(u') du' = N. 
0 0 

m m 
J u'fcu) dtl 3: S u " ~ ( u ' )  du' = Ng 
0 0 

nmo' A = - - W P .  
98 

und daraua folgt: 
9' 
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Dies.iet dae Virial der abstossenden mfte. Combinirt 
man daseelbe mit demjenigen des ih~esern Dmckes, relches 
den Werth apu hat, so gibt die Qleichung (2): 

nmo' - a p v -  - - W u ' = B f m u a = f r n N i F ,  Sff oder: 

p u  & 3 mN;a( 1 + j*). 
Nun- ist 1 qt9N das vierfache Molecularvolumen, also 

was Hr. van  d e r  Waala b nennt. Es wird demnach: 

setzt, was wir um so eher oder wenn man = 1 -- 
thun konnen, als die gnnze Rechnung doch n u  bis auf Grossen 

der ersten Ordnung ( wie +) genau ist: 

(6) p ( u  - 6) = IrnNuZ = ~ ( 1  + cct), 
was genau d t  dem Resultate von van d e r  W a a l s  tiber- 
einstimmt. 

Es braucht mohl kaum bemerkt zu werden, dass wenn 
die Moleciile sich nicht wie elastische Kugeln von unver- 
Zlnderlicher Grbsse verhalten , wenn die Entfernnng h e r  
Schwerpunkte vielmehr wllhrend der Abstossnng variirt, 
dennoch die Gleichung (6) gelten wird, wenn man nur in 
b = 3 %as N unter a eine gewisse mittlere Entfernung versteht. 

Der Vollstllndigkeit wegen habe ich auch noch fur eine 
Mischung zweier Gase daa repulsive Virial berechnet; aus 
dem Resultate kann man die Beziehung zwischen p ,  v und t 
fiir ein derartiges Gemisch ableiten, und die Vergleichung 
derselben mit den Beobachtungen kbnnte vielleicht etwrrs 
iiber die gegenseitige Einwirkung verschiedenartiger Gas- 
molecule lehren. 

Es  seien ml nnd ma die Maeeen der Molectile der beiden 
Gase, a, und a, ihre Durchmesser, und es bezeichne a den 
Abstand, den die Centra zweier verschiedenartiger Molecule 
bei einem Znsammenstosse von einander haben. Verhalten 
sich die Moleclile wirklich wie elastische ,Kugeln, so ist 
CT = 3 ( t ~ ~  + a%); sind aber ul, a, und u gewisse mittlere Ent- 

1 

1 + a 
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f e r n w e n  der Schwerpunkte wILhrend der Zuearnmenatihm, 
SO braucht diese Beziehung nicht nothwendig zu bestehen. 

Das repulsive Virial besteht nun aus drei Theilen. Der 
erste A, gehbrt zu den Stbssen der Theilchen erster Art; 
ebenso der zweite Theil A, zu den Sti5ssen zwiischen den 
Moleculen des zweiten Gases; dime beiden Grossen lassen 
sich ganz wie friiher A berechnen. Werdon mit Nl und 
NB die Moleculzahlen der beiden Gase (im Volumen u), mit 
u1 3 und die mittleren Geschwindigkeitsquadrate bezeich- 
net, so wird: 

- 

A, = - n ! '  N2au,'. 
30 

Der dritte Theil des Viriala riihrt von den Stassen her, 
welche zwischen verschiedenartigen Theilchen stattfinden. 
Man hat fflr deneelben zunhhst die mit (3) ubereinstim- 
mende Formel: 

A, = - ;r 2 [JKdT] ,  

und weiter, da fnr die hier betrachteten Stiisse: 

1st nun die Anzahl der Molectile (im Volumen o), deren 
Geschwindigkeit zwischen u und u + du liegt, flir dea en te  
Gae fi (u) du, fnr das zweite f, (a) du, so liefern die Stbase, 
wobei die Geschwindigkeit des Theilchens erster Art awischen 
u nnd u + du lie& die des zweiten Molecflls zwischen u' und 
u' + du', und welche tibrigens unter den auch friiher einge- 
ffihrten beschrhkenden Urnstanden vor sich gehen, fllr 2?( U,,) 
den Antheil: 

--A (u)du f, (u')du'(ua+u''- 2 u u' cos rp)sin cp drp sin2 cosax dX. 

Diesen Ausdruck muss man wie W e r  (5) integriren; nur dad 
jetzt nicht mehr durch 2 dividirt werden. Schliesslich wird: 

n u'r 
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Nach einem bekannten Satze ist fiir die Mischung zweier 
Qase ml %a I ma%'; daraus folgt anch fth die in 4 vor- 

- - 

kommende Grbsse 2% (q + cq der ngmliche Werth. 
*I + %  

Das totale repulsive Virial wird demnach: 

und die Gleichung (2) liefert: 

j p  v - E?!!& [ts13N12 + O ~ ' N , ~  + 20s Nl Na] = da, q ( N l  + Na). 

Auch dieses Resnltat h s t  sich wieder auf die Form (6) 
bringen, wenn man : 

- 
S O  

setzt. Diese Griisse ist aber jetzt nicht mehr das vierfache 
Molecularvolumen, sogar wenn man cr = d(ul + ba) setzt.1) 

.Zum Schluss sei mir noch eine Remerkung gestattet 
ii ber die zwischen den Moleciilen thstigen anziehenden Krllfte. 
Wenn man in die Gleichung (2) auch das dazu gehbrige 
Virial einfahren will, gelangt man nur unter einer speciellen, 
von van d e r  W a a l s  stillschweigend gemachten Voraussetzung 
zu der Gleichung (1). 

Man kann sich um irgend ein Qasmolecfll P eine Kugel 
gelegt denken mit so grossem Radius, dass nur die innerhalb 
deraelben liegenden Theilchen eine Anziehung anf P aus- 
flben. Die e r w h t e  Voraussetzung besteht dann darin, dass 
sich innerhalb dieser Wirkungssphllre noch sehr viele Mo- 
leciile befinden, und dass das Wirkungsgesetz der Anziehung 
der Art mi, dam, welche zufsllige Anordnungen diese Theil- 
chen anch haben mbgen, dennoch ohm merklichen Fehler die 
Kugel ah mit homogener Materie gefnllt angesehen werden 
darf, und also auf P keine Kraft wirkt. Bus dieser Voraus- 
setzung folgt dann erstens, dam die Geschwindigkeit zweier 

1) Van der Weals (Archive8 NklPndPires, T. 1.9. p 217) hat Wr 
eine Mischomg zweier Gaae eine blithe Berechnollg der mittlm Weg- 
1-e auegefiihrt, wie fur ein eineehler Gu. Daa von ihm erh.lteneRe.- 
sultat W e  m einem andern Werth von b ftlhren, .la ich o h  erhielt. 
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zusammentreffender Theilchen Tor dem Stom dnrch die An- 
ziehung nicht merklich rergrb~ert rorden iat, nnd dam man 
also bei der Berechnnng dea repaleiven Virials annehmen 
darf, dass die Molecale mit den nimlichen Geechwindigkeiten, 
welche i e  in den &&en Theilen ihrer Bahn besitzen, auch 
gegen einander stossen. Zweitena folgt aue der genannten 
Annahme, dass nur auf die Theilchen einer diinnen Grenz- 
schicht eine nach innen gerichtete Attraction wirkt! und der 
hieraus entspringende Moleculardruck liefert das Glied a /v2  
in der Oleichung (1). 

Es ist nun aber leicht einzusehen, dass die erwiihnte 
Voranssetzung nicht immer erfnllt win wird. Bei gentigend 
weit getriebener Verdttnnung wird einmal die Entfernung der 
Moleciile so gross werden, dam innerhalb der Wirkungssphiire 
eines Molectils nur eine geringe Anzahl anderer Theilchen 
liegt, und in diesem Falle wird man nicht mehr ohne wei- 
teres sagen kgnnen, dass auf ein Molectil im Innern der Gas- 
masse keine Kraft wirkt. Einerseita wird dann die Berech- 
nung des Virials der anziehenden Kr&fte vie1 schwieriger, 
anderemeits wird man auch die Beschleunigung der Theilchen 
vor dem Stoss und die daraus hervorgehende Vergriherung 
des repnlsiven Virials bemcksichtigen miissen. Ohne auf 
diesen, wie mir scheint, sehr achwierigen Punkt weiter einzu- 
gehen, bemerke ich noch, daes nach den von van d e r W a a  1s 
abgeleiteten Zahlen der hervorgehobene Umstand schon bei 
ziemlich grossen Dichtigkeiten eintreten muss. Auf p. 101 
der angefiihrten Schrift wird eine Gtrbme zi abgeleitet, die 
zwar kleiner ah der Radius der Wirknngsspbre, aber wahr- 
scheinlich doch nicht viele ma1 kleiner ist; fir verschiedene 
Fliisaigkeiten e c h w d t z ,  mischen 0,0000002nnd 0,0000005mm. 
Auf p. 105 wird ftir die mittlere Entfernung der Molecttle 
eines Gases unter Atmosphiirendruck und bei O o  0,OOO 0025 mm 
gefunden. Diem Zahlen machen ee aahracheinlich, daes eogar 
unter den letstgenannten UmetPnden die am ein Molecttl 
gelegte Wirkungssphhe nur wenige Theilchen enthat, und 
van d e r  W a a l s  folgert denn auch eelbet @. 101) am den 
Wertheri von zl, daw die h i e h u n g  xweier Molecae eich 
hauptsiichlich im Momente der Bertihmng hesere. 
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Bei der Schwierigkeit dee (hgenstandes konnte zunbhet 
wohl kein anderer Weg eingeechlagen werden, als der von Hm. 
v a n  d e r  Waala gewUte; immerhin bleibt, wie mir scheint, 
die Mbglichkeit beetehen, dass die genaue Berflclmichtigung 
aller Umsthde, namentlich flk sehr verdilnnte h e ,  zu einem 
von (1) abweichenden bsul ta te  fnhren wird. 

In einer neuerdings in dieaen Annalen erschienenen At- 
handlung’) bespricht Clausiue einige von van d e r  Waala und 
von mir ausgefth4.e Berechnungen ilber denEinfluse der Dimen- 
aionen der Molecule im Sinne ihrer relativen Bewegung auf 
ihre mittlere Weghnge nnd macht dabei die Bemerkung, dass 
es keinen Nutzen habe, die Berechnung d i e m  Weghnge bis 
zu einem solchen Orade der Oenauigkeit zu treiben, weil die 
gegeneeitige Einwirkung der Molectile wahrscheinlich von der 
zur Grundlage der Berechnung gewUten Hypothese der 
harten elastischen Kugeln eehr verechieden iet. 

Diem Bemerkung wtirde ganz zutreffend eein, wenn es 
sich dabei wirklich um eine Verbesserung der fraheren An- 
gaben iiber diem WeglHnge und nicht um eine indirecte 
Berechnung dee Einfinaeee der rHumlichen A d e h n u n g  der 
Moleciile auf den Gtasdruck handelte.3 D u e  diesee aber der 

1) Clnuainr, Wied. Ann. 10. p. 92. 1880. 
2) Dase darin der eigentliche Z w d  dieser besteht, bt 

in der betannten van der Waddochen Schrift (Over de Oontinuiteit van 
dengsn-envl&toEtand. Leiden. 1873. p. 48. $$h--S6.) demtlieb surge- 
rprochen, in den Sprteren tibm diesen &gemcSnd hdehden Schriftm, 
die rich dimr unmitblbrrr anachlieeoen, dlerdiuga nicht mehr auodrUck- 
lich wiederholt. 




