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I Studien iiber electrische Grenzschichten;
von H. Helmholtz. )

Die bisherige Theorie der Vertheilung der Electrici-
tat in leitenden Kdrpern hat nur die aus den Wirkungen
in die Ferne bekannten Krifte dieses Agens in Rechnung
gezogen und ist dadurch zu der Folgerung gekommen,
dass Electricitit, wenn sie sich in einem oder mehreren
Korpern in das Gleichgewicht setzt, das Innere der Kiorper
ginzlich verlasst und nur auf der Oberflache derselben
eine unendlich diinne Schicht bildet. Dass in der That
diese Schicht sehr diinn sei, und im Innern der Leiter
nur verschwindend kleine Mengen von Electricitat zuriick-
bleiben, zeigen alle diejenigen Versuche, bei denen man
einen electrisirten Leiter sich gegen eine ihn vollstindig
umschliessende und isolirte leitende Hiille entladen lasst
und nach deren Entfernung seinen electrischen Zustand
untersucht.

Solange wir es nur zu thun haben mit einer ein-
fachen electrischen Grenzschicht eines Leiters, der ohne
Sprung im Werthe der Potentialfunction die benachbarten
Leiter oder Isolatoren herithrt, entsteht durch die An-
nahme eines in unendlich diinner Schicht ausgebreiteten
endlichen Quantums von Electricitit, dessen Raumdichtig-
keit also unendlich gesetzt werden muss, auch keine weitere
Schwierigkeit, da das Arbeitsiquivalent eines jeden Theils
einer solchen electrischen Anhiiufung, welches dem halben

1) Im Auszuge verdffentlicht in den Monatsberichten der Berliner

Akademie 27. Februar 1879,
Ann. d. Phys. u, Chem. N, F. VIL 29



338 H. Helmholtz.

Producte aus dem betreffenden Quantum und dem an Ort
und Stelle geltenden Potentialwerthe gleich ist, endlich
bleibt.

Anders dagegen verhiilt es sich in denjenigen Fallen,
wo ein Sprung im Werthe der Potentialfunction an der
Grenze zweier verschiedener Korper eintritt, unter wel-
chen Fillen der bekannteste und am meisten untersuchte
derjenige ist, wenn zwei Leiter unter dem Einflusse einer
zwischen ihnen wirkenden galvanischen Kraft sich be-
rithren. Um einen Unterschied im Werthe der Potential-
function herzustellen, muss sich in diesem Falle lings der
Grenzfliche eine electrische Doppelschicht ausbilden.

Wenn eine reine Zink- und Kupferplatte, die in
nmetallischer Verbindung sind, mit ihren Oberflichen ein-
ander gendhert werden, so lagern sich immer grossere
Quanta positiver Electricitit in der Zinkfliche, negativer
in der Kupferfliche ab, je niher sie einander kommen.
Wenn wir mit D den Abstand der Platten bezeichnen,
mit ¢ die Dichtigkeit der positiven Electritit auf der
Zinkplatte, welche der der negativen auf der Kupferplatte
gleich ist, so bleibt hierbei das Product ¢D constant, wie
sehr sich die Platten auch einandér nidhern. Ich habe
dieses Product das Moment der electrischen Doppel-
schicht genannt.l) Hs ist dasselbe gleich dem durch
47 dividirten Unterschiede in dem Werthe der Potential-
functionen beider Platten. Da nun dieser Unterschied des
Potentials von gleicher Grisse bleibt, auch wenn die Platten
in dieselbe vollstindige Beriihrung kommen, welche an der
bisher schon vorhandenen leitenden Verbindungsstelle der-
selben bestand, so muss das Moment der lings ihrer Grenz-
flache lagernden electrischen Doppelschicht auch in diesem
Falle unveriindert bleiben.

Es hat schon Sir William Thomson darauf auf-
merksam gemacht, dass die Bildung dieser electrischen
Doppelschicht eine Arbeitsleistung reprisentire, nimlich

1) Pogg. Ann. LXXXIX. p. 211. 1853,
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fur die Einheit der Fliche bei electrostatischem Maasse
des Potentialunterschiedes (P — P)) die Grosse
JP—Ple=2aD. 2= T D7

Die entsprechende Arbeit kann geleistet werden entweder
mechanisch durch die Anziehungskraft, welche die metal-
lisch verbundenen und infolge dessen geladenen Platten
bei ihrer Anniherung aufeinander ausiiben, oder thermisch,
wenn man die Platten in isolirtem Zustande einander
néhert und sie dann durch einen leitenden Draht mitein-
ander in Verbindung setzt, sodass sie sich jetzt erst elec-
trisch laden. Die hierbei stattfindende Electricititsbewe-
gung wiirde im Schliessungsdrahte Warme erzeugen nach
den von Hrn. P. Riess fir Leydener Batterien nachge-
wiesenen Gesetzen. Diese Arbeitsleistung wiirde unendlich
sein, wie die obenstehenden Ausdriicke ihres Werthes er-
kennen lassen, wenn D =0, und infolge dessen e = oo
werden konnte. Sir W. Thomson machte geltend, dass
diese Arbeitsleistung bei grosster Flichenverbreiterung
zweier gegebener Metallstiicke hochstens aquivalent der
bei ihrem Zusammenschmelzen entwickelten Wiarme wer-
den konnte, wobei ihre Vereinigung jedenfalls eine innigere
ist, als bei blosser Aneinanderlagerung der aus ihnen ver-
fertigten Metallblittchen. Wenn diese Blatter schliesslich
zu ditnn werden, um die electrische Doppelschicht noch
aufzunehmen, wird die Grenze ihrer electrischen Arbeits-
leistung erreicht sein. Auf diese Weise lisst sich ein
Minimum fir den Werth der Grosse D angeben. Sir
W. Thomson?) schiitzt dieses auf ein Millimeter, dividirt
durch 30 Millionen. :

Einen Fall wirklicher molecularer Beriihrung zweier
Leiter mit der Fahigkeit zu einem Potentialsprunge von
wechselnder Grosse bieten uns metallische Electroden in
einem Electrolyten, der durch die angewendete electromo-
torische Kraft nicht zersetzt werden kann. Auch in diesem

1) Silliman J. (2) L. p. 38—44; p.258—261. 1870, Naturc 813
und 19/5. 1870.
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340 H. Helmholtz.

Falle miissen sich unter dem Einflusse des polarisirenden
Stromes electrische Doppelschichten an den Electroden-
flichen ausbilden, deren electrisches Moment dem zur Zeit
vorhandenen Potentialsprunge zwischen der betreffenden
Electrode und der Flissigkeit entspricht, und die sich im
depolarisirenden Strome wieder entladen kénnen, soweit
sie nicht durch Diffusionsprocesse oder durch einen Rest
metallischer Leitung im Electrolyten zerstort sind.

Kohlrausch’s Untersuchungen iber die Capacitit
von Platinflichen bei der Electrolyse des Wassers ergeben
den mittlern Abstand solcher Schichten gleich dem
2475 000sten Theil eines Millimeters, wenn man die Pola-
risation auf beide Platten gleichmissig vertheilt annimmt;
das Doppelte, falls die ganze Kraft nur an der mit Wasser-
stoft beladenen Platte liegt. Wenn auch hierbei Sauer-
stoff und Wasserstoff von der Electricitit mit fortgefihrt
sind, beruht doch die Potentialdifferenz, als eine Wirkung,
die sich auch in entfernten Theilen der Leiter Aussert,
nur auf der Anhiufung der mit den Atomen beider Ele-
mente verbundenen Electricitiaten.

Die Kraft, welche die Arbeit bei der Bildung der
galvanischen Liadung sich berithrender Metalle leistet,
kann, wie ich schon in meiner Abhandlung iiber die Er-
haltung der Kraft auseinandergesetzt habe, nur gesucht
werden in einer verschiedenen Anziehung der verschiede-
nen Metalle zu den beiden Electricititen. Nennen wir
K, das Quantum potentieller Energie, welches durch die
Anziehungskrifte des Kupfers gegen die positive electro-
statische Einheit dargestellt wird, wenn diese in einer
gegen die Molecularkrifte .grossen Entfernung befindlich
ist, und welches Quantum also verloren geht, wenn jene
electrische Kinheit in das Innere des Kupfers tibergeht,
bezeichnen wir mit A, dieselbe Grosse fiir das Zink, so
wird durch den Uebhergang des Quantums dZ aus Kupfer
von dem Potentiale P, in Zink vom Potentiale 2,, an poten-
tieller Energie gewonnen die Grosse

dE{K.— K, — P, + P,}.
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Im Gleichgewichtszustande muss diese Arbeit gleich
Null sein, also
P.—K =P K,
oder die beiden Metalle in leitender Beriithrung werden
die constante Potentialdifferenz annehmen

P, - P =K —K..

Nehmen wir noch ein anderes Metall, Platina, mit
dem Index p, hinzu, so wird

P,— P,=K,— K,
Py— P, = K,— K.= (K, K)+ (K. — K)).

In diesen Gleichungen ist das Gesetz der Spannungs-
reihe enthalten, welches also aus jener Annahme unmittel-
bar folgt. Dieses Gesetz gilt fiir Koérper, welche ohne
Electrolyse leiten und gleiche Temperatur haben. In sol-
chen strebt die Electricitit eincm Gleichgewichtszustande
zu. Dass sie einen solchen bei der Einschaltung electro-
lytischer Leiter nicht erreichen kann, sondern in dauern-
der Stromung bleibt, wiirde im Sinne dér erwihnten Theorie
darauf zuriickzufithren sein, dass die letztere Classe der
Leiter unter den gesetzten Bedingungen fortschreitender
chemischer Umsetzung anheim fillt, und dadurch die Kr-
reichung ruhenden (Gleichgewichts verhindert wird.

Jede der erwiahnten Grossen K ist die Arbeit einer
Kraft, welche erst in molecularen Entfernungen in Wirk-
samkeit tritt. Wir werden uns deshalb denken konnen,
dass der Werth K, bei Ueberschreitung der Grenzfliche
beider Metalle in den Werth K, nicht sprungweise iiber-
geht, sondern continuirlich, aber innerhalb einer Grenz-
schicht, deren Breite mit dem Wirkungskreise der Mole-
cularkrifte von gleicher Grossenordnung ist. Dann wirde
also die Grosse.

in der electrischen Grenzschicht, soweit keine anderen
Krifte gleichzeitig auf diese einwirken, constanten Werth
behalten konnen, und die Dichtigkeit der Electricitit in
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der kleinen Entfernung » von der Grenzfliche gegeben
sein durch die Gleichung

e dge=P_  PK

O 2 02

Dies ergibt also einen endlichen Werth der electri-
schen Dichtigkeit und demgemsss auch einen endlichen
Werth der electrischen Arbeitsgrisse. Andere moleculare
Krafte konnen moglicherweise auch noch Einfluss haben,
die von der Bindung electrischer Aequivalente an die
ponderabelen Atome, wie sie in den Electrolyten sich zeigt,
herrithren. Solche sind von B. Riemann?!) in seiner
,Theorie des Riickstandes electrischer Bindungs-
apparate’ beriicksichtigt worden.

Es liegt kein Grund vor, die Existenz der mit K bezeich-
neten Krifte auf die gut leitenden Korper zu beschrinken, und
in der That reihen sich die Erscheinungen der Reibungs-
electricitat, von diesem Gesichtspunkte aus betrachtet,
den galvanischen Ladungen in ganz ungezwungener Weise an.

Wenn zwei Metalle voneinander abgehoben werden,
30 bleibt ihre Ladung diejenige, die im Momente der
letzten Berithrung an einem Punkte der Flichen bestand,
weil die Electricitit mit einer Geschwindigkeit, gegen
welche die der mechanischen Bewegung verschwindet, sich
in das Gleichgewicht setzt. Diese iibrigbleibende Ladung
ist deshalb auch von sehr unbestéindiger Grosse, weil die
Lage der Platten im Momente, wo ihre letzte Beriithrung
aufhort, immer kleine Unterschiede zeigen wird, die sehr
grossen Einfluss auf die Dichtigkeit ihrer noch bestehen-
den electrischen Liadung haben kénnen. Wenn aber einer
oder beide Korper isolirend sind, so kann die Ent-
ladung nur sehr unvollstindig erfolgen, und die an der
frithern Grenzfliche gebundenen Electricititen werden
dann getrennt und frei. Dass sie dabel sehr hohe Werthe
der Potentialfunction erreichen kdnnen, zeigt eine einfache
Berechnung,.

1) Gesammelte Werke. p. 345, Leipzig 1876.



H. Helmholtz. 343

Nehmen wir an, dass eine Kupfer- und Zinkplatte,
kreisrund vom Radius R, deren electromotorische Kraft
wir gleich A setzen wollen, eine Doppelschicht vom Ab-
stande D ausgebildet hatten und ohne Entladung getrennt
werden konnten, so wire bei der electromotorischen Kraft
A und dem Abstande D

—]—4na:%,

und das Quantum der auf jeder einzelnen Scheibe ange-
hauften Electricitat
AR?
R, &= D
Diese Masse auf jeder der leitenden Scheiben, nach-
dem sie voneinander entfernt sind, im Gleichgewichte ver-
theilt, wiirde die Dichtigkeit '
Re
VR — o

¢ =

R

4

(]

geben und das Potential
P=}nRe= + fn'h.

Setzen wir R = 10 cin und D gleich einem Milliontel
Millimeter, so wiirde die Potentialdifferenz gegen eine zur
Erde abgeleitete Platte des andern Metalls dadurch auf das
39 270 000-fache gesteigert.

Da nach Sir W.Thomson’s Messungeny!) eine Batterie
von 5510 Daniell’schen Elementen im Stande ist, einen
Funken von } cm Lénge zwischen sehr schwach gekriimm-
ten Platten hervorzubringen, so wiirde, wenn A gleich der
Kraft von einem Daniell gesetzt wird, jene Platte Funken
von 891 em Linge hervorbringen konner, wenn die Pro-
portionalitit der Schlagweite mit der Potentialdifferenz
bis zu solchen Entfernungen reichte.

Diese Berechnung lisst erkennen, dass bei vollkomme-
ner Isolation auch electromotorische Kriifte, die viel kleiner
wiren als die galvanische Spannung zwischen Kupfer und
Zink, Wirkungen, wie sie in unseren Electrisirmaschinen

1) Papers on Electrostatics p. 259.
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vorkommen, erzeugen kionnten, und andererseits, dass es
zur Erzielung starker Wirkungen dieser Art wesentlich
auf moglichst vollstindige Leitungsunfihigkeit mindestens
eines der geriebenen Korper ankommen wird, was mit der
praktischen Erfahrung vollkommen iibereinstimmt.

Die Reibung unter miissigem Drucke wiire hiernach
als das Mittel zu hetrachten, um eine sehr innige und
ausgedehnte Berithrung der heiden electrisch differenten
Korper unter Beseitigang aller ihrer Oberflache anhaften-
den fremdartigen Schichten zu bewirken. Allerdings ist
eine Spannungsreihe fir die Reibungselectricitit nur sehr
unvollstindig nachzuweisen, und das Verhalten verschie-
dener Korper zueinander wechselt unter scheinbar sehr
geringfiigigen oder auch wohl gar nicht erkennbaren Modi-
ficationen. Dies erklirt sich zum Theil daraus, dass nur
die oberflichlichste Schicht, vielleicht von einem Milliontel
Millimeter Dicke tber die Wirkung entscheidet, Diese
kann verindert sein, ohne dass wir es erkennen; sie kann
durch das Reiben entfernt werden, und eine zwischen ihr
und der inmern Substanz entwickelte electrische Ladung
kann zum Vorschein kommen. Oder es konnen ilfere
Ladungen des Isolators ihre Riickstinde zuriickgelassen
haben und durch eine entgegengesetzte Ladung der Ober-
flache nach aussen unwirksam geworden sein. Wird diese
dann durch Reibung entfernt, so kann es jene friihere
Electrisirung sein, die zuerst zum Vorschein kommt. Da-
durch erkliren sich wobll viele der Unregelmissigkeiten,
welche bei der Reibung von Kérpern eintreten, die in der
Spannungsreihe einander sehr nahe stehen.

Solange die geriebenen beiden Kérper eng aneinander
liegen, werden die entsprechenden electrischen Doppel-
schichten durch die Anziehung der ponderabelen Molekeln
festgehalten, und ihre Potentialfunction ist von geringem
Werthe, da zwei entgegengesetzte Schichten eng aneiander
liegen. Wo sie sich aber voneinander trennen, wird ihr
Potential schnell steigen, und da zwischen einem stark ge-
ladenen Isolator und einem Leiter auch Funken iiber-
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schlagen konnen, welche wahrscheinlich mit dem Trans-
port losgerissener und electrisirter ponderabeler Theilchen
verbunden sind, so wird unmittelbar hinter der Trennungs-
linie beider Korper die Gefahr theilweiser Vereinigung
der getrennten Electricititen bestehen, wenn der eine von
beiden hinreichendes Leitungsvermogen hat, um das zu
Funkenentladungen no6thige schnelle Herbeistromen der
Electricitat zu gestatten.

Dieser Gefahr entgeht man bei der gewthnlichen
Construction der Electrisirmaschinen dadurch, dass man
an den hintern Rand des Reibzeuges ein isolirendes Ge-
webe befestigt, welches in einem #hnlichen electrischen
Gegensatze zur Scheibe steht, wie die amalgamirte
metallische Fliche. Unter diesen Umstiinden dauert die
Bindung der electrischen Doppelschicht durch Molecular-
krifte bis an den Trennungsrand des gefirnisten Seiden-
zeugs, und hier konnen zwischen den heiden Isolatoren
Glas und Seide keine erheblichen Funkenentladungen
mehr eintreten. )

Der Anfang des Reibzeuges muss dagegen gut zur
Erde abgeleitet sein, um positive Electricitit an die neu
ankommenden, gegen den Conductor entladenen Theile der
Scheibe abgeben, beziehlich deren negative Electricitiit
ableiten zu konnen. Die Combination eines nur am Anfange
leitenden, am Ende isolirenden Systems fiir das Reibzeug
entspricht in dieser Beziehung beiden Anforderungen.

Um die Riickentladungen jenseits der Trennungslinie
der geriebenen Korper in einfachster Weise zu sehen,
braucht man nur im Dunkeln eine Electrisirmaschine zu he-
obachten, an der man entweder die seidenen Anhingsel des
Reibzeuges abgenommen hat, oder die man riickwérts dreht.
‘Wenn man in den Spalt zwischen den Rand des Reibzeugs
und der heraustretenden Scheibe hineinblickt, sieht man
den dauernden Kranz von Lichtbiischeln, welche die frei-
werdenden Theile der Scheibe theilweise wieder gegen das
Reibzeug entladen, Wenn man dagegen in normaler Rich-
tung dreht, und die Seidenlappen sich an die Scheibe an-
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legen, ist an deren freiem Rande nichts von einer Licht-
erscheinung zu sehen.

Fin wie grosser Theil der Electricitat der Scheibe
sich riickwirts entladet, wenn der Hinterrand des Reib-
zeugs ungedeckt ist, zeigt sich, wenn man die Electricitit
der Maschine in eine Maassflasche treten lasst und die
Ziahl der Umdrehungen notirt, welche zwischen zwei Ent-
ladungen der Flasche vergehen. Die Arme des Conductors
einer Maschine mit zwei Reibzeugen hatte ich bei einem
solchen Versuche in die Mitte zwischen den Rand der
Seide und des folgenden Reibzeugs gebracht, sodass der
Weg der geriebenen Theile der Scheibe durch die Luft
bis zum Conductor beim Vorwirts- und Rickwirtsdrehen
gleich gross war. Dennoch gab die Scheibe im erstern
Falle, wo der Schutz durch die Seide eintrat, doppelt
soviel Electricitit an den Conductor ab, als im letztern
Falle, obgleich im erstern der Weg der geriebenen Glas-
fliche um fast einen Quadranten, den sie unter der Seide
zuriicklegte, langer war. Daraus ergibt sich, dass wenn
die Scheibe ungedeckt den leitenden Theil des Reibzeugs
verlasst, etwa die Hilfte der angehfuften Electricitit sich
in das Reibzeug riickwirts entladet.

Die Lichterscheinung, welche man im Dunkeln an
einem Barometer sieht, wenn die Kuppe des Quecksilbers
im Vacuum sich abwirts bewegt, 1st derselben Art.

Schleift also ein Halbleiter, z, B. Lieder auf einer
Glasfliche, wobel sich das Glas positiv, das Lieder negativ
ladet, so wird die positive Electricitit des Glases an der
Trennungslinie theilweise auf das lLieder zuriickschlagen
miissen, withrend das halb entladene Glas, wo es den vordern
Rand einer neuen Lederfliiche erreicht, wieder positive
Electricitat dem Leder entzieht, negative an dasselbe ab-
geben wird. Daraus erkliren sich héochst einfach die
sogenannten Reibungsstréme, welche Hr. Zdllner?)

hier, da sich zeight, dass nicht alle Physiker die Ursache dieser Er-
scheinung gemerkt haben.
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beschrieben hat. Verstirkt werden dieselben natiirlich in
hohem Maasse, wenn man den Enden des Reibzeugs gute
metallische Leiter anlegt, wie es die Galvanometerdrihte,
beziehlich die mit diesen verbundenen und die Fnden der
Reibzeuge umfassenden Stanniolstreifenl) in den Zollner'-
schen Versuchen waren. Konnte man jeden Verlust des
geriebenen Glases an Electricitit vermeiden von dem
Momente an, wo es den hintern Rand des Reibzeugs ver-
lasst, bis zu dem, wo es sich wieder anlegt, so wiirden
auch diese angeblichen Reibungsstrome authdren. Da aber
ausser der Entladung gegen den Hinterrand des Reibzeugs
bei stark electrisirten Scheiben auch noch die Luft, der
in dieser schwebende Staub, mangelhafte Isolirung des
(Glases, Biischelentladungen gegen ziemlich entfernte Con-
ductoren Verluste herbeifithren kbénnen, so werden sich
Spuren eines electrischen Spannungsunterschiedes zwischen
dem vordern und hintern Rande des Reibzeugs wohl immer
auffinden lassen.

Dass auch die besten Isolatoren ein gewisses Leitungs-
vermdgen haben, zeigen die Riickstandserscheinungen der
Leydener Flaschen und Hrn. Witllner’s Versuche, wonach
bei lingerer Einwirkung vertheilender electrischer Krifte
schliesslich auch in allen isolirenden Korpern die dem
electrischen Gleichgewichtszustande entsprechende Elec-
tricititsvertheilung eintritt. Dadurch wird es moglich, dass
auch bei Isolatoren die electrische Ladung ihrer sich be-
rithrenden Grenzschichten durch gegenseitigen Austausch
entgegengesetzter Electricititen eintritt wie bei Metallen.
Da die Strecken, durch welche Electricitit fortzuleiten
ist, wahrscheinlich nur Milliontheile eines Millimeters be-
tragen, und innerhalb dieser kurzen Strecke ein endliches
Potentialgefiille. d. h. eine ausserordentlich grosse electro-
motorische Kraft wirkt, so werden erhebliche Mengen von
Electricitdt schon in sehr kurzer Zeit ithertreten konnen,
wenn auch die Herstellung des vollen Gleichgewichts-

2) L e. Taf. VI Fig. 4 mit s bezeichnet.
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zustandes viele Stunden in Amnspruch nehmen sollte, wie
es z. B. bei den Riickstandserscheinungen der Leydener
Flaschen der Fall ist. Dass tibrigens in den gewdhnlichen
Electrisirmaschinen die Zeit des Durchganges durch das
Reibzeug zur vollen Tiadung der Scheibe nicht geniigt,
zeigt sich darin, dass man bei langsamerem Drehen weniger
Umdrehungen zur Ladung einer Maassflasche braucht, als
bei schuellerem, gute Isolation vorausgesetzt.

Einen eigenthiimlichen mittlern Fall, der sich zwischen
die Electricititserregung durch den galvanischen Gegen-
satz ruhender Korper und die durch gleitende Reibung
fester Korper einschaltet, bilden die Erscheinungen, die
beim Fliessen benetzender Fliissigkeiten langs einer festen
Wand eintreten. Obgleich hierbei die #dusserste Flissig-
keitsschicht in den meisten Fiallen wahrscheinlich unver-
schiebbar fest an der benetzten Wand haftet, wofir wir
im Folgenden noch neue Belege finden werden, und also
eigentlich in der N#he der Wand nur Fliussigkeit gegen
Fliissigkeit sich verschiebt, so finden wir doch, dass pondero-
motorische und electromotorische Krifte auftreten, die vom
Einflusse der berithrenden Wand herrithren. Das letztere
hat Hr. G. Quincke sowohl fir die Fortfihrung der
Fliissigkeit unter Einwirkung electrischer Strome, wie fiir
die electromotorischen Kriifte, die durch Bewegung der
Flissigkeit entstehen, meines Erachtens in sehr aus-
reichender Weise gezeigt. ¥ine willkommene Erganzung
seines Beweises gibt die kiirzlich erschienene Arheit von
Hrn. J. Elster?). Dieses Gebiet von Erscheinungen
zeichnet sich dadurch aus, dass namentlich von den
Herren G. Wiedemann und G. Quincke eine Anzahl
bestimmter quantitativ definirter Gesetze der Erschei-
nungen nachgewiesen worden sind. Die Art der Fliissig-
keitsbewegung, die dabei vor sich geht, ist wenigstens in
denjenigen Fillen, wo in hinreichend engen Réhren und
bei massiger Stromungsgeschwindigkeit die Wirkungen der

1) Wied. Ann. VI p. 553. 1879,
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Fliissigkeitsreibung Zeit haben, sich vollstindig zu ent-
wickeln und einen stationiren Zustand herbeizufithren, wohl
bekannt, theoretisch ableitbar und nach Poiseuille’s
Vorgange durch eine Reihe von Beobachtern mit den that-
siichlichen Erscheinungen verglichen.

Ich werde im Folgenden zu zeigen versuchen, dass
die durch das Experiment gefundenen Gesetze dieser Er-
scheinungen sich vollstindig aus der an die Spitze ge-
stellten Voraussetzung iber die Natur der galvanischen
Spannungsunterschiede herleiten lassen, wenigstens in den-
jenigen Fillen, wo die Bewegung der Fliissigkeit die den
Poiseuille’schen Gesetzen zu Grunde liegenden Stromungs-
bedingungen einhilt.

Die Voraussetzungen meiner Ervklarung sind also
folgende: Die Fliissigkeit steht in galvanischem Gegen-
satze gegen die Wand des Greftisses, und beide bilden langs
ihrer Grenzfliche eine electrische Doppelschicht aus. Der
in die Fliissigkeit fallende Theil dieser Schicht ist in der
Regel (abgesehen von den durch Hrn. G. Quincke nach-
gewiesenen Ausnahmen) positiv. Derselbe hat eine ausser-
ordentlich geringe, aber doch nicht verschwindende Dicke.
Die gegen die Grenzfliche gekehrte Seite dieser Wand
haftet (wenigstens in den Fillen, auf die sich die experi-
mentell gefundenen Gesetze beziehen) unverschiebbar an
der Wand; der Rest ist verschiebbar, aber der inneren
Reibung der Flissigkeit unterworfen. Wird durch die
Fliissigkeit ein electrischer Strom geleitet, der ein Potential-
vefille, also auch ponderomotorische electrische Krafte
hervorbringt, die auf electrisch geladene Theile zu wirken im
Stande sind, so treiben diese zunichst die positiv geladene
‘Wandschicht der Fliissigkeit mit fort. Wegen der innern
Reibung der Flissigkeit hat dies aber die Folge, dass der
ganze Querschnitt der Rohre dieselbe Bewegung annimmt,
wenn kein hydraulischer Gegendruck widersteht. * Ist ein
solcher vorhanden, so addirt sich die durch den Druck
bedingte Fliissigkeitshewegung zu der durch die electrischen
Anziehungskrifte bedingten. Treibt der Druck gerade
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so viel Flissigkeit riickwirts durch jeden Querschnitt der
Rohre, als die electrische Kraft vorwiirts treibt, so tritt
ein stationdrer Stand der Flissigkeit ein, wobei lings der
‘Wand der Rohre der Strom im Sinne der electrischen
Kraft, im Centrum im Sinne des hydrostatischen Druckes
vor sich geht.

‘Wirkt andererscits nicht eine dussere electromotorische
Kraft auf die Rohre ein, sondern ein hydrostatischer Druck,
der zunichst das Wasser forttreibt, so werden mit diesem
auch die inneren Theile der electrisch geladenen Grenz-
schichten der Flissigkeit fortgetrieben. Solange diese
sich mit gleichbleibender Geschwindigkeit parallel der
Rohrenwand verschieben und daher fortdauernd gleich-
missig unter dem Einflusse von deren galvanischen Kriften
bleiben, wird ihr electrisches Gleichgewicht nicht gestort.
Jenseits des Ausflussendes der Rohre aber werden sie
entweder durch Wirbelbewegung von der Wand losgerissen,
oder wenn sie an dieser bleiben, wegen verminderter
Stromungsgeschwindigkeit in dickerer Schicht zusammen-
gedriingt. Durch beide Processe wird ibhre positive Ladung
ganz oder theilweise dem bindenden Einflusse der negativen
Schicht in der Wand entzogen und frei werden.

Am Anfange des Rohres andererseits werden neue
Schichten an die Wand treten, und da letztere schon negativ
geladen ist, werden sie ihre positive Electricitat dem Reste
der Fliussigkeit entnehmen, negative darin lassen miissen,

Die vor dem Anfange des Rohres angesammelte
negative und die jenseits des Endes gesammelte positive
Electricitit werden sich theils durch die Flissigkeitssiule
des Rohres, theils durch jede andere Leitung, die ihnen
geboten wird, wieder ausgleichen. In einer solehen Leitung
wird also ein galvanischer Strom sich zeigen. Wenn keine
anderweitige Leitung da ist, wird sich die electrische
Potentialdifferenz zwischen den Enden des Rohres so weit
steigern miissen, bis durch Leitung im Rohre so viel Elec-
tricitat zuriicktliesst, als durch Convection mit den Wasser-
theilchen vorwirts getrieben wird.
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In den wesentlichen Grundziigen stimmt diese Er-
klarung mit derjenigen iiberein, welche Hr. G. Quincke?)
gegeben hat. Derselbe hat nur die Bewegungen der reiben-
den Flissigkeit damals nicht im Einzelnen soweit be-
stimmen konnen, als es mit Hilfe unserer gegenwhrtigen
Kenntnisse moglich ist, und deshalb quantitative Be-
stimmungen aus seinen theoretischen Betrachtungen nur
fiir wenige der einfachsten Verhiltnisse herleiten konnen.

Fir eine Reihe von Fillen liegen die hinreichenden
experimentellen Data vor, um auch die Grosse der gal-
vanischen Spannung zwischen Flissigkeit und Wand zu
berechnen, die nach der eben skizzirten Theorie voraus-
gesetzt werden muss. Es zeigt sich, dass diese sich durch-
aus nicht weit von den zwischen Metallen beobachteten
Werthen der galvanischen Kraft entfernt, und nur der
electromotorischen Kraft eines oder weniger Daniell'scher
Elemente gleich zu setzen ist.

§ 1. Fliissigkeit durch einen electrischen Strom
fortgetrieben.

* Wir denken uns leitende Fliissigkeit in einer isoli-
renden cylindrischen Rghre enthalten, an der Grenze
beider eine electrische Doppelschicht, deren Dicke wir als
verschwindend klein gegen die linearen Dimensionen des
Rohrenquerschnitts ansehen. :Die Axe der Rdohre sei
Axe der z, die Geschwindigkeit der Flissigkeit dieser
parallel sei u, die Geschwindigkeitscomponenten senkrecht
zur Axe der Rohre seien dagegen iiberall gleich Null,
dann muss nach den hydrostatischen Gesetzen in einer
incompressibelen Fliissigkeit sein

ou
P

d. h. » kann nur noch Function von y und z sein. Ich
bemerke, dass die hier vorausgesetzte Stromungsweise in
hinreichend langen engen Réhren nicht nothwendig vom

1) Pogg. Ann. CXIII. p. 582—3894. 1861,
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Anfange der Rihre an besteht, aber in deren entferntern
Strecken unter dem Einflusse der Reibung zu Stande kommt
und dann bis zum Ende der Rohre so bleibt. Es ist diese
Art der Bewegung, fiir welche die Gesetze von Poiseuille
gelten.

Bezeichnen wir weiter den hydrostatischen Druck
mit p, die Reibungsconstante der Fliissigkeit mit A2 und die
electrische Kraft, die in Richtung der = auf die Volumen-
einheit der Fliissigkeit wirkt, mit X, so ist die Stromungs-
gleichung fiir den stationdren Strom

, 9 Sl 02 | 8%
M A“ﬁ=“bbﬁme

Es sei ¢ die electrische Dichtigkeit der Husseren
Fliissigkeitsschichten, welche ebenfalls nur Function von y
und z, nicht von z ist; ferner sei J die Stromintensitiit,
o der specifische Widerstand der Flissigkeit, ¢ die elec-
trische Potentialfunction, alle diese Grossen nach electro-
statischem Maasse gemessen, und € der Querschnitt der
Rohre, so ist nach Ohm’s Gesetz

dp _J.o
— ="
und:
. 0p J.o .
(1a) X:—u.—arx—a.—Q—
Die Gleichungen (1) und (1a) vereinigen sich zu:
e.d.g  Op  5,]0% azu"\_
(D) ‘”@‘*ﬁawkbﬁ+aﬂ

Da » und ¢ von » unabhiingig sein sollen, wird dasselbe
hiernach auch fir g—l; gelten. Dies wird also constant ge-

setzt werden konnen:
6p _ £
da L’
wo P den Druckunterschied an den Enden der Réohre,
und L deren Linge bezeichnet.
Die Grenzbedingung fiir die bewegte Fliissigkeit an
der Gefasswand, wenn diese im Stande, ist lings dieser
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Wand zu gleiten, wire, wenn [/ die Gleitungsconstante der
reibenden Ilissigkeit bezeichnet und XV die nach innen

gerichtete Normale: A
- (11

g “=lox

. Um die Gleichungen (1b) und (1c¢) zu erfiillen, kénnen
wir die Function » in zwei Theile zerlegen:

(2) ® = 1, + U,
sodass: P_, 1'/@40 4 )
(2a) Z7 " e 7 e’
p _£-0Y 12 "872“1 9%y
= o7 )
(2h) wy=1.9%,

— Ouw
(2¢) w, =1. Tﬂ;

Diese Annahme erfiillt die durch die Differential-
gleichungen vorgeschriebenen Bedingungen. Die Bewegung
u, ist die, welche in reibender Flissigkeit unter dem Kin-
flusse eines hydrostatischen Druckes eintritt, u, dagegen
ist die, welche die electrische Kraft ohne hydrostatischen
Druck hervorbringen wiirde; beide superponiren sich
einfach.

Vergleichen wir mit der Gleichung (2b) die aus den
Gesetzen der electrischen Potentialfunctionen mit Beriick-
sichtigung von %?f = 0 fliessende Gleichung:

—4me = :qj + gﬂz;

so ergibt sich daraus:

62\ T 1nk?Q
0= <6y~+6z-\L¢— Jo _HJ‘
woraus folgt, da ¢ bei constantem J linear von « abhingig
ist, », aber gar nicht, dass:

— 4an;£’1—1¢1 =(C— ﬁl + by + cz,

wo C, b, ¢ Integrationsconstanten s1nd.
Ann, d. Phys. u. Chem, N. F. VIL 23
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Die Gleichung (2¢) ergibt hiernach an der Grenzfliche:

p,— L. 6\' C——?Q + (by + c2) — 1. (/)797/-}—02%3;)'
Da ¢ die Potentialfunction der rings um das Rohr gleich-
miissig verbreiteten Doppelschicht ist, so wird sie, falls nur
die Dicke dieser Schicht iiberall gegen den Kriimmungs-
halbmesser der Fliche verschwindet, an allen Theilen des
Umfanges den gleichen Werth haben miissen, und die von y
und z abhingigen. Glieder der letzten (leichung miissen
verschwinden, d. h. 6 =c=10. In der Mitte des Rohres,
wo ¢ = 0, kbnnen wir dann setzen:

_zQ
Y= "7

und erhalten also: .

0

Cpa— (pi - 1. 6% = C
Demnach wird der Werth der Strémung sein:
47 k2 Q

(3) JO‘ Zl = ¢ (Pa+z al\r.

Wenn keine Differenz des hydrostatischen Druckes
an den beiden Eunden der Rohre stattfindet, so wird die
andere Stromcomponente u, = 0 sein, und «, ist die einzige
vorkommende. Die gesammte durch jeden Querschnitt der
Rohre fliessende Fliissigkeitsmenge U, bingt also dann
auch nur von dieser ab. Unter der gemachten Voraus-
setzung, wonach die Dicke der electrischen Schicht, inner-
halb deren kleinere Werthe von w, vorkommen, gegen die
Dimensionen des Querschnittes @ der Rohre verschwindet.
konnen wir den Werth von w;, der in der Mitte der Rohre
constant ist, im ganzen Querschnitte derselben als constant
betrachten und erhalten also:

r T 8¢
(3a) U, = Zﬂk2 {(Pi_— ¢t %J

welcher Werth von den Dimensionen der Rohre unab-
hiingig ist.
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Bezeichnen wir ferner mit A die electromotorische
Kraft, die den Strom J in der Linge L des Rohres
unterhilt, so ist:

J.o.L -4
Q ?

also kénnen wir den Werth der Ausflussmenge auch in die
Form bringen:

(3b) e et

welcher Werth von dem Leitungswiderstande der Flitssig-
keit unabhiingig ist.

Porgse Thonplatten konnen wir als Wande betrachten,
die von einem Systeme feiner Poren durchzogen sind.
Versuche iiber das Gewicht Wasser, welches eine gewdhn-
liche fiir galvanische Batterien bestimmte Zelle einsaugt,
und itber das specifische Grewicht der nassen Zelle, zeigten,
dass der feste Thon etwa doppelt soviel Raum einnimmt,
als die Porencanile, die er iibrig lisst. Wenn man dann
annimmt, dass Porencanile von kreisformigem Querschnitte
gleichmissig nach allen Richtungen durch den Thon ver-
laufen, so ergibt die Durchgingigkeit fir Druckdiffusion,
wie sie aus einer Anzahl von Versuchen der Herren
G. Wiedemann und Quincke fir die gebrauchten
Thonwinde erhellt, dass der mittlere Durchmesser dieser
Canile auf 4 bis 4 mm zu berechnen whre, sodass der-
selbe immerhin noch sehr gross wire verglichen mit der
muthmasslichen Dicke der electrischen Grenzschichten.
Die hierauf beziigliche Voraussetzung unserer Rechnung
ist also bei den Versuchen mit Thonplatten als erfiillt
anzusehen. Da es nur auf den letztern Punkt ankommt,
unterlasse ich es hier einzelne Berechnungen auszufithren.
Auch liegen mir noch keine Fille vor, wo alle zur Rech-
nung nbthigen Data an ein und derselben regelmissig
gestalteten Thonplatte gewonnen worden wiren.

Die Anzahl der Rohren wachst proportional der Ober-
fliche, ihre Liinge proportional der Dicke des gebrauchten

Plattenstiicks. Bei gleichbleibender Beschaffenheit der
23*
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Thonplatten und der Flissigkeit muss also nach Glei-
chung (3h) die Menge der ohne hydrostatischen Druck
durchfliessenden Flissigkeit proportional dem Potential-
unterschiede an beiden Seiten der Platte, ihrer Oberfliche
und umgekehrt proportional der Dicke derselben sein, wie
es Hr. G. Wiedemann!?) gefunden hat. Die wisserigen
Fliissigkeiten fliessen in den Thonplatten in der Richtung
der positiven Electricitit, miissen also selbst gegen die
Thonwand positive Spannung angenommen haben. Bei
gleichbleibender Intensitit des Stromes dagegen hat, wie
(Gleichung (3a) erkennen lisst, die Dicke L der Platte
keinen Einfluss, und auch ihre Oberfliche nicht, da in
jeder einzelnen Rohre die Intensitit umgekehrt pro-
portional der Anzahl IV der Rohren sich verindert, und
also das Product NJ constant bleibt, was ebenfalls in
Uebereinstimmung mit Hrn, G. Wiedemann’s Versuchen
ist. Derselbe hat in § 5 seiner zweiten Abhandlung iiber
die Bewegung der Flussigkeiten im Kreise der ge-
schlossenen galvanischen Séule? eine Reihe von Messungen
gegeben, aus denen sich die Potentialdifferenz (¢, — ¢,)
berechnen lisst, unter der Voraussetzung, dass keine
Gleitung stattfand. Wir werden iibrigens nachher bei
der Discussion der Versuche von Hrn. Quincke sehen,
dass bestimmte Thatsachen gegen das Vorkommen der
Gleitung in dhnlichen Fallen sprechen.

In den genannten Versuchen ist die Menge des durch
den Strom abgeschiedenen Kupfers voltametrisch bestimmt
worden. Nun zersetzt nach R. Bunsen Weber’s electro-
magnetische Stromeinheit in der Secunde 0,0092705 mgr
Wasser. Oder da das Aequivalent des Kupfers Cu zu dem
des Wassers H, O sich wie 63,3 : 18 verhiilt, und da nach
Kohlrausch jun. ein Daniell eine electromotorische Kraft
D gleich 11,71. Weber-Siemens hat, so gibt ein Daniell
im Kreise, dessen Widerstand gleich einer Siemens’schen

1) Pogg. Ann. LXXXVIIL p. 321—351. 1852,
2) Pogg. Ann. XCIX. p. 199. 1856.
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Einheit § ist, 0,38176 mg Kupfer in der Secunde, welche
Grosse wir mit y bezeichnen wollen. Ist also die Kupfer-
menge g mg durch einen Strom, der ¢ Secunden dauerte,
abgeschieden, so ist: 749D

7.8
wo D die electromorische Kraft eines Daniell’schen Ele-
ments bezeichnet.

Also nach Gleichung (3a):

Ut . 8 o
gD T dak? (@ — 9)-

Hr. G. Wiedemann hat ¢ angegeben in KEinheiten,
die dem Widerstande des Platin entsprechen, d. h. gleich
dem Widerstande von einem Platinwiirfel von 1 mm Seite
sind. Der Widerstand ecines solchen Cubus voll Queck-
silber ist 0,001 Siemens; das Leitungsvermogen des Platin
verhilt sich nach Matthiessen zu dem des Quecksilbers
wie 10,53 : 1,63 = 6,46 : 1. Also ist der Widerstand des
Platinwirfels gleich % S, wenn wir m = %%Q setzen. An
Stelle der Grésse & ist dann, wenn & die Wiedemann'sche
Zahl bedeuten soll, zu setzen:

b=1p. 2.
m

Die Grisse %2 fiir Wasser von 15° ist nach Poiseuille
gleich 1,555 La%ffe? 4 Hr. Wiedemann hat das Ver-
haltniss der Ausflusszeit v der Liosung zu der eines gleichen
Volumens Wasser angegeben. Dann ist 4% =4%,%. 7. Also
unsere (leichung wird nach diesen Substitutionen:

Pi—@Po _ daki?.y.m UL 7T
DT 12 g o
Die linke Seite der Gleichung gibt den Werth der

gesuchten Potentialdifferez, ausgedriickt in Theilen der in

1) Dieselbe wiirde nach der Bezeichnungsweise meiner mit Hrn.
v. Piotrowski ausgefithrten Arbeit in den Wien, Sitzungsber. XL.
1860 mit 2% zu bezeichnen sein, wo % die Dichtigkeit der Fliissigkeit
bezeichnet.
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einem Daniell’'schen Elemente auftretenden. Rechts ist die
Grisse D? nach electrostatischem Maasse zu messen, wo
ihr Werth ist: -
D =0,374 Ymm-mg
sec
Die Grosse Ut ist bei uns ein Volumen, was in Cubik-
millimetern zu geben ist.

Die von Hrn. . Wiedemann angegebenen Data
machen es moglich, die Werthe des electrischen Moments,
soweit es in die Flissigkeit fillt, fiir folgende vier Flissig-
keiten zu herechnen.

Volumen ‘ Menge des | Verhﬁiniss . Widerstand |
In 1000 g;ltxll] allltb;esr‘lmg sind L der | geselilibe.denen Ausflusszeit | der I;gsung ‘ @ Py
tibergefiluten: ™ "Katigng | 7w dev eines | L. in
Fliissigkeit | " | gleichen  |der des Platin | i
‘ ! \’01}1mons : gleich ?,(t)Ol i Daniells
von ‘ mg i emm i mg | Wasser | 8oselz !
Schwefelsiure.
i { Cu }
S04 : 76,56 2800 | 3770 1,166 | 1790 | 1,667
[ 47,36 1 1510 | 1174 ¢ 1,095 | 2898 | 1,677
Kupfervitriol.
| ! | i
! t | Cn \
CusO, | 149,38 13090 = 1181 LT 2241 | 2408
+ 5H,0 | 97,544 ¢ 12210 904 1,238 3076 ‘ 1,873
I 89,125 15930 ! 928 1,213 3258 b2,214
Kupfernitrat.
Ou (NOg)s | 82258 3010 1458 1188 | 1434 | 05665
i 71,852 4360 1903 1,118 | 1559 I 0,5661
. 64,037 6100 1977 1,103 ‘ 1695 I 0,6917
| 42,010 2540 550 | 1,061 | 2409 | 0,7009
Silbernitrat.
| , vl : |
AgNOj ! 79,74 5730 2289 j 1,014 - 1876 1,626
| 19,46 7600 2765 ; 1,014 ¢ 1878 1,744
’ 29,867 | 12955 1342 | 1,003 = 4656 2,633
; ! : !
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Die ersten drei Zahlencolumnen sind aus Hrn. Wie-
demann’s Versuchen in Pogg. Ann. XCIX. p. 199 bis
205 entnommen, die vierte aus den Angaben ebenda
p. 222 bis 224, die fiinfte aus denen ebenda p. 227 bis
228, die letzten beiden durch Interpolation gewonnen,
welche in Bezug auf die Widerstinde leichter auszufithren
ist an deren reciproken Werthen, d. h. den Leitungsver-
mogen, die dem Salzgehalte nahezu proportional sind. Die
letzte Columne gibt die von mir berechneten Werthe der
Potentialdifferenz zwischen Innerm und Grenze der Fliissig-
keit fir die Poren von Thonscheidewinden. Sie liegen
bei jedem einzelnen Electrolyten einander sehr nahe, haben
‘Werthe, -die die electromotorische Kraft von 2!/, Daniell
nicht {iibertreffen, und steigen im allgemeinen fiir ver-
dinntere Losungen. Nur beim Kupfervitriole scheint ein
Steigen auch fiir concentrirtere Liosungen einzutreten.

§ 2. Drucksteigerung durch electrische Diffusion.

Den zweiten Theil der Stromgeschwindigkeit, welchen
wir oben mit wu, bezeichnet haben, und der durch den
hydrostatischen Druck unterhalten wird, wollen wir zu-
nichst unter der Voraussetzung eines kreisférmigen Quer-
schnitts der Rohre bestimmen.

Die Gleichungen:

P 4, { g duy _ 7 Buy
(2) ZA =k (*692‘ -+ &g)’ uo = . 5:7\7 (3)
ergeben unter diesen Umstinden den leicht zu verificiren-
den Werth:

P 2 IPR
(4) U = 4727 (r* — R%) — ST’
wo R den Radius der Rohre bezeichnet, und:
P =y 22

Das durch jeden Querschnitt fliessende Flussigkeitsvolumen

U, ist demnach:
R

. g n PR nPsz
) Uy=2n [ u,rdr= - 1B _2PE
0
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Ist durch Einfluss des Stromes der Druck so gestei-
gert, dass der Wasserstand constant ist, so muss sein:
Uy + U, =0
oder:

AP | 1 1
4y 0= Gl mrari) e B e gt G

Wenn /=0, folgt daraus:
(49 T PR = A, p,)

Dass der Flissigkeitsdruck 2P, bis zu welchem die
Flussigkeit durch den electrischen Strom hinaufgetrieben
werden kann, bei gleichbleibendem Rohrensysteme, und wie
wir hinzufiigen miissen, bei gleichbleibender Spannung
zwischen Flissigkeit und Wand, der electromotorischen
Kraft proportional ist, die zwischen beiden Seiten der
Scheidewand wirkt, hat Hr. G. Wiedemann schon in
seiner ersten Arbeit fiir Thonscheidewsinde erwiesen. Hr.
Quincke? hat dasselbe in capillaren Glasréhren fir
destillirtes Wasser gezeigt, durch welches er den Strom
von 40 bis 81 Grove’schen Elementen leitete. Seine Ver-
suche mit cylindrischen Réhren von verschiedenem Durch-
messer haben ihn zu dem Ergebnisse gefithrt, dass die
Steighthe sei:

(4d) Adh.smqg P ub

o2y T ey RYY

worin & fir destillirtes VVasser gleich 0,000 061 mm ist,
n die Anzahl der Grove’schen Elemente bezeichnet und R
den Radius der Roéhre in Millimetern. A% ist die Ver-
schiebung der Wassersiule in Scalentheilen, von denen
22,9 auf ein Millimeter gehen, und ¢ der Neigungswinkel
der Robre gegen die Horizontale. P ist die bisher von
uns gebrauchte Bezeichnung fiir den hydrostatischen Druck

1) Pogg. Ann. CXIIT. p. 541 ff. 1861. Auf p. 543 Zeile 7 ist ein
Druckfehler, der in verschiedene Lehr- und Handbiicher iibergegangen
ist. Es muss ndmlich heissen, dass ,die Steighéhe nahe umgekehrt
proportional dem Quadrate des Rohrenradius ist“, wie Hrn. Quincke’s
experimentelle Beweisfithrung und mathematische Formel deutlich zeigen.
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in absolutem Maasse, ¢ die Dichtigkeit der Flissigkeit,
g die Intensitit der Schwere. Dieses Resultat stimmt mit
unserer, unter der Voraussetzung /= 0 entwickelten Glei-
chung (4c), wobei sich ergibt:
megb
P~ Pa= G
wo G die Grosse der electromotorischen Kraft eines Grove'-
schen Elements in absolutem electrostatischem Maasse be-
deutet. Setzen wir die electromotorische Kraft von einem

Daniellschen Elemente gleich 0,374 %me.mg und die

C.
eines Grove'schen gleich 0,6387 derselben Einheit, so er-
gibt sich fiir destillirtes Wasser an Glas:

®, — ¢, = 3,9346 Daniell.

Der Werth ist hoher als die fiir Salzlosungen an Thon-
scheidewéinden gefundenen Werthe. Aber auch jene Werthe
wiesen schon auf einen hohern Werth des reinen Was-
sers hin,

Dagegen wiirden die Versuche ein anderes Resultat
haben ergeben miissen, wenn die Gleitungsconstante ! von
Null verschieden gewesen wire. Unter iibrigens gleichen
Bedingungen hitte dann der hervorgebrachte Druck P der
Grosse (R*+ 4/.R) umgekehrt proportional sein miissen,
Uebrigens witrde unter diesen Umstinden auch nicht die
Potentialdifferenz ¢, — ¢_, sondern das sehr viel grossere

Quantum ¢ , welches der Dichtigkeit der Belegung propor-

aT%’
tional ist, den Erfolg bestimmt haben.

Hr. Quincke hat auch Versuche mit Réhren ange-
stellt, deren Querschnitt durch eingelegte cylindrische Glas-
fiden ringformig gemacht war. Der mittlere Durchmesser
dieser Fiden war theils aus dem Gewichte und der Lange
derselben Derechnet, theils direct mit einem Schrauben-
mikrometer unter dem Mikroskope gemessen. ,,Die nach
beiden Methoden gefundenen Werthe der Durchmesser
stimmten geniigend itberein.* (L ¢. p. 529). Da die Réhren
dabei horizontal lagen, so ist anzunehmen, dass der Glas-
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faden im tiefsten Theile der Rohre der Wand angelegen
hat. Die Berechnung der unter einem bestimmten Drucke
hindurchstromenden Wagsermenge kann nach dem von
G. Kirchhoff fiir die Bestimmung der Vertheilung der
Electricitit auf zwei benachbarten Kugeln angewendeten
Verfahren ?), namlich mit Hiilfe der an den beiden Kugeln
oder Kreisen hin und her geworfenen electrischen Spiegel-
bilder durchgefithrt werden.

‘Wenn r der Halbmesser der Rohre ist, deren Axe
mit der z-Axe zusammenfillt, und ¢ der Halbmesser des
cylindrischen Stabes, der der Wand der Rohre anliegt, also
r— o der Abstand zwischen der Axe der Réhre und der
Axe des Stabes, so ist die Aufgabe eine Losung der Ditfe-
rentialgleichung: » , ,

2, 2u
) B=7p=Gat e
zu finden, fiir welche an der Oberfliche der Rohre:

(b a) 22 y? =2,
wie an der Oberfliche des Stabes:
(5b) @—r+o?+y*=20
der Werth eintritt:
u =0,
Eine solche Liosung ist:
(6) w=B@*+y?—r+2Brp. V.

Die Grosse V bedeutet hierin den reellen Theil einer
transscendenten Function, welche letztere man auf die von
Grauss in seiner Abhandlung itber die hypergeometrischen
Reihen behandelte Function:

o . 1 1 1

(Bay W, = Lkz:mfs: {alogk — i T o E-{—*ib}
zuriickfithren kann. Es ist namlich V gleich dem reellen
Theile der Differenz:

(6a) — P, + P, , wo:

NTEryi—r o —g)’ T T @ty —o

1) Crelle’s Journal fiir r. u. a. Mathematik LIX. p. 89—110.
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Bei der Bildung des Integrals:
U, =fuo dx dy,

welches iiber den Zwischenraum beider Kreise zu er-
strecken ist und die gesammte Stromungsmenge gibt, kann
man die Quadraturen iber die Transscendente V vermei-
den, wenn man schreibt:

1 62 02
S viaeay=2[v. (‘;;‘20 aég‘))dxd;/

und die im Green’schen Satze fiir die Potentialfunctio-
nen gebrauchten partiellen Integrationen ausfithrt, um
das Integral iiber die Fliche in Integrale iiber die Um-
fangslinien zu verwandeln. Diese sind in diesem Falle leicht
zu finden, wenn man ausserhalb des grossen Kreises:

Uy, =0

setzt und im Innern des kleinen:
= — 2B —g) (@ — ).

Es wird dann der Werth von v, iiberall continuirlich, an
den beiden Kreisen der Sprung seines Differentialquotien-
ten gleich einer Constanten, und auszuschliessen sind von
der Fliche des innern Kreises schliesslich durch unend-
lich kleine umschliessende Kreise diejenigen Stellen, in
denen die Grosse o, gleich einer negativen ganzen Zahl
wird, weil dort die entsprechende Function ¥ unendlich
wird. Das Resultat ist:

7 U= —"B@t oY+ 27Br2p?q’
0 2 9 y ?
wo die Function:
oW
T do

Also:

) = 1
(Ta) T== {(m}
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‘Wenn man diese Summe berechnet hat bis zu einem
(Gliede, dessen Nenner grosser als 4,5 ist, kann man bei
Rechnung mit fiinfstelligen Logarithmen den Rest der
Reihe dureh die fiir grosse, positive Werthe von o giiltige
Formel finden:

’ 1 1 ” 1
{Th) Py = rar i T%(o i + 3k CEEE ete.,
die aus der von Gauss fir ¥, gegebenen Formel ((tlei-
chung (66) der Abhandlung #iber die hypergeometrische
Reihe) herzuleiten ist.

Fir sehr kleine Werthe von »— ¢ geht die Gleichung

ither in: :
5
(Tc) Uy=~5 Blr—o°(r+o)
Der Werth von U, wird nach (1. (83b) in diesem Falle:

A (7,,2 — 92)
«T e A |
4 ALk

und die Gleichung U+ U, =0 ergibt also fiir sehr kleine
‘Werthe von » — ¢:

B A
(1d) ——6—~B(r—g)2=;Lk2
6.4
oder: =5_77(7'_—?9'

Im Falle der Glasstab central lige, wire zu setzen:

. 2 2 22+ 2\

8) wy=DB@*+y*—1)—B 1’557:&@5' log (Z%” )’
und es ergibt sich:

e TR _ gty T g e
(8a) U«)—'_?B(? z %) + 2Blog7'-—rlogg
Fiir sehr kleine Werthe von ?1;9 wird dies:

- 2a B

(8b) U=~ o+ o)

Dies ist also nur 0,4 von dem Werthe, den U, erhilt,
wenn der Glasfaden an der Seite der Rohre liegt. Dem
entsprechend wird bei electrischer Fortfihrung der Fliis-
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sigkeit die Druckhohe bei centraler Lage des Stibchens
2,5mal hoher als bei wandstindiger Lage.

Da nun kleine Biegungen des Fadens bewirken
kionnen, dass er theilweise central, theilweise wandstiandig
liegt, ferner die kleine Difterenz r — o bei sehr kleinen
Unregelmissigkeiten in den Durchmessern der Rohre und
des Fadens merklich variiren konnte, so diirfen wir uns
nicht wundern, wenn die Rechnung mit Hrn, Quincke’s
Messungen nicht gerade genan zusammenstimmt. Ich habe
die Werthe der Neigung Ah, bei eingelegtem Glasfaden
aus denen bei leerer Rohre A#,, welche Hr. Quincke in
Theilen der gebrauchten Scala angibt!), berechnet.

| ' 80,06

0,897 = 0,341 5,850 9,957 10,25

0,897 0,651 5,490 \ 57,37 j 44,66

0,897 = 0,727, 5,520 70,41 92,80
Wenn auch die Uebereinstimmung der einzelnen ge-
messenen und beobachteten Werthe aus den angegebenen
Griinden ziemlich mangelhaft ist, so zeigen beide doch im
ganzen eine Usbereinstimmung im (range der Function.
Bei der am wenigsten verengerten Rohre (Zeile 2 der
Tabelle) ist die Uebereinstimmung gut, bei den anderen

die Abweichung bald positiv, bald negativ.

§ 8. Fortfithrung des Wassers durch Entladungen von
Leydener Flaschen.

Bei diesen Versuchen hat Hr. Quincke enge Réhren
gebraucht, an denen zwei oder mehr Stellen aufgeblasen
waren, um Platindrihte aufzunehmen, die den Strom zu-
leiteten. Die Stromkraft war alsdann nur in einem
Theile der Linge des ganzen Rohrs wirksam, aber die

1) Pogg. Ann. CXIII. p. 544. Tabelle. 1861. In der letzten Co-
lumne dieser Tabelle sub Nr. 5 und 7 ist vor den beiden mit 2 an-
fangenden Zahlen je eine Null zu streichen, was iibrigens die vor-
liegende Rechnung nicht beriihrt.
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Flissigkeit musste sich im ganzen Rohre gegen die Rei-
bung vorwarts bewegen. Da bei den hier vorkommenden
Verhaltnissen die durch Unterschiede des hydrostatischen
Drucks hervorgerufene Geschwindigkeit u, diesen Druck-
unterschieden proportional ist, so konnen wir der Abkiir-
zung wegen die Gleichung, aus der sich die den Quer-
schoitt in der Zeiteinheit passirende Flissigkeitsmenge
U,, bestimmt, schreiben:
&) Wis Uy = (Pl“.Pz)7
wo P, und P, die Drucke am Anfange und Ende der
Rohre sind, und fiir cylindrische Rohren von kreisformigem
Querschnitte und dem Radius £:

7 Rt
02) Me=sp1
den hydrostatischen Reibungswiderstand der Rohre dar-
stellt.

Nun sei mit dem Index 1 bezeichnet der Anfang des
Capillarrohrs, welcher in ein grosseres Wassergefiiss hin-
einragt, mit 2 und 3 dagegen die Stellen der beiden Platin-
drihte, durch die der Strom geht, endlich mit 4 das Ende
der Fliissigkeitsstinle, so findet eine electrische Fortfih-
rung nur zwischen 2 und 3 statt, und die Menge derselben
ist, wie oben gezeigt, wenn wir ¢, — @, = ¢ setzen:

Jo
U=z

Die Fliissigkeitsmenge, welche durch den Querschnitt
des Rohrs geht, muss aber iiberall dieselbe sein, also:

(9b) U,y = Uz + 4{'125 @ = Uss.
Andererseits kinnen wir die U durch die Druckunter-
schiede ausdriicken:

00 P —P, _ PP Jo Py - P

Wy — W, Taak®T Wi,

Der Anfangs- und Enddruck sind einander gleich ge-
setzt, P, = P,. Aus den beiden Gleichungen bestimmen
sich die beiden Unbekannten P, und P;:
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(gd)if,£;=P3_P1: "os3 .Jaq;__ T T
12 Ws 4 Wit Wog+ Wy, 4nk? ™ LT T

Daraus folgt:
_ et e Jeg.

Wi+ Wos+ TVM 47 k2
Im Innern des Rohres (2,3) geht also der Strom dem der
Oberflachenschicht und dem in den Endtheilen des Rohrs
herrschenden entgegen. Diesist ebenfalls von Hrn. Quincke
bei der Beobachtung der Bewegungen von kleinen, in der
Flussigkeit enthaltenen festen Theilchen beohachtet worden.?)

‘Wenn man nach der Zeit integrirt, so ist:

[Jdi=E,

d. h. gleich der Electricititsmenge, welche hindurchge-
gangen ist:

.
02,3 =

7 Wa 3 Eo

(10) f Us,s.dt = Wy o7 Wog+ Wy i

Also die Vorschiebung der Flissigkeit im Steigrohre,
wie Quincke das Rohr 3 bis 4 nennt, ist proportional
der entladenen Electricititsmenge, unabhiingig von deren
electromotorischer Kraft, whchst (proportional) mit dem
specifischen Widerstande der Flissigkeit, ganz wie es der
genannte Beobachter gefunden. Befinden sich drei Platin-
drahte im Rohre, und bezeichnen wir den mittelsten mit
dem Index 5 und die entsprechenden Verschiebungen im
Steigrobre fiir gleiche electrische Entladungen mit
Hs 3 und H, 3, jenachdem die Drithte 2 und 5, oder 5 und
8. oder 2 und 3 Electroden waren, so ergibt unsere
Gleichung:

Hy 5+ Hs 3 = 3,
was ebenfalls von Hrn. Quincke durch Beobachtungen
gefunden ist.
Ist W5 wegen grosserer Weite des Rohrs kleiner als
Wi, so sollten die Fortfithrungen den vierten Potenzen
der Radien umgekehrt proportional sein. Die Versuche

1) Pogg. Aun. CXIII. p. 568 f. 1861.



368 H. Helmholtz.

(L c. p. 528) ergeben ein etwas grosseres Verhiltniss, als
den angegebenen Radien der Rihren entspricht, fir die
Fortfithrung im engern Rohre (ndmlich 15 bis 16 statt 6,9).
Der Grund liegt moglicherweise in der Ungleichartigkeit
der innern Oberfliche, Ellipticitit des Querschnitts oder
in einem gleich zu erwithnenden Umstande.

Durch eingelegie Glasfaden nehmen die hydraulischen
Widerstinde # erheblich zu. Legt man einen solchen in
Ws; 4 ein, so nimmt die Fortfithrung erheblich ab, legt man
ihn in H% 3 ein, so nimmt sie erheblich zu, wie unsere
Formel in Uebereinstimmung mit den Versuchen ergibt.

Diese Betrachtungen gelten #ibrigens nur fiir diejeni-
gen Fille, in denen die Entladung der Leydener Batterie
durch die eingeschaltete Sidule von destillirtem Wasser
hinreichend verzogert war, um eine der stationiiren DBe-
wegung in der Rohre nahe kommende Art des Fliessens
zu erzeugen. Bei sehr kriftigen Entladungen mit Funken-
strecken zeigten sich die gefundenen Gesetze nicht mehr
giiltig; die Verschiebung wurde dann kleiner, als sie hatte
sein sollen.

Die von Hrn. G. Quincke nachgewiesene Verschie-
bung im Wasser suspendirter fester Theilchen durch starke
electrische Strome erklért sich, wie leicht zu sehen, aus
denselben Annahmen,

Nach der Hypothese, von der wir ausgegangen sind,
wiirde ein in der Flussigkeit liegendes Theilchen sich
gegen diese electrisch laden, der Regel nach negativ, so-
dass der negative Theil der entstehenden Doppelschicht
in den festen Theilchen, der positive in der Fliissigkeit
lage. Uebrigens ist die algebraische Summe beider elec-
trischer Quanta gleich Null, und der Schwerpunkt des
ganzen Systems, festes Korperchen und electrisch geladene
Flissigkeitsschicht zusammengenommen, kann also durch
electrische Anziehungskriifte, die von dem Potentialgefille
in der durchstréomten Fliissigkeit herrithren, nicht fort-
bewegt werden. Wohl aber wiirden diese Anziehungs-
krafte eine relative Verschiebung der positiven Wasser-
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schicht und des negativ geladenen Korperchens gegenein-
ander hervorzubringen streben, wobei die Wasserschicht
dem Strome positiver Electricitit folgt, das Korperchen
in entgegengesetzter Richtung ausweicht. Ware die Fliis-
sigkeit vollkommen isolirend, so wiirde die neue Lage als
Gleichgewichtslage bestehen bleiben. Da aber durch die
Verschiebung der Schichten das Gleichgewicht der galva-
nischen Spannung zwischen festem Korper und Fliissigkeit
gestort ist, und dieses sich durch Leitung immer wieder
herzustellen sucht, so wird immer wieder der erste Zustand
electrischer Vertheilung hergestellt, und werden immer
neue Verschiebungen des Korperchens gegen die umgebende
‘Wasserschicht veranlasst werden miissen. Awuch ist klar,
dass beil der geringen Grdsse der hierbei vorkommenden
Geschwindigkeiten der Wasserstromung die Geschwindig-
keit des Theilchens relativ zur umgebenden Wassermasse
der Grosse der wirkenden Kraft, d. h. der Dichtigkeit des
electrischen Stromes, oder bei gleichbleibendem Querschnitte
des Rohres der Intensitit des Stromes proportional sein
wird.}) Dabei ist noch zu beriicksichtigen, dass im Innern
des Rohrs, wie oben gezeigt wurde, ein Rickstrom der
Flissigkeit stattfindet, der die suspendirten Theilchen mit-
nimmt und ebenfalls unter sonst gleichbleibenden Ver-
haltnissen der Intensitiit des galvanischen Stromes propor-
tional ist.

§ 4. Blectricitit von der stréomenden Flussigkeit fort-
getrieben.
Tst ¢ die electrische Dichtigkeit in der Entfernung ¥
von der Gefasswand, der Werth von = an der letztern
selbst gleich Null, so wird der letztere in der Enfernung

: du
N gleich g
fiir die Menge Electricitit, die durch das Flachenelement
ds.dN des Querschnitts der Rohre in der Zeiteinheit von

der Fliissigkeit mitgefithrt wird, die Grosse:

N gesetzt werden konnen, und es ergiht sich

1) Quinecke, Pogg. Ann. CXIIL p. 580. 1861,
Ann, d. Phys, u. Chem. N, F, VII, 24
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GN'N ds.dN.

‘Wenn wir zunichst nach XV integriren, so ist:

b - 1 -
Jeman=— M‘Pz N.AN= (g~ g,
0

dieselbe Grisse, welche das Moment der Doppelschicht
darstellen wiirde, wenn die entgegengesetzte Electricitit
des (refasses ganz in der Grenzfliche vereinigt wiire. "Also
ergibt sich die durch den gesammten Querschnitt des
Rohres von der Flissigkeit mitgefithrte Electricitit fir die

Zeiteinheit:
Bu

(11) E0= 4n(¢1 61\7 ds.

Nach dem Green’schen Satze ist:

6u P.Q
vds L[:fdnd'ydz: ST

wenn wir wie oben mit P den Druckunterschied zwischen
beiden Enden des Rohres, mit Z dessen Linge, mit @ den
Querschnitt und mit 4* die Reibungsconstante der Flissig-
keit bezeichnen, und wenn ausserdem die in § 1 ausge-
sprochenen Bedingungen fiir » erfullt sind. Alsdann wird:
(11a) By= — o (- 9
Wirkt ausserdem noch eine electromotorische Kraft 4
zwischen den Enden der Riohre, so ist die von dem elec-
trischen Strom durch jeden Querschnitt @ gefiihrte Elec-
tricititsmenge fiir die Zeiteinheit:
E =44

1T o L
Ist keine andere Leitung, als die durch das Rohr vor-
handen, so wird der Zustand stationir, wenn:
E, 4+ E =0,

4 P
(11b) = e )

Dieser Werth von A ist ganz unabhiingig von der
Liinge, der Grisse und Form des Querschnitts des Rohres.
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Bei einem Systeme von Canilen, wie sie sich in den Thon-
scheidewénden finden, wird 4 also unabhingig von der
Dicke, Oberfliche und Porositit der Platten sein miissen,
dagegen proportional dem specifischen Leitungswiderstande
der Flissigkeit, wenn deren chemische Natur dabei keine
erheblichen Verinderungen erleidet. Das stimmt mit Hrn.
Quincke’s Erfahrungen iiberein. Doch ist hierbei vor-
ausgesetzt, dass die Gefisswand im Vergleiche zu der strd-
menden Fliissigkeit (meist destillirtem Wasser) als Iso-
lator der Electricitit angesehen werden konne. Bei Pla-
tindiaphragmen oder solchen von Kohle, wasserdurch-
trankten thierischen Membranen oder Seide trifft dies
nicht zu. Leider kommen unter den von dem genannten
Beobachter gebrauchten Flissigkeiten keine vor, deren
absoluter Widerstand mit Sicherheit zu bestimmen ist.
Selbst in den mit Kochsalzlosungen angestellten Ver-
suchen?) sind die benutzten Lidsungen so verdiinnt, dass die
Proportionalitat des Leitungsvermdgens mit dem Salz-
gehalte einigermassen zweifelhaft ist. Bei den etwas besser
leitenden Liosungen verhinderte die Polarisation der Platin-
electroden genaue Messungen der Stromstirke und selbst
der electromotorischen Kraft.

Nach F. Kohlrausch? ist das Leitungsvermogen
der Kochsalzlosung von 5/, bei 100 gleich 528,8.10—3,
wenn das des Quecksilbers =1 gesetzt wird. Die Rei-
bungsconstante lasst sich auf die des Wassers reduciren,
da Hr. Quincke die Flussigkeitsmengen angab, welche
der Druck hindurchtrieb. Der Werth der Siemens’schen
Widerstandseinheit in electrischem Maasse ist gleich

10-12.%%¢ gegetzt. Zu der Angabe des Werthes bei der
cm g

halbprocentigen Kochsalzlosung bemerkt Hr. Quincke,
dass schon bei dieser die Electroden so ungleichartig
wurden, dass es nicht mdglich war, Losungen von grosserer
Concentration anzuwenden. Die Rechnung ergibt:

1) Pogg. Ann. CX. p. 59. 1860.
2) Gottinger Nachrichten. 5. Aung, 1874.
24 %
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Procente Kochsalz} @®; — ¢o

in der Ldsung | ip Danjelts
38 14,56
o5 2,743
- 1,977
0 1,416bis0,1416

Im letztern Falle habe ich das Leitungsvermogen des
destillirten Wassers, da es nicht mit besonderer Vorsicht
neu destillirt war, zwischen 30.10-1% und 3.10—'° (Queck-
silber =1} gesetzt, den Angaben von F. Kohlrauschl)
entsprechend.

‘Wenn wir den ersten, wahrscheinlich durch Polari-
sation der Electroden veréinderten Werth ausser Betfracht
lassen, kommen wir auch hier wieder auf so kleine electro-
motorische Krifte zwischen Wand und Flissigkeit, wie
wir sie bei fritheren Versuchen gefunden haben.

§ 5. Abweichungen in weiteren Rohren.

Fiir die Versuche, bei denen man Wasser nicht durch
Thonplatten, sondern durch Glasrohren stromen liess
und die dadurch entstandene Potentialdifferenz mass, ist zu
wiederholen, dass die oben gegebene Theorie voraussetzt,
durch die ganze Rihre sei die Wirkung der Reibung voll-
standig entwickelt, und jeder einzelne, der Axe der Rohre
parallele Wasserfaden bewege sich so, wie er in einer un-
endlich langen Rohre sich zu bewegen fortfahren wiirde.
Diese Voraussetzung trifft aber im Anfange einer Réhre,
wo das Wasser aus einem weitern Gefiisse in dieselbe
eintritt, nicht zu. HEs kommt heran, ohne merkliche Ro-
tationshewegung zu haben. Im Innern der Rohre aber
nimmt es solche unter dem Einflusse der Reibung an.
Die Rotationen der Volumenelemente, deren Wirbellinien

concentrische, die Rohrenaxe umgebende Kreise sind, und
deren Werthe, da v = w =0 ist, sich auf g? und —%%
reduciren, sind in der Tiefe der Rohre nicht mehr Null.

1) Sitzungsber. der Miinchner Akad. 5. Nov. 1875.
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Es wird also auch eine gewisse Zeit vergehen, ehe das
eingetretene Wasser in den stationiir bleibenden Zustand
der Rotation seiner Wirbelfiden gekommen ist, und wih-
rend dieser Zeit wird es mehr oder weniger tief in die
Rohre eingedrungen sein. Wie lange es dauert, kénnen
wir an einem etwas veriinderten einfachen Beispiele be-
rechnen.

Wir wollen annehmen, das Wasser sei in einer un-
endlich langen Réhre in solcher Bewegung, dass » nur
Function von y und z, p unabhingig von ¢ dagegen:

===,
woraus auch folgt:
6p Op
51 = s ="

Die Bewegungsgleichung mit Beriicksichtigung der
Reibung wird alsdann:

(12) _ L0 _ G e gy,

s Oz ot

Da die linke Seite nicht von # y und z, die rechte nicht
von z abhingt, so miissen beide constant sein, und es
lisst sich » in zwei Theile zerlegen:

(12a) =, + uy,

16p 2 _0u g
(12D) — = — k*du,, 0= 57 kAu, .

Q' Qs

Lings der Wand gilt fiir beide die Grenzbedingung:
(12¢) u =, = 0.
Dann ist w, die schliesslich als stationir stehen bleibende
Bewegung, welche dem Gesetze Poiseuille’s entspricht.
Fir », haben wir dieselben Bestimmungsgleichungen,
als wire », die Temperatur im Querschnitte eines Stabes,
welche durch Wirmeleitung auf den Werth u» =0, der
dauernd am Umfange der Roéhre herrscht, zuriickgefiithrt
wird. Es ergibt sich daraus leicht, dass w, bei wachsender
Zeit ginzlich verschwinden wird, um so schuneller, je enger
die Rohre, und je grosser die Reibungsconstante A2.
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Hat die Rohre kreisformigen Querschnitt, so konnen
wir « nach Bessel’schen Functionen entwickeln. Setzt man:

(18) w=s.e",

so wird:

(13a) %:nu:lﬂAu,

oder wenn s nur Function des Radius o ist:
0%s 1 8s no,

(13D) g2 +?6z+ 72t = 0.

Das fiir ¢ = 0 continuirlich bleibende Integral dieser
Gleichung ist hekanntlich, wenn wir setzen:

nQ? 2

727 =%
‘ o2 ot a6 1
(13¢) S—A{l — a3 Tes.d4 2.2.4 466 )

Die Werthe von ¢, fiir welche s = 0 wird, bestimmen
dann die Werthe von », wenn in der vorletzten Gleichung
fiir o der Radius der Rohre gesetzt wird. Der erste
Werth, wo s =0, ist fiir:

6= £V n=24048,

Dieser gibt den kleinsten Werth von =», nimlich fir
72 = 1,555 (bei 159 C.):
n= 1 .89928 12,
0 sec
Wenn also 29 = 1 mm, so ist:
e—rt = 0,1,
wenn ¢ = 1,0242 sec.

‘Wihrend also in einer Réhre von 1 mm Durchmesser
dieser am langsamsten verschwindende Theil der Bewegung
in etwa einer Secunde auf {; seiner Grisse reducirt ist,
wiirden in einer Rohre von 2 mm Durchmesser vier Secun-
den nothig sein, wobei die Fliissigkeit bei gleicher Ge-
schwindigkeit auch viermal so weit in der Rohre vorwarts
bewegt wiare. Gleicher Druckunterschied dagegen gibt in
einer zweimal so weiten Rohre viermal so grosse statio-
nire (reschwindigkeit, also 16mal so grosse Vorwhrts-
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bewegung, ehe das gleiche Erldschen des besprochenen
Gliedes eintritt.
Der zweite Nullwerth der Bessel’schen Function ist:

2V n=15520.

Der daraus fliessende Werth von » ist 5,77Tmal grosser
als der erste, sodass das zweite Glied der Bessel'schen
Reihe auch in diesem Verhiltnisse schneller schwinden
wiirde.

Der Vorgang in Réhren, durch welche Wasser dauernd
fliesst, ist natiirlich von dem eben berechneten Vorgange
dadurch verschieden, dass die schnell fliessenden mittleren
Schichten allmihlich neben solche #ussere Schichten zu
liegen kommen, die dem Einflusse der Reibung in der
Rohre seit lingerer Zeit unterworfen sind. Wenn auch
die Aufgabe, eine solche Stromung zu bestimmen, nicht
direct zu losen ist, so hilft die Methode der mechanischen
Aehnlichkeit doch zu bestimmten Schliissen. In den hydro-
statischen Gleichungen fiir reibende Fliissigkeiten, deren
erste ist:

S S e e Sy,

setze man: statt @, y, z beziehlich ma, my, mz,

” ¢ ” n,
no U, U, W ” qu, gv, qw
» p »” P

wo m, n, ¢, r Constanten sind. Sind w, v, w, p Lisungen
der Gleichungen, so werden es auch die substituirten
(Gréssen sein, wenn:

r b .
Tl T o4 i e p=m?

m it n m2

g = P e
y 4 ol e

Wenn wir also alle linearen Dimensionen der Rohre
um das mfache vergrdssern, konnen wir dieselbe Art der
Strémung nur erhalten, wenn wir die Geschwindigkeiten

auf das %fache verkleinern und die Druckunterschiede auf
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das ;1}—2 fache. Nur mit Beachtung dieser Regeln kidnnen

wir hoffen, die Geltung des Poiseuille’schen Gesetzes auch
auf weitere Rohren iibertragen zu sehen. Dass bei grosseren
Geschwindigkeiten in weiteren Réhren thatsichlich Ab-
weichungen eintreten, habe ich bei Gelegenheit der von
Hin. G. v. Piotrowski ausgefithrten Versuche schon nach-
gewiesenl); das Gleiche lisst sich an einigen der hierher
gehorigen Versuche ebenfalls zeigen.

Uebrigens kann der Erfolg bei schneller Strémung
in weiten Rohren, je nach der Form des Einganges der
Rohre sehr verschieden sein. Endet das Rohr scharf-
kantig, ohne trompetenférmige Erweiterung, so wird das
Wasser, wie meine? und Hrn. G. Kirchhoff’s% Unter-
suchungen gezeigt haben, als engerer bewegter Strahl ein-
dringen konnen, der von relativ ruhender Fliissigkeit
umgeben ist. Die anfiinglich scharfe Trennungsfliche
zwischen beiden wird erst allmihlich durch Reibung in
eine rotirende Schicht von endlicher Dicke verwischt
werden. Unter diesen Umstinden wird im Anfange des
Rohres, beziehlich, wenn es kurz ist, im ganzen Rohre
die Bewegung an der Wand und der fiir die electrischen

Verh#ltnisse entscheidende Differentialquotient 562% viel
kleiner sein, als im stationiiren Zustande der Wirbelung.
Andererseits ist es auch méglich, namentlich bei trichter-
formigem Eingange des Rohres, dass sich die Grenzfliche

des bewegten Strahles der Riohrenwand anlegt. Dann
du
: N
sein ‘miissen, als in der Fortsetzung eines sehr langen
Rohres. Wir dirfen also vollstiindige Bestiitigung der
obigen Formeln nur in so engen Rohren oder bei so

missigen Drucken erwarten, dass dabei auch das von

wird im Anfange des Rohres die Grosse viel grosser

1) Wien. Sitzungsber. XL. p. 654—655. 1860.

2) Monatsber. d. Berl. Acad. p. 215. 1868.

3) Crelle’s Journ. LXX. p. 289. (1869). Vorlesungen iiber math.
Physik (1). 22. Vorlesung.
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J. L. M. Poiseuille aufgestellte Gesetz fiir den Fluss
des Wassers durch Capillarréhren genau zutrifft.

Messende Versuche iber die Abhéingigkeit der durch
Wasserstrdmung in engen Glasrohren erzeugten Potential-
differenz von den iibrigen Bedingungen liegen vor von
den Herren Hagal) und J. W. Clark?. Beide haben
den electrischen Theil der Messung mit dem Quadrant-
electrometer ausgefithrt. Der erstere arbeitete mit destillir-
tem ‘Wasser und bestitigte die Proportionalitat der Poten-
tialdifferenz mit dem hydrostatischen Drucke; der zweite
brauchte das Wasser der Heidelberger Wasserleitung und
deren constanten Druck. Beide Arbeiten bestitigen die
Unabhingigkeit der Potentialdifferenz von der Linge der
Rohre. In Hrn. Haga’s Versuchen versteckte sich die
etwaige Abhingigkeit dieser Differenz von der Weite der
Rohre unter den zufalligen Ungleichartigkeiten der innern
Oberfliche des Rohres. Bei den Versuchen von Hrn.
Clark, der die sorgfiltigen Reinigungsmethoden des
Rohres, welche Hr. Quincke angegeben hat, unter
dessen Leitung anwendete, sind die Potentialdifferenzen,
welche nach unserer Gleichung (11b) constant sein sollten,
fiir ganz enge Rohren (VI, II, IIL, VII) von kreisférmigem
und elliptischem Querschnitte von 0,2 bis 0,7 mm mitt-
lerem innerem Durchmesser, ja selbst noch bei einer
Réhre (Ta) von 1,045 mm in der That nicht sehr erheb-
lich verschieden, trotzdem die durchfliessenden Fliissigkeits-
mengen von 1,31 bis 198,6 und 489,96 ccm fiir die Minute
variiren. Bei einer Rohre (XX) von 0,8 mm Durchmesser
und bei denjenigen Réhren, die weiter als 1,4 mm sind,
nehmen die Potentialdifferenzen sehr ab.

Berechnet man fiir die kreisformigen Riohren das
Product: Q.1

P=-g

wo @ die in der Minute durchgeflossene Wassermenge,  die
Linge, d der Durchmesser der Rohre ist, so sollte dies

1) Wied. Ann. IL p. 326—835. 1877,
2) Wied. Ann. IT. p. 335—846, 1877,
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nach Poiseunille’s Gesetze constant sein. Die Werthe
sind aber:

hug;l-ler ‘DurchmesserJ Linge { Q p10—4
Rohre | mm mm | em?
e ’ ’ -

11 02952 2265 \ 5,0 14913

VII L0698 . 1123 | 198,6 9737

XX I 07952 | 1421 1655 5526

1a L 1,045 bo208,9 489,96 | 8370

1 1,413 L 2246 | 994,75 5605

X | 1,81 L8850 | 241745 | 2337

Die Werthe von p lassen erkennen, dass Poiseuille’s
(Gesetz hochstens bei der engsten Rohre noch zugetroffen
sein kann. Fiir die elliptischen Rohren, in denen nach
Poiseuille’s Theorie zu setzen wire:

2 2
p=
stimmen die Werthe gar nicht, wohl weil der Querschnitt
der engen Thermometerrohren nicht regelmissig ellip-
tisch ist.

Die engsten vier Réhren hat Hr. Clark halbirt und
fand in ihnen dann nahehin, doch nicht ganz dieselbe
Grosse der Potentialdifferenz, welche nach Gleichung (11b)
unverindert bleiben sollte. Aber es war auch nur bei
den beiden engsten die ausfliessende Wassermenge genau
verdoppelt, wie es Poiseuille’s (Gesetz fordert.

Bei den Versuchen von Hrn. Haga sind die Be-
dingungen einigermassen giinstiger fiir die Einhaltung des
genannten Gesetzes. Die Durchmesser der Réhren liegen
zwischen 0,3 und 0,7 mm. Die Rohren sind linger und
bei geringerem Drucke gebraucht worden (86 bis 250 mm
bei Haga statt 1285 mm bei Clark), sodass auch die
weiteren Rohren wohl weniger Abweichung gezeigt haben
werden, als in den Versuchen des letztgenannten Be-
obachters. Die Einflusslosigkeit der Liinge und die Pro-
portionalitit der electromotorischen Kraft traten sehr gut
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heraus, aber eine weitere Controle durch die Ausfluss-
mengen liegt nicht vor.

Die Grosse der electromotorischen Kraft fand Hr.
Haga bei 100 mm Quecksilberdruck fir kéufliches
destillirtes Wasser zwischen 0,5 und 0,9 Daniell, fiir
sorgfaltiges frisch destillirtes bis zu 4,5 Daniell. Wenn
wir hierauf die obige Formel anwenden, bekommen wir
als niedrigsten Werth der Potentialdifferenz der in das
Wasser fallenden Doppelschicht 4,8656 Daniell’s, etwas
grosser als die frither gefundenen Werthe. Diese ent-
spriche namlich dem niedrigsten Leitungsvermdgen des
destillirten Wassers, wie es von Kohlrausch erhalten
worden ist, 0,72 . 10—10 verglichen mit Quecksilber.
Magnus’ Werth 1,3 wiirde fast das Doppelte geben,
Quincke’s Werth nahe das Dreifache.

‘Wird nicht die Potentialdifferenz beobachtet, sondern
die Intensitit des in einem gut leitenden Drahte fliessen-
den Stromes mit Eliminirung der Polarisation der Platten,
wie es Hr. Edlund') gemacht hat, so ergibt die von uns
entwickelte Hypothese unter Annahme einer Strémung
nach Poiseunille’s Gesetze Folgerungen, die immerhin
mit den Ergebnissen der genannten Versuche noch in
vielen Bezichungen iibereinstimmen, obgleich Poiseuille’s
Gesetz dabel jedenfalls nicht mehr eingehalten wurde.
Letzteres zeigt sich namentlich darin, dass die mittleren
(Geschwindigkeiten bei den weiteren Réhren nahehin den
Quadratwurzeln des Druckes proportional waren und kaum
abhiingig von der Weite der Rohre, sodass die Reibung
offenbar nicht mehr den iiberwiegenden Einfluss auf die
Strémung hatte.

Der Leitungswiderstand von Hrn. Edlund’s Galvano-
meter war verschwindend klein gegen den Widerstand der
Stulen von destillirtem Wasser auch in der weitesten Rohre,
wo er 1824 000 Ohmads, und selbst fiir Wasserleitungswasser
noch 111600 Ohmads betrug. In diesem Falle kénnen wir

1) Wied. Ann. I. p. 161, 1877,
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annehmen, dass alle den Electroden zugefithrte Elec-
tricitat auch durch diese abfliesst, und so gut wie keine
riickwarts durch das Rohr.

Ich entwickele zunichst die Wirkungen, welche beil
einer Stromung nach Poiseuille’s Gesetze hitten ein-
treten milssen.

Setzen wir in einem cylindrischen Rohre:

(14) we= — Ay — 1Y = — A(o*— 7Y,
so ist die Ausflussmenge in der Zeiteinheit, wie oben
gezeigt:

, Amnrt
(142) U= +77",

&

also die mittlere Geschwindigkeit u der stromenden Fliissig-
keit gegeben durch die Gleichung:

;. Am

n.ar?=U0 = <5 ',
also:
(141h) = 4.
Dagegen ist:
Ou A
(140) B ooty

also die durch jeden Querschnitt in der Zeiteinheit ge-
fithrte Electricititsmenge:

(14d) J=2ulp;— ¢,

d. h. der electrische Strom ist unabhingig von den Dimen-
sionen des Rohres, und der mittlern Geschwindigkeit der
stromenden Fliigsigkeit proportional. Die Unabhingigkeit
vor Linge und Weite des Rohres bei gleichbleibender
mittlerer Geschwindigkeit findet Hr. Edlund bestitigt.
Aber andererseits findet er die electrische Stromung eher
den Quadraten der Geschwindigkeit (oder den Drucken)
proportional, als den Geschwindigkeiten in erster Potenz.

Ich will hier noch darauf aufmerksam machen, dass
fiir die Versuche dieser Art die Unabhiingigkeit der
Wirkung vom Durchmesser des Rohres aus der Annahme
einer Electrisirung der Fliissigkeit an der Gefisswand folgt
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und also nicht als Gegengrund. gegen diese Annahme be-
nutzt werden kann, wie es Hr. Edlund (L c. p. 188) thut.

Wenn grosse Widerstiinde in den Galvanometerkreis-
lauf eingeschaltet wurden, so musste ein Riickstrom be-
ginnen. Ist w der Widerstand des Galvanometers und w,
der der Wasserséiule, ¢ und ¢ die entsprechenden Strom-
stirken, so ist:

tw =1 w, ik =,

wo oJ, wie vorher, die den Electroden durch die Wasser-
bewegung zugefiihrte Electricititsmenge bezeichnet. s

ergibt sich daraus: T

w4 wy

sodass die Intensitit im Galvanometer, wie Hr. Edlund
wiederum bestitigt, bei gleichbleibendem Zustande in der
Wasserrdhre, also bei gleichbleibendem J und w,, dem
gesammten Widerstande des ganzen Kreises sich um-
gekehrt proportional verhalt.

Bei Hrn. Edlund’s Versuchen war die mittlere
(Geschwindigkeit 83 bis 11,0 m in der Secunde. Die
140 bis 280 mm langen Réohrenstiicke zwischen den Zu-
leitungsdrithten durchschoss das Wasser also in §; bis
4 Secunde. Die weiteren Rohren hatten 5 bis 6,4 mm
Durchmesser. Unter diesen Umstinden ist anzunehmen,
dass nur die #ussersten Schichten des Wassers von der
Reibung erheblich verzigert werden konnten. Die ge-
fundenen mittleren Geschwindigkeiten waren in der That
noch etwas mehr als halb so gross, als die den Drucken
ohne Reibung entsprechenden Ausflussgeschwindigkeiten
(14,23 und 20,13 m) hatten sein sollen. Unter diesen
Umstanden musste der Differentialquotient 6631 einen viel
hohern Werth behalten, als wenn durch lingere Wirkung
der Reibung auch die Mitte des Stromes verminderte
Geschwindigkeit gehabt hiitte, und bei den grosseren Ge-
schwindigkeiten musste er verhiltnissméssig noch grosser
werden. So erklart sich sowohl, dass die letzteren in den
weiten Rohren eine electrische Wirkung zeigen, die nahe-
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hin dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional ist,
wihrend sich in den engeren Proportionalitit mit der
ersten Potenz, welche theoretisch zu erwarten ist, wirklich
findet.

Auch ergeben die heiden weiteren Rohren, wenn man
nach der Formel (14) rechnet, electrische Momente im
destillirten Wasser von 81 Dantell fiir den Druck von
1 Atmosphire, 40,4 fir 2; fir Brunnenwasser 13,94 und
15,24 Daniell, Werthe, die viel hoher sind, als die vorher
berechneten. Unter den angegebenen Umstinden erklirt
sich diese Abweichung der Zahlenwerthe daraus, dass die
Wasserbewegung nicht, wie in der Ableitung der Glei-
chung (14d) vorausgesetzt wurde, dem Poiseunille’schen
Gesetze entsprach.

Dass Gleitung an den Winden nicht stattfinde, haben
wir bei den Versuchen von Hrn. Quincke iiber Fort-
fuhrung des Wassers durch den electrischen Strom in
engen Glasrohren nachweisen konnen. Dabei war die
Stromungsgeschwindigkeit sehr gering, und die Substanz
der Wand gut benetzbar. Ob die Grenzschicht der Flissig-
keit aber auch bei grosseren Stromgeschwindigkeiten
oder an schlecht benetzbaren Substanzen, wie Schwefel,
Schellack u. s. w. fest liegen wiirde, scheint mir noch
nicht verbiirgt zu sein. Dass Wasser an Gold einen ge-
wissen Grad von Gleitung zeigt, haben die oben citirten
Versuche von Hrn. Piotrowski erkennen lassen. Sobald
Gleitung eintritt, wird aber die Fortfihrung der elec-
trischen Grenzschicht viel schneller geschehen, als wenn
die Flugssigkeit festhaftet. Dem entsprechend wiirden
alle die besprochenen Wirkungen bei gleichbleibender
Spannungsdifferenz an der Wandfliche viel stirker auf-
treten, als bei der von uns gemachten Voraussetzung,
dass /=0 sei. Auch konnte der Umstand, dass viele
von den schwer benetzbaren Substanzen, wie namentlich
Schwefel, mit der Zeit abnehmende Wirkungen zeigen,
damit zusammenhéngen, dass die Fliissigkeit anfangs
schwiicher, spiter fester haftet.





