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V. Ueber die Fortpflanzungsgeschwindigkeit
des Schalles in elastischen Rbéhren;
von D. J. Korteweg.

Lebrer der H. Biirgerschule zu Breda (Holland).

Wenn der Schall sich in einem luftférmigen oder fliissi-
gen Medium fortpflanzt, welches in einer elastischen Rohre
eingeschlossen ist, deren Winde eine der des Mediums
vergleichbare Elasticitat besitzen, so erleidet die Fort-
ptlanzungsgeschwindigkeit eine Verringerung, so z. B. wenn
Luft in dinnwandigen Kautschukrohren oder Wasser in
Metallrohren den Schall fortleitet. Im Jahre 1825 hat
schon Savart!) und spater Liscovius?) diesen Einfluss
in Orgelpfeifen mit viereckigem Durchschnitt wahrgenom-
men und untersucht, wo eine oder mehrere der Seiten-
winde aus elastischen Membranen bestanden. Cagniard
de la Tour?) hat im Jahre 1835 versucht Fliissigkeiten
in langen Glasréhren in Schwingung zu versetzen und den
Ton wahrzunehmen; Wertheim9) hat im J. 1848 seine
bekannten Versuche mit untergetauchten Orgelpfeifen an-
gestellt; Kundt und Lehmann?® und Dvorak® haben
in jiingster Zeit die Fortpflanzungsgeschwindigkeit in
schwingenden Wassersiulen in Glasréhren von verschiede-
nem Durchmesser und verschiedener Wanddicke durch
Messung der Tonhéhe und Wellenlinge (mit Beihiilfe der
Kundt’'schen Staubfiguren) bestimmt.

Bekanntlich fand Wertheim fiir die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit des Schalles in Wasser mit seinen unter-

1) Anp. de chim. et phys. (1.) XXX. XXXII.

2) Pogg. Auon. LVIIL. p. 497.

3) Aon. de chim. et phys. LVI. Vgl auch Dvorak, Wien. Ber
LXXI. p. 815. 1875,

4) Pogg. Ann. LXXVII p. 427.

5) Pogg. Ann. CLIIL p. L

6) Pogg. Ann. CLIV. p. 15¢.
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getauchten Orgelpfeifen nur 1170 m und nicht, wie aus
directen Versuchen und dem Compressibilititscoéfficienten
abgeleitet wurde, 1450 m, und glaubte diesen Unterschied
durch die Hypothese erkliren zu miissen, die Flissigkeits-
saule schwinge wie ein Stab aus festem Stoffe. Nachdem
schon im J. 1848 Helmholtz!) gegen dieselbe Einspruch
erhoben hat, ist sie jetzt durch die Versuche von Kundt
und Dvorak experimentell widerlegt.

Es schien mir, dass die Fortpflanzungsgeschwindigkeit
des Schalles in einer mit einem fliissigen elastischen Me-
dium gefiillten elastischen Rohre sehr wohl zu berechnen
sei, und die Ergebnisse dieser Berechnung sind es, die ich
mir untenstehend mitzutheilen erlaube.

Ist R, der Radius der Rohre, a, deren Wanddicke,
E, der Elasticitatscoétficient der Rohrenwand, E der der
Flissigkeit, ¢ die specifische Masse der Flissigkeit, o, die
der Rohrenwand, so muss die Fortpflanzungsgeschwindig-
keit, solange wenigstens Reibung und Wirmeleitung ver-
nachlissigt werden kinnen, ausschliesslich von diesen Ele-
menten bedingt sein. Wir nehmen nun vorliufig an, dass
irgend ein zwischen zweien auf der Rohrenaxe senkrechten
Ebenen eingeschlossenes Fliissigkeitsscheibchen wahrend
des Vorbeischreitens der Schallwelle zwar breiter und
schmaler wird, (da die Rohrenwand nachgibt) aber durch
Ebenen begrenzt bleibt. Weiter nehmen wir an, dass die
Wellenlinge gross genug ist, um bei den in der Rohren-
wand entstehenden Spannungen nur auf die Ausdehnung
oder Eindriickung des ringférmigen Durchschnittes senk-
recht auf die Axe achten zu miissen.

Ist- die Entfernung eines Fliissigkeitstheilchens im
Gleichgewicht, also vor dem Durchgang der Welle, von
irgend einer senkrecht zur Rohrenaxe liegenden Ebene
gleich z, der Druck daselbst w und der Radius des Rohres
R, und dndern sich diese Werthe wihrend des Durch-
ganges der Welle zur Zeit ¢ um u,, p,, r,, so sind u],
p, und r, drei von » und ¢ abhingige Functionen, und es

1) Fortschr. d. Physik. 1348,
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handelt sich zunichst darum, die zwischen diesen Func-
tionen waltenden Beziehungen zu suchen.

Wir vergleichen dazu fiirs erste das Volumen eines
Scheibchens im (Gleichgewichtszustande und wihrend der
Wellenbewegung. Gesetzt, die Vorderfliche lige anfangs
in einer Entfernung » und die Hinterfliche in einer Ent-
fernung = + &, so ist das urspriingliche Volumen:

(N v=R2E. .7

In einem gegebenen Moment der Wellenbewegung liegt

dagegen die Vorderfliche in einer Entfernung z + », die

Hinterfliche in einem Abstand z 4 », + § +( ) g, die

Dicke des Scheibchens betragt jetzt §(1 + a“‘) und das

nene Volumen, da auch R, zu R +r geworden:

(2) v+ dv= (R +r).n. §Kl+aul)

oder, wenn man {el undaa—“l als kleine (Grossen betrach-
1 T

ten darf, deren Producte und Quadrate vernachlissigt
werden:

3 ar_<n g oh,

Nach der Definition des Elasticititscoéfficienten ist
jedoch:

Edv
(4) 2
demnach findet man die Beziehung:
e Pl aul 2r _
D + e + y:A 0.

Zweitens berechnen wir die Beschleunigung, die das
Scheibchen vermége des Druckunterschiedes auf Vorder-
und Hinterfliche erhilt. Die Drucke auf diese Flachen
" sind resp.:

w+ p, und w+p+ (apl) s,

auf die Flacheneinheit kommt also eine treibende Kraft
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(g%‘) §; die Masse aber betrigt auf die Flicheneinheit
0§, demnach ist die Beschleunigung:

(1I) g <%%)

0¢2 0

S

Drittens betrachten wir die Rohrenwand. Diese ist

ausgedehnt im Verhiltnisse 1:1 +%‘; auf die Quadrat-
einheit kommt also eine Spannungszunahme: %’3 wobei
wir pnoch niher auf die Bedeutung zuriickkommeil werden,
die hier dem Elasticitatscoéfficienten E zuerkannt werden
muss.

In dem dem Flissigkeitsscheibchen von der Dicke &
entsprechenden Ringe der Rohrenwand betrigt die ge-
sammte Zunahme der beiden Krifte, die sich an diametral
gegeniiberliegenden Stellen entwickeln und zwei beliebige
Halften des Rohrenwandringes zusammenhalten:

£
und diese Zunahme ist im Stande Gleichgewicht zu halten
gegen einen Ueberdruck ¢, der Flissigkeit, falls:
(3) 2R ¢, &= g‘El‘;é %S oder h= 1}_1}{11127'1 ’

Nun betrigt jedoch die Zunahme des Flissigkeits-
druckes nicht ¢, sondern p,, es bleibt also eine Kraft
p,—¢, bro Flicheneinheit iibrig, die die Bewegung des
elastischen Ringes beschleunigt. Die Masse dieses Ringes
betragt pro Flicheneinheit a; g, , also ist die Beschleunigung:

Eyaqyr

0%r — g 1,2

(I112) e = Eirf =

Wir werden auf diese allgemeinere Formel zuriick-

kommen, konnen aber in vielen Fillen, namentlich bei

grosseren Wellenlingen die Trigheit der Rohrenwand ver-
nachlassigen. Dann ist ¢, = p, und es wird einfach:

Eya r
(ITIb) po= B
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Mit Hiilfe der Beziehungen (I), II) und (IIIb) kénnen
wir jetzt zwei der drei Functiomen u,, p,, r, etwa p, und
r, eliminiren.

Wir differenziren (I) partiell nach z, so ist:

1

; Lo 0w 2 dn
(6 E 8.r+6x3+fl 61—0’
aus (IT) ergibt sich aber:
op 0.
dr Yoo
und aus (IIIb) durch partielle Differentiation nach z:
9ry _ B® O o Ry Ouy
dr = FEya, 08z  Eya a2
Man findet durch Substitution in (6):
(A} 9w _ (1 2.9&)-@’_“1 -
dx? E Elal 0 ’

Diese Formel gilt in allen Fillen, wie z. B. bei sehr
grossen Wellenlingen, wo die lebendige Kraft der trans-
versalen Bewegungen der Fliissigkeit und der Rohrenwand
gegen die der longitudinalen Bewegung der Fliissigkeit zu
vernachlissigen sel.

Die Beziehung (A), welche gilt, wenn sowohl Fliissig-
keit als Rohrenwand elastisch sind, muss lals besondere
Fille diejenigen enthalten, wo entweder nur die Flissig-
keit oder nur die Rohre als elastisch zu betrachten ist.

Der erste Fall, nur die Flissigkeit elastisch, fithrt auf
die gewdhnliche Gleichung fiir Schallbewegungen zuriick. In
diesem Falle ist E, = cc und die Formel (A) wird dann:
. 8%u 8
g i R - s

Sie stellt eine Wellenhewegung im fliissigen Medium
vor. die sich mit der Geschwindigkeit fortpHanzt:

Sy (4=l/£-
13

Im zweiten Falle, nur die Rohrenwand elastisch, die

Fliissigkeit dagegen incompressibel, der bel tropfharen
2 ag P ’
Anu. d. Phys. u. Chem. N. F. V., 34
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Flissigkeiten in sehr elastischen Rohren auftritt, z. B.
beim gewohnlichen thierischen Pulse, oder bei mit Wasser
gefiillten Kautschukrohren, ist £ = oo, also:

d0%u 20 R, 0%
O T e ae =0
was eine Wellenbewegung vorstellt, deren Fortpflanzungs-
geschwindigkeit betrigt:

a F)
(10) 8= ]/iﬁ;1 .

Weber?), Volkmann, Donders?, Ludwig, Rive,
Marey?) haben durch Versuche mit Kautschukrihren die
genaue Formel fir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der
Pulswellen zu bestimmen gesucht. Es ist ihnen dies nur
theilweise gelungen, Résal®) berechnete, angeregt durch
Marey’s Untersuchungen, mathematisch die Formel fiir
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit, und fand wirklich die
Formel (9). Moens? fand, unbekannt mit der Résal’schen
Formel, durch scharfsinnige Combination von Theorie und
Experiment eine Formel, die nur dadurch von der Ré-
sal’schen abweicht, dass sie fiir den, hier experimentell be-
stimmten Coéfficienten entweder 0,9 oder 1,03 ergibt, je-
nachdem man eine kleine Aenderung in Moens’ Unter-
suchung annimmt oder nicht, wihrend dieselbe nach der
Résal'schen Formel gleich der Eipheit sein muss. Die
Weise dagegen, wie die Geschwindigkeit von a,, £, o und
R, abhangt, wird experimentell ganz so gefunden, wie die
Résal’'sche Formel angibt. Diese Formel kann also theo-
retisch und experimentell als feststehend betrachtet wer-
den; namlich unter folgenden Bedingungen:

1) dass die Wellenliinge gegen den Rohrendurchmesser
sehr gross ist, 2) dass die lebendige Kraft der transver-
salen Bewegungen gegen die der longitudinalen zu ver-

1) Ber. d. Sichs. Ges. d. Wiss, 1850.

2) Phys. d. Menschen. 1859, p. 9.

3) Travaux du laboratoire de M. Marey. 1875.

4) Journal de Math. de Liouville. 1876, IL. p.344.

5) Die Pulscarve von Dr. A. Isebree Moens, Leiden, Brill 1878.
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nachlissigen ist, 3) dass der Elasticitatscosfficient unab-
biangig ist von der Grisse der Belastung (was beim thie-
rischen Pulse nicht, wohl aber hei Pulsbewegungen in
Kautschukrohren der Fall ist), 4) dass die Flissigkeit
als incompressibel betrachtet wird, 5) dass die durch
die Biegung der Rohrenwand erzeugten Lingstensionen
vernachlassigt werden diirfen.

Betrachten wir endlich den allgemeinen Fall, der bei
den Versuchen von Wertheim, Kundt und Dvorak
vorliegt, dass namlich weder E noch E als unendlich
gross betrachtet werden konnen, so kann man die Glei-
chung (A) nach Einfihrung der soeben berechneten Ge-
schwindigkeiten ¢ und # in die Form bringen:

1 1) w8
(1 (;—+{q—) T,
Es liegt also eine Wellenbewegung vor, deren Fortpflan-
zungsgeschwindigkeit ¥, an die Beziehung gebunden ist:

¢ 1 1 1
(12) "T}p'z‘=—o+?9?‘

»Das Quadrat des reciproken Werthes der Geschwin-
digkeit, womit Wellen sich in einer mit elastischer Fliis-
sigkeit gefiillten elastischen Rohre fortpflanzen, ist also
gleich der Summe der Quadrate der reciproken Werthe
der Schallgeschwindigkeit in der Flissigkeit bei incom-
pressibeln Wanden und der Pulswelle in der Rohre, wenn
die Flassigkeit als incompressibel betrachtet wird.«

Man hat demnach:

(13' Vp = '—-—a—ﬁ‘*. = .+ 1__ = — x —,
Vai+ i I/H_a_'z V1+2Elﬁ
ﬂ? alEl
oder auch: o« = ]/1+iE;1?i. V,. (14)
a; £y
So dass man also: ]/1 + 2ER, (15)
a B

hei den Versuchen von Wertheim, Dvorak und Kundt

als den Correctionscoéfficienten fiir den Einfluss der
34+
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‘Winde zu betrachten hat, womit die in der Réhre wahr-
genommene Fortpflanzungsgeschwindigkeit multiplicirt wer-
den muss, um die wahre Fortpflanzungsgeschwindigkeit in
dem ungehemmt ausgedehnten Medium zu finden.

Wir haben die genaue Bedeutung von E, noch nicht
angegeben, wodurch es upgewiss wird, ob fir B der
innere oder Hussere Radius der Rohre gesetzt werden
muss, Nehmen wir an, dass in der Rohre keine Lings-
tensionen entstehen, so hait es nicht schwer, mit Beihiilfe
der Elasticititstheorie die Dicke a; der Roéhre bei der
Berechnung von £) zu beriicksichtigen. Sei E', der ge-
wohnliche Elasticititscoéfficient der Rohrenwand, welcher
also auch beim Ausdelnen eines Stabes aus demselben
Stoffe auftritt, so ist:

. i a
(16) E = £, {1“<1+ﬂfﬁ>7ﬁlﬂ}’
worin A - und p die beiden bekannten Hiilfsgrossen der
Elasticititstheorie vorstellen.

Nach Poisson’s Hypothese ist 4 = u (17), nach
Wertheim 2 = 2u (18), was jedenfalls der Wahrheit
niher ist. Nehmen wir dus Wertheim’sche Verhiiltniss an,
so ist demnach:

- FE _bm

(19) E = (1=,

also:

(20) w="V,. Vl L ER_
a,. E, (1—?5%;\)

P . o
Ist nun R‘— ein kleiner Bruch, so darf man mit hin-
1

reichender Genauigkeit setzen:

_ 2ER, oal V EQ2R, +13a).
(21) = VPVI + alL"—'{(l a =V, {1+ —aE

Diese Formel schlagen wir ulso zur Berechnung der Cor-
rection fiir das Nachgeben der Wund bei Schallschwin-
gungen in cylindrischen Rohren vor, die in Bezug auf das
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fliissige Medium nicht als vollkommen unelastisch betrach-
tet werden koénnen. In der Regel wird aber schon die
Formel (14) geniigen, wenn man in Betracht nimmt, dass
die Experimente nichts weniger als genau sind.

Uebrigens ist auch die Formel (21) nicht vollkommen
richtig, da angenommen wird, dass keine Lingstersionen
stattfinden. Da indess die Rohrenwand unter erhéhtem
Drucke steht, so verkiirzt sich die Réhre, indem sich ihr
Radius vergrdssert. Die relative Verkiirzung ist der

t . .
T "_}_,L,‘_)" Theil der relativen Zunahme des Radius, also:
(‘2_-),) ' ] i 7y

L™ "2+ B’
oder nach Poisson ein Viertel, nach Wertheim ein
Drittel.

Diese periodische Verkiirzung und Verlangerung der
Rohrentheile wird aber je nach der Befestigungsweise der
Rohre mehr oder weniger beeintrichtigt sein konnen, und
jedenfalls wird sich ihr die Tragheit der Rohre entgeger-
stellen. Dadurch werden also Lingstensionen entstehen.
Es wiirde schwieirg sein diese fiir ein bestimmtes Ex-
periment mit in Rechnung zu ziehen. Im #ussersten
Falle, wo jede Verschiebung eines Rohrentheiles voll-
kommen unméglich wire, ergibt die Elasticititstheorie:

oy f 22 Vo | 32+ 24 ap )
) — R — — i
(3 B =1+ GlL+200 +20)] 'El'kl 202 + 2u) ‘Rl)
oder nach Poisson: E1=1%.E'l.(1 - ;—;‘1), (24)

nach Wertheim: E =1 é—.E’l ( — %‘1} (25)

Es ist nicht unsere Absicht, die bisher angesteliten Ver-
suche einer eingehenden Kritik zu unterziehen. Wirsind der
Meinung, dass es neuer Experimente mit sehr verschiedenen
Roshrenradien und Wanddicken bedarf, um zu untersuchen,
in wiefern die Formel von den beobachteten Erscheinungen
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gehorige Rechenschaft gibt, weil wahrscheinlich die Ab-
weichungen von unserer Formel, die allerdings betrichtlich,
aber sehr unregelmissig sind, den Beobachtungsfehlern zu-
zuschreiben sind. Die hiufige Uebereinstimmung darf um
so weniger fir zufillig gehalten werden, da unsere Formel
keinen aus den Versuchen entnommenen Coéfficienten enthilt.
Auch dirften ausser jener Correction noch andere Correc-
tionen zufolge von Reibung oder von Longitudinalschwin-
gungen der Rohre angebracht werden miissen. — Die gegen
die Wertheim’schen Versuche mit Orgelpfeifen in Luft zur
Bestimmung der Schallgeschwindigkeit von Kundt?!) er-
hobenen Bedenken gelten in viel hoherem Maasse von den
in Wasser getauchten Orgelpfeifen.

Wertheim benutzte drei Rohren, 4, B, C von
Messing von resp. 4, 2, 1 cm Durchmesser und 02, 0,3
und 0,1 Wanddicke; und eine D von Glas von 2 cm
Durchmesser und 0,1 cm Wanddicke.

Die dazu gehorigen Correctionscoéfficienten, nach
Gleichung (2) berechnet, sind, wenn man fir die Elas-
ticititscoéfficienten von Wasser, Messing und Glas in
Centimetern und Grammen: 2,107, 9,10% und 6,10° nimmt:

A=1216, B=1093, C=1125, D=13I1.

Wertheim benutzte als einzigen Correctionscoéfticien-
ten fiir alle Rohren:

3 <
V—Q— = 1,220,

der im Mittel ein gutstimmendes Resultat gibt und ungefihr
dem Correctionscoéfficienten, den die Réhre 4 nach unserer
Theorie haben miisste, entspricht. Bei der zahlreicheren
Reihe der Versuche in Wasser zwischen 20° und 30° hat
er diese Rohre und danach die Rohre D bei weitem am
haufigsten benutzt.

Von den Kundt'schen und Lehmann’schen Versuchen
gehen wir untenstehend die Resultate, mit Hinzufigung

1) Pogg. Aun. CXXXV. p. 337
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einer neuen Columne, die den Werth von « — die Schall-
geschwindigkeit im Wasser — angibt. Dieser Werth ist aus
unserer Formel (19) berechnet, wobei fir Glas wiederum
E =86,10% gesetzt ist. Man miisste also in der letzten
Columne stets ungefihr 1450 m finden.

v

i ! Mittierer Werth
Nummer, ' @ 2R, J t beobn};htet voll: aer%:rec:met
_ } mm mm Grade Celsius, m m
| 1
i 18,3 | 1041,3
] '3 »
1 | 22 ' 287 { 185 | 10395 1210
! ; | 12186
2 130 . 340 17,0 12327 | 1480
! | ; 1231,
5 ‘ | 1264,0 .
3 1 3,0 l 23,5 18,0 } 12604 . 1490
. . 1358,1
] 3
4 35 20 ) 185 | 13570 1510
i [ 182 [ 13607
5 50 | 165 18,2 1366,8 1470
| 191 | 13333 |
8 5,0 140 ¢ 222 13832 1480

Bedenkt man nun, dass der Elasticitiitscoéfficient der
Glaswand hier ziemlich willkithrlich gewihlt ist, so konnen
die Versuche mit den Rihren 2, 3, 5 und 6 als eine vor-
laufige Bestatigung der Theorie betrachtet werden. Die
Versuche 1 und 4 widersprechen jedoch derselben. In-
dess diirfte dies der Ungenauigkeit der Beobachtungen
zususchreiben sein. Da nimlich die Versuche im allge-
meinen den Ausspruch von Helmholtz bestatigen, dass die
Fortpflanzungsgeschwindigkeit bei kleinerem Radius und
grosserer Wanddicke kleiner wird, so musste dies bei der
Rohre 4 im Verhiltniss zu Rohre 5 zutreffen, wihrend bei
Rohre 6 bei dem kleineren Radius die Fortpflanaungs-
geschwindigkeit ¥, sehr deutlich die in 5 ibertrifft. —
Wahrscheinlich ist die Beobachtung in Rébre 4 fehlerhaft.
Bei Rohre 1 ist dies nicht so deutlich nachzuweisen.

Auch Dvorak!) hat Versuche mit schwingenden
Wassersidulen in (Glasrshren angestellt. Es folgen hier seine

1) Pogg. Aun. CLIV. p. 156.
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Resultate mit der daraus nach meiner Correctionsformel
berechneten Fortpflanzungsgeschwindigkeit in Wasser:

| Beobachtet Berechnet
Nummer. | @ 2R, { Vp [
1 0,82 17,9 . 993 1340
2 0,63 11,7 1046 1360
3 0,52 8,46 1164 1470
4 2,00 . 15,00 1213 1380-
5 i 200 11,00 1281 1440

Bei spiateren Versuchen von Dvorak!) mit einer
Rohre von 15 mm Durchmesser und einer Wanddicke von
'/, mm betrug die Fortpflanzungsgeschwindigkeit im Wasser
etwa 940 cm. Nach unserer Formel findet man 1410 m.
Dies stimmt ziemlich gut und ist darum wichtig, weil der
Einfluss der Winde hier am bedeutendsten ist, und also
die weniger giinstigen Resultate mit den Réhren 1 und 2
wieder ausgleicht.

Bisher haben wir angenommen, dass man die lebendige
Kraft der transversalen Bewegungen der Rohrenwiinde und
der Fliissigkeit vernachlissigen konne. Bei schwingenden
Luftsiulen in Kautschukréhren, wenn die Masse der Rohren-
wand die der Fliissigkeit weit iibertrifft, kann indess die
lebendige Kraft der Rohrenwand einen betrichtlichen Theil
der ganzen lebendigen Kraft ausmachen, indem immer noch
die lebendige Kraft der transversalen Bewegung der Fliissig-
keit gegen die ihrer longitudinalen Bewegung dusserst klein
bleibt. Wir setzen jetzt also voraus, dass die R6hrenwand
und Flissigkeit elastisch seien, die lebendige Kraft der
transversalen Bewegung der Réhrenwand nicht, die der
Flussigkeit wohl vernachlissigt werden diirfe.

Wir haben dann zwischen u,, p, und r, die Beziehungen:
(1), (IT) und (IIla). Differenzirt man wieder (I) partiell

nach z, und substituirt den so fiw 2 gefundenen Werth

O
in (1I); 16st man dann %r-; auf, so findet man:

1) Wien. Ber. LXXIL p. 315, 1875.
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: or 8%u KL
26) o _ uy | By 6%y
(26) 3z R ey AT 3

Differenzirt man ebenso (IIla) partiell nach » und

substituirt hier fir 22! seinen Werth aus (II), so ergibt sich:

dz
- g} 0%u Fia;, 0
(27 a0 5. 7;31[“=—\ 6("1— 1%01 6_%

Substituirt man hierin den Werth von % aus Glei-

chung (26), sowohl im ersten als im zweiten Gliede, so
findet sich endlich die partielle Differentialgleichung der
Wellenbewegung im vorliegenden Falle:

(B) a0 9 B2 8wy Riajg, Oty [291?.1

2,918%% 0%y _
EE §p E a2 e8TVE TE 0.

E| e Mg T

Fithren wir jetzt in diese Grleichung ausser den Hilfs-
grossen « und . deren Bedeutung wir aus (Gleichung (8)
und (10) kennen, die Grisse:

28 y _VEI
; v o=/
1

ein, welche die Schallgeschwindigkeit in dem Medium, aus
welchem die Réhrenwand verfertigt ist, vorstellt, und divi-
siven wir durch a;, so geht die Formel tiber in:

R d'u R?2 dtu 9w 0u
2 e/ St St SN 1 i N
(29) aly? 9 2 0x%.08 * < et ﬂ"\ e T P v.

Substituirt map in dieser Formel:
{30) w =0b. cos{%l(x—a’t) +ﬂ’},

su tinden wir zur Berechnung der Fortpflanzungsgeschwin-

digkeit ¢

g1, B (2a) B _.-)2. a_ 1o e = O

(-51‘) ;'_,;7/’2' (‘T) o 7/~ k [74 Vpg o + 1 = 0
Diese quadratische Gleichung besitzt zwei Wurzeln,

eine. die fir A = oo unendlich gross wird, eine andere,
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die filr A = oo gleich dem Werthe ¥V, wird, fiir den wir

gefunden haben:
1

1 1

(12) 172 + e
Natiirlich kommt nur diese letztere in Betracht.

Fiir sehr grosse Werthe von 2 gibt uns Gleichung (31)
die Liosung:
(32) &=V,
wie sich erwarten liess.

Fiir grosse Werthe von A wird man noch immer in
den beiden ersten und kleinsten Gliedern ¥V, fiir «' setzen
diirfen; man findet dann:

T 2 By\? V! znzﬁ){ 7p?
33) “= LPVI +(‘1 ) ,‘272"( )

Nun ist zweifelsobne bei allen gemachten oder zu machen-

den Versuchen * lR‘ ein kleiner Bruch. Wenn also y
grosser, ebenso gross oder nicht sehr vielmal kleiner ist,
als ¢ und ¥V, — welche Bedingung bei den Versuchen
von Wertheim, Kundt und Dvorfak reichlich erfiillt
1st — dann ist das Weglassen der Glieder der vierten

Ordnung in (B) und somit die Anwendung der Formel (A)
vollkommen gerechtfertigt.

Nur wenn man z. B. den Einfluss diinner Kautschuk-
réhrenwinde (y=>50 bis 40 m) auf die Schallgeschwindigkeit
in Luft erforschen wollte, diirfte man auch bei ziemlich
ansehnlicher Wellenlinge die Glieder der vierten Ordnung
nicht vernachléssigen, und miisste sodann die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit — die man so in ziemlich hohem Grade
von der Wellenlinge abhingig finden wird — aus der
quadratischen Gleichung (31) oder annihernd aus (33) be-
rechnen.

Eine Untersuchung solcher Wellen wire gewiss hochst
interessant, und die von J. Bosscha!) angegebene und

1) Pogg. Ann, XCIIL p. 485.
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spiter von Faye?) empfohlene Methode wire hier vielleicht
recht brauchbar.

Obwohl wir der Meinung sind, dass bei sehr kleiner
Wellenldnge, wo die lebendige Kraft der transversalen
Flissigkeitsbewegung nicht mehr zu vernachlissigen ist
mehrere Fehlerursachen auftreten werden, so diirfte es
doch vielleicht nicht ohne Interesse sein, in aller Kiirze
zu untersuchen, welchen Einfluss das Verlassen der Scheib-
chenhypothese (Hypothese des Parallelismus der Schich-
ten) auf das Resultat der Berechnung haben wird.

Die Lage eines Fliissigkeitstheilchens im leichgewichte
definiren wir wieder durch z und durch seine Entfernung R
von der Rohrenaxe, der im Gleichgewichte herrschende
Druck sei wieder w. Beim Vorbeischreiten der Welle
indere sich z zu z4+u, Rzu R+7r, w 2u w4 p, wo
jetzt aber u, w und p Functionen von «, R und ¢ vor-
stellen. Es sind dann R,, %, r,, p, die Grenzwerthe von
R, u, r, p fur die Flussigkeitsschichten, die an der Rohren-
wand unmittelbar anliegen, fir welche also: B = R,. Es
sind also ,, r, p, nur noch Functionen von z und ¢
Statt (I) erhalten wir jetzt:

p v 8r du_
(P) Etrtsrtea=0
Es ist weiter:
ap ap
. 0%u 0x 0%r dR
(Q) at‘z:_"g‘" az?= —T: (R)
endlich haben wir die Grenzbedingung:
- Bon
, ar B
(5) ET: s

Wir lésen diese (leichungen durch das System:

(34) i =1u.cCcos {Z;f r— 0t + 7,},

1) Pogg. Ann. CXVIII p. 610.
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(33) r=r sm{QT"(r_()t).{_y},
(36) 'p =p'. sin {?J—"’(z — 0t) + 7},

worin ', , p’ niher zu bestimmende Functionen dar-
stellen, die nur von R, nicht von # und ¢ abhingig gesetzt
werden, und wo d jetzt die gesuchte Fortpflanzungs-
geschwindigkeit vorstellt.

Durch Substitution in (P), (Q), (R) und (S) ergeben
sich die Beziehungen:

- r r dr .
(87) rtertag— 71 v=0
P I A a2 . o1 dp
(38) T.().u—vg—-O. Sa - O T . 22 =0 (39)
und die Grenzbedingung:
, » [ Iya 40 o

(40) o= (B —me, A ).
Aus Gleichung (39) resp. (38) ergibt sich:

@y (A .
(41) = g G R U=, P (42)

Durch Substitution dieser Ausdriicke in Gleichung (37)
erhilt man, indem man die Fortpflanzungsgeschwindigkeit

des Schalles « =V% in der Fliissigkeit einsetzt:

8p 1 8p 4=, 0%\,
(43) R (R
Die Losung dieser Gleichung durch Reihenent-
wickelung und durch bestimmte Integrale ist bekannt.})
Fiigt man die Bedingung hinein, dass p’ fir R=0 endlich
bleiben soll und setzt:

, —_ 1 ”xcos() 7 at x8
44) K(r)=J, () =1)= ;I—Se =1+ (ot et e T
v

1) 8. z. B. Boole, a treatise on diff. equations, XVIL. § 10,
XVIIL § 3, 1865.
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wo J,(z) die erste Bessel'sche Function vorstellt, so be-
schrinkt sie sich auf:

- , 2 Rl/ o2
(43) p=a0.K(-—7:- 1—]:2)

und aus Gleichung {41) findet man dann:

__52
o art (2n R 92

a2 ; hd ’ i g
(4()) T—-ao. ._271—(52;')—.1(( T 1—::?)‘

Die Grenzbedingung (40) verwandelt sich dabei in die
Gleichung:

onR, |/, & Eaq in?
K(—T L 1—;3> = (T?{l -0 - 5 - 02|

(47) N Vo
'A' .vl—— Kr (ZTI.RI]/I

LY 2714)3

woraus man jetzt die gesuchte Fortpﬂanzungsgeschwindig-
keit § zu finden hitte.
Nehmen wir an, es handle sich nur um eine Correc-

tion von ¥, und f‘- sei ein kleiner Bruch, so darf man

sich bei der Entwickelung von K(z) und K’(r) nach «
aut die zwel ersten Glieder beschrinken, also:

(48) K(z)=1+ “"f K'(z)= 7. (1 + %2), (49)
indem:

(50) z=?"_f.x-|/1__"§.

Aus Gleichung (47) ergibt sich dann:

_ 2 R 4n24? 1 2
m"+i=W*%%”:fﬂﬁ—ﬁb+ﬁ’

. a, £,
wo wieder: p= l/ lz Rll (10)
Man dart hier iiberall, wo es sich um Corrections-
glieder handelt, fir & den Werth V, aus Gleichung (12)
einsetzen, und es ergibt sich:
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(52) 1+f=ﬂ2<;_z_;%\(1_‘fb‘ﬂﬁ.ﬂ>,

8 / 29 8312
: 2
wo jetzt: T = 2an1 (1 — V;?? ) (53)
indem stets: V, <e und V, <f. (54)
Es ist also:
.= 1 11 22 | ao Ry 4n2V,,2)
%9) 52 &9—5’5<1+'§+ 29 g )’
oder
5 Lt (2 mo Ry 4n V:v'z>
(56) =7 +3—z(§ +t2, e )
=n Ip2 (22 a0y Ry 4n2 V2
S VP{ (G ek ing )}

oder wenn man den Werth der Gleichung (33) fir =
einsetzt:

68) 0=V, {1 - R (1 By mn B d Fe)

4302

Aus dieser Gleichung ergibt sich, dass man die trans-

versale Bewegung der Flissigkeit vernachlassigen und also
die Scheibchenhypothese annehmen darf, so lange:

- ntR2. Vp? ¥p?
(59) IR (1 T )

o3

ein kleiner Bruch ist.

Ob man auch die transversale Bewegung der Réhren-
wand vernachlissigen kann, hingt von dem Werthe des
Ausdrucks ab:

‘11913_1,4"2.171’1:&31_&.@_2.5’1/AI__L

(60) 4 3 o 2 7T
SEVEE NN i)
=g\ = aty?)’

was auch in Uebereinstimmung mit Gleichung (33) ist.
Wenn das Verhaltniss %‘ gross ist, so wird man die Be-

wegung der Rohrenwand meistentheils mit in Rechnung
ziehen miissen.



