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V. Ueber dde Fortpflanamgsgeschwinclig7ceit 
ctes &haUes 4n elasrtschert RGhren; 

urn D. J. Eortezueg.  
Lehrer der H. Burgerschule zu B r e d a  (Holland). 

w e n ,  der Schall sich in einem luftformigen oder flussi- 
gen Medium fortpflanzt, welches in einer elastischen Rohre 
eingeschlossen ist , deren Wande eine der des Mediums 
vergleichbare Elasticitat besitzen , So erleidet die Fort-  
ptlanzungsgeschwindigkeit eine Verringerung, so z. B. wenn 
Luft  in dunnwandigen Kautschukrohren oder Wasser in 
Xetallrohren den Schall fortleitet.. I m  Jahre  1825 hat 
schon S a v a r t ’ )  und spater L i s c o v i u s s )  diesen Einfluss 
in Orgelpfeifen mit viereckigem Durchschnitt wahrgenom- 
men und untersucht, wo eine oder mehrere der Seiten- 
wandc aus elastischen Membranen bestanden. C a g n i a  r d 
de l a  Tour3)  hat im Jahre 1835 versucht Flussigkeiten 
in langen Glasrohren in Schwingung zu versetzen und den 
Ton wahrzunehmen; W e r t h e i m 4 )  hat im J .  1848 seine 
bekannten Versuche mit untergetauchten Orgelpfeifen an- 
gestellt; K u n d t  und L e h m a n n s )  und DvoElike) haben 
in jiingster Zeit die Fortpflanzungsgeschwindigkeit in 
schwingenden Wassersgulen in Glasrohren von verachiede- 
nem Durchmesser und verschiedener Wanddicke durch 
Messung der Tonhohe und Wellenliinge (mit Beihulfe der 
Kundt’schen Staubfiguren) bestimmt. 

Bekanntlich fand W e r t h e i m fur die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des Schalles in Wasser mit seinen unter- 

1) Ann. de cbim. e t  phys. (1.) SYS. YYXII. 
2) Pogg. Ann. LVII. p. 497. 
3) Ann. de chim. et phye. LVI. Vgl. auch D v o i h k ,  Wien. Bei. 

LXXI.  p. 315. 1875. 
4) Pogg. Ann. LYYVII p. #%. 
5) Pogg. Ann. CLIII. p. 1. 
6) Pogg. Ann. CLIV. p. 15L;. 
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getnuchten Orgelpfeifen nur 1170 m und nicht, wie atis 
directen Versuchen und dem Compressibilitiitscoefficienten 
abgeleitet wurde, 1450 m, und glaubte diesen Unterschied 
durch die Hypothese erklaren zu mussen, die Flussigkeits- 
saule schwinge wie ein $tab aus festem Stoffe. Nachdem 
schon im J. 1848 H e l m h o l t z ’ )  gegen dieselbe Einspruch 
erlioben hat, ist sie jetzt durch die Versuclie von K u n d t  
und D v o i i i k  experimentell widerlegt. 

Es schien mir, dass die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
des Schalles in einer mit einem flussigen elastischen Me- 
dium gefiillten elastischen Rohre sehr wohl zu berechnen 
sei, und die Ergebnisse dieser Berechnung sind es, die ich 
mir untenstehend mitzut.heilen erlaube. 

1st R, der Radius der Rolire, Q, deren Wanddicke! 
El der Elasticitatscoefficient der Rohrenwnnd, E der der 
Fliissigkeit, (1 die specitische Mnsse der Fliissigkeit, pi die 
der Rohrenwnnd , so muss die Fortpflanzungsgesch\vindig- 
keit ,  solnnge wenigstens Reihung und WBrmeleitung ver- 
nachliissigt werden kiinnen, ausschliesslich von diesen Ele- 
menten bedingt sein. W i r  nehmen nun vorliiufig an: dass 
irgend ein zmischen zweien nuf der Rohrennxe senkrechten 
Ebenen eingeschlossenes Fliissigkeitsscheibchen mahrend 
des Vorbeisclireitens der Szhallwelle zwnr breiter und 
schmaler wird, (da die Rijhrenwand nnchgibt) aber durch 
Ebenen begrenzt bleibt. Weiter nehmen wir an, dass die 
Wellenlange gross genug ist, urn bei den in der Rohren- 
wand entstehenden Spannungen nur auf die Ausdehnung 
oder Eindruckung des ringformigen Durchschnittes senk- 
recht auf die Axe achten zu miissen. 

I s t -  die Entfernung eines Fliissigkeitstheilcliens im 
Gleichgewicht, also vor den1 Durchgnng der Welle, von 
irgend einer senkrecht zur Riihrenaxe liegenden Ebene 
gleich x ,  der Druck daselbst 10 und der Radius des Rohres 
R,, und iindern sich diese Wertlie w%lirend des Durch- 
ganges der Welle zur  Zeit  t um u l ,  p , ,  r l :  so sind ri,, 

pL und r1 clrei von s und t ;ibli:ingige Functionen, und es 
1) Fortschr. d. Physik. Id-18. 
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hnndelt sich zunachst darum, die zwischen diesen Func- 
tionen waltenden Beziehungen zu suchen. 

Wir vergleichen d a m  f u r s  e r s t  e das Volumen eines 
Scheibchens im Gleichgewichtszustande und wahrend der 
Wellenbewegung. Gesetzt, die Vorderflache lage anfangs 
in einer Entfernung x und die Hinterflache in einer Ent-  
fernung x + 6,  so ist das urspriingliche Volumen: 
( 1 )  v = Rl2.l.n. 

In einem gegebenen Moment der Wellenbewegung liegt 
dagegen die Vorderflache in einer Entfernung x + ul, die 

Hinterflache in einem Abstand x + ti, + 6 + rs). t ,  die 

Dicke des Scheibchens betragt jetzt 6 1 + und das 

nene Volumen, da auch R, zu R,+r, geworden: 
i "a) 

v +  du = (R,  + r l \ ? . n .  6 ( l +  %), 1 

(2  1 

uder.  wenn i n m  T1  und 2 als kleine Grossen betrach- 
ten darf, deren Producte und Quadrate vernachlassigt 
werden: 

R1 

Nach der Definition des Elasticitatscokfficienten ist 
jedoch 
(4) 

E Av p = - - .  
1' 

demnach findet man die Beziehung: 

Z we i t e n s berechnen wir die Beschleunigung, die das 
Scheibchen vermoge des Druckunterschiedes auf Vorder- 
und Hinterflache erhalt. Die Drucke auf diese Flachen 

' sind resp.: 
d P l  t lU + P, und * + P, + (&) b7 

auf die Flacheneinheit kommt also eine treibende &aft 
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(2) 6;  die Nasse nber betriigt auf die Flacheneinheit 
9 6 ,  clemnach ist die Beschleunigung : 

D r i t t  e n s  betrachten wir die R6hrenwnnd. Diese ist 
ausgeclehnt im Verhaltnisse 1 : 1 + ; nuf die Quadrat- 

I?, l.1 einheit kommt also eine Spannungszunahme : - - , wobei 
wir noch naher auf die Bedeutung zuruckkommen merden, 
die hier dem Elasticitatscoefficienten El zuerknnnt werden 
muss. 

entsprechenden Ringe der Rohrenwand betriigt die ge- 
sammte Znnnhme der beiden Kriifte, die sich an dinmetral 
gegeniiberliegenden Stellen en twickeln und zwei beliebige 
Halften des Rijhrenwanclringes zusammenhalten : 

R 
"1 

I n  Clem dem Flussigkeitsscheibchen von cler Dicke 

und diese Zunahme ist im Stande Gleichgewicht zu halten 
gegen einen Ueberdruck ql der Fliissigkeit, falls: 

Kl a1 r1 2 R 6 = 2-E l r1  oder y, = - -. (5) 1 91 R1 R,Z 

S u n  betriigt jedoch die Zunahme c\es Elussiglreits- 
druckes nicht 'I,, sondern p , ,  es bleibt also eine Krnft  
pl-ql pro Fliicheneinheit ubrig, die die Bemegung des 
elastischen Ringes beschleunigt. Die Masse dieses Ringes 
betraigt pro Flacheneinheit a, el, also ist die Beschleunigung: 

Wir werden auf diese allgemeinere Formel zuruck- 
kommen, konnen aber in  vielen Fallen,  namentlich bei 
grosseren Wellenliingen die Tragheit  der Rohrenwand ver- 
nachlassigen. Dann ist Q, = p l  und es w i d  einfach: 

(I11 b) 
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Mit Hulfe der Beziehungen (I), 11) und ( I I I b )  konnen 
wir jetzt zwei der drei Functionen u l ,  p , ,  r1 etwa p1 und 
rl eliminiren. 

W i r  differenziren (I) partiell nach x ,  so ist :  

a u s  (11) ergibt sich aber:  

und aus ( I I I b )  durch partielle Differentiation nach 3: 

Alan findet durch Substitution in (6): 

Diese Formel gilt in allen Fallen, wie z. B. bei sehr 
grossen Wellenlllngen. wo die lebendige Krrtft der trans- 
y-ersalen Bewegungen der Flussigkeit und cler Rohrenwand 
gegen die der longitudinalen Bewegung der Fliissigkeit zu 
vernachlhsigen sei. 

Die Beziehung (A), welche gilt, wenn somohl Fluwig- 
keit nls Rohrenwand elastisch sind, muss (als besondere 
Falle diejenigen enthalten, wo entweder nur  die Fliissig- 
keit oder nur die Rohre als elastisch zu betrachten ist. 

Der  erste Fall, nur die Fliissigkeit elastisch, fuhrt auf 
die gewohnliche Gleichung fur Schallbewegungen zuriick. I n  
diesem Falle ist El = cc uncl die Formel (A) mird dann:  

j 73 

Sie stellt eine Wellenhewegung im fliissigen Medium 
vor.  die sich mit der Gesrhwindigkeit fortpflanzt: 

I m  zweiten Falle.  nur die Riihrenwsnd elastisch, die 
Fliissigkeit dagegen incompressibel , cler bei tropf baren 

A n n  d. P h p .  u. Chem. N. F. Y. 34 
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Flussigkeiten in sehr elastischen Rohren auftritt,  z. B. 
beim gewohnlichen thierischen Pulse, oder bei mit Wasser 
gefullten Kautschukrohren, ist E = CO, also : 

(9) 

was eine Wellenbewegung vorstellt, deren Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit betryigt: 

(10) 

W e b e r l ) ,  V o l k m a n n ,  D o n d e r s  a), L u d w i g ,  R i v e ,  
&La r e  y 3, haben durch Versuche mit Kautschukrohren die 
genaue Formel fiir die Fortpfanzungsgeschwindigkeit der 
Pulswellen zu bestimmen gesucht. Es ist ihnen dies nur  
theilmeise gelungen. Rks a14) berechnete, angeregt durch 
M n r e y ' s  Untersuchungen, mathematigch die Formel fur 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit , und fnnd wirklich die 
Formel  (9). M o e n s  s, fmd,  unbeknnnt mit der Rcsal'schen 
Formel,  durch scharfsinnige Combination von Tlieorie und 
Experiment eine Formel, die nur  dadurch von der R6- 
sal'schen abweicht, dass sie fiir den, hier experimentell be- 
stimmten Coefficienten entweder 0,9 oder 1,03 ergibt , je- 
nnchdem man eine kleinr: Aenderung in M o  e n s '  Unter- 
suchung annimmt oder nicht, wahrend dieselbe nach der 
Rksal'schen Formel gleich der Einheit sein muss. Die 
Weise dagegen, wie die Geschwindigkeit von a,, El p und 
R, abhangt, wird experimentell ganz so gefunden, mie die 
Rhsal'sche Formel angibt. Diese Formel kann also theo- 
retisch und esperimentell a19 feststehend betrachtet wer- 
den ; namlich unter folgenden Bedingungen : 

I) dass die Wel len lhge  gegen den Rijhrendurchmesser 
sehr gross ist, 2) dass die lebendige Kraf t  der transver- 
salen Bewegungen gegen die der longitudinalen zu ver- 

1) Ber. d. Sichs. Ges. d. Wiss. 1350. 
2) Phys .  d. Menschen. 135%. p. i9. 
3) Travaux du laboratoire de M. M a r e y .  1575. 
4) Journal de N'latb. de Liouville. 1876. 11. p. 344. 
5 )  Die Pulscorve von Dr. A. I s e b r e e  Moens,  Leiden, Brill 1878. 
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nachlassigen ist , 3) dass der Elasticitlitscoefficient unab- 
hangig ist von der Grijsse der Belastung (was beim thie- 
rischen Pulse nicht, wohl aber bei Pulsbewegungen in 
Kautschukrbhren der Fall ist), 4) dass die Fliissigkeit 
als incompressibel betrachtet wird, 5)  dass die durch 
die Biegung der Rohrenwand erzeugten Langstensionen 
vernachlissigt werden durfen. 

Betrachten wir  endlich den allgemeinen Fall ,  der bei 
den Versuchen von W e r t h e i m ,  K u n d t  und D v o i a k  
vorliegt, dass namlich weder E noch .F, als unendlich 
gross betrachtet werden konnen, so kann man die Glei- 
cliung (A) nach Einfuhrung der soeben berechneten Ge- 
schwindigkeiten u und ,3 in die Form bringen: 

Es liegt also eine Wellenbewegung vor , deren Fortpflm- 
zungsgeschwindigkeit V ,  an die Beziehung gebunden ist : 

(1'2) 

,,Das Quadrat des reciproken Werthes der Geschwin- 
digkeit, womit Wellen sich in einer mit elastischer Flus- 
sigkeit gefiillten elastischen Rohre fortpflanzen , ist also 
gleich der Summe der Quadrate der reciproken Werthe 
der Schallgeschwindigkeit in der Flussigkeit bei incom- 
pressibeln Wilnden und der Pulswelle in der Rohre, wenn 
die Fliissigkeit als incompressibel betrachtet wird." 

Man hat demnach: 

~- 
2 E R  So dass man also: 

hei den Versuchen von W e r t h e i m ,  DvoiSlk und K u n d t  
als den CorrectionscoEfficienten fur den Einfluss der 

34 * 
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W a d e  zu betmchten h a t ,  womit die in der Rohre wahr- 
genommene Fortpfianzungsgesch\indig~e~t multiplicirt wer- 
den muss, um die wnhre Fortpflanzungsgeschmindigkeit in 
dem ungehemmt ausgedehnten Nedium zu finden. 

Wir haben die genaue Bedeutung von El noch nicht 
angegeben, wodurch es ungewiss wird, ob fir R, der 
innere oder aussere Radius der Rijhre gesetzt werden 
muss. Nehmen wir a n ,  dass in der Rohre keine Liings- 
tensionen entstehen, so halt es nicht schwer, mit Beihiilfe 
der Elasticitatstheorie die Dicke al der Rohre bei der 
Berechnung yon El zu berricksichtigen. Sei E l  der ge- 
wijlinliche Elasticitiitscoefficient der Rohrenmnnd, welcher 
also iiuch beim Ausdehnen eines Stabes aus demselben 
Stoffe auftri t t ,  so ist: 

worin I . .  und p die beiden beliannten Hiilfsgrossen der 
Elasticitiitstheorie vorstellen. 

Nach P o i s s o n ’ s  Hypothese ist 1 = p (17),  nech 
W e r t h e i m  1 = 2 p  (IS),  was jedenfalls der Wahrheit 
niiher ist. Nehmen wir dus Wertheim’sche Verhiiltniss an, 
so ist demnach: 

El = E‘, ( 1  -:.a) , 
also : 

*’FH 1 + ----‘-I- . V U ~ . E ‘ ~ . ( ~ - ~ $ ; )  
(20) = rrp . 

1st nun 3- ein kleiner Bruch, so darf man mit hin- 4 
reichender Gonauiglreit setzen: 

Diese Formel schlagen wir  ulso zur Berechnung der Cor- 
rection fur das Nachgeben der W m d  bei Schallschwin- 
gungen in cylindrischen Riiliren vor! die in Bezug nuf das 
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fliissige Medium nicht als vollkommen unelastisch betrach- 
te t  werden k6nnen. In der Regel wird aber schon die 
Formel  (14) geniigen, wenn man in Betracht nimmt, dass 
die Experimente nichts weniger als genau sind. 

Uebrigens ist auch die Formel (21) nicht vollkommen 
richtig, da  angenommen wird, dass keine LBngstensiooen 
stattfinden. D a  indess die Riihrenwmd unter erhohtem 
Driicke steht, so verkiirzt sich die Rohre,  indem sich ihr  
Radius vergrossert. Die relative yerkiirzung ist der - 

Theil der relativen Zunahme des Radius, also: i. te 

2-(. -t u> 

(1'1) I - - - .LL ,  i. 
L -  2(i. + ,u) R1 

ocler iiacli P o i s s o n  ein Viertel, nach W e r t h e i m  ein 
Drittel. 

Diese periodische Verkiirzung und Veriangerung der 
Rohrentheile wird aber je nacli der Befestigungsweise der 
Rohre mehr oder weniger beeintrachtigt sein konnen, und 
jedenfalls wird sich ihr die Tragheit der Rohre entgegec- 
stellen. Dadurch werden also Liingstensionen entstehen. 
Es wiirde schwieirg sein diese fur ein bestimmtes Ex-  
perirnent mit in Rechnung zu ziehen. I m  anssersten 
F d l e  , wo ,jede Verschiebung eines Rbhrentheiles voll- 
koliirnen unmiiglich wiire, ergiht die Elasticitatstheorie: 

1 5 d e r  nach P o i s s o n :  E 1 = l G . E f 1 .  ( 1 - ~- 6 * R l , '  (24) 

(35) 

Es ist niclit unsere Absicht, die bisher angestelltenver- 
hllche einer eingehenden Krit ik zu unterziehen. Wir sind der 
Xeinung, dass es neuer Exiierimente mit sehr verschiedenen 
Rohrenradien und Wanddicken hedarf, uin zu unteiwchen. 
in \viefern clie Formel von den beobacht,eten Erscheinungen 



534 D. J. Kortetceg. 

gehorige Rechenschaft gibt , weil wnhrscheinlich die Ab- 
weichungen von unserer Formel, die allerdings betrachtlich, 
aber sehr unregelmassig sind, den Beobachtungsfehlern zu- 
zuschreiben sind. Die haufige Uebereinstimmung darf um 
so meniger fur zufallig gehalten werden, da  unsere Formel 
keinen aus denVersuchen entnommenen Coefficienten enthalt. 
Auch durften ausser jener Correction noch andere Correc- 
tionen zufolge von Reibung oder von Longituclinalschwin- 
gungen der Rohre angebrncht werden miissen. - Die gegen 
die Wertheim'schen Versuche mit Orgelpfeifen in Luft  zur 
Bestimmung der Schullgeschwindigkeit con  K u n d t I )  er-  
hobenen Bedenken gelten in vie1 hoherem Mansse von den 
in Wasser getnuchten Orgelpfeifen. 

W e r  t h e i m  benutzte clrei Riihren, A ,  B, C yon 
Messing von resp. 4, 2, 1 cm Durchmesser uncl 0,2, 0,3 
und 0,1 Wanddicke; u n d  eine D von Glas yon 2 cm 
Durchmesser und 0,1 cni Wnnddicke. 

Die dazu gehorigen CorrectionscoEfficienten, nuch 
Gleichung (2) berechnet. sintl, wenn man fiir die Elas- 
ticitatsco6fficienten von Wasser ,  Messing und Glas in 
Centimetern und Griimmen: ?,lo7, 9,10R uncl 6,108 nimmt: 

A = 1,216, B = 1,093, C =  1,125, D = 1,31i. 
W e r t h e i m  benutzte nls einzigen CorrectionscoCfficien- 

ten fur a l l e  Rohren: 

cler im Mittel ein gutstimmendes Resultst gibt und ungefahr 
dem Correctionscoefficienten, den die Rohre A nach unserer 
Theorie haben miisste ~ entspricht. Bei der zahlreicheren 
Reihe der Versuche in Wasser zwischen 20° uncl 30° hat  
er  diese Rohre und danach die Rohre D bei meitem am 
haufigsten benutzt. _ _ _  - 

Von den Kundt'schen und Lehmann'schen Versuchen 
geben mir  untenstehend die Resultnte, mit Hinzufugung 

I) Pogg. Ann. CYXXV. p. 337. 
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einer neuen Columne, die den Werth vou u - die Schall- 
geschwindigkeit im Wasser - angibt. Dieser Werth ist aus 
unserer Formel (19) berechnet, wobei far  Glas wiederum 
El = 6,10e gesetzt ist. Man miisste also in der letzten 
Columne stets ungefahr 1450 m finden. 

I a1 
Nnmmer. 

1 mrn 
I 

1270 2.2 ' 28,7 

3,o 34,O 1232,7 1480 
I 

3,O I 23,5 

3,5 21,O 

13,3 J 1041,3 { 18,s 1039,5 
1!?18,6 , 

1231,9 

1260,4 
1358,l ' "" I 1357.0 

1264,O I 14jo 

1510 

5 5,O 1 16,s 1s,2 i g::; 1170 
I la,? 

19.1 \ 1333,3 I 
6 j,O 14,O 2?,? 1393,2 1490 

Bedenkt man nun, dass der Elnsticitiitscoefficient der 
Glnswand hier ziemlich willkiihrlich gewiihlt ist, so konnen 
die Versuche mit den Riihren 2, 3, 5 und 6 nls eine vor- 
liiufige Bestatigung der Theorie betrachtet werden. Die 
Versuche 1 und 4 widersprechen jedoch derselben. In-  
dess diirfte dies der 'lingenauigkeit der Beobachtungen 
znsuschreiben sein. Da namlich die Versuche im allge- 
meinen den Ausspruch von H e  1 m ho 1 t z bestatigen, dass die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit bei kleinerem Radius und 
grosserer Wnnddicke kleiner wird, so musste dies bei der 
Rijhre 4 im Verhiiltniss zu Rohre 5 zutreflen, wiihrend bei 
Rohre 6 bei dem kleineren Radius die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit V, sehr deutlich die in 5 iibertrifft. - 
Wahrscheinlich ist die Beobaclitung in Rohre 4 fehlerhaft. 
Bei Rohre 1 ist dies nicht so deutlich nachzuweisen. 

Auch D v o  t h k  l)  hat Versuche mit schwingenden 
Wassersaulen in Glasrohren angestellt. Es folgen hier seine 
_____ 

I )  Pogg. Ann. CLIV. p. 156. 
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Resultate mit der daraus nach meiner Correctiousformel 
berechneten Fortpflanziingsgeschwindigkeit in Wasser:  

__ ____ 
I 1 Beobwhtet Berechnet 

mm mrn I m  pp I : - Nummer. , 01 2 ~ 1  
~ ~ _ _ _ _  

1 0,8? 17,9 , 993 1340 
2 0.63 1 1 , i  1046 1360 
3 0,52 Y,46 1164 1470 
4 2,oo 15,oo 1?13 1380' 
5 1 ?,OO 11 ,oo 1?Y1 1440 

Bei spateren Versuchen von D v o ii k I )  mit einer 
Riihre von 15 mm Durchmesser und einer Wanddicke von 
'/? mm betrug die Fortpflanzungsgeschwindigkeit im Wasser 
etwa 940 cm. Nach unserer Formel findet man 1410 m. 
Dies stimmt ziemlich gut und ist darum wichtig, weil der 
Einfluss cler Wande hier am bedeutendsten ist ,  und also 
die weniger giinstigen Resultnte mit den ltohren 1 und 2 

wieder ausgleicht. ~- 

Bisher haben wir angenommen, dnss inan die lebendige 
I i ra f t  der transversalen Bewegungen der RijhrenwSinde und 
cler Fliissigkeit vernachliissigen konne. Bei schwingenden 
Luftsaulen in Kautschukrijhren, wenn die AIasse der Rijhren- 
wand die der Flussigkeit weit iihertrifft, kann indess die 
lebendige Kraf t  der Riihrenwand einen betrachtlichen Theil 
der ganzen lebendigen &aft ausmachen, indem immer noch 
die lebendige Kraf t  der transversalen Bewegung der Flussig- 
keit gegen die ihrer longitudinalen Bewegung Busserst klein 
bleibt. Wir setzen jetzt also voraus, dsss die Rahrenwnnd 
und Flussigkeit elastisch seien, die lebendige Kraf t  der 
transversalen Bewegung der Rohrenwand n i  c h t ,  die der 
Fliissigkeit w o h l  vernachlissigt werden durfe. 

Wir haben dnnn zwischen ZL, .  p ,  und T ]  die Beziehungen: 
(I), (11) und (IIIa). DiEerenzirt inan wieder (I) partiell 
nach x, und substituirt den so fiir 2 gefundenen Wer th  

in (11); lost man dann --3 auf, so tindet man: a 
at 
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(26) 

Differenzirt man ebenso (IIIa) partiell nach s und 
substituirt hier fur 2 seinen Werth aus (II), so ergibt sich: 

(2 i )  

chung (26), sowohl im ersten ah im zweiten Gliede, so 
findet sich endlich die pnrtielle Differentialgleichung der 
Wellenbemegung im vorliegenden Falle: 

Fiihren wir jetzt in diese (Yeichung ausser den Hulfs- 
griissen u und ,4. deren Bedeutung wir aus Gleichung (8) 
untl  (10) kennen! die Griisre: 

(2s' 

ein. welche die Schallgeschwindigkeit in dem Medium, aus 
irelchem die Rohrenwand rerfertigt ist, vorstellt. und diri- 
siren wir durch a,,  so gelit die Formel uber in:  

Sul,stituirt msn  in dieser Formel: 

j :{( )) \"n \ u1 = b . cos 1- (x - u't) + PI , 

so tinden wir zur Berechnung der Fortpflanzungsgeschwin- 
d i gkeit a': 

Diese quadratisehe Gleichang besitzt zwei Wurzeln, 
e ine .  die fur ;I = co unendlich gross wird, eine andere. 
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die fur 1 = gleich dem Werthe V, wird, fur den wir  

Naturlich kommt nur diese letztere in Betracht. 

die Losung: 

wie sich erivarten liess. 
F u r  grosse Werthe von I. wird rnm nocli imlner in 

den beiden ersten und kleinsten Gliedern V, fiir CL' setzen 
diirfen; man findet dann: 

F u r  sehr grosse Werthe von 1 gibt uns Gleichung (31) 

(32) CL'= v,, 

7' 

Xun ist zweifelsohne bei allen gemschten oder zu machen- 

den Versuchen I ein kleiner Bruch. Wenn also y 

grosser, ebenso gross oder nicht sehr vielmal kleiner ist, 
als CL und V, - melche Bedingung bei den Versuchen 
von W e r t h e i m ,  K u n d t  und Dvo i i ik  reichlich erfullt 
ist - dann ist dns Weglnssen der Glieder der vierten 
Orclnung in (B) und somit die Anwendung der Formel (A) 
vollkommen gerechtfertigt. 

S u r  wenn man z. B. den Einfluss dunner Kautschuk- 
rohrenwande ( y  = 50 his 40 m) auf die Schallgeschwindiglteit 
in L u f t  erforschen wollte, durfte man auch bei ziemlich 
ansehnlicher Wellenlinge die Glieder der vierten Ordnung 
nicht vernachllssigen, und musste sodann die Fortpflanzungs- 
geschmindigkeit - die man so in ziemlich hohem Grade 
yon der Wellenlange abhangig finden wird - aus der 
quadratischen Gleichung (31) oder anniihernd aus (33) be- 
rechnen. 

Eine  Untersuchung solcher Wellen wiire gewiss hochst 
interessant, und die von J. B o s s c h a ' )  angegebene und 

? n  R, 

~~ 

1) Pogg. Ann. YCII. p. 485. 
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spBter von F a y e  1) empfohlene Methode ware hier vielleicht 
recht brauchbar. 

Obwohl wir der Meinung sind, dass bei sehr kleiner 
Wellenlange, wo die lebendige Kraft der transversalen 
Flussigkeitsbewegung nicht mehr zu vernachlassigen ist 
mehrere Fehlerursachen auftreten werden, so diirfte es 
doch vielleicht nicht ohne Interesse sein, in aller Ktirze 
zii untersuchen, welchen Einfluss das Verlassen der Scheib- 
chenhypothese (Hypothese des Parallelismus der Schich- 
ten) auf das Resultat der Berechnung haben wird. 

Die Lage eines Fliissigkeitstheilchens im Gleichgewichte 
definiren wir wieder durch x und durch seine Entfernung R 
von der Rohrenaxe , der im Gleichgewichte herrschende 
Druck sei wieder w. Beim Vorbeischreiten der Welle 
yiindere sich x zu x + 1 1 ,  R zn R + r ,  w zu GI + p ,  wo 
jetzt aber u ,  w uncl p Functionen ron  s, R und t vor- 
stellen. E s  sind d a m  R,, u1, T , ,  p1 die Grenzwerthe von 
R. ii, T ,  p fur die Fliissigkeitsschichten, die an der Rohren- 
wand unmittelbar anliegen, fur welche also: €2 = R,. Es 
sind also z i l ,  T ~ ,  p1 nur noch Functionen von x und t. 
Stat t  (I) erhalten wir jetzt: 

Es ist weiter: 
a_y aP 

aa a x  8% bR 
a27 = - - at? ? 4 ’  

-= - - . .  ( & j 
endlich haben wir die Qrenzbedingung : 

! S )  

(34) 

El “1 ”1 
a?,., P1 - 7- 
a 1’3 (11 01 

Wi r  losen diese Gleichungen diirch das System: 

- _  =----. 

21 = / I .  cos ‘ z z  .r - Jt) + ,.) 1 1 i 
- - - . 

1) Pogg. Ann. CYVIII. p. 810. 
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I "n 1 (35) r = r' . sin \ (.r - J't) + y, , 

p = p' . sin -j(z - fit) + 7 )  7 

worin u', r', 7' naher zu bestimrnende Functionen dar- 
stellen, die nur von R, nicht von r und t abhangig gesetzt 
werden, und \YO 6 jetzt die gesuchte Fortpflsnzungs- 
geschwindigkeit vorstellt. 

Durch Substitution in (P), (Q), (R) und (S) ergeben 
sicli die Beziehungen: 

(36) 1 ? 

p *  re dr'  2n , LT + R + -- - - ' . I 1  = 0 (37) t l i Z  I 

und die Grenzbedingung 

p', = r'l &;- - a,  !I, . -F 4 n? . P) 
(40) 

Aus Gleichung (39) resp. (35) ergibt sich: 

Durch Substitution dieser Ausdriicke in Gleichung (37) 
erhBlt man, indem man die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

des Schalles u = v$ in der Fliissigkeit einsetzt: 

(43) 

Die Losung dieser Qleichung durch Reihenent- 
wickelung und durch bestimmte Integrale ist hekannt.') 
Piigt man die Bedingung hinein, dass p' fur R=O endlich 
bleiben sol1 u n d  setzt: 

1) S. z. B. B o o l e .  a treatirr on i 1 i K  equations, SVIL. 3 10, 
SVIII. 3 3, 1S65. 
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wo Jo(z )  die erste Bessel’sche Function vorstellt, so be- 
s c h r h k t  sie sich auf: 

(45) 

und aus Gleichung (41) findet man dann:  

Die Grenzbedingung (40) verwandelt sich dabei in die 
Gleichung : 

(47) 

woraus man jetzt die gesuchte Fortpfltmzungsgeschwindig- 
keit 8 zu finden htltte. 

Nehmen wir an,  es handle sich nur urn eine Correc- 

tion von V, und I- sei ein kleiner Bruch, so darf man 

sich bei der Entwickelung yon K(r)  und K’(s)  nach .c 
a u f  die zwei ersten Glieder beschranken, also: 

271 R1 

indem: 

XZ K(2)  = 1 + 4 

Aus Gleichung (47) ergibt sich dann: 

wo wieder: 

(49) 

Man darf’ hier fiberall, wo es sich urn Corrections- 
glieder handelt, fur 3’ den Werth Vp aus Gleichung (12) 
einsetzen, und es ergibt sich: 
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5 2  1 1  a a R1 4n2Vpa , 
(52) 1 + - = pz(- - -\ (1 - *- . F)  

8 Yz aa, 2? 

wo jetzt: (53) 

indem stets: Vp < cc und V,, < p. ( 5 4  
Es ist also: 

( 5  5) 

oder : 

oder wenn man den Werth der Gleichung ( 5 3 )  fur x 
einsetzt: 

Bus dieser Gleichung ergibt sich, dass man die trans- 
versale Bewegung der Flussigkeit vernachlassigen und also 
die Scheibchenhypathese snnehmen darf, so lange: 

(59) 

ein kleiner Brucli ist. 
Ob man auch die transversale Bemegung der Rohren- 

wand vernachlassigen kann, h h g t  von dem Werthe des 
Ausdrucks ab : 

was auch in Uebereinstimmung mit Gleichung (33) ist. 
Wenn das Verhaltniss % gross i s t ,  so wird man die Be- 
wegung der Rohrenmnncl meistentheils mit in Rechnung 
ziehen miissen. 

- ___. 


