1565. ANNALEN N 7.

DER PHYSIK UND CHEMIE.
BAND CXXV.

1. Ueber verschiedene fiir die Anwendung bequeme
Formen der Hauptgleichungen der mechanischen
Wirmetheorie; von R. Clausius.

{ Vorgetragen in der naturf. Gesellsch. zu Ziirich den 24. April 1865.)

In meinen bisherigen Abhandlungen iiber die mechanische
Wirmetheorie habe ich vorzugsweise den Zweck verfolgt,
eine sichere Basis fiir die Theorie zu gewinnen, indem ich
namentlich den zweiten Hauptsatz, welcher dem Verstind-
nisse viel schwerer zuginglich ist, als der erste, in seine
einlachste und zugleich allgemeinste Form zu bringen und
seine Nothwendigkeit zu beweisen suchte. Specielle An-
wendungen habe ich nur in soweit durchgenommen, als sie
mir entweder als Beispiele zur Erlduterung zweckmifsig
oder fiir die Praxis von bhesonderem Interesse zu seyn
schienen.

Je mebr nun aber die mechanische Wirmetheorie in
ihren Principien als richtig anerkannt wird, desto mehr tritt
in physikalischen und mechanischen Kreisen das Bestreben
hervor, sie auf verschiedenartige Erscheinungen anzuwenden,
und da die betreffenden Differentialgleichungen etwas an-
ders behandelt werden miissen, als die sonst gewdhalich
vorkommenden Differentialgleichungen von d4ulserlich &hn-
lichen Gestalten, so stofst ‘man bei den Rechnungen hiufig
auf Schwierigkeiten, welche der Ausfilhrung binderlich in
den Weg treten, oder zu Fehlern Veranlassung geben.
Unter diesen Umstinden habe ich geglaubt, den Physikern
und Mechanikern einen Dienst zu erweisen, wenn ich die
Hauptgleichungen der mechanischen Wirmetheorie, indem
ich von ibren allgemeinsten Formen ausgehe, in verschie-
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dene andere auf specielle Voraussetzungen beziigliche For-
men bringe, in welchen sie sich auf die verschiedenartigen
besonderen Fille unmittelbar anwenden lassen, und demnach
bequemer fiir den Gebrauch sind, als in jenen allgemeinen
Formen.

§. 1. Die ganze mechanische Wiirmetheorie beruht auf
zwei Hauptsitzen, dem Satze von der Aequivalenz von
‘Wirme und Arbeit und dem Satze von der Aequivalenz
der Verwandlungen.

Um den ersten Satz analytisch auszudriicken, denken
wir uns irgend einen Korper, welcher seinen Zustand iin-
dert, und betrachten die Wirmemenge, welche ibin wiih-
rend dieser Zustandsinderung mitgetheilt werden mufs, Be-
zeichnen wir diese Wirmemenge mit Q, wobei cine vom
Korper abgegebene Wirmemenge als aufgcnommene nega-
tive Wiirmemenge gerechnet werden soll, so gilt fiir das
einer unendlich kleinen Zustandsinderung entsprechende
Element dQ der aufgenommenen Wirme folgende Glei-
chung:

dQ=dU-+ AdW.
Hierin bedeutet U die Grofse, welche ich zuerst in meiner
Abhandlung von 1850 in die Wirmelehre. eingefiibrt und
als"die Summe der hinzugekommenen freien Wirme und
der zu innerer Arbeit verbrauchten Wiarme definirt habe?®).
W. Thomson hat fir diese Grofse spiter den Namen
Energie des Korpers vorgeschlagen?), welcher Benennungs-
weise ich mich, als einer sehr zweckmifsig gewiblten, an-
geschlossen habe, wobei ich aber doch glaube, dafs man
sich vorbehalten kann, in solchen Fillen, wo die beiden
in U enthaltenen Bestandtheile einzeln angedeutet werden
miissen, auch den Ausdruck Wdirme- und Werkinhalt zu
gebrauchen, welcher meine urspriingliche Definition in etwas
vereinfachter Form wiedergiebt. . W bedeutet die wibrend
einer Zustandsinderung des Korpers gethane dulsere Ar-
beit, und A das Wirmeaequivalent fiir die Einheit der Ar-

1) Diese Ann. Bd. LXXIX, S. 385, und Abhandlungensammlung Abth. I,
S. 33.
2) Phil. Mag. 4** Ser. Pol. IX, p. 523.
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beit oder kiirzer das calorische Aequivalent der Arbeit.
Hiernach ist A W die nach Wiirmemaalse gemessene dufsere
Arbeit oder, gemils ciner kiirzlich von mir vorgeschlagenen
bequemeren Brennungsweise, das dufsere Werk?).

1) Teh will bei dicser Gelegenheit iiber dic Benennungsweise, welche ich
in etnem in meiner Abbandlungensammlung befindlichen Zusatze vorge-
schlagen habe, einiges mittheilen. Es ist nimlich fir die in der mecha-
nischen VVirmetheorie vorkommenden Auseinandersetzungen unbequem,
dals die VVirme und die mechanische Arbeit nach verschiedenen Maa-
[sen gemessen werden, so dals man nicht einfach von der Summe von
VWWirme und Arbeit oder von der Differenz aus VVirme und Arbeit
sprechen kann, sondern dabet immer Ausdriicke wie »VVirmeaequivalent
der Arbeit« oder »Arbeitsaequivalent der VWirme« gebrauchen mufs, Ich
habe daher vorgeschlagen, nehen der nach gewéhnlichem mechanischem
Maalse gemessenen Arbeit noch cine zweite Grifse einzufithren, welche
die nach Wirmemaafse gemessene Arbeit bedeutet, d. h. denjenigen
numerischen VVerth der Arbeit, welchen man erhilt, wenn man die
Arbeitsgrofse, welche einer VVirmeeinheit aequivalent ist, als Eiaheit
der Arbeit annimmt.  Fiir diese Grolse habe ich den Namen Werk
vorgeschlagen.

Betrachtet man nun das bet irgend einer Zustandsinderung eines
Kirpers gethane VWerk, so ist in demselben das tnnere und das dufsere
Werk zu unterscheiden.  Das gesamwmte innere VWerk, welches gethan
werden mufste, damit der Kirper in seinen gegenwiirtigen Zustand ge-
langen konnte, habe ich den FWerkinhalt des Kérpers genannt. Bei
dieser Grifse ist zn bemerken, dafs die Bestimmung ihres VVerthes nur
in der VWeise moglich ist, dals man von irgend einem Anfangszustande
ausgeht, und dann dasjenige innere VVerk bestimmt, welches gethan
werden mufste, wihrend der Korper von diesem Anfangszustande in
seinen gegenwiirtigen Zustand iberging. Man kann nun den VVerkin-
halt des Kérpers entweder in der VWeise angeben, dals man darunter
cinfach das von dem als gegeben vorausgesetzten Anfangszustande an
gethane innere VWerk verstcht, oder so, dals man zu diesemn letzteren
noch: eine unbekannte Constante addirt, welche den im Anfangszustande
schon vorhandenen VWerkinhalt bedeutet.

Ebenso verhilt es sich natiirlich auch mit der Energie, welche aus
dern VWerkinhalte und dem VVirmeinhalte besteht, Auch sic kano man
nur so bestimmen, dals man dabei von irgend einem Anfangszustande
ansgeht, und den Energiezuwachs betrachtet, welcher beim Ucbergange
ans diesern Anfangszustande in den gegenwirtigen Zustand staufinden
mufste. Bei der Angabe der Energie kann man sich dano entweder
einfach auf diesen von dem gegebenen Anfangszustande an gerechneten
Energiezuwachs beschrinken, oder man kano sich zu demselben noch

23 *



356

Wenn man der Kiirze wegen das duflsere Werk durch
einen einfachen Buchstaben bezeichnet, indem man setzt:
AW =w,
so kann man die vorige Gleichung folgendermaafsen schreiben :

D dQ=dU~+dw.

Um den zweiten Hauptsatz auf die einfachste Art apa-
Iytisch auszudriicken, wollen wir annehmen, die Verinde-
rungen, welche der Korper erleidet, bilden einen Kreispro-
cefs, durch welchen der Korper schliefslich wieder in sei-
nen Anfangszustand zuriickkommt. Unter d Q sey wieder
ein Element der aufgenommenen Wirme verstanden, und
T bedeute die vom absoluten Nullpunkte an gezablte Tem-
peratur, welche der Korper in dem Momente hat, wo er
dieses Wirmeelement aufnimmt, oder, falls der Korper in
seinen verschiedenen Theilen verschiedene Tempcraturen
hat, die Temperatur des Theiles, welcher das Wirmeele-
ment dQ aulpnimmt. Wenn man dann das Wirmeelement
durch die dazugehorige absolute Temperatur dividirt, und
den dadurch entstehenden Differentialausdruck fiir den gan-
zen Kreisprocefs integrirt, so gilt fiir das so gebildete In-
tegral die Beziehung:

am fF=0,
worin das Gleichheitszeichen in solchen Fillen anzuwen-
den ist, wo alle Verinderungen, aus denen der Kreispro-
cels besteht, in umkehrbarer Weise vor sich gehen, wihrend

in solchen Fillen, wo die Verinderungen in nicht umkehr-
barer Weise geschehen, das Zeichen < gilt').

eine unbekannte Constante hinzuaddirt denken, welche die im Anfangs-
zustande schon vorhandene Energie bedeutet.

1) In meiner Abhandlung wiiber eine unverinderte Form des zweiten
Hauptsatzes der mechanischen VVirmetheorie« (diese Aon. Bd. XCIII),
in welcher ich zuerst den auf Kreisprocesse beziglichen allgemeinsten
Ausdruck des zweiten Hauptsatzes gegeben habe, habe ich das Vorzei-
chen des darin vorkommenden Differentials d@Q anders gewihlt, als
hier, indem dort ein von dem verinderlichen Kérper an ein VVirme-
reservoir abgegebenes VVirmeelement positiv, und ein einem VVirme-
reservoir entzogenes VVirmeelement negativ gerechnet ist. Bei dieser
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§. 2. Wir wollen nun zunichst die in der Gleichung (L.)
vorkommenden Grofsen in Bezug auf ibr Verhalten bei
verschiedenen Arten von Verinderungen des Korpers niher
betrachten.

Das dufsere Werk w, welches gethan wird wihrend der
Korper aus einem gegebenen Anfangszustande in einen be-
stimmten anderen Zustand iibergeht, hingt nicht blofs vom
Anfangs- und Endzustande. sondern auch noch von der
Art des Ueberganges ab.

Ersten: kommnt es darauf an, ob die dulseren Krifte,
welche auf den Korper wirken, und welche entweder son
den ihnen entgegenwirkenden eigenen Kraften des Korpers
iiberwunden werden oder umgekehrt diese letzteren iber-
winden, (wonach wir das dufsere Werk als positives oder
negatives unterscheiden), den eigenen Kraften des Korpers
in jedem Augenblicke gleich oder von ihnen verschieden
sind, wobei natiirlich Verschiedenbeiten imwmer nur in dem
Sinne vorkommen konnen, dafs die iberwindende Kraft
grofser ist, als die iiberwundene. Man kann nun freilich
sagen, dafs jederzeit, wenn iiberhaupt eine Kraft eine an-
dere iiberwinden soll, sie dazu grolser seyn mufs, als diese;
da aber der Unterschied zwischen ihuen beliebig klein seyn
kann, so kann man den Fall, wo absolute Gleichheit statt-
findet, als den Granzfall ansehen, der, wenn er auch in der
Wirklichkeit nie erreicht wird, doch theoretisch noch als
moglich zu betrachten ist. Wenn Kraft und Gegenkraft
verschieden sind, so ist die Art, wie die Verinderung vor
sich geht, eine nicht umkehrbare.

Zweitens hingt, wenn festgesetzt ist, dafs die Verin-
derung in umkehrbarer Weise vor sich gehen soll, das

VVahl der Vorzeichen, welche bei gewissen allgemeinen theoretischen

Betrachtungen bequer ist, hat man statt (I1.) zu schreiben:

Sz

In der vorliegenden Abhandlung aber ist die im Texte getroffene VVahl,
wopach eine von dem verinderlichen Kérper aufgenommene VVirme-
menge als positiv und cine von ihm abgegebene VVirmemenge als ne-

gativ gerechnet wird, iberall beibehalten.
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dufsere Werk noch davon ab, welches die Zwischenzustinde
sind, die der Korper beim Uebergange aus dem Anfangs-
zustande in den Endzustand nach einander durchliuft, oder,
wie man sich bildlich ausdriicken kann, auf welchem Wege
der Korper aus dem Anfangszustande in den Endzustand
iibergeht.

Die Energie U des Korpers, deren Element sich in der
Gleichung (I.) neben demjenigen des iufseren Werkes be-
findet, verhilt sich ganz anders. Wenn der Anfangs- und
Endzustand des Korpers gegeben sind, so ist dadurch die
Verianderung, welche die Energic erleidet, vollstindig be-
stimmt, ohne dafs man zu wissen braucht, wie der Ueber-
gang aus dem einen Zustande in den anderen stattgefun-
den hat, indem weder der Weg des Ucberganges noch der
Unstand, ob der Uebergang in umkehrbarer oder nicht um-
kehrbarer Weise geschieht, auf dic dabei cintretende Aen-
derung der Energie einen Einflufs hat. Wenn also der
Anfangszustand und der ihm entsprechende Werth der
Energie als gegeben vorausgesetzt werden, so kann man
sagen, dafs die Energie durch den auvenbhckllch stattfin-
denden Zustand des Korpers VOHStdﬂdl"‘ bestimmt ist.

- Was. endlich die, wihrend der Zustands'&inderung von
dem Korper -aufgenommene Warme Q anbetrifft, so muls
diese, weil sie die Summe aus der Energieinderung und
dem 'gethanen dufseren Werke ist, von der Art, in wel-
cher der Uebergang des Korpers aus dem cinen Zustande
in den anderen stattfindet, in gleicher Weise abhiingen, wie
das sufsere Werk.

~ Um nun das Gebiet, welches wir zunichst zu betrach-
ten haben, abzugrinzen, mige im Folgenden so lange, bis
ausdriicklich gesagt wird, dals die nicht umkehrbaren Verin-
derungen auch in die Untersuchung mit einbegriffen werden
sollen, imwmer vorausgesetzt werden, dafs wir es nur mit
umkehrbaren Verdinderungen zu thun haben.

Die Gleichung (L), welche den ersten Hauptsatz aus-
driickt, gilt sowohl fiir umkehrbare als auch fiir nicht um-
kehrbare Veriinderungen, und man braucht sie daher, um
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sie speciell auf umkehrbare Verinderungen anzuwenden,
sulserlich in keiner Weise zu modificiren, sondern mufs
nur festsetzen, dals unier w und Q dasjenige duflsere Werk
und diejenige Wirmemenge verstanden werden sollen, wel-
che umkehrbaren Verinderungen entsprechen.

I der Beziehung (IL), welche den zweiten Hauptsatz
ausdriickt, hat man, wenn sie aufl umkehrbare Verianderun-
gen angewandt werden soll, erstens ebenfalls unter Q die
Wirmemenge zu verstchen, welche sich auf umkehrbare
Verinderungen bezieht, und zweitens hat man statt des
doppelten Zeichens < einfach das Gleichheitszeichen anzu-

wenden. Man erhilt also fiir alle umkehrbaren Kreispro-
cesse die Gleichung:
(lla) - d%? =0.

§. 3. Um wmit den Gleichungen (I.) und (IIa.) rechnen
zu konnen, wollen wir annehmen, der Zustand des betrach-
teten Korpers sey durch irgend welche Grolsen bestimmt.
Fille, welche besonders oft vorkommen, sind die, wo der
Zustand des Korpers durch seine Temperatur und sein Vo-
lumen, oder durch seine Temperatur und den Druck, unter
welchem er steht, oder endlich durch sein Volumen und
den Druck bestimmt ist. Wir wollen uns aber nicht gleich
an hesondere Grifsen binden, sondern wollen zunichst an-
nehmen, der Zustand des Korpers sey durch zwei belie-
bige Grofsen, welche x und y heilsen wigen, bestimmt,
und diese Grofsen wollen wir in den Rechnungen als die
unabhingigen Verinderlichen betrachten. Natiirlich steht
es uns dann bei specielleren Anwendungen immer frei, un-
ter einer dieser Verianderlichen oder unter beiden eine oder
zwei der vorher genannten Grifsen, Temperatur, Volumen
und Druck, zu verstehen.

Wenn die Grofsen z und y den Zustand des Korpers
bestimmen, so mufs die Grifse U, die Energie des Korpers,
welche nur von dem augenblicklich stattfindenden Zustande
des Korpers abhingt, sich durch eine Function dieser bei-
den Verinderlichen darstellen lassen.
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Anders verhilt es sich mit den Grofsen w und Q. Die
Differentialcoéfficienten dieser Grofsen, welche wir folgen-
dermaafsen bezeichnen wollen:

(1) dw dw __

E_m. d—y_n
aQ _ y. Q__
(2) E—Mv dy_N’

sind bestimmte Functionen von z und y. Wenn nimlich
festgesetzt wird, dafs die Verinderliche = in £ dx iiber-
gehen soll, wihrend y unverindert bleibt, und dafs diese
Zustandsinderung des Korpers in umkehrbarer Weise ge-
schehen soll, so bandelt es sich um einen vollkommen be-
stimmten Vorgang, und es mufs daher auch das dabei ge-
thane #ufsere Werk ein bestimmtes seyn, woraus weiter

folgt, dafs der Bruch %’_ ebenfalls einen bestimmten Werth

haben mufs. Ebenso verhilt es sich, wenn festgesetzt wird
dafs y in y + dy iibergchen soll, wihrend = constant bleibt.
Wenn hiernach die Differentialcoélficienten des #ufseren
Werkes w bestimmte Functionen von z und y sind, so
mufs zufolge der Gleichung (I.) auch von den Differential-
coéfficienten der vom Korper aufgenommenen Wirme @
dasselbe gelten, dafs auch sie bestimmte Functionen vob
z und y sind..

Bilden wir nun aber fiir dw und dQ ibre Ausdriicke
in dz und dy, indem wir unter Vernachlissigung der Glie-
der, welche in Bezug auf dz und dy von hoherer Ordnung
sind, schreiben:

3) dw =mdzr 4+ ndy

) dQ=Mdz -+ Ndy,
so erhalten wir dadurch zwei vollstindige Differentialglei-
chungen, welche sich nicht integriren lassen, so lange die
Veranderlichen « und y von einander unabhingig sind, in-
dem die Grofsen m, n und M, N der Bedingungsgleichung
der Integrabilitat, nimlich:
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nicht geniigen. Die Grofsen w und @ gehoren also zu
denjenigen, welche in der mathematischen Einleitung zur
ersten Abtheilung meiner Abhandlungensamnmlung bespro-
chen wurden, deren Eigenthiimlichkeit darin besteht, dafs
zwar ihre Differentialcoéfticienten bestimmte Functionen der
beiden unabhingigen Verinderlichen sind, dafs sie selbst
aber nicht durch solche Functionen dargestellt werden kon-
nen, sondern sich erst dann bestimmen lassen, wenn noch
eine weitere Beziehung zwischen den Verinderlichen gege-
ben und dadurch der Weg der Verinderungen vorgeschrie-
ben ist.

§. 4. Kehren wir nun zur Gleichung (I.) zuriick und
setzen darin fir dw und dQ die Ausdriicke (3) und (4)
und zerlegen ebenso dU in seine beiden auf dz und dy
beziiglichen Theile, so lautet die Gleichung:

Mdz+ Ndy=(‘;_g+m)dx—i—(%—yq—+— n) dy.

Da diese Gleichung fiir alle beliebigen Werthe von dx und
dy giiltig seyn muls, so zerfillt sie in folgende zwei:

M= m
dx
N=d—v—+—n.
dy

Differentiiren wir die erste dieser Gleicbhungen nach y nnd
die zweite nach z, so erhalten wir

aV aU dm

dy dzdy T dy

AN _ U dn

dx  dydx ' dx’

Nun ist auf U der fiir jede Function von zwei unabhingi-
gen Verinderlichen geltende Satz anzuwenden, dafs, wenn
man sie nach den beiden Verinderlichen differentiirt, die
Ordoung der Differentiationen gleichgiiltig ist, so dafs man

setzen kann:
U rU
dxdy dydx’
Wenn man unter Beriicksichtigung dieser letzten Gleichung
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die zweite der beiden vorigen Gleichungen von der ersten
abzieht, so kommt:
dM dN_dm da
®) W_—E dy  dx’
In ihnlicher Weise wollen wir nun auch die Gleichung
(11.) behandeln. Setzen wir in derselben fiir dQ seinen

Werth aus (4) ein, so lautet sie:

S (Fde+Zay)=o.

‘Wenn das hier an der linken Seite stehende Integral je-
desmal, so oft & und y wieder zu ihren urspriinglichen
Werthen gelangen, Null werden soll, so mufls der unter
dem Integralzeichen stchende Ausdruck das vollstindige
Differential eciner Function von z und y seyn, und es mufs
daher die oben besprochene Bedingungsgleichung der Inte-
grabilitat erfiillt seyn, welche fiir diesen Fall folgendermaa-

{sen lautet:
N
dy ( T) dx (LT

Fithrt man hierin die Differentiationen aus, indem man be-
denkt, dafs die Temperatur T des Korpers ebenfalls als
Function von z und y zu betrachten ist, so kommt:
L dM M dT 1 dN N ﬂ‘
T'dy T:'dy T 'dz T dx?
oder anders geordnet:
dM dN aT dT
(6) dy —(_i—.;_i'-(M dy—NF;)'

Den beiden so erhaltenen Gleichungen (5) und (6) wol-
len wir noch eine etwas andere iufsere Gestalt gében.
Um nicht zu viele verschiedene Buchstaben in den For-
meln zu haben, wollen wir fir M und N, welche als ab-

gekiirzte Zeichen fiir die Differentialcoéfficienten %—g und

‘:13 eingefiihrt sind, kiinftig wieder die Differentialcoéfficien-

ten selbst schreiben. Betrachten wir ferner die in (3) an
der rechten Seite stehende Differenz, welche, wenn wir
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. . . . oy d
auch fir m und » wieder die Differentialcoéfficienten d—':

und %’f schreiben, lautet:
" 4ty 4 (dny
dy\dx dx\dy/’
so ist die durch diese Differenz dargestelite Groflse eine
Function von z und y, die gewdbnlich als bekanut anzu-
nehmen ist, indem die von aufsen auf den Korper wirken-
den Krifte der directen Beobachtung zugiinglich sind, und
daraus dann weiter das iiulsere Werk bestimmt werden
kann. Wir wollen dicse Differenz, welche im Folgenden
sehr hiufig vorkommt, die auf vy beziigliche Werkdifferenz
nennen, und dafiir ein besonderes Zeichen einfiibren, indem

wir setzen:
- d sfdw d sdw
M E,=z (G5 — ()

Durch diese Aenderungen in der Bezeichnung gchen die
Gleichungen (3) und (6) iiber in:

5 AD-4(D=E.

o (7) — (G,
ddQ\  ddQ\ 1 dT dQ dT dQ
9 () ()=l == ).
e rly(d.r dr(dy) T\dy "dx dx d_l/)

Diese beiden Gleichungen bilden die auf uwkehrbare
Verinderungen beziiglichen analytischen Ausdriicke der bei-
den Hauptsitze fiir den Fall, wo der Zustand des Kirpers
durch zwei beliebige Verinderliche bestimmt ist. Aus die-
sen Gleichungen ergiebt sich sofort noch eine dritte, welche
in sofern einfacher ist, als sie nur dic Differentialcoéfficien-
ten erster Ordnung von Q eunthilt, nimlich: '

dT d dT d
aop 7 ._ﬁ — 3'3‘3‘= TE,,.

§. 5. Besonders einfach werden die drei vorstehenden
Gleichungen, wenn man als eine der unabhingigen Verin-
derlichen die Temperatur des Kirpers wahlt. Wir wollen
zu dem Zwecke y = T setzen, so dafls nun die noch un-
bestimmt gelassene Gréfse z und die Temperatur ‘T die bei-
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den unabhingigen Verinderlichen sind. Wenn y=T ist,
so folgt daraus ohne Weiteres, dafs

ist. Was ferner den Differentialcoéfficienten :—Z‘ anbetrifft,

so ist bei der Bildung desselben vorausgesetzt, dafs, wih-
rend ¢ in ¢+ dz ibergeht, die andere Verinderliche,
welche bisher y hiels, constant bleibe. Da nun gegenwir-
tig T selbst die andere Verinderliche ist, welche in dem
Differentialcoéfficienten als constant vorausgesetzt wird, so
folgt daraus, dals man zu setzen hat:

aT

-—=0.

dx

Bilden wir nun zunichst die auf x T beziigliche Werkdiffe-
renz, so lautet diese:

d sdw d sdw
an  E.=z3(59)— G

und unter Anwendung dieses Werthes gehen die Gleichun-
gen (8), (9) und (10) iber in:

d (dQ\  d dQy_
12) 55—z G =E-

d (dQ ddQy__ 1 dQ
W F@-z@=7%
(14) '§= TE.,.
Wenn man das in (14) gegebene Product TE,, statt

des Differentialcoéfficienten % in die Gleichung (12) ein-

setzt, und es, wie dort vorgeschrieben ist, nach T differen-
tiirt, so erhalt man noch folgende einfache Gleichung:

d (dQ\_ mdE.r

) GD=T%

§. 6. Bisher haben wir iiber ‘die 4ufseren Krifte, de-

nen der Korper unterworfen ist, und auf welche sich das

bei Zustandsinderungen gethane #ufsere Werk bezieht,

keine besonderen Annahmen gemacht. Wir wollen nun

einen Fall niher betrachten, welcher vorzugsweise hiufig
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vorkommt, niamlich den, wo die einzige vorhandene dufsere
Kraft, oder wenigstens die einzige, welche bedeutend genug
ist, um bei den Rechnungen Beriicksichtigung zu verdienen,
ein auf die Oberfliche des Korpers wirkender Druck ist,
welcher an allen Punkten gleich stark und iiberall normal
gegen die Oberfliche gerichtet ist.

In diesem Falle wird nur bei Volumeninderungen des
Kirpers dufseres Werk gethan. Nennen wir den auf die
Flicheneinheit bezogenen Druck p, so ist die dufsere Ar-
beit, welche gethan wird, wenn das Volumen v um dv zu-
nimmt:

dW=pdv,
und demgemifs das dufsere Werk, d. h. die nach Wirme-
maafse gemessene dufsere Arbeit:
(16) dw=Apdv.

Denken wir uns nun, dafs der Zustand des Korpers
durch 2wei beliebige Verinderliche z und y bestimmt sey,
so sind der Druck p und das Volumen » als Functionen
von « und y zu betrachten. Wir kinnen also die vorige
Gleichung in folgender Form schreiben:

dw=Ap(:gdx-+—:—;dy),

woraus folgt:

H=Arg

(17)
dw ___ do
\dy dy

Setzen wir diese Werthe von = und %“ in den in (7) ge-
dx dy

gebenen Ausdruck von E,, ein, und fiibren die darin an-

gedeuteten zweiten Differentiationen aus, und beriicksichti-

. A’ d’v

en zugleich ——a= T ir:

g g , dafs didy = dydz seyn mufs, so erhalten wir:

_A(% 4o _dp do

(18) E”—-A(dy'd.z dx’ dy/’
Diesen Werth von E,, haben wir auf die Gleichungen (8)
und (18) anzuwenden.



366

Sind 2 und T die beiden unabhingigen Veriinderlichen,
so erhilt man, ganz der vorigen Gleichung entsprechend:
dp dv dp dvo
19) E,=A(3E.Z—2.20),
welchen Werth man auf die Gleichungen (12), (14) und
(15) anzuwenden hat.

Die einfachsten Formen nimmt der in (18) gegebene
Ausdruck an, wenn man entweder das Volumen oder den
Druck als eine der unabhingigen Verinderlichen, oder wenn
man Volumen und Druck als die beiden unabhingigen Ver-
anderlichen wihlt. Fiir diese Fille geht nimlich die Glei-
chung (18), wie sich leicht erschen lifst, iiber in:

__ 44
@) E,=dz

do
(21) E”=—Ad—y

(22) E,=A.

Will man endlich in den Fillen, wo entweder das Vo-
lumen oder der Druck als eine unabhingige Veriinderliche
gewihlt ist, dic Temperatur als andere unabhingige Ver-
dnderliche wihlen so braucht man nur in den Gleichungen
(20) und (21) T an die Stelle von y zu setzen.

§. 7. Unter den voher genannten Umstinden, wo die
einzige vorhandene fremde Kraft cin gleichmifsiger und
normaler Oberflichendruck ist, pflegt wman als unabhiingige
Verinderliche, welche den Zustand des Kdrpers bestimmen
sollen, am hiiufigsten die im vorigen §. zuletzt genannten
Grofsen zu wihlen, nimlich Volumnen und Temperatur, oder
Druck und Tewperatur oder endlich Volumen und Druck.
Die fiir diese drei Fille geltenden Systeme von Differential-
gleichungen will ich, obwohl sie sich leicht aus den obigen
allgemeineren Systemen ableiten lassen, doch ibrer hiufigen
Anwendung wegen, hier in iibersichtlicher Weise zusam-
menstellen. Das erste System ist dasjenige, welches ich in
meinen Abbandlungen bei Betrachtung specieller Fille im-
mer angewandt habe.
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Wenn = und T als unabhingige Verinderliche gewahlt

sind:
d (dQ A dQ _Ad[)
Ei‘(dn) - zib(d’l‘) = 7T
() — i,(dQ)_L 4Q
(23) dT\dv de\d T/~ T dv
/ dQ:A 7'—,?—'"—,
dr dT
d dQN v dlp
(i) = AT e
Wenn p und 7T als unabhiingige Verinderliche gewablt
sind:
d QY 4 A9y _ _ 4 do
( ﬁ(il;) - }11/(/[7')— AdT
\ N LG
4y dT\dp dp\dT/ — T " dp
QR __ 410
dp AT
d dQy\ o
dp dT)_“ AT e

Wenn » und p als unabhingige Veriinderliche gewaiblt

sind:
Cd dQ d 740
dd[ (i) — ir (i) =4
Qv _ 1 dT dQ __dT dQ
») ,?d;) (40) — dj;({fi;) = (e = av dp
dT dQ dT dQ __

ap de derap —=AT

§. 8. Unter den Fallen, auf welche die Gleichungen
des vorigen §. Auwendung finden, ist der einfachste  der,
wo ein homogener Korper von durchweg gleicher Tewpe-
ratur gegehen ist, welcher unter einem gleichmifsigen und
normalen Oberflichendrucke stebt, und bei Aenderung der
Temperatar und des Druckes sein Volumen idndern kann,
ohne dabei seinen Aggregatzustand zu dndern.

In diesewn Falle hat der Differentialcoéfficient :.3, eine

einfache physikalische Bedeutung. Denken wir uns nam-
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lich, dafs das Gewicht des Korpers eine Gewichtseinheit
sey, so bedeutet dieser Differentialcoéfficient, jenachdem
bei seiner Bildung das Volumen oder der Druck als con-
stant vorausgesetzt ist, die specifische Wirme bei constan-
tem Volumen oder die specifische Wirme bei constantem
Drucke.

Es ist in solchen Fillen, wo die Natur des Gegenstan-
des es mit sich bringt, dals man die unabhiingigen Veriin-
derlichen oft wechseln mufls, und wo daher Differential-
coéfficienten vorkommen, welche sich nur dadurch von
einander unterscheiden, dals die Grofse, welche bei der
Differentiation als constant vorausgesetzt wurde, in ihnen
verschieden ist, bequem, diesen Unterschied durch ein iu-
fseres Merkmal anzudeuten, damit man ihn nicht immer
in Worten anzugeben braucht. Ich will dieses dadurch
thun, dafs ich den Differentialcoéfficienten in Klammern
schlie(se, und die Grofse, welche bei der Differentiation
als constant vorausgesetzt ist, mit einem iber ihr ange-
brachten wagrechten Striche versehen, als Index daneben
schreibe. Hiernach sind also die beiden Differentialcoéffi-
cienten, welche die specifische Wirme bei constantem Vo-
lumen und bei constantem Drucke bedeuten, folgendermaa-
fsen zu schreiben:

(19), ma (49).

Ferner ist von den drei Griofsen, welche in unserem
gegenwirtigen Falle bei der Bestimmung des Zustandes
des Korpers in Betracht kommen, namlich Temperatur, Vo-
lumen und Druck, jede als Function der beiden anderen
anzusehen, und man kann daher folgende sechs Differen-
tialcoé'fﬁcienten bilden:

d dT dT
dT - (: ) ( );’ (#)-1‘.’ E)}T’ (7;);
Bei dlesen Dlﬁ'erentlalcoefﬁcienten konnte man die Indices,

welche angeben, welche Grofse bei jeder Differentiation
als constant vorausgesetzt ist, fortlassen, wenn man ein
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fir allemal festsetzt, dafs von den drei Grofsen T, » und p
diejenige, welche in dem Differentialcoéfficienten nicht vor-
Kommt, als constant zu betrachten ist. Indessen der Ueber-
sichtlichkeit wegen und weil im Folgenden auch Differen-
tialcoéfficienten zwischen denselben Grifsen vorkommen,
bei denen die als constant vorausgesetzte Grolse eine an-
dere ist, als bier, wollen wir, wenigstens in den zunichst
folgenden Gleichungen, die Indices mitschreiben.

Es erleichtert nun die mit diesen sechs Differentialcoéf-
ficienten anzustellenden Rechnungen, wenn man die zwi-
schen ihnen stattfindenden Beziehungen im Voraus fest-
stelle.

Zuerst ist klar, dafs unter den sechs Differentialcoéffi-
cienten dreimal je zwei vorkommen, welche einander reci-
prok sind. Nehwmen wir z. B. die Grofse ¢ als constant an,
so hangen die beiden anderen Grofsen T und p so unter-
einander zusaimmen, dafls jede von ihnen cinfach als Func-
tion der anderen aunzusehen ist. Ebenso stehen., wenn p
als constant angenommen wird, T und o, und wenn T als
constant angenommen wird., v und p in dieser einfachen
Bezirhuug zu einander. DMan hat also zu setzen:

—®)

PN 1 dp 1 ( 1
D I o . )
(0 7 (“'L' dT aT)=" dpy dp/=
ey, T Ty e
dp/- de /= do/ =
v p T
Um ferner die Beziehung zwischen den drei Paaren von
Differentialcoéfficienten zu erhalten, wollen wir beispiels-
weise p als Function vou T und o betrachten. Dann hat
mau die vollstindige Differentialgleichung:

= (), 4T+ (%) a0

Wenn wir nun diese Gleichung auf den Fall anwenden
wollen, wo p constant ist, so haben wir in ihr zu setzen:

dp =10 und dv=(;—% _dT,
p
wodurch sic iibergeht in:

Poggendorfi’s Annal. Bd. CXXV. 24
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0—( ) aT +(d) (

Wenn man hieraus dT forthebt, und dann noch mit
dp

T - dividirt, so erhilt man:

(@G, (@)=

Mit Hiilfe dieser Glelclmng in Verbindung mit den
Gleichungen (26) kann man jeden der sechs Differential-
coéfficienten durch ein Product oder durch einen Bruch
aus zwei anderen Differentialcoéfficienten darstellen.

§. 9. Kehren wir nun zur Betrachtung der Wirme-
aufnahme und Wirmeabgabe des gegebenen Korpers zu-
riick, und bezeichnen dic specifische Wirme bei constan-
tem Volumen mit ¢ und dic specitische Wirme bei con-
stantem Drucke mit C, so haben wir, wenn wir das Ge-
wicht des Korpers als eine Gewichtseinheit annchmen, zu

setzen:
1)=c (%

Ferner ist trema('s den Glelchungen (23) und (24):
— apy .
“‘)——“(ﬁ)—’ ' )a —”(n—

Hiernach kann man folgende vollstindige Dlﬁcrentmlulel-
chungen bilden:

28) dQ—_:ch—l—AT(:—’,;,

(29) dQ=CdT~ AT(IT_ p.

Aus der Vergleichung dieser beiden Ausdrucke von dQ
ergiebt sich sofort die Beziehung zwischen den beiden spe-
cifischen Wirmen ¢ und C. Gehen wir nimlich von der
letzten Gleichung aus, welche sich auf T und p als unab-
hingige Verinderliche bezieht, so kann man daraus eine
Gleichung ableiten, welche sich auf T und.o als unabhin-.
gige Verinderliche bezieht. Man braucht dazu nur p als
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Function von T und o zu betrachten, und demgemils zu
schreiben:

dp = g!%); dT+ (:—f)Tdv.

Durch Einsetzung dieses Werthes von dp in die Glei-
chung (29) geht sie iber in:

do=[c_AT(;§,); (;‘—,‘} ;] dT—AT(%); .(%)?dv

Wenn man hieriu das im letzten Gliede stehende Product
zweier Differentialcoéfficienten mit Hiilfe der Gleichung (27)
durch einen einfachen Differentialcoélficienten ersetzt, so
kommt:

d0=[C AT(% ) (%’.)A”-*—AT(:‘;‘

Vergleicht man diesen Ausdruck von dQ mit dem in (28)
gegebenen, und bedenkt, dafs der Factor von dT in bei-
den Ausdriicken gleich seyn mufs, so erhilt man folgende
die Beziebung zwischen den beiden specifischen Wirmen
ausdriickende Gleichung:

(30) c=C— AT() (”_

Der bier vorkommende leferentlalcoefﬁcxent (%)__

stellt die Ausdebnung des Korpers durch Temperaturerho-
hung dar, und ist der Regel nach als bekannt vorauszu-

setzen. Der andere Differentialcoéfficient (d1) pflegt zwar

bei festen und tropfbar fliissigen Korpern mcht unmittelbar
durch Beobachtung bekannt zu seyn, aber man kann nach
(27) setzen:

(dT -

35)71
und in diesem Bruche ist der im Zibler stehende Differen-

tialcoéfticient wieder der vorher besprochene, und der im
21

(&
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Nenner stehende Differentialcoéfficient stellt, wenn er mit
dem negativen Vorzeichen genommen wird, die Volumen-
verringerung durch Druckvermehrung oder die Zusammen-
driickbarkeit dar, welche man bei einer Anzahl von Fliis-
sigkeiten direct gemessen hat, und bei festen Korpern aus
dem Elasticititscoéfficienten niherungsweise berechnen kann.
Durch Einfiibrung dieses Bruches geht die Gleichung (30)

itber in:
(77)-
dT/—

@l) c=CH AT — P
dp);i.

Bei der Anwendung dieser Gleichung zu numerischen
Rechnungen ist noch zu beachten, dafs man in den Diffe-
rentialcoéfficienten als Volumencinheit den Cubus derjeni-
- gen Lingeneinbeit, welche bei der Bestimmung der Grofse A
angewandt ist, und als Druckeinheit den Druck, welchen
eine iiber eine Flicheneinheit verbreitete Gewichtseinheit
ausiibt, anwenden mufs. Auf diese Einheiten hat man
daber den Ausdehnungscoéfficienten und den Zusammen-
driickungscoéfficienten, wenn sie sich, wie es gewdhnlich
der Fall, auf anderc Einheiten bezichen, zu reduciren.

Da der Differentialcoéfficient (::’_;)— immer negativ ist,
T

so folgt daraus, dafs die specifische Wirme bei constan-
tem Volumen immer kleiner seyn mufs als diejenige bei

constantem Drucke. Der andere Differentialcoéfficient ({%,)_
P

ist im Allgemeinen eine positive Grofse. Beim Wasser ist
er.bei der Temperatur des Maximums der Dichte gleich
Null, und demnach sind bei dieser Temperatur die beiden
specifischen 'Wiirmen gleich. Bei allen anderen Tewpera-
turen, sowohl unter als iiber der Temperatur des Maxi-
mums der Dichte, ist die specifische Wirme bei constan-
tantem Volumen kleiner als die bei constantem Drucke, denn,

wenn auch der Differentialcoéfficient (:—;,)_ unter dieser
P
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Temperatur einen negativen Werth hat, so hat das doch
auf den Werth der Formel keinen Einflufs, weil dieser
Differcntialcoéfficient in ihr quadratisch vorkommt?!).

1) Um ein Beispiel von der Anwendung der Gleichung (31) au crhalten,
wollen wir das VWasser bei cinigen bestimmten Temperaturen betrach-
ten, und die Differenz swischen den bciden specifischen VWirmen be-
rechnen.

Nach den Beobachtungen von Kopp, deren Resultate z. B. in dem
Lehrbuche der phys. und theor. Chemie S. 204 in cinigen Zahlenreiheo
zusammengestellt sind, hat man fir VVasser, wenn sein Volumen bei
4° als Einheit genommen wird, folgende Ausdehnungscoéthicienten:

bei 0° — 0,000061

» 25° - 0,00025

» 50° -+ 0,000454
Nach den Beobachtungen von Grassi (Ann. de chim. et de phys.
3¢ sér. t. XXXI, p. 437 und Krénig's Journ. fir Physik des Aus-
landeés Bd. II, S. 129) hat man fir die Zusammendriickbarkeit des VVas-
sers folgende Zahlen, welche die durch eine Druckzunahme um eine

Atm, verursachte Volumenverminderung als Bruchtheil des beim wur-

dend Yol ng b

spriinglichen Drucke stauhi
bei 0° 0,000050
» 25° 0,000046
» 50° 0,000044.
Wir wollen nun beispielsweise fir dic Temperatur von 25° dic Rech-
nung durchfihren.
Als Lingencinheit wihlen wir das Meter und als Gewichtseinheit
das Kilogramm. Dann haben wir als Volumeneinheit ein Cubikmeter
anzunchmeo, und da ein Kilogramm VVasser bei 4° den Raum von

0,001 Cubikmeter einnimmt, so missen wir, um (;;,)_ zu erhalten,

den oben angefiihrten Ausdehnungscoéfficienten mit 0,001 multipliciren,
also

(ﬂ = 0,00000025 =25 . 10~3.
dT. ;

Bei der Zusammendrickbarkeit ist dem Vorigen nach das Volumen,
welches das VVasser bei der betreffenden Temperatur und beim ur-
springlichen Drucke, den wir als den gewsholichen Druck eciner Atm.
voraussetzen kénoen, als Eioheit genomwen. Dieses Volumen ist bei
25° gleich 0,001003 Cubikm. Ferner ist eine Atm. Druck als Drack-
einheit genommen, wihrend wir den Druck eines Kilogramm auf ein
Quadratmeter als Druckeinheit nehmen miissen, wonach eine Atm.
Druck durch 10333 dargestellt wird. Demgemils haben wir zu setzen:
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Aus den Gleichungen (28) und (29) kann man auch
leicht eine vollstindige Differentialgleichung fiir Q ableiten,
welche sich auf p und v als unabhingige Verinderliche
bezieht. Man braucht dazu nur T als Function von p und
o zu betrachten, und demgemils zu setzen

dT()d+(

Substituirt man in der Gleichung (29) diesen Werth fiir
dT, so kommt:

_ ﬂ' do ﬂ'
dQ_[C 7)-— AT (%, :]dp—}—C(dv;dv

=%):[C AT() (%U_]dp—{—C(%);dv.

Die im letzten Ausdrucke in dcr eckigen Klammer stehende
Differenz ist nach (30) gleich ¢, und wan kann daher die
Gleichung so schreiben:

doy __ 0,000016.0,001003 1o-13
dp 7,—— 10333 =—% )

Aufserdern haben wir bei 25° zu setzen: T =273 4-25 =298, und
fiir 4 wollen wir nach Joule éi anochmen. Diese Zahlenwerthe in
die Gleichung (31) eingesetzt giebt:
298 253 .10-'¢
C—c= 24 I = 0,0098.

In derselben VVeise ergeben sich aus den obigen VWerthen des Aus-
dehnungscoéfficicnten und der Zusammendriickbarkeit bei 0° und 50°
folgende Zahlen:

bei 0° C — ¢=0,0005
» 30°  C—c=00358.

Wenden wir nun fir C, die specifische Wirme bei constantem
Drucke, die von Regnault cxperimentcll gefundenen VVerthe an, so
erhalten wir fiir die beiden specifischen VVirmen folgende Paare von

Zahlen:

. c=1
bei  0° gc =0,9995
950 § C=10016
» S e =09918
C = 1,0042

0
» 50 gc = 0,9684.
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32) do=c(f, 3 dp—+ € (° B dr.

§. 10. Die drei sollstindigen Differentialgleichungen
(28), (29) und (32) erfiillen nicht die Bedingung der un-
mittelbaren Integrabilitit, was sich in Bezug auf die bei-
den ersten sofort aus den schon weiter oben anfgestellten
Gleichungen ergiebt.  Fithren wir nimlich in den Glei-
chungen, welche in den Systemen (23) und (24) zu unterst
stehen, die Buchstaben ¢ und C ein. <o lauten sie:

() =am(tn)
()

wihrend die Gleichungen, welche erfiillt seyn miifsten, wenn
(28) und (29) integrabel seyn sollten, lauten:

) =alr(te) + ()]

(== T() + ()]

(33) -
"o

7‘=—AT(d’T,_. )

1 p

Achnlich, nur etwas weitliufiger, ist der Nachweis zu fiih-
ren. dafs die Gleichung (32) nicht integrabel ist, was sich
iibrigens dem Vorigen nach auch von selbst versteht, da
sie aus den Gleichungen (28) und (29) abgeleitet ist.

Die drei Gleichungen gehéren also zu denjenigen voll-
stindigen Differentialgleichungen. welche in der Einleitung
zur ersten Abtheilung meiner Abhandlungensammlung be-
sprochen sind. und welche sich erst dann integriren lassen,
wenn zwischen den Veridnderlichen noch eine andere Re-
lation gegeben und dadurch der Weg der Verinderungen
vorgeschrieben ist.

Unter den mannichfachen Anwendungen, welche sich
von den Gleichungen (28), (29) und (32) machen lassen,
will ich hier nur eine als Beispiel anfithren. Es soll ange-
nommen werden, der Korper dndere in umkebrbarer Weise
durch Druckanderung sein Volumen, obne dals ihm dabei
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Wirme zugefithrt oder entzogen werde. Es soll bestimmt
werden, welche Volumendnderung unter diesen Umstinden
durch eine gewisse Druckinderung veranlafst wird, und
wie sich die Temperatur dabei dndert, oder allgemeiner,
welche Gleichungen unter diesen Uwmstinden zwischen Tem-
peratur, Volumen und Druck stattfinden.

Man erhalt diese Gleichungen sofort, wenn man in den
drei vorher genannten Gleichungen dQ =0 setzt. Die
Gleichung (28) giebt dann:

cdT-+AT(3E)_do=0.
v

Wenn man diese Gleichung durch do dividirt, so ist der
dadurch entstehende Bruch %der auf diesen besonderen

Fall beziigliche Differentialcoéfficient von T nach v, wel-
chen wir dadurch von anderen Differentialcoéfficienten von

T nach o unterscheiden wollen, dafs wir Q als Index da-
neben schreiben. Man erhilt also-

(34) (dT)— == :g‘ ;'

Ebenso erhilt wan aus der Glelchunn (29):

@) (g),= (@)

Aus der Gleichung (32) erhalt man zunéchst:

aT
d dp/—~
d_;)a c(

wofiir man nach (27) schreiben kann

36) (5 pg =T )=

Fithrt man in diese Glexchung noch fiir ¢ seinen Werth
aus (31) ein, so geht sie iiber in:

oD Gy =)+ G
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§. 11. Weunn man die Gleichungen der beiden vorigen
§§. auf ein vollkommenes Gas anwendet, so nehmen sie
noch bestimmtere und zugleich sehr einfache Formen an.

Fiir diesen Fall hat man zwischen den Grofsen T, v
und p als Ausdruck des Mariotte schen und Gay-Lus-
sac’schen Gesetzes die Gleichung:

(38) pv=RT,
worin B cine Constante ist. Hieraus folgt:

(dT - (dT —

d"p .
1) =0 (u")—
Verbindet man die beiden letzten Gleichungen mit den
Gleichungen (33), so erbilt man:

(40) )_ dl’)T =0.

Hieraus folgt, dafs die beiden specifischen Wirmen ¢ und C
bei einem vollkommenen Gase nur Functionen der Tem-
peratur seyn konnen. Aus anderen Griinden, welche auf
besonderen Betrachtungen beruhen, auf die ich hier nicht
eingehen will, ist zu schlicsen, dafs die beiden specifischen
Wirmen auch von der Temperatur unabhingig und somit
constant sind, Resultate, welche in Bezug auf die specifi-
sche Wirme bei constantem Drucke durch die von Reg-
nault mit permanenten Gasen angestellten experimentellen
Untersuchungen bestitigt sind.

Wendet man die beiden ersten der Gleichungen (39)
auf die Gleichung (30) an, welche die Beziehung zwi-
schen den beiden specifischen Wiarmen angiebt, so erhalt
man die Gleichung:

(39)

c=C—4 T% 2,
welche in Folge von (38) iibergeht in:
(11) ¢=C — AR.
Die Gleichungen (28), (29) und (32) gestalten sich



378

durch Anwendung der beiden ersten der Gleichungen (39)
folgendermaafsen:

d0=cdT-+AR T do
(42) dQ—_—CdT—ARPde

dQ="1 vdp+ %pdv,

worin man noch das Product AR gemiils (41) durch die
Differenz C—c¢ ersetzen kann. Von den Anwendungen
dieser Gleichungen habe ich in wmeiner Abhandlung »iiber
die bewegende Kraft der Wirme etc.« und in einem in
meiner Abhandlungensammlung befindlichen Zusatze zu der
Abhandlung »iiber die Anwendung des Satzes von der Ae-
quivalenz der Verwandlungen auf die innere Arbeit« schon
mehrere Beispiele gegeben, und ich will daher hier nicht
weiter darauf eingeben.

§. 12. Ein anderer Fall, welcher wegen seiner hiufi-
gen Anwendungen von besonderem Interesse ist, ist der,
wo mit den Zustandsinderungen des betrachteten Korpers
eine theilweise Aenderung des Aggregatzustandes verbun-
den ist.

Wir wollen annehmen, es sey ein Korper gegeben,
von dem sich ein Theil in einem und der iibrige Theil in
einem anderen Aggregatzustande befinde. Als Beispiel kann
wan sich denken, ein Theil des Korpers befinde sich im
fliissigen und der iibrige Theil im dampfférmigen Zustande,
und zwar mit derjenigen Dichtigkeit, welche der Dampf in
Berihrung mit der Fliissigkeit annimmt; indessen gelten die
aufzustellenden Gleichungen auch, wenn ein Theil des
Korpers sich im festen und der andere im fliissigen, oder
ein Theil im festen und der andere im damp{férmigen Zu-
stande befindet. Wir wollen daher der grofseren Allge-
meinheit wegen die beiden Aggregatzustinde, um die es
sich handeln soll, nicht niher bestimmen, sondern sie nur
den ersten und den zweiten Aggregatzustand nennen.

Es sey also in einem Gefalse von gegebenem Volumen
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eine gewisse Menge des Stoffes abgeschlossen, und ein
Theil desselben habe den ersten und der andere Theil den
zweiten Aggregatzustand. Wenn die specifischen Volumina,
welche der Stoff bei einer gegebenen Temperatur in den
beiden Aggregatzustinden hat, ungleich sind, so konnen in
einem gegebenemn Raume die beiden, in verschiedenen Ag-
gregatzustinden befindlichen Theile nicht beliebige sondern
nur ganz bestimmte Grofsen haben. Wenn namlich der
Theil, welcher sich in dem Aggregatzustande von grifsercin
specifischem Volumen befindet, an Gréfse zunitmmt, so
wiichst damit zugleich der Druck, den der eingeschlossene
Stoff auf die Umbiillungswinde ausiibt, und den er daher
anch umgekehrt von den Umhiillungswinden erleidet, und
es wird zuletzt ein Punkt erreicht, wo der Druck so grofs
ist, dafs er den weiteren Uebergang in diesen Aggregatzu-
stand verhindert. Wenn dieser Punkt erreicht ist, so kon-
nen, so lange die Temperatur der Masse und ihr Volumen,
d. h. der Rauminhalt des Gefilses, constant bleiben, die
Grofsen der in den beiden Aggregatzustinden befindlichen
Theile sich nicht weiter dndern. Nimmt dann aber, wih-
rend die Temperatur constant bleibt, der Rauminhalt des
Gefafses zu, so kann der Theil, welcher sich in dem Ag-
gregatzustande it grofseremn specifischem Volumen befin-
det, noch weiter auf Kosten des anderen wachsen, bis aber-
mals derselbe Druck, wie vorher, erreicht und dadurch
der weitere Uebergang verhindert ist.

Hieraus ergiebt sich die Eigenthiimlichkeit, welche die-
sen Fall von auderen unterscheidet. Wihlen wir nimlich
die Temperatur und das Volumen der Masse als die bei-
den unabhingigen Verianderlichen, durch welche ibr Zu-
stand bestimmt wird, so ist der Druck nicht eine Function
dieser beiden Verinderlichen, sondern eine Function der
Temperatur allein. Ebenso verhilt es sich, wenn wir statt
des Volumens eine andere Grofse, welche sich gleichfalls
unabbingig von der Temperatur 4ndern kann, und mit
der Temperatur zusammen den ganzen Zustand des Kor-
pers bestimmt, als zweite unabhingige Verinderliche wihlen.
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Auch von dieser kann der Druck nicht abhingen. Die
beiden Grofsen Temperatur und Druck zusammen kdnnen
in diesem Falle nicht als die beiden Verinderlichen, welche
zur Bestimmung des Korperzustandes dienen sollen, gewiihlt
werden.

Wir wollen nun neben der Temperatur T irgend eine
noch unbestimmt gelassene Grolse x als zweite unabhin-
gige Verinderliche zur Bestimmung des Kérperzustandes
wiithlen. Betrachten wir dann den in (19) gegebenen Aus-
druck der auf z T beziiglichen Werkdifferenz, namlich:

dp dv dp dv
E”=A(d;‘ dx ﬁﬁ’

so ist hierin dem Vorigen nach E—I; == 0 zu setzen, und wir
erhalten also: '

4 dp dv
(43) E"—AdT dx’

Hierdurch gehen die drei Gleichungen (12), (13) und (14)
iiber in:

— dp dv
@ #G)-EGH -4 &
1
(45) ﬁ'(ﬂ dx( =7 az
4Q__ 4pdp do
(46) E—ATd—T'dz‘

§ 13. Um diesen Gleichungen bestimmtere Formen zu
geben, wollen wir die ganze Gewichtsmenge des betreffen-
den Stoffes M, und den Theil desselben, welcher in den
zweiten Aggregatzustand iibergegangen ist, m nennen, so
dafs M—m die Grofse des Theiles ist, welcher sich noch
im ersten Aggregatzustande befindet. Die Grofse m- wol-
len wir als unabhingige Verinderliche wihlen, welche mit
T zusammen den Zustand des Korpers bestimmt.

Das specifische (d. b. das auf die Gewichtseinheit be-
zogene) Volumen des Stoffes im ersten Aggregatzustande
sey mit ¢, und das specifische Volumen im zweiten Ag-
gregatzustande mit s bezeichnet. Beide Grofsen beziehen
sich aul die Temperatur T und auf den dieser Temperatur
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entsprechenden Druck, und sind ebenso, wie der Druck,
als Functionen der Temperatur allein zu betrachten. Be-
zeichnen wir ferner das Volumen, welches die Masse im
Ganzen einnimmt, mit o, so ist zu setzen:

v—=(M—m)o+ms

=m(s— o)+ Mo.
Hierin wollen wir noch fiir die Differenz s —o das Zei-
chen u einfiihren, dann kommt:
47 v=mu—+ Mo,
woraus folgt:
do

48) —=u

dm
Die Wirmemenge, welche der Masse zugefiihrt werden
muls, wenn eine Gewichtseinheit derselben bei der Tempe-
ratur T und unter dem entsprechenden Drucke aus dem
ersten Aggregatzustande in den zweciten iibergehen soll,
heilse », dann ist:
19 B

Ferner wollen wir die specifische Wirme des Stoffes in
den beiden Aggregatzustinden in die Gleichungen einfihren.
Die specifische Wirme, um welche es sich hier handelt,
ist aber weder die specifische Wirme bei constantem Vo-
lumen noch die bei constantem Drucke, sondern bezieht
sich auf diejenige Wirinemenge, welche der Stoff zur Er-
warmung bedarf, wenn gleichzeitig wit der Temperatur der
Druck sich in der Weise andert, wic es die Umstinde des
gegenwirtigen Falles mit sich bringen. Diese Art von spe-
cifischer Wirme moge in den hier folgenden Formeln fiir
den ersten Aggregatzustand ¢ und fiir den zweiten A hei-
fsen), dann hat man:

:—,IQ—,=(M—m) c+mh

oder anders geordnet:

d
650) 22 —m(h—c)+ M.
aT
1) Der Buchstabe ¢ hat also in den hier folgenden Formeln eine andere
Bedeutung, als in den weiter oben befindlichen, wo ¢ die specifische
VWWirme bei constantem Volumen bedeutete.
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Aus (49) und (50) folgt sogleich weiter:
AN M T Y
Durch Einsetzung der vorstehenden, in den Gleichungen
von (48) bis (51) gegebenen Werthe in die Gleichungen
(44), (45) und (46), nachdem in diesen letzteren m an die
Stelle von z gesetzt ist, erhilt man:

(52) Jm+c—h=Auik

(3) frtc—h=7

5 = ap
(62)) r_ATudT.

Dieses sind die Gleichungen, welche ich schon in mei-
ner ersten Abhandlung iiber die mechanische Wirmetheorie
als die auf die Dampfbildung beziiglichen Hauptgleichun-
gen abgeleitet habe.

Bei den von mir ausgefiibrten numerischen Rechnungen,
welche sich speciell auf die Verdampfung des Wassers be-
ziehen, habe ich fiir den flissigen Aggregatzustand die Art
von specifischer Wirme, um welche es sich in diesen Glei-
chungen handelt, von der specifischen Wirme des Wassers
bei constantem Drucke nicht weiter unterschieden. Dieses
Verfahren ist in der That vollkommen gerechtfertigt, indem
in diesem Falle der Unterschied zwischen den beiden Arten
von specifischer Wiarme kleiner ist, als die bei der expe-
rimentellen Bestimmung der specifischen Wirme vorkom-
menden Beobachtungsfehler *).

1) Man kaon die Bezichung zwischen der specifischen VVirme bei con-
stantem Drucke und derjenigen specifischen VWirme, bei welcher vor-
ausgesetzt wird, dafs der Druck in der VVeise mit der Temperatur zu-
niromt, dafls er immer gleich demm Maximum der Spannkraft des von
der Flissigkeit sich entwickelndea Dampfes ist, leicht aus den obigen
Gleichungen ableiten.

Nach Gleichung (29) wird die VVirmemenge, welche man der
Gewichiseinheit der Fliissigkeit mittheilen mufs, wihrend die Tempera-
tur um dT und der Druck um dp wiichst, bestimmt durch:

aQ=caT-—AT(g%, _dp,
3
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Bildet wan die vollstindige Differentialgleichung:
__4aQ dQ
dQ = i dm -+ p Td T

worin C die specifische VVirme bei constantem Drucke bedeutet. Den-
ken wir uns nun, dals der Druck in der VVeise mit der Temperatur
zunimmt, wie das Maximum der Spannkraft des Damples, und bezeich-
nen diese Druckzunahme bei der Temperaturzunahme wvm dT mit
d . . Ly
d%dT’ so wird die VVirmemenge, welche man der Gewichtseinheit
Flissigkeit unter diesen Umstinden mitheilen muls, um ihre Tempera-
tur um d T zu erhéhen, dargestellt durch:
do dp
dQ=caT— 4T (52)_ . Shar
Q=0T r dT. I—’_ aT
Dividirt man diese Gleichung durch d T, so ist der dadurch enistehende

Bruch g?‘ die bier in Betracht kommende specifische VWirme, welche

im Texte mit ¢ bezeichnet ist.  VVir crhalten also:

dov dp

=c—ar(57)_ -

¢ AT/ 4T
VVenden wir dieses spectell auf das VVasser an, und wihlen dabei
2. B. die Temperatur 100°, so st nach den Versuchen von Kopp der
Ausdehoungscoéfficient des VVassers bei 100°, wenn man das Volumen
des VVassers betr 4° als Einheit nimmt, 0,00080. Dicse Grilse muls

man, um (:—;,)_ fiir den Fall zu erhalten, wo ein Cubikineter als
p

Voluroeneinheit und ein Kilogramm als Gewichtseinheit gilt, mit 0,001

multipliciren, also ist

dv
(d-T R = 0,00000080.

Ferner ergiebt sich aus der Spannungsreihe von Regnault, wenn man
den Druck in Kilogrammen auf cin Quadratmeter darstellt, fir die Tem-

peratur 100°:

dp __ ..
;iAT _— 3‘0-
Die absolute Temperatar T bei 100° ist angenihert gleich 373 und fir

4 wollen wir nach Joulc annehmen dann erhalten wir:

1
2
do 9e 373 00000080 . 370 = 0,00026.

AT(H‘ v AT 124

Hieraus folgt:

e = C — 0,00026,
nnd wenn wir nun fiir die specifische VWirme des Wassers bei con-
stantem Drucke bei 100° den aus der Regnauli’schen empirischen
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und setzt darin die Werthe aus (49) und (50) ein, so
kommt:
dQ0=rdm~+[mth —c)+ Mc]dT.

Formel hervorgechenden VVerth annehmen, so erhalten wir fiir die bei-
den zu vergleichenden specifischen VVirmen, folgende zusammengehérige

VVerthe:
C=1013.

c=1,01274.
Man sicht hicraus, dafs dicse beiden Grélsen einander so nahe gleich
sind, dals es keinen Nutzen gehabt haben wirde, die zwischen ihnen
bestehende Differenz in metnen numerischen Rechnungen zu beriicksich-
tigen.

Beit den Betrachtungen dber den Einfluls des Druckes auf das Ge-
fricren der Flissigkeiten verhilt es sich insofern anders, als eine bedeu-
tende Aenderung des Druckes den Gefrierpunkt nur sehr wenig indert,
und daher der Differentialenéfficient di% fiie diesen Fall cinen sehr gro-
fsen VVerth hat.  Das Verfahren, welches ich in meiner auf diesen
Gegenstand beziiglichen Notiz (diese Aon. Bd. LXXXI) angewandt habe,
dafs ich auch in diesem Falle fir ¢ und & bei der numerischen Rech-
nung dieselben VVerthe benutzt habe, welche man als die specifische
VVirme des VVassers und des Eises bei constantem Drucke kennt, ist
daher etwas ungenan, vod ich mufs dic Bemerkung, welche ich in dem in
meiner Abhandlungensammlungen befindlichen Zusatze zu dieser Notiz
gemacht habe, dals dic Verschiedenheit nur sehr unbedeutend seyn
kénne, modificiren. Nimmt man gemils der in jener Notiz ausge-
fihrten Rechnung an, dafs fir eine Druckzunahme um eine Atm. der
Gefrierpunkt um 0°,00733 sinkt, so hat man zu seizen:

dp 10333

dT_ 000733 "
Bringt man diesen VVerth in derselben VVeise, wie es vorher geschchen
ist, mit den Ausdehnungscoéifficienten des VVassers und Eises bei 0° in
Verbindung, so erbilt man staw der Zahlen 1 und 0,48, welche fiir
VVasser und Eis die specifische VWirme bei constantem Drucke darstel-
len, folgende VVerthe:

c=1—005=095

h=0,48 + 0,14 =0,62.
Durch Anwendung dieser VWerthe auf die Gleichung:
dr r
aT =<k T
ergiebt sich statt des in jener Notiz gegebenen Resultates:
ar = 0,52 - 0,29 = 0,81

aT
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Hierin fiir A — ¢ den aus (33) hervorgehenden Werth ge-
setzt, giebt:

dr r
welche Gleichung man auch so schreiben kann:

(33) d0=d(mr)—’lTIdT+Mch
oder noch kiirzer:
mr
(56) dQ="Td(")+ McdT.

Auf die Anwendungen dieser Gleichungen will ich hier
nicht eingehen, weil in meinen ersten Abhandlungen und in
der Abhandlung iiber die Dampfmaschinen weitlanfig davon
die Rede gewesen ist.

§. 14, Alle vorstehenden Betrachtungen bezogen sich
auf Verinderungen, welche in umkehrbarer Weise vor sich
gehen. Wir wollen nun auch noch die nicht umhehrbaren
Verdnderungen in den Kreis der Betrachtungen ziehen, um
wenigstens der Hauptsache nach kurz anzugeben, wie sie
zu behandeln sind.

Bei mathematischen Untersuchungen tiber nicht umkehr-
bare Verinderungen bandelt es sich vorzugsweisc um zwei
Umstinde, welche zu eigenthiimlichen Grofsenbestimmun-
gen Veranlassung geben. Erstens sind die Warmemengen,
welche man einem veridnderlichen Korper mittheilen resp.
entziehen muls, bei nicht umkehrbaren Verinderungen an-
dere, als wenn dieselben Verinderungen in umkehrbarer

folgendes etwas abweichendes Resultat:
d
=033+ 0,20 = 0,62.

Uebrigens ist in Betrelf dieser hiec gelegentlich angebrachten kleinen
Correction zu bemerken, dals sic sich nur auf eine cinzeln stehende
numerische Berechnung bezieht, und zwar auf die Berechnung einer
Gleichung, von der ich selbst in jener Notiz gesagt habe, dals sie prac-
tisch ohne Bedeutung sey und nur theoretisch der Erwihoung ver-
diene. Die Gleichung selbst, und die auf sic beziigliche theoretischie
Betrachtung wird durch diese Correction nicht berihrt.

Poggendorfl’s Anpal. Bd. CXXYV. 25
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Weise geschehen. Zweitens ist jede nicht umkehrbare Ver-
dnderung mit einer uncompensirten Verwandlung verbun-
den, deren Kenntnifs bei gewissen Betrachtungen von Wich-
tigkeit ist.

Um die auf diese beiden Umstinde beziiglichen analy-
tischen Ausdriicke anfithren zu komven, mufs ich zunichst
an einige in den bisher von mir aufgesteliten Gleichungen
enthaltene Grolsen erinnern.

Eine derselben, welche sich auf den ersten Hauptsatz
bezicht, ist die schon im Anfange dieser Abhandlung be-
sprochene, in Gleichung (I.) enthaltene Grolse U, welche
den Wirme- und Werkinhalt oder die Energie des Kor-
pers darstellt. Zur Bestimnung dieser Grolse ist die Glei-
chung (I.) anzuwendcn, welche wir so schreiben kdnnen:

(37) dU=dQ — dw,
oder, wenn wir sie uns integrirt denken:

(58) U=Uo'+"0'—‘w.
Hierin stellt U, den Werth der Energie fiir einen willkiir-
lich gewihlten Anfangszustand des Korpers dar, und Q und
w bedeuten die Wirmemenge, welche man dem Kérper mit-
theilen mufs, und das dufsere Werk, welches gethan wird,
withrend der Korper aufl irgend cine umkehrbare Weise
aus jenem Anfangszustande in den gegenwirtigen Zustand
iibergeht. Der Korper kann, wie oben gesagt wurde, selbst
wenn festgesetzt ist, dafs die Verinderungen umkebrbar
seyn sollen, doch noch auf unendlich vielen verschiedenen
‘Wegen aus demn einen Zustande in den anderen iberge-
fiihrt werden, und aus allen diesen Wegen kann man den-
jenigen auswiblen, welcher fiir die Rechnung am bequem-
sten ist.

Die andere hier in Betracht komwmende Grofse, welche
sich auf den zweiten Hauptsatz bezieht, ist in der Glei-
chung (Ila.) enthalten. Wenn namlich, wie die Gleichung

(la.) aussagt, das Integral/% jedesmal gleich Null wird,

so oft der Korper, dessen Verinderungen von irgend einem
Anfangszustande beginnen, nach Durchlaufung beliebiger
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anderer Zustinde wieder in den Anfangszustand zoriick-
gelangt, so mufs der unter dem Integralzeichen stehende

Ausdruck d—;,)— das vollstandige Differential einer Grofse seyn,

welche nar vom augenblicklich stattfindenden Zustande des
Korpers, und nicht von demm Wege, auf welchem er in den-
selben gelangt ist, abhingt. Bezeichnen wir diese Grolse
mit S, so kdnnen wir setzen:

(59) dS="_TQ-,
oder, wenn wir uns diese Gleichung fiir irgend einen um-
kehrbaren Vorgang, durch welchen der Korper aus dem ge-
willten Anfangszustande in seinen gegenwirtigen Zustand
gelangen kann, integrirt denken, und dabei den Werth,
welchen die Gréfse S im Anfangszustande hat, mit S, be-
zeichnen:

60 S=S5,+[ 3.

Diese Gleichung ist in ganz analoger Weise zur Bestim-
mung von S anzuwenden, wie die Gleichung (38) zur Be-
stimmung von U.

Die physikalische Bedeutung der Grofse S ist in mei-
per Abhandlung »iiber die Anwendung des Satzes von der
Aequivalenz der Verwandlungen auf die innere Arbeit«
des Niheren besprochen. Die in dieser Abbandlung unter
(1L.) gegebene Fundamentalgleichung, welche fiir alle in um-
kehrbarer Weise stattfindende Zustandsinderungen eines
Korpers gilt, lautet, weon wman in der Bezeichnung die
kleine Aenderung macht, dafs man nicht die von dem ver-
inderlichen Kirper nach aufsen abgegebene Wirme, son-
dern vielmebr die von ihmn aufgenommene Wirme als po-
sitiv rechnet, folgendermaafsen:

@6y fR=fM fiz. |

Die beiden hierin an der rechten Seite stehenden Integrale
sind die auf den vorliegenden Fall beziiglichen Werthe:

zweier in jener Abbandlung neu eingefithrter Grofsen.
25 *
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Im ersten Integrale bedeutet H die im Korper wirklich
vorhandene Wirme, welche, wie ich nachgewiesen habe,
nur von der Temperatur des Korpers und nicht von der
Anordnung seiner Bestandtheile abhiingt. 'Hieraus folgt,

dals der Ausdruck %H ein vollstindiges Differential ist, und

dafs man somit, wenn man fiir den Ucbergang des Kor-
pers aus einem im Voraus gewihlten Anfangszustande in

seinen gegenwirtigen Zustand das Integral‘/% bildet, da-

durch eine Grolse erhilt, welche durch den gegenwirtigen
Zustand des Korpers vollkommen hestimmt ist, ohne dafs
man die Art, wie der Uebergang in diesen Zustand statt-
gefunden hat, zu kennen braucht. Diese Grilse habe ich
aus Griinden, welche in der genannten Abhandlung aus-
einandergesetzt sind, den Verwandlungswerth der im Kor-
per vorhandenen Wirme genannt.

Was die Wahl des Anfangszustandes fir die Integra-
tion anbetrifft, so wiirde es nahe liegen, von dem Zustande
auszugehen, bei dem H==0 ist, also von dem absoluten
Nullpunkte der Temperatur; aber fiir diesen Fall wird das

Integral/% unendlich grofs. Man mufs daher, wenn man

einen endlichen Werth erhalten will, von einem Anfangs-
zustande beginnen, bei welchem die Temperatur schon ei-
nen angebbaren Werth hat. Das Integral stellt dann nicht
den Verwandlungswerth der ganzen im Korper enthalte-
nen Wirmemenge dar, sondern nur den Verwandlungs-
werth derjenigen Wirmemenge, welche der Korper in sei-
nem gegenwirtigen Zustande mehr enthilt, als in jenem
Anfangszustande, was ich dadurch ausgedriickt habe, dals
ich das so gebildete Integral den Verwandlungswerth der
von dem gegebenen Anfangszustande an gerechneten Kor-
perwdrme geﬁannt habe. Wir wollen diese Grofse der
Kiirze wegen mit Y bezeichnen.

Die in dem zweiten Integrale vorkommende Grofse Z
habe ich die Disgregation des Korpers genannt. Sie hingt
von der Apordoung der Bestandtheile des Korpers ab, und
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das Maafs einer Disgregationsvermehrung ist der Aequiva-
lenzwerth derjenigen Verwandlung aus Werk in Wirine,
welche stattfinden mufs, wn die Disgregationsvermebrung
wieder riickgingig zu machen, welche also als Ersatz der
Disgregationsvermehrung dienen kann. Hiernach kann man
sagen, die Disgregation sey der Verwandlungswerth der
gerade stattfindenden Anordnung der Bestandtheile des
Kérpers. Da wan bei der Bestimmung der Disgregation
auch von irgend einem Zastande des Korpers als Anfangs-
zustand ausgehen mufs, so wollen wir annehmen, der dazu
gewahlte ‘Anfangszustand sey derselbe, wie derjenige, von
welchem man bei der Bestinmung des Verwandlungswer-
thes der im Korper vorhandenen Wirme ausgegangen ist.

Bilden wir nun aus den beiden eben besprochenen Gro.
fsen Y und Z die Summe, so ist diese die vorher genanate
Gréfse S. Gehen wir ndmlich zur Gleichung (61) zuriick,
und pehmen der Allgemeinheit wegen an, der Anfangszu-
stand der Verinderung, auf welche sich die in dieser Glei-
chung befindlichen Integrale beziehen, brauche nicht gerade
derselbe zu seyn, wie derjenige Anfangszustand, von wel-
chem man bei der Bestimmung von Y und Z ausgegangen ist,
sondern es handele sich in ihr um eine Verinderung, de-
ren Anfang ein ganz beliebiger sey, wie er sich bei ir-
gend einer speciellen Untersuchung gerade dargeboten hat,
so konnen wir fiir die an der rechten Seite stehenden In-
tegrale schreiben:

SE=v—Y,ud fdz=2— 12,

worin ¥, und Z, die Werthe von ¥ und Z sind, welche
dem Anfangszustande entsprechen. Dadurch geht die Glei-
chung (61) tber in:

6 fR=Y+2—(T,+2)

Setzt man hierin:
63) Y+ Z=S
und entsprechend:
Y.+ 2,=S8,,
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so erhilt man die Gleichung:
d
&) [R=s5-35,

welche, nur etwas anders geordnet, diesclbe ist, wie die
unter (60) angefiibrte zur Bestinmung von S dienende Glei-
chung.

Sucht man fiir 8 einen bezeichnenden Namen, so konnte
man, dhnlich wie von der Grofse U gesagt ist, sie sey der
Wirme- und Werkinhalt des Korpers, von der Grofse S
sagen, sie sey der Verwandlungsinhalt des Korpers. Da
ich es aber fiir besser halte, die Namen derartiger fiir die
Wissenschaft wichtizer Grofsen aus den alten Sprachen
zu entnehmen, damit sie unveriindert in allen neuen Spra-
chen angewandt werden kdnnen, so schlage ich vor, die
Grolse S nach dem griechischen Worte 5 roonn, die Ver-
wandlung, die Entropie des Korpers zu nennen. Das
‘Wort Entropie habe ich absichtlich dem Worte Energie
moglichst dbnlich gebildet, denn die beiden Grofsen, welche
durch diese Worte benannt werden sollen, sind ihren phy-
sikalischen Bedeutungen nach einander so nahe verwandt,
dals eine gewisse Gleichartigkeit in der Benennuog mir
zweckmifsig zu seyn scheint.

Fassen wir, bevor wir weiter gehen, der Uebersichtlich-
keit wegen noch einmal die verschiedenen im Verlaufe der
Abhandlung besprochenen Grofsen zusammen, welche durch
die mechanische Wirmetheorie entweder nen eingefithrt
sind, oder doch eine verinderte Bedeutung erhalten haben,
und welche sich alle darin gleich verhalten, dafs sie durch
den augenblicklich stattfindenden Zustand des Korpers be-
stimmt sind, ohne dafs man die Art, wie der Koérper in
denselben gelangt ist, zu keunen braucht, so sind es fol-
gende sechs: 1) der Warmeinhalt, 2) der Werkinhalt, 3) die
Summe der beiden vorigen, also der Wirme- und Werkin-
halt oder die Energie; 4 ) der Verwandlungswerth des Wirme-
inhaltes, 5) die Disgregation, welche als der Verwandlungs-
werth der stattfindenden Anordnung der Bestandtheile zu
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betrachten ist, 6) die Summe der beiden vorigen, also der
Verwandlungsinhalt oder die Entropie.

§ 15. Um die Energie und Entropie fiir besondere
Fille zu bestimmnen, hat man uneben den Gleichungen (57)
und (39", resp. (58) und (60), die verschiedenen im Obi-
gen fiir d(Q gegebenen Ausdriicke zu benutzen. Ich will
hier nur einige einfache Fille als Beispiele behandeln.

Wenn der betrachtete Kirper ein homogener Kérper
von durchweg gleicher Temperatur ist, auf welchen als
einzige fremde Kralt ein gleichmifsiger und normaler Ober-
flichendruck wirkt, und welcher bei Aenderung der Tewm-
peratur und des Druckes sein Volumen iindern kann, ohne
dabei eine theilweise Aenderung des Aggregatzustandes zu
crleiden, und wenn dazu noch das Gewicht des Korpers
als eine Gewichtseinheit vorausgesetzt wird, so kann man
fir dQ die in § 9 gegebenen Gleichungen (28), (29) uud
(32) anwenden. In diesen Gleichungen kowmmt die dort mit ¢
bezeichuete specifische Wirme bei constantem Volumen
und die mit C bezeichnete specifische Wirme bei constan-
tem Drucke vor, und da gewdhnlich die letztere specifische
Wirme diejenige ist, welche man unmittelbar durch Beoh-
achtungen bestimnt hat, so wollen wir die Gleichung, in
der sie vorkomint, anwenden, namlich (29), welche lautet:

d0=CdT— 4 T;—;,dp 1,

Was ferner das dufsere Werk anbetrifft, so hat man fiir
eine unendlich kleine Zustaundsinderung, bei welcher das
Volumen sich um dp indert, zu setzen:

dw= Apdo,
und wenn man T und p als unabhingige Verinderliche ge-

1) Ich schreibe hier stait des in (29) angewandten Zeichens (‘-id—;‘)__ ein-
P

fach

dv oo .
T weil in emmem Falle, wo nur T und p als unabhingige
Verinderliche vorkommen, es sich von selbst vers(chl,. dafs bei der Dif-
ferentiation nach T die andere Verinderliche p als constant vorausge-

setat ist.
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wihlt hat, so kaon man dieser Gleichung folgende Form
geben:

do dv
dw=Ap(ﬁ,dT+3;dp).
Wendet man diese Ausdriicke von dQ und dw auf die
Gleichungen (57) und (59) an, so erhilt man:
e (C— Ap BN aT— A (T 4 p 82
) dU=(C—Ap1)dT—A(T ;z+p dp)dp
c dv

Unter Beriicksichtigung der in (33) zu unterst stehenden
Gleichung, nimlich

ac _. d*v

2; ==l A. Tﬁ;‘,
iiberzeugt man sich leicht, dafls diese beiden vollstindigen
Differentialgleichungen integrabel sind, ohue dafs man dazu
noch eine weitere Beziehung zwischen den Verinderlichen
anzunehmen braucht. Durch Ausfiihrung der Integration
gewinnt man Ausdriicke von U und S, deren jeder nur
noch eine unbestimmt bleibende Constante enthilt, nimlich
den Werth, welchen die betreffende Grofse U oder S in
dem als Ausgangspunkt der Integration gewihlten Anfangs-
zustande des Korpers hat.

Ist der Korper ein vollkommenes Gas, so gestalten sich
die Gleichungen einfacher. Man kann sie entweder da-
durch erhalten, dals man die Gleichungen (65) mit der das
Mariotte’sche und Gay-Lussac’sche Gesetz ausdriicken-
den Gleichung po=RT in Verbindung bringt, oder da-
durch, dafs man auf die Gleichungen (57) und (59) zu-
riickgeht, und darin an die Stelle von d Q einen der schon
oben fiir vollkommene Gase abgeleiteten und in den Glei-
chungen (42) enthaltenen Ausdriicke, und zugleich fiir dw

cinen der drei Ausdriicke AR 7Tdv; AR(dT—;po);
Apdo einsetzt. Wihlt man von den Gleichungen (42)

die zu oberst stehende, welche fiir den vorliegenden Fall
die bequemste ist, so kommt:
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\' dU=c¢cdT

(66) | ds =cT+ ARY,

Die Integration dieser Gleichungen lalst sich, da ¢ und
AR constant sind, sofort ausfithren, und giebt, wenn man
die Werthe von U und S im Anfangszustande, in welchem
T=T, und v =7, ist, mit U, und S, bezeichnet:
U=U,+c(T—T,)

| (67) 3 S=So—+—clog—%+ARlog—;’;.

Als letzten speciellen Fall wollen wir den bchandeln,
auf welchen sich die §§. 12 und 13 beziehen, wo der be-
trachtete Korper eine Masse M ist, von welcher sich der
Theil M — m in einem und der Theil m in einem anderen
Aggregatzustande befindet, und wo der Druck, unter dem
die ganze Masse steht, nur von der Temperatur abhingt.

Wir wollen annehmen, zu Anfange befinde sich die
ganze Masse M im ersten Aggregatzustande, und habe die
Temperatur T,, und zugleich stehe sie unter dem Drucke:
welcher dieser Temperatur entspricht. Die Werthe der
Energie und Entropie in diesem Anfangszustande seyen
mit U, und S, bezeichnet. Dann wollen wir uns denken,
dafs der Korper auf folgendem Wege aus diesem Anfangs-
zustande in seinen Endzustand gebracht werde. Der Kor-
per soll zunichst, wihrend die ganze Masse immer im er-
sten Aggregatzustande bleibt, von der Temperatur T, auf
die Temperatur T gebracht werden, und dabei soll der
Druck sich in der Weise idndern, dals er in jedem Augen-
blicke die Gréfse hat, welche der gerade stattfindenden
Tewperatur entspricht. Darauf soll bei der Temperatur T
ein Theil der Masse, ndmlich der Theil m, aus dem ersten
in den zweiten Aggregatzustand iibergehen. Diese beiden
Verianderungen wollen wir einzeln betrachten, indem wir
dabei die in §. 13 eingefiihrte Bezeichnung anwenden.

‘Wihrend der zuerst erwihnten Temperaturinderung
hat man die Gleichung:
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d0=McdT
anzuwenden. Die hier vorkommende Grolse ¢ ist die spe-
cifische Wirme des Korpers im ersten Aggregatzustande
fir den Fall, wo der Druck wiahrend der Temperaturin-
derung sich in"der oben angegebenen Weise indert. Von
dieser Grofse ist in der Anmerkung zu §. 13 die Rede ge-
wesen, und man kann nach dem, was dort nachgewiesen
ist, fiir den Fall, wo der erste Aggregatzustand der fliissige
oder feste und der zweite der luftformige ist, fiir ¢ in nu-
merischen Rechoungen ohne Bedenken die specifische Warme
des fliissigen oder festen Korpers bei constantem Drucke setzen.
Nur wenn' es sich um sehr hohe Temperaturen handelt, bei
denen die Dampfspannung mit der Temperatur sehr schnell
wiichst, kann der Unterschied zwischen der spec. Wirme ¢
und der spec. Wiirme bei constantemm Drucke so erheblich
werden, dafs man ihn beriicksichtizen muls. Aus der vor-
stehenden Gleichung folgt, wenn man zugleich bedenkt,
dafs mit der Temperaturzunahwe dT eine Volumenzunahme

M:—;,d T und somit das dulsere Werk MAp :—,;,dT verbun-

den ist:

do
dU=M(c— Aps7)dT
[
dS=M_dT.

Fir die bei Temperatur T stattfindende Aenderung des

Aggregatzustandes hat wan:
dQ=rdm.
Hieraus folgt, da die Zunahme des im zweiten Aggregat-
zustande befindlichen Theiles um dm eine Volumenzunabme
um udm und somit ein durch Apudm dargestelltes aufse-
res Werk bedingt:
dU=(r— Apu)dm,

‘Wendet man hierauf, um die Grofse u durch andere expe-
rimentell besser bekannte Grofsen zu ersetzen, die Glei-
chung (54) an, nach welcher man hat:
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,
Au= —ap
Tar
so kommt:
dUl=r (1 — -2 _\dm
Sy
\ dT

Zugleich ergicht sich fiir dS aus jenem Ausdrucke von aQ
unmittelhar:
,
dS = len.

Die beiden auf den ersten Procels beziiglichen Differen-
tialgleichungen miissen nach T von T, bis 7, und die auf
den zweiten Procefs beziiglichen nach m von 0 bis m in-
tegrirt werden, und mwan erhilt also:

‘ T
. > d N
U=Up+M[ (c—Ap ) aT+mr 1 -2
. dl ]
. ' ’I‘Q dT
(68)
T
e mr
( S=58,+Mf s d T+,
§. 16. Nebmen wir nun an, dafs auf eine der vorste-
hend angedeuteten Weisen die Grofsen U und S fiir einen
Karper in seinen verschiedenen Zustinden bestimmt seyen,
so kann man die Gleichungen, welche fiir nicht umkehr-
bure Verinderungen gelten, ohne Weiteres hinschreiben:
Die erste Hauptgleichung (I.) und die aus ihr durch In-
tegration hervorgegangene (leichung (58), welche wir jetzt
so ordnen wollen:
69) 0=U—-U,+w,
gilt ebenso gut fir nicht umkehrbare, wie fiir umkehrbare
Verinderungen. Der Unterschied besteht nur darin, dafs von
1) In einer mathematischen Entwickelung von Bauschinger, welche im
tweiten diesjihrigen Hefie von Schlémilch’s Zeitschrift fic Math,
und phys. erschien, als diese Abhandlung schon volleadet war, kom-
men ebenfalls Bestimmungen der hier besprochenen Gréfsen vor. Ich

werde miv erlauben iber diese Entwickelung in einer besonderen, spi-

ter zu veriifentlichenden Note einige Bemerkungen zu machen.
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den an der rechten Seite stehenden Grofsen dafs &ufsere
Werk w in dem Falle, wo eine Verinderung in nicht um-
kehrbarer Weise vor sich geht, einen anderen Werth hat,
als in dem Falle, wo dieselbe Verinderung in umkehrba-
rer Weise geschieht. In Bezug auf die Differenz U — U,
findet eine solche Ungleichheit nicht statt. Sie ist nur
vom Anfangs- und Endzustande und nicht von der Art
des Ueberganges abhiingig. Man braucht also die Art des
Ueberganges nur soweit in Betracht zu ziehen, wie nothig
ist, um das dabei gethane dufsere Werk zu bestimmen, und
indem man dann dieses @ufsere Werk zu der Differenz
U— U, addirt, erhilt man die gesuchte Wirmemenge 0,
welche der Korper wihrend des Ueberganges aufnehmen
mufs.

Was ferner die bei irgend einer nicht umkehrbaren Ver-
anderung eingetretene uncompensirte Verwandlung anbetrifft,
so erhilt man dieselbe folgendermaalsen.

Der Ausdruck derjenigen uncompensirten Verwandlung,
welche in einem Kreisprocesse eintreten kann, ist in mei-
ner Abhandlung_»iiber cine veriuderte Form des zweiten
Hauptsatzes der mechanischen Wirmetheorie« in Gleichung
(11) gegeben'). 'Wenn wir in dieser Gleichung dem Diffe-
rentiale dQ das entgegengesetzte Vorzeichen geben, weil
dort eine von dem Korper an ein Wirmereservoir abge-
gebene Wirmemenge positiv gerechnet ist, wihrend wir
hier eine von dem Korper aufgenommene Wirmemenge
positiv rechnen, so lautet sie:

1) N=—f42

Wenn nun der Korper eine Verinderung oder eine Reihe
von Verinderungen erlitten hat, welche nicht einen Kreis-
procefs bilden, sondern durch welche er in einen Endzustand
gelangt ist, der vom Anpfangszustande verschieden ist, so kann
man aus dieser Reihe von Verinderungen nachtriglich einen
Kreisprocefs machen, wenn man noch solche Veréinderungen

1) Diese Ann. Bd. XCIII, S. 499 und Abhandlungensammlung Theil T,
S. 145,
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hinzufiigt, durch welche der Korper wieder aus dem erreich-
ten Endzustande in seinen Anfangszustand zuriickgefihrt wird.
Von diesen neu hinzugefiigten Verinderungen, welche den
Korper in den Anfangszustand zuriickfihren, wollen wir
annehmen, dafs sie in umkehrbarer Weise stattfinden.

Wenden wir auf diesen so gebildeten Kreisprocefs die
Gleichung (70) an, so konnen wir das darin vorkommende
Integral in zwei Theile theilen, von denen sich der erste
auf den urspriinglich gegebenen Hingang des Korpers aus
dem Anfangszustande in den Endzustand und der zweite
auf den von uns hinzugefiigten Riickgang aus dem Endzu-
stande in den Anfangszustand bezieht. Wir wollen diese
beiden Theile als zwei getrennte Integrale schreiben, und
das zweite, namlich das auf den Riickgang beziigliche, da-
durch vom ersten unterscheiden, dals wir an das Integral-
zeichen den Buchstaben r als Index schreiben. Dadurch
geht die Gleichung (70) iber in

S
r

Da nun der Riickgang in umkebrbarer Weise stattfinden
soll, so konnen wir auf das zweite Integral die Gleichung
(64) anwenden, nur mit dem Unterschiede, dals wir, wenn
S, die Entropie im Anfangszustande und S die Entropie
im Endzustande bedeutet, statt der Differenz S — S, die
dem Vorzeichen nach entgegengesetzte Differenz S, — S
setzen miissen, weil das hier in Rede stehende Integral
riickwirts vom Endzustande bis zum Anfangszustande zu
nehmen ist. Wir haben also zu schreiben:

JSR—5,—s.

Durch diese Substitution geht die vorige Gleichung tiber in:

(M) N=S8—8,— %.

Die auf diese Weise bestimmte Grofse N bedeutet zu-
nichst die in dem ganzen Kreisprocesse eingetretene un-
compensirte Verwandlung. Da nun aber fiir solche Ver-
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inderungen, die in uwkehrbarer Weise geschehen, der
Satz gilt, dafs die Summe der in ihnen vorkommenden Ver-
wandlungen Null ist, also keine uncompensirte Verwand-
lung in ihnen entstehen kann, so hat der als umkehrbar
vorausgesetzte Riickgang nichts zur Vermehrung der un-
compensirten Verwandlung beigetragen, und die Grofse N
stellt somit die uncompensirte Verwandlung dar, welche
bei dem gegebenen Uebergange des Korpers aus dem An-
fangszustande in den Endzustand eingetreten ist. In dem
gefundenen Ausdrucke ist wieder die Differenz § — S, voll-
stindig bestinmt, wenn der Anfangs- und Endzustand ge-

oebon ist, und nur bei der Bildung des Inte"rals/— mufs

die Art, wic der Ucberwanv aus dem einen in den anderen
stattgefunden hat, beruckelchtxgt werden.

§. 17. Zum Schlusse michte ich mir noch erlauben,
einen Gcgenstand zu beriihren, dessen vollstindige Behand-
lung hier freilich nicht am Orte seyn wiirde, indem die
dazu nothigen Auseinandersetzungen zu umfangreich seyn
wiirden, von dem ich aber doch glaube, dafs selbst die
nachfolgende kurze Andeutung nicht obne Interesse seyn
wird, indem sie dazua beitragen kann, die allgemeine Wich-
tigkeit  der Grofsen, welche ich bei der Formulirong des
zweiten Hauptsatzes der mechanischen Wiirmetheorie ein-
gefiihrt habe, erkennen zu lassen.

Der zweite Hauptsatz in der Gestalt, welche ich ihm
gegeben habe, sagt aus, dafs alle in der Natur vorkom-
menden Verwandlungen in einem gewissen Sinne, welchen
ich als den positiven angenommen habe, von selbst, d. h
ohne Compensation, geschehen konnen, dafs sie aber im
entgegengesetzten, also negativen Sinne nur in der Weise
stattfinden konnen, dafs sie durch gleichzeitig stattfindende
positive Verwandlungen compensirt werden. Die Anwen-
dung dieses Satzes auf das gesawmte Weltall fiihrt zu einem
Schlusse, auf den zuerst W, Thomson aufmerksam ge-
macht hat?), und von dew ich schon in einer vor Kurzem.

1) Phil. Mag. 4'* Ser. Vol. IV, p. 304.
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veroffentlichten Abbandlung gesprochen habe '), Wenn
namlich bei allen im Weltall vorkowmenden Zustandsin-
derungen die Verwandlungen von einem bestimmten Sinne
diejenigen vom entgegengesetzten Sinne an Grofse iiber-
treffen, so muls der Gesamntzustand des Weltalls sich im-
mer inehr in jenem ersteren Sinne indern, und das Weltall
mufs sich somit ohne Unterlals einem Granzzustande nihern.

Es fragt sich nun, wie man diesen Granzzustand ein-
fach und dabei doch bestimmt charakterisiren kann. Die-
ses kann dadurch geschehen, dals man die Verwandlungen,
wie ich es gethan habe, als mathematische Grifsen betrach-
tet, deren Aequivalenzwerthe sich berechnen und durch
algebraische Addition zu einer Summe vereinigen lassen.

Solche Rechnungen habe ich in meinen bisherigen Ab-
handlungen in Bezug auf die in den Korpern vorhandene
Wirme und die Anordnung der Bestandtheile der Korper
ausgeftihrt. Es haben sich dabei fir jeden Korper zwei
Grofsen ergeben, der Verwandlungswerth seines Wirme-
inhaltes und seine Disgregation, deren Samme seine En-
tropie hildet. Hiermit ist aber dic Sache noch nicht er-
schopft, sondern die Betrachtung mufls auch noch auf die
strablende Wirme, oder, anders ausgedriickt, auf die in
der Form von fortschreitenden Schwingungen des Aethers
durch den Weltenraum verbreitete Wiirme, und ferner auf
solche Bewegungen, die nicht unter den Namen Wirme
zu begreifen sind, ausgedehnt werden.

Die Behandlung der letzteren wiirde sich, wenigstens
soweit es sich um Bewegungen ponderabler Massen han-
delt, kurz abmachen lassen, indem man durch nahe lie-
gende Betrachtungen zu folgendem Schlusse gelangt. Wenn
eine Masse, welche so grofs ist, dafs ein Atom dagegen
als verschwindend klein betrachtet werden kano, sich als
Ganzes bewegt, so ist der Verwandlungswerth dieser Be-
wegung gegen ihre lehendige Kraft gleichermalsen als ver-
schwindend klein anzusehen; woraus folgt, dals, wenn

1) Diese Ann Bd. CXXI, 5. ! und Abhandlungensammlung Th. I, Ab-
handlung VIII
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eine solche Bewegung sich durch irgend einen passiven
‘Widerstand in Wirme umsetzt, dann der Aequivalenz-
werth der dabei eingetretenen uncompensirten Verwand-
lung cinfach durch den Verwandlungswerth der erzeug-
ten Wirme dargestellt wird. Die strahlende Wirme da-
gegen Lifst sich nicht so kurz behandeln, indem es noch
gewisser besonderer Betrachtungen bedarf, um angeben zu
konnen, wie ihr Verwandlungswerth zu bestimmen ist. Ob-
wohl ich in der vorher erwahnten, vor Kurzem veriffent-
lichten Abbandlung schon von der strahlenden Wirme im
Zusammenhange wit der mechanischen Wirmetheorie ge-
sprochen habe, so habe ich doch die hier in Rede stehende
Frage dort nicht beriihrt, indem es mir dort nur darauf
ankam, npachzuweisen, dals zwischen den Gesetzen der
strahlenden Wirme und einem von mir in der mechani-
schen Wirmnetheorie angenommenen Grundsatze kein Wi-
derspruch besteht. Die speciellere Anwendung der mecha-
nischen Wirmetheorie und namentlich des Satzes von der
Aequivaleoz der Verwandlungen auf die strahlende Wirme
behalte ich mir fiir spiter vor.

Vorliufig will ich mich darauf beschrinken, als ein Resul-
tat anzufihren, dals, wenn man sich dieselbe Grifse, welche
ich in Bezug auf einen einzelnen Korper seine Entropie
genannt habe, in consequenter Weise unter Beriicksichti-
gung aller Umstinde fiir das ganze Weltall gebildet denkt,
und wenn man daneben zugleich den anderen seiner Be-
deutung npach einfacheren Begriff der Energie anwendet,
wan die den beiden Hauptsitzen der mechanischen Wirme-
theorie entsprechenden Grundgesetze des Weltalls in fol-
gender einfacher Form aussprechen kann.

1) Die Energie der Welt ist constant.

2) Die Entropie der Welt strebt einem Maximum zu,






