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Dieses Resultat, das man nicht erwartet, mahnt zu
grofser Vorsicht in der Deutung unserer Zablen. Ich beab-
sichtige zunichst solche Salze zu studiren, die in Alkohol
absolutus auch bei niederer Temperatur leichtloslich sind,
und hoffe in der nichsten Mittheilung die Ergebnisse fiir
die Salze des Zinks, Cadmiums, Eisens, Mangans u. s. w.
vorlegen zu konnen. Bei mehreren derselben scheidet
sich Wasserstoff an der Kathode wiihrend der Elektro-
lyse aus. Da die Losung sich jedoch daselbst verdiinnt,
so lifst sich mein Apparat leicht durch eine kleine Modi-
fication auch fiir diese Untersuchung geeignet erhalten.
Ich gedenke alsdann auch auf die Methode von Daniell
und Miller und ihre abweichenden Resultate zuriickzu-
kommen.

1I.  Ueber einige Gesetze der Vertheilung elekiri-
scher Strome in kérperlichen Leitern mit Anwen-
dung auf die thierisch- elektrischen Versuche;
von H. Helmholiz.

Die Grundsitze fiir die Losung solcher Aufgaben, in
denen die Vertheilung elektrischer Strome in koérperlichen
Leitern in Betracht kommt, sind durch Smaasen und
Kirchhof hingestellt worden. Indessen reichen unsere
mathematischen Hiilfsmittel nur in wenigen der einfachsten
Falle aus, um mittels jener Grundsitze die Losung der
genannten Aufgaben wirklich vollstindig durchfiihren zu
konnen. Es stellen sich hier dieselben Schwierigkeiten
in den Weg wie bei den Problemen der Vertheilung sta-
tischer Elektricitit auf der Oberfliche leitender Korper,
Problemen, welche in mathematischer Beziehung die niichste
Verwandtschaft mit denen der Stromvertheilung bhaben.
Dazu kommt, dafs wir bisher noch nicht im Stande sind,
14 *
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die Stromintensititen in anderen als linearen Leitern prac-
tisch zu messen, daher wiirden wir Ergebnisse der Theorie
fiir das Innere der durchstromten korperlichen Leiter nicht
einmal mit der Wirklichkeit vergleichen konnen. Desto
grofsere practische Wichtigkeit baben in neuerer Zeit sol-
che Aufgaben, bei denen die Stromintensitit in Verbin-
dungen von korperlichen und linearen Leitern zu bestim-
men ist, namentlich durch die thierisch - elektrischen Ver-
suche erhalten. Fiir sie lassen sich, auch wo die Verthei-
lung der Stréme im Innern des korperlichen Leiters un-
bekannt ist, mehrere sehr einfache Gesetze nachweisen,
die eine grofse Zahl der bei Versuchen in Betracht kom-
menden Fragen zu losen geeignet sind. Ich werde im
Folgenden zuerst die hierher gehorigen Theoreme, welche
ich gefunden habe, erweisen, dann die Versuche berichten,
durch welche ich sie, so weit es anging, zu bestiitigen
suchte, und endlich die Art ibrer Anwendung auf die thie-
risch- clektrischen Versuche kurz auseinander setzen.

I. Ich beginne mit cinem Satze, den wir mit du Bois-
Reymond das der Superposition der elekirischen Strime
nennen konnen. Er ist nicht ganz neu; denn fiir lineare
Leitersysteme kann man ibn unmittelbar aus Kirchhof’s
allgemeinen Formeln herauslesen; fiir korperliche Leiter,
in welche die Elektricitit aus linearen einstrémt, hat ihn
Smaasen ') ausgesprochen, und du Bois-Reymond?)
baut einige seiner Schliisse auf die Einsicht, dals es ein
solches Princip geben miisse. Aber da ich es nirgends in
ganz allgemeiner Form bewiesen fand, und es in dem Fol-
genden vielfach gebrauchen werde, so hielt ich fiir nothig,
es hier zuvorderst in voller Allgemeinheit hinzustellen.

Man kann es folgendermaflsen aussprechen:

Wenn in einem beliebigen Systeme von Leitern elek-
tromotorische Krifte an verschiedenen Stellen vorkommen,
so ist die elektrische Spannung in jedem Punkte des durch-
stromten Systems gleich der algebraischen Summe derjeni-

1) Poggendor(f’s Ana. Bd. 69, S. 161.
2) Unters. iber thier. Elekir, Bd. I, S. 647.
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gen Spannungen, welche jede einzelne der elektromotori-
schen Krifte unabhdngig von den anderen hervorbringen
wiirde. Und ebenso sind die mit drei rechtwinklichen
Azxen parallelen Componenten der Stromintensitit gleich
der Summe der entsprechenden Componenten, welche den
einzelnen Kriften zugehiren.

Der Beweis ergiebt sich sehr leicht aus den drei Be-
dingungen, welche Kirchhof ') fir die Stromvertheilung
in Systemen korperlicher Leiter als nothwendig und aus-
reichend erwiesen hat. Wir nehmen an, dafs das System
aus Stiicken von verschiedenem Material zusammengesetzt
sey, und bezeichnen innerhalb eines solchen Stiickes die
elektrische Spannung in dem Punkte, dessen Coordinaten
x, y, % sind mit u, die nach innen gerichtete Normale eines
Punktes der Oberfliche oder der Beriihrungsfliche mit einem
andern Stiicke des Systems mit 7, die Leitungsfahigkeit
mit k, und dieselben Grofsen fiir ein anstofsendes Stiick
von anderem Material mit »,, n,, k,, so sind die drei
Bedingungen fiir das dynamische Gleichgewicht der Elek-
tricitit:

1) fiir jeden Punkt im Innern:
d*u
dz

2) fiir jeden Punkt der Beriihrungsfliche zweier Stiicke
von verschiedenemm Material:

= 0.

d*u d*u
oty

A g, G —
k dn +k, dn, — 0.
Darin liegt gleichzeitig, dals an der freien Oberfliche,
jenseits welcher wir &k, == o setzen miissen,

du 0.

dn

3) fiir jeden Punkt einer Fliche in welcher eine elck-
tromotorische Kraft ihren Sitz hat:

u—u=U
wo U die constante Spannungsdifferenz bezeichnet.
1) Pogg. Ann. Bd. 75, S. 189.
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Denken wir uns nun die elektromotorischen Kriifte in
zwei Gruppen 4 und B gesondert, und nennen die Span-
nungen, welche unter dem Einflusse der gleichzeitigen
Wirkung der Kriifte aus der Gruppe 4 und derer aus B
eintreten, wie bisher 4, die von den Kriiften A allein her-
vorgerufenen v, die von den Kriften B allein hervorgerufe-
nen w, so behauptet unser Princip, dafs

u=9-+w.

Ich will zunichst nachweisen, dafs die Function (o4 w)
statt » in die obigen drei Bedingungsgleichungen gesetzt,
dieselben identisch macht.

Da v und w die elektrischen Spannungen seyn sollen,
welche bei der Durchstromung des Systems unter dem Ein-
flusse der betreffenden elektrischen Krifte aus der Gruppe
A oder B eintreten, so mufs ein jedes von ihnen einzeln
genommen die drei obigen Bedingungen erfiillen. Wir
haben also fiir jeden Punkt im Innern

1) “,+ =0
1p) 71';,‘+ 7 + e =0

fir jeden Punkt der Trennungsfliche zweier Stiicke von
verschiedenem Widerstande

2.) k T +k, ""' =0
2,) kdw_l_k dw. =0

fir jeden Punkt einer elektromotorischen Fliche, dessen
Krifte der Gruppe A angehdren
3) v—o,=U
3) w—w, =0
oder fiir jeden, dessen Krifte der Gruppe B angehoren
4.) v—ov,=0
) w—w =U.
Beriicksichtigt man nun, dals wenn a=vo--w ist,
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du __d(v+w) __ do dw

dn ™ dn =~ dn dn
Ly _ Sotw) _ &0 T
dx*— dx2* ~— dx* dx®
u. 8. w,

so erhilt man sogleich durch Addition der Gleichungen
1. und 1, die Gleichung 1, durch Addition von 2, und 2,
die Gleichung 2, durch Addition von 3. und 3, oder 4,
und 4, die Gleichung 3. Somit sind alle Bedingungen
der Stromvertheilung erfillt, wenn wir u=v-4w setzen,
und da Kirchhof nachgewiesen hat, da{s nur eine Func-
tion existiren kann, welche alle diese Bedingungen erfiillt,
so folgt, dafs u=v 4w diese Function sey.

‘Wie wir nun die Gesammtzahl der vorhandenen elek-
tromotorischen Krifte in zwei beliebige Gruppen 4 und
B zerlegt haben, so konnen wir auch wieder A in zwei
kleinere Gruppen C und D theilen, B in E und F. Durch
die Krifte der Gruppe C allein moge die Spannung ¢
hervorgebracht werden, durch D oder E oder F beziehlich
die Spannungen r oder s oder . Wir haben dann ent-
sprechend dem vorigen Falle

v=q—4r
w=s-41
u=v+w=q+r4s-4t
So konnen wir die Theilung der Krifte offenbar beliebig
weit fortsetzen.

Auch braucht man die elektromotorische Kraft U irgend
cines Punktes in einer elektromotorischen Fliche, nicht
ganz in die eine oder andere Gruppe hineinzunehmen,
sondern kann sie selbst in zwei Theile ¥V und W theilen,
so dafs

U=V+WwW
und ¥V in die Gruppe 4, W in die Gruppe B kommt. Die
dritte Bedingungsgleichung wird dann an dieser Stelle
folgende:

v—o, =V

w—w,=W
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daraus folgt
y—u, =(04+w)— (v, +w,)=V4+W=U
wie es die Gleichung 3 verlangt.

Somit ist das Princip der Superposition fiir die elek-
trischen Spannungen vollstindig erwiesen. Es darf natiir-
lich nur bei constanten elektromotorischen Kriften ange-
wendet werden. Hingen diese Krifte dagegen von der
Stromesdichtigkeit ab, so bekommt die dritte Bedingungs-
gleichung eine andere Form, welche die einfache Addition
nicht mehr zulifst.

Ich bemerke noch, dafs es zuweilen vortheilhaft ist, zu
den vorhandenen elektromotorischen Kriften eines leiten-
den Systems noch andere hinzuzudenken, und die vorhan-
denen Spannungen als die Differenz der den gesammten
und der den hinzugesetzten Kriften zugehorigen Spannun-
gen zu betrachten, ein Verfahren, welches nach dem be-
wiesenen Principe offenbar erlaubt ist.

Aus dem fiir die Spannungen bewiesenen Satze folgt
sogleich der entsprechende fiir die Componenten der Strom-
intensitat. Sind erstere u oder o oder w, so sind letztere
nach der Axe der = beziehlich

du dv . dw
_kf._t’ oder _kﬁ’ oder _kﬂ

und aus
N==v-4w

folgt .
du do dw
kﬁ —kﬁ -+ ki}

und ebenso nach den beiden anderen Axen.

du __ ;dv dw
oy =kay TG,
du __ ,dov dw

II. Die folgenden Sitze bezichen sich auf den Fall,
wo constante elektromotorische Krifte von beliebiger Zahl
und Vertheilung im Innern eines beliebig zusammengesetzten
Leitersystems A wirksam sind, und an die Oberfliche von
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A ein anderer Leiter B angelegt wird, in welchen ein Theil
der A durchkreisenden Strome abgeleitet wird. Wir kénnen
daher A den abgeleiteten und B den ableitenden Leiter
nennen. Wir setzen zunichst voraus, dafs in B und an
seinen Beriihrungsstellen mit A keine elektromotorischen
Krifte vorkommen. Es wird dadurch die allgemeine Brauch-
barkeit der folgenden Sitze fiir beliebige Fille der Anwen-
dung nicht beschrinkt, da man nach dem Principe der Su-
perposition die Strome, welche von den inneren Kriften
des Leiters A in dem Systemne erregt werden, erst mit An-
wendung der folgenden Theoreme gesondert bestimmnen,
und nachher die hinzufiigen kann, welche Kriften im In-
nern von B oder an den Beriihrungsstellen von A und B,
wenn dort solche vorkommen, angehdren. -

1) Ich lasse zunichst einen Satz folgen, welchen wir
wohl passend das Princip von der elektromotorischen Ober-
fliche nennen kinnen:

Fiir jeden Leiter A, in dessen Inneren elektromoto-
rische Krifte beliebig vertheilt sind, ldfst sich eine be-
stimmte Vertheilung elektromotorischer Krifte in seiner
Oberfliche angeben, welche in jedem angelegten Leiter B
dieselben abgeleiteten Strime wie die inneren Krifte von
A, hervorbringen wiirde.

Diese Vertheilung wird folgendermafsen gefunden. Man
nehme den Leiter A isolirt, ohne Verbindung mit anderen
Leitern, bestimme die elektrische Spannung, welche ein
jeder Punkt seiner Oberfliche bei den durch seine inneren
Krifte erregten Stromen annimmt, und setze die gesuchte
elektromotorische Kraft der Oberfliche in der Richtung
von innen nach aufsen genommen gleich dieser elektrischen
Spanpung, indem man nach Ohms Weise die elektromo-
torischen Krifte durch die zugehorigen Spannungsunter-
schiede gemessen denkt. Ich werde im Folgenden die Ober-
fliche "des Leciters 4, wenn sie in der angegebenen Weise
clektromotorisch wirksam gedacht wird, die positio wirk-
sume Oberfliche nennen, negativ wirksam dagegen, wenn
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ibren Kriften die entgegengesetzte Richtung bei derselben
absoluten Grofse beigelegt werden soll.

Der Beweis des vorstehenden Satzes ergiebt sich am
leichtesten in folgender Weise. Man denke die Oberfliche
des Leiters A negativ wirksam gemacht, und dann einen
unwirksamen zweiten Leiter B angebracht. Aus den von
Kirchhof gegebenen drei Bedmgungen der Stromverthei-
lung in dem Systeme A4 B ergiebt sich leicht, dafs bei die-
ser Anordnunw gar keine Strome in B entstehen, die elektri-
sche Spannung in seinem Innern iiberall gleich Null bleibt,
und die Strome und Spannungen, welche vorher in 4 be-
standen, unverindert fortbestehen. Im Innern von 4 und
im Innern von B sind natiirlich jene drei Bedingungen, nach
wie vor erfiillt, da daselbst alles unverindert bleiben soll.
An der Beriibrungsfliche von 4 und B miissen die beiden
Grinzbedingungen 2 und 3 des vorigen Paragraphen er-
filllt seyn, némlich

k dua

du; —_
% 0.

+ kg -
u,-—-u,,=U

wo u,, n,, k, die Werthe der betreffenden Grofsen in 4
und #,, n,, k, dieselben in B bezeichnet. Beriicksichtigen

wir nun, dafs %,, also auch '—:‘l“-, iiberall gleich Null seyn
ns

soll,

betreffende Theil der Oberfliche von A vorher zu der
freien aufseren Oberfliche gehorte, und dafs U nach der
Definition der negativ wirksamen Oberfliche gleich u, seyn
mufs, so werden beide Gleichungen identisch, und es sind
also in der That unter den angegebenen Umstinden alle
Bedingungen der Stromvertheilung erfiillt. Die negativ
wirksame Oberfliche verhindert vollstindig, dafs die Strome,
welche im Innern des Leiters A erregt sind, und die zu-
gehorige elektrische Spannung auf andere Leiter iibergehen.
Nach dem Principe der Superposition konnen wir aber
die Spannungen und Stromcomponenten im Innern von B
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(deren Grofse, wie eben bewiesen, iiberall gleich Null
ist) ansehen, als die algebraische Summe derjenigen Span-
nungen und Stromcomponenten, welche einmal die inne-
ren Krifte von A fiir sich allein, und dann die negativ
wirksame Oberfliche fiir sich allein hervorbringen wiirde.
Da nun jene Summe im Innern von B iiberall gleich Null
seyn soll, so miissen ihre beiden Summanden dort tberall
gleiche absolute Grofse und entgegengesetztes Zeichen ha-
ben. Es bringt also die negativ wirksame Oberfliche fir
sich allein genau die entgegengesetzten Spannungen und
Stromungen hervor, wie die inneren Krifte von 4. Keh-
ren wir nun das Zeichen der elektromotorischen Krifte in
der Oberfliche um, so geschicht dasselbe mit den von ihnen
abhingigen Spannungen und Stromungen in 4 und B. Dar-
aus folgt, dafs die positiv wirksame Oberfliche fiir sich
allein genau dieselben Spannungen und Stromungen in B
hervorbringt, wie die inneren Krifte von 4, was zu be-
weisen war.
2) Die Spannungen und Stromcomponenten im Innern des
abgeleiteten Leiters A wdhrend der Ableitung sind gleich
der Summe der ohne Ableitung in ihn stattfindenden Span-
nungen und Stromcomponenten, und derer, welche die po-
sitiv wirksame Oberfliche hervorbringt.

Es trete in dem durch die Coordinaten z, y, z im In-
nern von 4 gegebenen Punkte die Spannung W, ein, wenn
die inneren Krifte von 4 in diesem Leiter allein ohne Ab-
leitung Strome erregen, W,, wenn sie es in dem verbun-
denen Leitersystem A+ B thun, ferner 4 P, wenn die po-
sitiv wirksame Oberfliche, — P, wenn die negative Strome
in dem verbundenen Leitersystem erregt. In der voran-
gegangenen Beweisfithrung ist gezeigt worden, dafs die
negativ wirksame Oberfliche uud die inneren Kriifte von
A gleichzeitig wirkend, den inneren Zustand von 4 be-
stehen lassen, welcher vor der Ableitung bestand, also
seine Spannungen gleich W, machen. Betrachten wir diese
nun nach dem Princip der Superposition als die Summe
derer, welche die inneren Krifte von A fiir sich, und die
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negativ wirksame Oberfliche fiir sich in dem System A B
hervorbringt, so haben wir

Wo=W,—P
was sich sogleich umschreiben lafst in

W, =W,+P.

Diese Gleichung ist aber gerade das, was der obige
Satz fiir die Spannungen aussagt. Differenziren wir sie
nach einander nach den drei Coordinataxen, so erhalten
wir die entsprechenden Gleichungen fiir die Stromcompo-
nenten.

3) Verschiedene Vertheilungsweisen elektromotorischer

Krifte in der Oberfiiche des Leiters A, welche diesclben

abgeleiteten Strome, wie seine inneren Krifte geben sol-

len, kinnen sich nur um eine, in allen Punkten der Qber-
fliche denselben constanten Werth habende Differenz un-
terscheiden.

Die Stromungen im Innern eines Leitersystems bleiben
bekanutlich unverindert, wenn man die Spannungen in
allen Punkten um eine constante Grofse C grifser oder
kleiner macht. Fiihrt man diefs in dem Leiter A aus vor
der Anlegung des Leiters B, und bestimmt dann nach der
oben gegebenen Regel die Intensitit der elektromotori-
schen Oberfliche, so findet man auch fiir diese, welche
den oberflichlichen Spannungen gleich seyn soll, tiberall
einen um C grofseren oder kleineren Werth. Die Grofse
der elektromotorischen Kraft in den einzelnen Punkten der
Oberfliche, welche die Wirkung der inneren Strome nach
aufsen ersctzen soll, ist also auszudriickén durch eine ge-
wisse Function der Coordinaten, welcher eine willkiibr-
liche Constante hinzuaddirt ist. Es lifst sich aber auch
leicht einsehen, dafs es weiter keine Vertheilung elektro-
motorischer Kriifte an der Oberfliche giebt, welche dasselbe
leisten konnte. Gibe es niawmlich zwei versebiedene Ver-
theilungsarten, welche in dem angelegten Leiter B diesel-
ben Strome hervorbrichten, so konnte man nach Entfer-
nung der inneren Krifte von A die eine positiv, die an-
dere negativ anbringen; dann wiirde jeder Punkt von B
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von gleichen und entgegengesctzten Stromen durchflossen
werden, d. h. in B wiirde gar keine Stromung stattfinden.
Daraus folgt weiter, dafs auch in 4 keine stattfinden kann.
Denn jede Stromcurve mufs durch eine elektromotorische
Fliche hindurchgehen, hier wire aber die einzige solche
die Beriihrungsfliche von A und B. Wenn aber weder
in A noch in B eine Stromung stattfindet, mufs die Span-
nung innerhalb jedes dieser Leiter constant seyn, und da
dic elektromotorische Kraft der Grinzflichen gleich dem
Spannungsunterschiede ihrer beiden Seiten ist, so wmuls
diese Kraft, welche in diesem Falle die Differenz der bei-
den verglichenen Vertheilungsarten ist, in allen Pankten
der Oberfliche dieselbe seyn. Es unterscheiden sich also
die beiden Vertheilungsarten wieder nur durch eine will-
kiihrliche Constante.

Dagegen kann ein und dieselbe elektromotorische Ober-
fliche unendlich viele Vertheilungsarten elektromotorischer
Krifte im Innern des Leiters entsprechen, welche nur das
Gemeinsame haben, dafs sie in den Punkten der Oberfliche
dieselben Spannungen hervorbringen. »

Ich bemerke noch, dafs man den Leiter A auch in ver-
schiedene Theile 4,, A, u. s. w. zerlegt, jeden dieser Theile
isolirt und fiir seine inneren Krifte nach der oben gege-
benen Regel eine elektromotorische Oberfliche gesctzt den-
ken kann. Es werden dann die elektromotorischen Ober-
flichen der Theile zusammen genommen dieselben Strome
in B hervorbringen, wie die ioneren Krifte. Denn wir
Konnen nach der gegebenen Beweisfilhrung die inneren
Krifte jedes einzelnen Theils durch die ihn umschliefsende
elektromotorische Fliche ersetzen, wenn wir uns die Krifte
aller anderen Theile wegdenken, und kénnen nachher nach
dem Principe der Superposition dic Wirkung des ganzen
Leiters 4 als die Summe der Wirkungen seiner ecinzelnen
Theile ansehen.

4. Schliefslich mache ich noch darauf aufmerksam, dafs
mit Hiilfe unseres Theorems folgender Satz ohne Einschriin-
kung bewiesen werden kann:
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Wenn ein kirperlicher Leiter mit constanten elektromoto-
rischen Kriften in zwei bestimmten Punkten seiner Ober-
fidche mit belicbigen linearen Leitern verbunden wird, so
kann man an seiner Stelle immer einen linearen Leiter
von bestimmter elektromotorischer Kraft, und bestimmiem
Widerstande substituiren, welcher in allen angelegten linea-
ren Leitern genau dieselben Strome erregen wiirde, wie
jener korperliche.

Kirchhof hat diesen Satz nur fiir den Fall erwiesen,
dafs wie in den hydroelektrischen Batterien jede elektro-
motorisch wirksame Trennungsfliche zweier Stiicke von
verschiedenem Material auch den ganzen korperlichen Lei-
ter in zwei vollkommen gesonderte Stiicke trennt, so dafs
in seinem Innern nirgends vollstindig geschlossene Stromes-
curven vorkommen, sondern diese Curven alle auch den
linearen Leiter durchlaufen. Ersetzen wir aber die inneren
Krifte des korperlichen Leiters durch solche seiner Ober-
fliche, wobei hier nur die beiden Punkte derselben zu be-
riicksichtigen sind, welche mit dem linearen in Verbindung
stehen, so fiihren wir den allgemeinen Fall auf den von
Kirchhof bebandelten zuriick, und der Beweis des spe-
ciellen Falls wird dadurch auch fiir den allgemeinen giiltig.
Der Widerstand des zu substituirenden linearen Leiters ist
gleich dem des Korpers, wenn ein Strom von den beiden
Eintrittspunkten der linearen Leitung aus durch ihn hin-
durchgeleitet wird.

Was fiir jeden korperlichen Leiter gilt, gilt auch fiir
den speciellen Fall eines verzweigten linearen Stromsystems.
Auch ein solches, wenn zwei bestinmte Punkte desselben
mit beliebigen anderen linearen Leitern verbunden werden,
verhilt sich diesen gegeniiber wie ein linearer Leiter von
bestimmtem Widerstande, dessen Grofse man pach den
bekannten Regeln fiir verzweigte Leitungen findet, und
von bestimmter elektromotorischer Kraft, welche durch den
Spannungsunterschied der abgeleiteten Punkte, wie er vor
der Ableitung bestand, gegeben wird. An Beispielen be-
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A 8,
e+ 10, - Wty wow, w0,
A(w,4-w,)
- 10,00, 4+ Wit wiw,

i, =—

und

i = 4 8100
177 wod=10, 0,0, 10y 10310, W,
AU’
- WoW|+w°w:+W| Wwa
Genau so wie es aus der Elimination der gewdohnlich ge-
brauchten Gleichungen
to4i,+i,=0
$,w,=i,w,=i,w,+4

gefunden wird.

IIL Ich mufs hier zunichst die Beziehungen erdrtern, in
welchen die aufgestellten Sitze zu gewissen anderen aus
der Theorie der statischen Elektricitit und des Magnetis-
mus stehen.

In einer fritheren Abhandlung ') habe ich schon die
Thatsache, dafs elektromotorisch differente Korper, welche
sich beriihren, eine constante Spannungsdifferenz zeigen,
mathematisch so ausgesprochen, dafs die Potentialfunction
aller freien Elektricitit in ihnen um eine constante Diffe-
renz verschieden seyn miisse, unabhingig von der Gestalt
und Grofse der beiden Leiter. Zwar ist in der angefiihr-
ten Stelle nicht das Wort » Potentialfunction» sondern » freie
Spannung» gebraucht, aber auf Seite 41 und 42 derselben
Schrift findet sich die Definition des Begriffs der freien
Spannung, welche identisch ist mit dem, was Gaufs Po-
tential, Green Potentialfunction genannt hat ?).

Spi-

1) Ueber die Erbaltung der Kraft. Berlin 1847, S. 47.

2) lch benutzte diese Gelegenheit aaf einige von Clausius besprochene
Punkte der erwihaten Schrift folgendes zu erwiedern. Die Abweichung,
welche er in diesen Annmalen Bd. LXXXVJ, S. 343, Anm. 2 beriihrt,
beruht nur auf einem Unterschiede des Namens, nicht der Sache. De-

finirt man das Potential zweier Massen aunf einander als die Somme der
Potentiale aller Massenelementc der cinen auf alle der andern, so kann
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stitigt es sich sehr leicht, dafs man nach dieser Regel die
von verzweigten Leitungen abgeleiteten Strome ebenso
grofs findet, wie nach den friiher bekannten Regeln. Wih-
len wir das einfachste dieser Beispiele. Ein einfacher Stro-
meskreis werde durch zwei beliebig angenommene Punkte
a und b, in denen spiter noch andere lineare Leitungen
mit ihm verbunden werden sollen, in zwei Theile getheilt
gedacht, deren einer den Widerstand w,, der andere den
Widerstand w, babe, jener enthalte auch die elektromo-
torische Kraft A, deren Grofse dem Spannungsunterschiede
an der erregenden Stelle gleich ist. Nach Ohm’s Span-
nungsprincipien nimmt die Spannung von der positiven
Seite der erregenden Stelle lings dem Leitungsdrahte auf
Stiicken von gleichem Widerstand um ein Gleiches ab bis
zur negativen Seite der erregenden Stelle. Der Spannungs-
unterschied s der Punkte @ und b, welche um ein Stiick
von den Widerstande w, von einander entfernt sind, er-
giebt sich danach
Aw,
= v, )

Diese Grofse s ist die elektromotorische Kraft des zu
substituirenden linearen Leiters. Dessen Widerstand mufs
dem Widerstande der beiden Stiicke w, und w, gleich
seyn, wenn sie nebeneinander von @ nach b durchstrémt
werden; also

W=_r
w;;+w: '

Verbinden wir also die bestehende Leitung in den
Punkten ¢ und b mit einem dritten linearen Leiter vom
Widerstande w,, und nennen die Intensititen von a nach
b gerechnet in den drei Leiterstiicken w,, w, und w, be-
ziehlich ¢,, 4,, i,, so ist nach unserm Theorem

s Aw,

WHa, ~ wow,+wotra+w,w,”

Die Intensititen i, und i, finden sich nach dem zwei-

ten Satze dieses Abschnitts

i, =
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Spiiter hat Kirchhof dasselbe auf die elektromotorisch
differenten Korper in geschlossenen galvanischen Kreisen
ausgedehnt, und nachgewiesen, dafls dasjenige, was man
bisher als verschiedene Spannung oder Dichtigkeit der
Elektricitat in durchstromten Korpern bezeichnet hatte, der
verschiedene Werth der Potentialfunction sey, und dafls
in constant durchstromten homogenen Leitern diese Func-
tion nur solcher freier Elektricitit angehdren konne, welche
auf der Oberfliche und aufserhalb der Leiter vertheilt sey.

Gaufs hat gezeigt'), dals wenn Elektricitat (oder
Maguetismus) in einer Fliche verbreitet scy, und zwar
die Menge k auf der Flicheneinheit, die Potentialfunction
auf beiden Seiten einer solchen Fliche keine verschiede-
nen Werthe habe, wobl aber ihr Differentialquotient, in

man bei der Bildung des Potentials einer Masse auf sich selbst, entwe-
der dic Potentiale aller Combinationen oder aller Variationen je zweicer
Elemente summiren. In letzteren Falle wird die Summe doppelt so
grols als im ersten. Da ich bei der Abfassung jener Schrift in der mir
zu Gebote stechenden Literatur nichts iiber einen etwa schon feststehen-
den Gebrauch dieses Begriffs ermitteln konnte, zog ich es vor, in der
Consequenz der von mir vorausgeschickten Definitionen zu bleiben, welche
den Variationen den Vorzng gab. Ucbrigens gebe ich es gern za, dafs
die andere Definition von dem Begriffc des Potentials einer Masse auf
sich selbst, welche bei der Summirung pur dic Combinationen willt,
fir die dbrigen Beziehungen des Potcntialbegriffes angemessener ist, so
wie sie denn auch allein der Definition dieses Begriffs von Neumann
cotspricht. Meine Formeln sind also streng richtig, wenn man meine
Dehinition zu Grunde legt, und lassen sich in die von Clausius un-
mittelbar iibertragen, wenn man jedem Potential einer Masse auf sich
selbst den Factor 2 hinzusetzt. — Zu S. 362 Anm. bemerke ich, dafs
der Begriff »Ableitungsgrafse« fir Leidener Flaschen schon von anderen
Physikern gebraucht ist, und da ¢s an einer mathematischen Definition
fehlte, ich als solche die Gleichung CS=Q auf Seite 43 meiner Schrift
hingesetzt habe. — VVenn Hrn. Clausius auf S. 343 Aom. 1 cinige
Stellen jener Schrift »ungenau« erscheinen, so werden sie hoffentlich
von diesem Vorwurfe nur in dem Sinne getroffen werden, in welchem
jede Anwendung eines mathematischen Gesetzes auf die VVirklichkeit
ungenau ist, weil stets eine Reihe von Nebencinflissen unberiicksichtigt
bleibe,
1) Result. d. magnet. Vereins, 1839, 8. 27.

Poggendorfl’s Annal. Bd. LXXXIX. 1

vt
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der Richtung senkrecht gegen dic Fliche genomwen. Nen-
nen wir diesen g% auf der einen, und :"‘:‘ auf der andern
1 2
Seite der Fliache, wobei vorausgesetzt wird, dafs die Nor-
malen der Fliche von ihrem Fufspunkt in dieser nach ent-
gegengesetzten Richtungen hin gemessen werden, so ist
nach Gaufls
.du
) L

du
dn, -+ m =—dmx

Ein solcher Fall kommt gemiifs Kirchhof’s zweiter
Bedingung fiir das dynamische Gleichgewicht der Elektri-
citit in durchstromten Leitersystemen an den Beriihrungs-
flichen zweier Leiter von verschiedenem Widerstande und
gleicher elektromotorischer Kraft vor. Hier ist die Poten-
tialfunction auf beiden Seiten der Fliche von gleichem,
Werthe, aber ihr Differentialquotient verschieden.

Denken wir uns dagegen eine Fliche auf einer Seite
mit positiver Elektricitit, auf der andern mit einer glei-
chen Quantitit negativer belegt, beide Schichten in ver-
schwindend kleiner Entfernung von einander, so werden,
der Gleichung 1) entsprechend, die Differentialquotienten
der Potentialfunction auf beiden Seiten der belegten Fliche
gleich, die Werthe dieser Function selbst aber verschie-
den seyn. Nehmen wir an, um die Grolse ibres Unter-
schiedes zu bestimmen, dafs zunichst nur eine solche Schicht-
da sey, welche in der Fliche £ selbst liege. Ihre Poten-
tialfunction in ecinem Punkte der Oberfliche von der Dich-
tigkeit x sey u, deren Differentialquotienten nach der ei-

nen Seite %, nach der andern 5%, Verlegen wir nun
dn, dn,

die elektrische Schicht in die verschwindend kleine Ent-
fernung ¢ von der Fliche 2 nach der Seite der Normale
n, hin, so entsteht dadurch eine verschwindend kleine Va-
riation der Potentialfunction. Der Werth dieser Function
in der elektrischen Schicht selbst wird also nun #--¢Jy,
und in einer unendlich kleinen Entfernung A=z, von der
Fliche 2 (oder Az, —¢ von der elektrischen Schicht):
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U, —_—u+55u+:—:-l(An, —e)+%ﬂe(Anl—e)

n,
1 d&u
+?d_n? (An, —&)* + etc.

in der unendlich kleinen Entfernung An, nach der andern
Seite von 2 dagegen:

U,=u+u)‘u+:—';2(An2 + &)+ %‘:—':G(Am —+¢)
1 d,u

> dn? (An*+¢)*+ etc.

Nehmen wir nun die gleichzeitige Existenz von zwei
Schichten an, eine von der Dichtigkeit 4% in der Ent-
fernung ¢, die andere von der Dicbhtigkeit —zx in der
Entfernung — & von der Fliche £, so wird mit Weglas-
sung der unendlich kleinen Glieder hoherer Orduung

du
U,=2c¢du—2¢ an,

U,=2e0u+2¢ -
also
UI—U2=—‘2£(:—z + %:— ==8mxe

und wenn wir nach Analogie der Magneten die Grifse
2&x=m das elektrische Moment der Flicheneinheit nen-
nen, wird

2) U,—U,=4am.

Ist also der Unterschied der Potentialfunctionen gege-
ben, so ist dadurch auch das elektrischc Moment des be-
treffenden Theils der Fliche gegeben.

Ein entsprechender Fall tritt in durchstromten Leiter-
systemen an solchen Flichen e¢in, wo sich Leiter von glei-
chem Widerstande und verschiedener elektromotorischer
Kraft berithren. Hier hat die Potentialfunction nach Kirch-
hof’s dritter Bedingungsgleichung auf beiden Seiten ver-
schiedene Werthe, und die Grofse ihres Unterschiedes ist
gleich der elektromotorischen Kraft der betreffenden Stelle.

Diese letztere mufs also gleich 4 am seyn. Dagegen ist
15 *
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der Dilferentialquotient der Spannung, nach beliebiger
Richtung genommen, auf beiden Seiten gleich.

Wo sich Leiter von ungleicher elektromotorischer Kraft
und ungleichem Leitungsvermdgen beriihren, miissen dage-
gen sowohl die ganze Function als ihr Differentialquotient
auf beiden Seiten der Fliche verschiedene Werthe haben,
was sich erreichen lifst, wenn an die entgegengesetzten
Seiten der Fliche Schichten von entgegengesetzten Elek-
tricititen und ungleicher Dichtigkeit angelagert werden.

Ich werde im Folgenden unter einer elektrischen Dop-
pelschicht stets nur solche zwei Schichten verstehen, welche
an den entgegengesetzten Seiten einer Fliche in unendlich
kleiner Entfernung vor ibr liegen, und. deren eine ebenso
viel positive Elektricitit enthilt, als die andere negative.

In durchstromten zusammengesezten Leitersystemen sinid
also alle Grinzflichen zwischen Theilen von verschiedenem
Widerstande und alle zwischen ihnen und dem &ufseren
nicht leitenden Raume mit einer einfachen Schicht Elektri-
citit, aufserdem alle elektromotorischen Flichen mit einer
Doppelschicht belegt. Hat man die Aufgabe zu ldsen, die
Stromvertheilung zu finden, wenn die elektromotorischen
Krifte P gegeben sind, so giebt die Gleichung

P=4am
sogleich das Moment m der Doppelschichten, welche den
elektromotorischen Flichen entsprechen, und die Aufgabe
reducirt sich darauf, zu diesen Doppelschichten die einfa-
chen zu finden, so dafs die Potentialfunctionen von ih-
nen allen zusammengenommen den Bedingungsgleichungen
Kirchhof’s geniigen.

Betrifft die Aufgabe Verbindungen von linearen kor-
perlichen Leitern, so kann man fiir die Aufsuchung der
Potentialfunctionen die Einstromungspunkte der Elektricitat
in den korperlichen Leiter als einfache elektrische Massen-
punkte betrachten; man erhilt bhei dieser Substitution rings
um sie her dieselbe Gestalt der Potentialfunction, wie sie
Smaasen in seiner Untersuchung iiber die Stromverthei-
lung im Raume gefunden hat. Es sey A die elektrische
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Masse eines solchen Punktes, » seine Entfernung von dem
Punkte, dessen Potentialfunction zu bestimmen ist, V der
Theil der Potentialfunction, welcher von anderen entfern-
ten Massen eben daselbst hervorgebracht wird, so ist die
ganze Potentialfunction

_4_+V
r

Ist bun dw ein Element einer beliebigen Oberfliche,
welche den Punkt A4, aufser ihm aber keinen andern elek-
trischen Massenpunkt einschlielst, und # die nach innen
gekehrte Normale von dw, so ist nach cinem Satze von

Gaufs ')
/‘d[7+é
—  ——do=4n4d
dn

wo das Integral iiber die ganze Fliche auszudehnen ist.
Bezeichnen wir die Leitungsfihigkeit des korperlichen Lei-
ters mit k, so ist die gegen dw normale Stromcomponente
gleich

dr+2
B )

folglich die ganze durch die geschlossene Oberfliche von
innen nach aufsen stromende Elektricitit
447 Ak

Da diese Elektricititsmenge der aus dem linearen Leiter
einstromenden gleich seyn muls, bezeichnet sie zugleich
die Stromintensitit in dem letzteren. Dadurch bestimmt
sich die Grofse der hypothetischen elektrischen Masse A.

Durch diese Umformung der Aufgaben iiber Stromver-
theilung erlangt man den grofsen Vortheil, ihre Losungen
auf die Betrachtung von Functionen zu reduciren, welche
schon mannigfach bearbeitet und in Reihen entwickelt
sind, namlich auf die Potentialfunctionen elektrischer Kor-
per und Fliachen. Ebenso kann man auch wiederum riick-
wiirts aus jedewm Theorew iiber Stromvertheilung entspre-
1) L e § 6.
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chende und zum Theil nene Theoreme iiber die Potential-
functionen der Elektricitit und des Magnetismus herleiten,
doch wiirde uns das hier zu weit von unserem Wege ab-
fiibren.

In Verbindung mit diesen Betrachtungen erdffnet der
Satz von der elektromotorischen Oberfliche uns einen
neuen Weg zur Losung der Aufgabe, die Stromvertheilung
in einem begranzten Leiter A von constantem Widerstande
zu finden. Statt der elektromotorischen Krifte in 4 sub-
stituiren wir, nach den angegebenen Regeln, elektrische
Massen, und nehmen dann an, dafs A mit einem ableiten-
den Leiter verbunden werde, und zwar sey B der unend-
liche dufsere Raum mit derselben leitenden Masse wie 4
geftllt. Da nun das zusammengesetzte System A--B nir-
gend freie Oberflichen, oder Begrinzungsflichen von Thei-
len verschiedenen Widerstandes darbietet, konnen die elek-
trischen Massen, von denen die Potentialfunction der es
durchstromenden Elektricitit abhingt, nur die inneren von
A seyn. Daher ist die Spannung in dem zusammenge-
setzten Systeme A-+B gleich der Potentialfunction der
inneren Massen von 4, und somit gegeben. Nun soll auch
die elektromotorische Oberfliche von 4 allein in B diesel-
ben Spannungen hervorbringen, wie die inneren Krilte
von A; es mufs also ihre elektrische Potentialfunction
(wenn sie als Doppelschicht betrachtet wird) im Hufsern
Raume B der der inneren Massen von A gleich seyn.
Kennen wir die elektromotorische Oberfliche von 4, so
kennen wir in diesem Falle also auch die Spannungen und
Strome, welche sie in dem System A-+B hervorbringt.
Nun sind aber nach dem Satze II. 2) die Strome, welche
in dem Leiter A ohne Ableitung kreisen, gleich der Diffe-
renz derjenigen, welche einmal die inneren Krifte von 4,
dann die elektromotorische Oberfliche in dem abgeleiteten
System A-B hervorbringen wiirden. Daher reducirt sich
die Aufgabe, in dem Leiter von constantem Widerstande
A die Vertheilung der Strome zu finden auf die andere:
diejenige elektrische Doppelschicht an seiner Oberfliche zu
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finden, welche nach aufsen dieselbe Polentialfunction giebt,
welche seine inneren elektrischen Massen geben. Diese Um-
formung der Aufgabe ist wesentlich verschieden von der,
welche aus Kirchhof’s Theoremen herflie(st. Nach der
letzteren wiirden wir eine einfache elektrische Schicht zu
suchen haben, welche an der Grinze des Korpers densel-
ben Differentialquotienten der Potentialfunction, senkrecht
gegen die Oberfliche genommen, gibe wic die inneren
elektrischen Massen. Jene Umformung leitete mich in der
That in einigen Fiallen zur vollstindigen Losung, wo ich
dicse aus Kirchhof’s Theoremen nicht herzuleiten wufste.
Als Beispiel will ich hier die Stromvertheilung in einer
gleichwilsig leitenden Kugel behandeln.
Wir wenden Polarcoordinaten an, die sich auf den

Mittelpunkt der Kugel beziehen, und setzen

T==p cOSW

y=psinwcosg

3==g sinw sing,
bezeichnen den Radius der Kugel mit R, und setzen

R__, und %:v. Alsdann findet bekanntlich folgende

}geziehung zwischen der Potentialfunction ¥V, einer auf der
Kugeloberfliche verbreiteten elektrischen Schicht fiir die
Punkte des iufsern Raums genommen, und der andern
V; fiir den innern Raum der Kugel statt:

1
. wenl V,,-—_:?F(w, o )
3) 1
so ist V, = _I?FU”» ¢ v)

Um nun den allgemeinen Ausdruck fiir die inneren
und iufseren Potentialfunctionen einer elektrischen Dop-
pelschicht zu finden, nehmen wir an, auf einer Kugelfliche
vow Radius B+ AR befinde sich die eine als positiv be-
trachtete Schicht, und auf einer mit der ersten concentri-
schen vom Radius R— AR die negative. AR wird natiir-
lich als eine verschwindend kleine Grofse angesehen. Die
idufsere Potentialfunction der ersten Schicht ist daun
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V. + AR die der zweiten V.—d—!’:—AB folglich

ist dne hu{'sere Potentialfunction der elektrischen Doppel-
schicht:

1) P.=297AR=2F,AR,
und #hnlich die innere Potentlalfunctxon-

5) P= 2“"AR__2[F<,)+ F,| AR

Das Zeichen F, ist hier fiir 250 = gesetzt.

Ist uns nun die Aufgabe gestellt, eine bestimmte Dop-
pelschicht zu suchen, welche die gewissen in der Kugel
verbreiteten elektromotorischen Kriften entsprechende elek-
tromotorische Fliche darstellt, so setzen wir zunichst die
diesen Kriften entsprechenden elektrischen Massen hin,
und bestimmen deren Potentialfunction W. Aufserhalb der
Kugel mufs seyn

W=P, =2;L,R F, also
W

?’
F;")=2AR

6) F(,,=27:,—i/g’Wdu+C.
Bei der Integration ist zu bemerken dafs ¢ eme Function
von % ist, nimlich gleich —. Die Constante C ist ganz
beliebig. Nachdem man F(,) gefunden hat, ergiebt sich

sogleich aus Gleichung 5 die Function P;, und endlich die
elektrische Spannung S in der durchstromten Kugel

S=W—P, oder
7) s—2[lF +ir LF Jar
- R @ 91 (=) R ©® .

Somit ist das Problem ganz allgemein auf Quadraturen
zuriickgefiihrt.

Als besondern Fall will ich den bebandeln, wo die
Elektricitit durch Punkte der Oberfliche in die Kugel ein-
stromt. Der eine von der elektrischen Masse 44 habe



233

die Winkelcoordinaten w=«, und ¢ =o0, der andere vou
der Masse — A dagegen w=e, und ¢=0. Die Entfer-
nungen r, und r, dieser beiden Punkte von demjenigen,
dessen Coordinaten g, @ und ¢ sind, finden sich aus den
Gleichungen
r,?=(ocosw—Rcosa,)’ +(9sinwcosqp —Rsine,)*
+o?sin?wsin 2¢
=p*+R* —2Ro(coswcosa,4sinwsine, cosqp)
r,*=p*4+R* —2Rp(coswcose, -sinwsin e, cos ).
Setzen wir
¥, ==c0swcosc, 4-sinwsine, cos g
72 ==€08wCcos, -+sinwsine, cos ¢

so ist
A A

Ve+R —27,Re Vo+R —27,R,
daher nach Gleichung 6
1

oder wenn man ¢ durch « ausdriickt

W=

AR 1 !
F,—= — — |du4+C
*) —3AR [uV1+u’—27|u uVl+u’—27,u]
AR u+Vl+u —2y,u
F, = 2= log. nat. 72 L2 C.
»=33R 8 1—7Lu+Vl+u —25u +

Substituirt man die hier gefundene Function F,, in die
Gleichung 7, so giebt sie
R—;',9+VI£"—-!-Q’—'-_27,—R_¢._2
R—7o+VR+g 2, Ry
24 24
Yo, Ry VRS2, R
¢ 1880 ¢ V2000
Diese Gleichung ist zugleich auch die der Spannungs-
flichen, deren Gesetz hiernach ein ziemlich verwickeltes
ist. Dasselbe ist fiir die Stromungscurven der Fall, so dafs
es zu weitlduftig seyn wiirde, es hier weiter auszufiihren.
(Schlufs im nichsten Heft.)

S= % log. nat.

-+ C.

—————



