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1. El espacio euclidiano mediante vectores

Cuando pensamos en un espacio, pensamos en familias de puntos. En el caso de
todos los puntos que forman un plano, asignando dos coordenadas a cada uno de ellos
logramos distinguirlos unos de los otros. Este es el sistema de coordenadas rectangulares
para el plano: fijamos dos direcciones perpendiculares entre si (los ejes x e y) y un origen
de coordenadas (la interseccion de esos ejes). Asi, como ya sabemos, decir que un objeto
esta situado en el punto (5, —3) significa que esta a 5 unidades a la derecha del origen
(en la direccion de x, la medicion “horizontal”) y a 3 unidades hacia abajo del origen (en
la direccion de y, la medicion “vertical”).

Como sucede en Fisica, representamos el cambio de posiciéon del origen hacia el punto
(5, —3) por un wector, que representard no solo este cambio de posiciéon en especifico (ir
del origen hacia (5,—3)), sino también a cualquier desplazamiento de esta magnitud
en esa direccion: moverse de (—2,1) hacia (3,—2), por ejemplo (jdibujelo!). También
simbliza una fuerza, de la que nos interesa conocer su magnitud y su direccion (y el
sentido).

Figura 1: El vector (5,—3)

Por ello, de cada vector nos interesan dos cosas:
e su norma: el “tamano” del vector, su longitud;

e su direccion: se refiere a la “inclinacién” del vector, o dicho de otro modo, la pen-
diente de la recta que resultaria de prolongar sus extremos.
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2 Calculo Vectorial

. Como saber cual es la norma y/o la direccién de un vector? Calculemos la norma
de un vector v, que escribiremos como ||v||. Considere, como ejemplos, el vector (5, —3)
anterior y el vector (5,4,3), como se ven en la figura 13.

Figura 2: La norma de un vector.

NORMA O MAGNITUD DE UN VECTOR. La norma del vector en el plano se calcula:

15, =3)|| = V5% + (=3)2 = V34,

pues de acuerdo con el teorema de Pitagoras, es asi como medimos la longitud de la
hipotenusa (en verde) del tridngulo cuyos catetos estan de color azul. En el segundo

caso, se tiene
11(5,4,3)|| = V/52 + 42 + 33 = V50 = 5v/2

(revise el ejercicio 1 de la proxima lista de ejercicios).

DIRECCION DE UN VECTOR. Para establecer la direccion/inclinacion de un vector
v = (x,y) en el plano, consideramos la division

_Y

m=2

x
(es decir, la coordenada y del vector entre su coordenada z). De este modo podemos
identificar en qué direccion esta inclinado el vector (“inclinado hacia la derecha o hacia

la izquierda”), por decirlo de modo coloquial, como se indica en la siguiente figura.
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Figura 3: Dos clases de inclinacién para las rectas en el plano.
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La Geometria Vectorial de R3 3

Observe que como ambas coordenadas de cada vector pueden ser positivas o nega-
tivas, el cociente de la inclinacién puede tener signo positivo o negativo; cuando esta
divisién es negativa, la inclinacién del vector es “hacia la izquierda”’, mientras que esta
inclinado “hacia la derecha” cuando este cociente es positivo.

El lector ya estéa familiarizado con esta idea: para ver si dos tridngulos rectangulos son
semejantes, es decir, que tienen la misma forma y sélo difieren en el tamafio (un triangulo
es el dibujo a escala del otro), basta dividir la altura entre la base en cada triangulo
(esta division se llama razén) y luego comparar esos cocientes (esta comparacion se
llama proporcion). Si estos cocientes son iguales, los tridngulos son semejantes. Con ello
tenemos un modo de saber, a través de un s6lo nimero, si dos tridngulos tienen la misma
forma. Este ntimero es la pendiente de la recta.

Por tanto, no importa qué tan pequenio o grande se dibuje el tridngulo que define
la pendiente de la recta, mientras la hipotenusa de este tridAngulo esté sobre la recta, el
cociente seré siempre el mismo.

Figura 4: Dos tridangulos, dos cocientes, el mismo nimero: la pendiente, la inclinacion.

Como el tridngulo que dibujemos sobre la recta puede ser cualquiera, entonces cual-
quier vector que dibujemos sobre la recta tieme la misma inclinacion. Si cambiamos de
recta, el vector que dibujemos sobre la recta tendré otra inclinacion. Asi, para represen-
tar la inclinacion de la recta de la figura 4, podemos usar tanto el vector (4,3) como el
vector (8,6). Pero podemos decir dos cosas mas:

e cada coordenada del vector (8,6) es el doble que la del vector (4, 3);

e como el vector (4,3) también el vector (—4,—3), formado por las coordenadas
negativas del inicial, también esté en la recta.

Figura 5: Los vectores (4,3), (—4,—3) v (8,6).
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4 Calculo Vectorial

DEFINICION 1.1 Un wvector en el plano hace referencia a una direccion. Lo representamos
por una flecha que inicia en el origen.

Finalmente, la razén por la que de momento estamos privilegiando la idea de direc-
cion sobre la de sentido, es porque la idea de sentido estd subordinada a (depende de)
la idea de direccion.

EJERCICIOS 1.1

1. Observe la figura 2b. Calcule la longitud del segmento de color gris (la
“sombra” en el plano xy del vector de color verde). Use el tridngulo cuyos
catetos son el vector en gris y el naranja vertical y calcule la longitud del
vector en verde, usando el teorema de Pitagoras.

2. De un vector en el plano cuya inclinacién sea la misma que la de la recta
1
(a) y=3z+1 (b)yzix—?u

3. Encuentre la ecuaciéon de la recta en el plano que pasa por el punto
(1, —3) y por pendiente la indicada por el vector (3,—1).

2. Operaciones con vectores

MULTIPLICACION POR UN ESCALAR. En otras palabras, podemos construir tanto el
vector (—4, —3) como el (8, 6) a partir del (4, 3), multiplicando cada coordenada de (4, 3)
por —1 en el primer caso, y por 2 en el segundo, escribimos:

(—4,-3) = —1-(4,3) y (8,6) =2 (4,3).

Esta es una operacion entre un escalar (un ntimero real) k y un vector v que da co-

mo resultado un nuevo vector: kv que tiene la misma direccién que v, pero “estirado”,

“comprimido”, “volteado”, segtn sea el valor de k que elijamos, como se ve en la figura.
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Figura 6: Producto por un escalar.
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La Geometria Vectorial de R3 5

Ahora bien, dado que el vector v y todos los posibles vectores kv, para cualquier
eleccion que se haga del escalar (el namero) k, entonces, a veces conviene elegir un
representante para esa recta: un vector de de norma 1 (de tamano, magnitud, 1). ; Como
lo construimos? Es decir, si el vector en cuestion es (5, —3), jcomo construir un vector
de norma 1 que esté en la misma direccién de éste? Para hallar la solucién podemos divir
cada coordenada del vector entre la norma de ese vector. Un representante de norma 1
para (5, —3) seria entonces

5 B[ B9 3
V34 34/l V34 34 V34 T
5

> es el vector (5, —3) normalizado.

pues asi

Decimos que el vector <

3
V34 /34

OBSERVACION 2.1 Dado el vector v, el vector H—v tiene norma 1.
v

1
|
SUMA DE VECTORES. Volviendo a la interpretaciéon del vector como una fuerza, para
(5, —3) la primera coordenada representa la componente de la fuerza en la direccion de
x, mientras que la segunda, la componente en la direcciéon del eje y. Asi, sumar dos
vectores (5,—3) y (1,2) significa hallar el efecto de esas dos fuerzas sobre el mismo
objeto, aplicadas al mismo tiempo. La “resultante” se obtiene entonces sumando por un
lado los efectos de las componentes en x y, por otro, sumando las componentes en y:

(5,-3)+(1,2) = (54+1,-342) = (6, —1).

Leemos este resultado, diciendo que la fuerza (6, —1) aplicada sobre el mismo objeto,
tiene el mismo efecto que aplicar las fuerzas (5, —3) y (1,2) a la vez.

%
.\ ,\ (&-1)

2 (3,-3)

Figura 7: Suma de vectores.

Observe que un vector indica el desplazamiento de un objeto desde el origen hasta
el punto en que termina. Por ejemplo, el vector (6,—1) indica el desplazamiento des-
de el origen hasta el punto (6,—1). Del mismo modo, tanto el vector en verde solido
como el vector en verde punteado indican el mismo desplazamiento en la figura 7, pe-
ro estrictamente hablando son vectores distintos. Lo que tienen en comiin es que son
paralelos.
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6 Calculo Vectorial

Veamos que el vector punteado se puede obtener restando su punto final del inicial:
(6,—1) = (5,—3) = (6 —5,-1+3) = (1,2)

el mismo vector verde solido. Esto podria sugerir que para que dos vectores sean para-
lelos, deben ser iguales, lo cual no es del todo cierto. Si, dos vectores con las mismas
coordenadas son paralelos, pero si prolongamos el vector punteado al doble, habremos
construido el vector punteado verde que va del punto (5, —3) al punto (7, 1)... este vector
es:

(7,1) — (5,-3) = (7T—5,1+3) = (2,4) = 2(1,2)

idos veces el vector verde solido!

Por esta razon, si dos vectores son tales que v = kw se dice que v y w son para-
lelos, pues representan la misma direccién, pero dichas direcciones pueden no estar en
situaciones en las que los vectores estan anclados al origen de coordenadas.

DEFINICION 2.1 Decimos que dos vectores u y v son paralelos siempre que exista un
nimero X\ tal que v = Aw. Escribimos, en este caso, v||w.

EJERCICIOS 2.1

1. Los vectores u = (2,3) y v = (6,9) son paralelos (;por qué?). ;Es su suma
u + v un vector paralelo a alguno de ellos?, jpor qué? ;Qué sucede si en
vez de tomar v como lo hemos definido, tomamos v = —u = (-2, —-3)7

2. Encuentre un vector de norma 1 que indique la pendiente de la recta
y = —x + 1 en el plano. S6lo hay dos posibles respuestas a este ejercicio,
jpor qué?

3. Considere el paralelogramo formado por los vectores v = (1,-2) y
v = (2,3). Uselos para hallar los vectores de las diagonales de dicho
paralelogramo.

4. ;Coémo “sacar” el valor A de la expresion ||Aul|?, jqué relacion guarda
con ||u||? Para responder estas preguntas, considere un ejemplo: compa-
re ||3(1,2)|| con ||(1,2)]], iqué observa? ;Y al comparar || —4(2,3)|| vy
[1(2,3)]17

5. Convénzase de que ||u 4 v|| # ||u|| + ||v||. Construya 2 ejemplos de ésto.
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La Geometria Vectorial de R3 7

PERPENDICULARIDAD Y EL PRODUCTO PUNTO. Hemos visto que si dos vectores tie-
nen coordenadas tales que las de uno son multiplo de las del otro, entonces son paralelos.
Esto nos da un criterio para saber si dos vectores cualesquiera son paralelos o no. Uno
se pregunta, naturalmnte: ;jpodemos hallar un criterio para saber si dos vectores son
perpendiculares? La respuesta es: si, si podemos. El método: indagar el producto punto
de esos dos vectores. Veamos a qué nos referimos.

El tridngulo de la figura 8 estd formado por 3 vectores: establecemos 2, u y v, y el
tercero puede construirse a partir de ellos: v — u. Dado que los 3 estan en un plano,
damos a los primeros dos sus coordenadas y el tercero seré la resta de éstas:

u=(uy,u2), v=_(vi,v2), v—u=(v;—u,ve—u).

Figura 8: Triangulo formado por u, vy v — u.

Asi, buscamos conocer el angulo ¢ formado entre u y v. Dado que los 3 vectores estéan
en un plano y forman un tridngulo, de nuestros cursos de geometria del bachillerato
recordamos que podemos usar la ley de cosenos:

Lsw de cosemos:
2= ot 4 b¥— 2abees(9).

Figura 9: Ley de cosenos.
Note que el dngulo ¢ en gris en el tridngulo no es necesariamente un angulo recto.
La ley de cosenos es una especte de teorema de Pitdgoras para un tridngulo que no es
rectangulo, como en el caso de la figura 9. La diferencia entre la ley de cosenos y el
teorema de pitagoras es ese término “oscuro’:

—2ab cos ().

Mas adelante veremos que es importante.
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8 Calculo Vectorial

Volviendo a la figura 8, al compararla con la figura 9, veamos que quienes cumple

con el papel de a es la distancia ||u||, es decir, podemos hacer a = ||u||.? Anilogamente,
b= ||v|| y, asi, ¢ = ||v — u||. Luego, la ley de cosenos se ve como sigue.
& = a*+b* —2abcos ()
lo—ul? = Jfull? + llol? = 2 full - lel] - cos ()

17

(o1 = ur, 02 —w)lP = [[(ug, u2)|* + [|(v1, w2)[[* = 2Jul| - ||v]| cos ()
2

Vo] =[]+ [y e] -2 s e

(uf +u3) + (vF + v3) — 2]Jul| - ||v]] cos (¢)

(v1 — u1)? + (v — ug)?
Simplificando el miembro de la izquierda obtenemos:

(v — u1)2 + (ve — ug)2 = (vf — 2uivy + u%) + (vg — 2u9vy + u%)
= (u% + u%) + (v% + v%) — 2u1v1 — 2ugv9;

y como esta expresion es igual a (uf + u3) + (v} +v3) — 2||ul| - ||v]| cos (¢), podemos
cancelar los términos (v —u1)?+ (v2 — u2)?, que aparecen en cada miembro. Obtenemos
ast:

—2ujvy] — 2ugve = —2||ul| - ||v]| cos (p).

De este modo, factorizando el —2 en el miembro izquierdo y dividiendo toda la igualdad
entre —2 resulta:
u1v1 + ugvy = [|ul] - [[v]] cos ().

Analicemos esta ultima relacion: usa solamente las coordenadas de los vectores u y
v, ademas del valor “cos (¢)”. Por lo tanto, si despejamos este coseno en la expresion,

obtenemos:
u1v1 + U2V

€08 (9) = Tl

En otras palabras, podemos conocer el coseno del angulo ¢ y, por tanto, también el valor
del angulo ¢ entre los vectores u y v, usando las coordenadas de u y v. Sin embargo, la
notacién parece “engorrosa’ y seria més sencillo hacer evidente en la tltima expresion
que el coseno de ¢ sblo depende de los vectores u y v, por lo que establecemos una
notacién para reemplazar al producto que aparece en el numerador:

UV = ULV + UV
y lo llamamos el producto punto de dos vectores o, bien, el producto escalar, puesto que
el resultado es un nimero. Es decir:
u-v

<08 (©) = [Tl

2Observe que no tiene sentido hacer a = u, pues a es un ndmero, mientras que u es un vector; pero
||u|| si es un namero: la longitud del vector u. Por ello hacemos a = ||ul|.
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La Geometria Vectorial de R3 9

Resumimos lo anterior en la siguiente definicion.

DEFINICION 2.2 El producto punto (producto escalar) de dos vectores u = (u1,v1) y
v = (ug,v2) es un numero: el resultado de la operacion

U-V = ULV + Ugva.

De esta forma, el coseno del dngulo @ entre estos vectores puede hallarse como

u-v

<05 () = Tl Tl

EJEMPLO.
Asi, por ejemplo, el producto punto (escalar) de v = (1, —v/3) y v = (2,0) es
(1,-V3) - (2,0) = 1(2) - V3(0) = 2.
El coseno del d4ngulo ¢ entre estos vectores es

(1,—v3) - (2,0) 2 2 2 1

S = ) @0 VITSVAT0  Vavi 42

De este modo, el despeje adecuado de ¢ (para conocer el valor de ¢) es

1
© = arc cos <2> = /3

(este despeje responde a la pregunta: jcuanto debe valer ¢ para que cos (p) = 1/27).
Asi, el angulo entre los vectores es /3, o bien, 60°.

Ahora bien, no perdamos de vista el objetivo: jcomo ayuda la expresion que define
el coseno del dngulo para saber si dos vectores son perpendiculares o no? Si u y v son
perpendiculares, ¢ = 7/2 radianes; de modo que

cos (p) = cos (m/2) =0

y con ello, el cociente = cos (m/2) = 0; y para que este cociente sea cero, es

u-v
. [wl] - [lv]| o
necesario que el numerador u - v sea cero. Y éste es el criterio que buscamos:

PROPOSICION 2.1 Dos vectores v y w son perpendiculares entre si, siempre que v-w = 0.

Por ejemplo, los vectores (1, —2) y (2,1) son perpendiculares entre si, pues

(1,-2) - (2,1) = 1(2) — 2(1) = 0.
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10 Calculo Vectorial

EJERCICIOS 2.2

1. Considere el vector u = (1,—2). Calcule u - u y, por otro lado, ||ul|?.
(Coémo son estos valores, comparados entre si? ;La conclusion es sélo
para este vector o sucede siempre con cualquier vector?

2. Si v es cualquier vector en el plano, jqué vector es 0 - v?

3. Propiedades del producto escalar. Considere los vectores u = (0, —2),
v=(-1,4) y w = (2, 3); considere a A algin namero real no cero.
e Calcule el valor de u - v y el de v - u, jcomo sén entre si?

e Compare los valores de u-(v+w) (primero se hace la suma y luego el
producto punto) y de u-v+u-w (primero se calculan los productos
y luego la suma).

e Convénzase de que \(u-v) = (Au) -v =u- (Av).
. Suceden estas situaciones en general?, ;por qué?

4. De dos pares de vectores que sean perpendiculares entre si y dibujelos
en el plano cartesiano.

5. Calcule el angulo entre los vectores (2, —3) y (3,4).

6. Es un hecho conocido que un tridngulo cuyas medidas de los lados son 3, 4
y 5 unidades, forma un tridngulo rectangulo (verifique para este triangulo
el teorema de Pitagoras). De 3 puntos en el plano (que ninguno de ellos
sea el origen) que formen un tridngulo de estas medidas.

7. Encuentre la medida del dangulo CAB en el triangulo formado por los
puntos A = (2,3), B=(3,-4) y C = (-1,0).

? N
\w__\)
Sombea de. u ou djeceion oV

W
N

Figura 10: Proyecciéon del vector u sobre el vector v.

PROYECCIONES Y COMPONENTES. En algunas ocasiones sera 1til considerar “la som-
bra de un vector sobre otro”, del modo en que se ilustra la figura 10.

Por ejemplo, si el vector v fuese (1,0), entonces v indicaria la direccion del eje
de coordenadas x. En este caso, la proyeccion de u = (uj,u2) en la direccion de v
seria (u1,0). Si u representara una fuerza, la proyeccion hacia v seria un vector que de
algin modo indica la “componente” del vector u pero en la direccién de v. Sin embargo,
usaremos el nombre componente en un modo mas preciso, como tratamos en los ejercicios
al final de este apartado.
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La Geometria Vectorial de R3 11

Suponga, pues, que las coordenadas de los vectores involucrados son u = (ug,u2) y
v = (v1,v2). Buscamos encontrar
Proy, u,

el “vector sombra” que dibujamos en gris en la figura 10. Este vector proyeccion esta en
la direccién de v, por lo que es paralelo a v y, como vimos més arriba, cumple entonces

Proy,u =k - v,

para algin ntmero k£ que atn no conocemos. Entonces el vector u sera resultado de
sumar dos vectores, como se ve en la siguiente figura.

kv»}

\'—" w- kv sow
P"(P"“J‘i cwlares

e.»“'N. s(.

Figura 11: Los vectores kv y u — kv.

Ahora bien, para conocer el valor de k observe que como v y u — kv son perpendicu-
lares, su producto punto debe ser cero:

O0=(u—Fkv)-v=u-v—Fkv-v,

por lo que u - v = kv - v; mas como v - v = ||v||> entonces u - v = k||v||> y por lo tanto
u-v
k= .
[[v]f?

Llamamos a este ntimero la componente de u en la direccién de v y lo denotamos por

Comp,u = k.

u-v

De este modo, el vector sombra es Proy,u = (Comp,u) -v =4k -v = E V.

v
Observe, por tanto, que la proyecciéon de u en la direccién de v es un ve’(‘:t(’)r (un vector
paralelo a v), mientras que la componente de u en la direccion de v es un escalar, un
numero que nos dice “qué tanto hay qué estirar o comprimir el vector v para convertirlo
en el vector proyeccion (la sombra)”.

EJEMPLO. Si deseamos calcular el vector proyeccion del vector u = (5, —1) sobre el
vector v = (2, 3), procedemos a calcular

_ (5,—1)-(2,3) _ 5(2) — 1(3) T (14 21
Proy,u = W (2,3) = @3 (2,3) = 3 (2,3) = <13, 13> .
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12 Calculo Vectorial

EJERCICIOS 2.3

Sabemos que los vectores que dan origen al sistema coordenado en el
plano son i = (1,0) y j = (0,1). Observe que cualquier punto en el plano
puede escribirse como suma de estos vectores; por ejemplo, el vector
(5, —7) puede escribirse como 5i — 7j, pues

5i—7j = 5(1,0) — 7(0,1) = (5,—7).

Esto no es raro, pues los vectores i y j generan a los ejes de coordenadas x
e y, respectivamente. En otras palabras, la cuadricula estandar (es decir,
la candnica) construida a partir de estos vectores, uno vertical y otro
horizontal, est4 formada por lineas verticales y horizontales.

Otra manera de decir que las coordenadas del vector (5, —7) segtn iy j
son 5y —7, en ese orden, es observando que Proy;(5,—7) = (5,0) y que
Proy;(5, —7) = (0, =7) (calctlelas usando la férmula de la proyeccion).

Ahora bien, si se quisiera cuadricular de nuevo el plano, ya no tomando
los vectores i y j como base, sino otros inclinados a placer, digamos
a=(1,2) yb = (-2, 3), generarfamos una cuadricula con lineas paralelas
al vector a y al vector b. ; Como saber qué coordenadas tendria el mismo
vector (5, —7) en esta nueva cuadricula? Es decir, jquiénes son los valores
Ay u de modo que

(5,—7) = Aa+ b = A(1,2) + u(=2,3) = (A — 2, 2\ + 3p)

se satisfaga? Una manera de hacerlo es resolviendo el sistema de ecuacio-
nes que se obtiene al igualar las entradas de los vectores de la igualdad

anterior:
5
-7

Otra alternativa es convenciéndonos de que

A—2u
2X + 3.

)‘(17 2) = PrOY(l,Q) (57 _7) y ,U,(—27 3) = Proy(72,3) (57 _7)7
es decir, que

A =Compg 5(5,=7) vy p=Comp_ys3(5 7).

Calcule, pues, los valores de A\ y p de las dos formas. ;Cual le parece mas
sencilla?
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La Geometria Vectorial de R3 13

3. Espacios con dimensién mayor que 2

En el espacio tridimensional (largo-ancho-alto) los resultados que hemos visto son
validos. La tnica diferencia es que ahora en lugar de trabajar con vectores en dos coor-
denadas, tenemos vectores de tres. Repasemos los resultados a través de ejemplos y
ejercicios.

e NORMA. Recuerde el ejercicio 1 de la lista 1.1 y calcule la norma del vector v =
(1,-2,4). ;Cual es la formula para obtener la norma del vector u = (a,b,c)?
Ademés, construya un vector de norma 1 en la misma direccién de wu.

e SUMA Y PRODUCTO POR ESCALAR. Si u = (uj,ug,u3) y v = (v1,v2,v3), A un
namero,

u+v=(ur +vi,u2 +vo,us +v3) ¥y  Au= (Aur, Aug, Aug).
;Cuéles son los vectores u +v y —2u si u = (1,0, -3) y v = (—1,3,v/2,1)?

e PRODUCTO PUNTO (ESCALAR). Si u = (u1,us,u3) y v = (v1,v2,v3), el producto
punto (producto escalar) es el numero

U -V = upv] + ugv2 + usvs.
Calcule u - v si u=(-2,1,0) y v = (1, 3,4).
e RELACION PRODUCTO PUNTO/NORMA. También para 3 dimensiones se cumple
vev =[]

i,Por qué? Convénzase analizando esta igualdad con un ejemplo, digamos, con
v=(-10,2).

e ANGULO ENTRE VECTORES. Para calcular el angulo entre vectores de 3 coorde-
nadas también funciona la férmula que dedujimos para el caso de 2 dimensiones.
Calcule el angulo 6 entre los vectores a = (0,—1,2) y b= (2,1, —3).

e LEY DE COSENOS. En el ejercicio anterior calculé cos (6). Sabiendo este dato,
,como se plantea la ley de cosenos con los vectores a y b del ejercicio anterior?

e PARALELISMO Y PERPENDICULARIDAD. Los vectores (1,—2,3) y (5,—10,15) son
paralelos entre si, mientras que la pareja (1,2,3) y (2, —1,0) son perpendiculares
entre si. jPor qué? (utilice los mismos criterios que en el caso de dos dimensiones).

e LA PROYECCION DE UN VECTOR SOBRE OTRO. Utilice la misma férmula que en el
caso de dos dimensiones, para calcular Proy,usiu = (—1,-1,-2) y v = (2,3, —-1).

Notese que hemos procedido de esta manera (velozmente) porque todas las operacio-
nes con vectores en dos dimensiones pueden definirse de manera analoga en 3 dimensiones
(suma, multiplicacion por escalar, producto punto) y, por tanto, también los resultados
que dependen de estas definiciones (ley de cosenos, paralelismo, perpendicularidad, pro-
yeccion).
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Sin embargo, hay una operacién que no se tiene en vectores en 2 dimensiones, pero
si en 3: el producto cruz o producto vectorial. A diferencia del producto punto, en el que
obtenemos un nimero al “multiplicar ” los vectores, en el producto cruz (otra especie de
multiplicacién) obtendremos un tercer vector.

EJERCICIOS 3.1

1. La direccion de una recta en el espacio ya no puede indicarse a través

de una simple divisién, porque una vez que nos paramos sobre un punto
de la recta, tenemos 3 grados de libertad: podemos movernos hacia la
derecha-izquierda, hacia atras-adelante o hacia arriba-abajo (3 posibles
direcciones). Por ello, s6lo indicamos la direccién de la recta con un
vector.

. Si v es cualquier vector en el espacio, ;qué vector es 0 - v?
. Encuentre un vector en la direccion de (4, —2,1) pero de norma 1.

. Si ;Qué puede decir del vector (a, b, c), si se sabe que su norma es cero?

(Qué relacion hay entre sus coordenadas?

. Observe que todo vector (p, q,r) puede expresarse de la forma (p,q,r) =

p(1,0,0) 4+ ¢(0,1,0) + (0,0, 1); es decir, puede “construirse” a cualquier
vector a partir de estos 3 vectores unitarios (observe que la norma de
cada uno es 1). Ests vectores tienen nombre especial, pues generan los
ejes x, y y z del espacio:

i= (1,00, j=(1,0,0, k=(1,0,0).

Convénzase de que estos vectores son perpendiculares entre si.

EL PRODUCTO CRUZ (PRODUCTO VECTORIAL). El vector resultado de este producto
serd perpendicular a los dos vectores multiplicados, al modo en que se muestra en la

siguiente figura.

Figura 12: Producto cruz de u y v.

;,Qué necesidad tenemos de este producto? La inclinacion de un plano. Nos explica-
mos: en dos dimensiones, para hablar de la inclinacién de la recta bastaba indicar un
namero (su pendiente), o bien un vector de direcciéon. En el espacio tridimensional, para
indicar la inclinacién de una recta ya no podremos hablar de la pendiente, pero si del
vector de direccion. Sin embargo, cuando se tiene un plano en el espacio, jcomo hablar

de su “inclinacién”?
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Una recta es un objeto ideal e infinito sobre el que podemos medir solamente longitud.
En un plano ya se tiene mas espacio: podemos medir largo y ancho. A ello atiende la
idea de la dimension: la recta es un objeto de dimensién uno, mientras que el plano
es de dimension 2. Es por ello que para hablar de la inclinacién de la recta basta dar
un dato: un vector; mientras que en el plano habremos de necesitar mas informacién, a
saber, 2 vectores para definirlo. ;Esto qué quiere decir?, que dos vectores no colineales
(es decir, que no pertenecen a la misma linea) en el espacio definen un tunico plano.
Para explicarnos pedimos se haga el siguiente ejercicio mental: coloque 2 vectores en
el espacio e imagine la situacién de colocar sobre de ellos una hoja de papel. Diremos
que la hoja de papel esté determinada por esos dos vectores: el plano definido por ellos.
Dado que estos “vectores soporte” del plano no tienen por qué ser tinicos, si es cierto que
podremos considerar un sélo vector que sea perpendicular a cualquiera que se encuentre
en el plano, como lo muestra la figura siguiente.

Figura 13: Vector normal a un plano.

Esta es la forma en que definimos la inclinacion de un plano: a través de este vector
n (en rojo en la imagen) al que llamamos vector normal. Mas adelante veremos como
es util este concepto para identificar, por ejemplo, si dos planos son paralelos (resp.
perpendiculares) al serlo también sus vectores normales.

., Como definimos (y, por tanto, calculamos) el producto cruz? Considere los vectores
u=(1,-2,3) y v =(2,-2,1). El producto vectorial estd dado por la férmula siguiente
en la que el segundo renglén son las coordenadas de wu, mientras que en el tercero se
colocan las de v; i, j v k son los vectores unitarios:

i j k B B
uxv=det | 1 =2 3 | =i| 2 3|5/ 34kl 2 2ws
9 _9 1 -2 1 21 2 =2

i Por qué no esta definido en 2 dimensiones? Porque al ser un vector perpendicular a
los dos multiplicados, seria necesario “salirnos” del espacio en el que estamos (el plano)
y el resultado no es, pues, un vector en el plano nuevamente. Sin embargo, en 3 dimen-
siones, el producto cruz de dos vectores sigue estando en el espacio de 3 dimensiones.

OBSERVACION 3.1 FEl producto vectorial es un vector. Es perpendicular, a la vez, a cada
uno de los vectores que se multiplicaron.

Como ejercicio, observe que, en efecto, u-(4,5,2) =0 =wv-(4,5,2), por lo que tanto
u como v son perpendiculares a u X v = (4,5, 2).
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REGLA DE LA MANO DERECHA (SISTEMA DEXTROGIRO). Ahora bien, al contrario
de lo que sucede con el producto punto, no es lo mismo u X v que v X u y la diferencia
es un signo. Si el lector hace el ejercicio de calcular v x u en el ejemplo anterior, notara
que el resultado es (—4, -5, —2) = —(4,5,2) = —u x v. Es decir, mientras multiplicar en
un sentido nos genera cierto vector, multiplicar en el otro genera el mismo vector pero
apuntando en el sentido contrario. A este resultado se le puede recordar a través de una
mnemotécnia que llamamos la regla de la mano derecha. Explicamos de qué se trata.

Cuando consideramos cualquier producto cruz de dos vectores uxwv siempre podremos
acomodar a los vectores u y v como en la figura 12 (en azul), la diferencia la hara el
orden en que multipliquemos. Usando la mano derecha para saber a dénde apunta el
resultado. El primer vector que tomemos al multiplicar siempre sera representado por
el dedo indice de la mano derecha, mientras que el segundo vector se representaré por
el dedo medio. El resultado lo indicaréd el dedo pulgar, tal y como se muestra en la
siguientes figuras.

Figura 15: El producto v x .

EL AREA DEL PARALELOGRAMO GENERADO POR u Y v. Ante el problema de calcular
el area del paralelogramo formado por los vectores u y v (como se ve en la siguiente
figura), dado que el area es base por altura, podria ocurrirsenos calcular la altura h del
paralelogramo, usando trigonometria.

De este modo, observando en la figura que el tridngulo PQR es rectangulo, en que el
vector v es la hipotenusa y la altura h es el cateto opuesto al angulo 8 formado por los
vectores u y v, advertimos que

h =||v|| - sen¥,
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P

h= vl sem®

Figura 16: El area de un paralolegramo.

por lo que al ser ||u|| la longitud de la base del paralogramo, el area estd dada por la
férmula
Area = (base) - (altura) = ||ul| - h = ||u|| - ||v||sen 6.

Pero hasta ahora hemos desarrollado herramienta para conocer cos #, mas no conocemos
sen f. De acuerdo con la identidad sen = /1 — cos? 6 tendremos

Area = l|ul||v]|sen @ = ||u||||v]|V/1 — cos? 6,

que, elevando al cuadrado resulta Area” = l[ul][v]||?(1 — cos?#). Y como ya dijimos,

sabemos que cosf = , por lo que lo sustituimos en la igualdad anterior y tenemos

Uu- v
[l ]|
AreaZ — 2)1u12(1 — cos2 §) = 21012 (1= (u-v)? _ 2010112 (0 22
rea” = [[ul|"|[v][*(1 — cos™ 0) = |[u|"||v]] IR = l[ul"lJo]]” = (u-v)".

LY a qué es igual esta ultima expresion? Al observarla, da la impresiéon de el término
—(u-v)? elimina la multiplicacién de coordenadas que pueda haber en ||u||?||v||?. Veamos
qué sucede.

Damos coordenadas a los vectores: u = (Ug, Uy, u>) ¥y v = (Vg, vy, v;) de modo que

(2
Area” = |[ul]?|]v|]* = (u-v)* = [u? + uf/ + u?][v? + Uj + 2] = (ugvy + uyvy + uzv,)>

Al hacer los calculos, la expresion de la derecha se convierte en

A o 2 2,2, .22 22 22 22 22
Area” = ugv, + uyv; + uyvy + uy v + uzvy + YU, — 2UpUptz Uy — 2UpUpty Uy — 2Uy Uy UV

Esta expresion es, aparentemente, arbitraria y complicada. Sin embargo, alguien advirtié
que era muy parecida a la expresion que se obtiene de calcular la norma al cuadrado del
vector
i j k
UXV=| Uy Uy U, | =
Vp Uy U

Uy Uz
vy Uy

= (UyVr — Uy, —UgVy + Uy, Uy — UyUy),

pues la norma al cuadrado del producto cruz u x v es

2 2 2 2
lu x || = (uyvs — uvy)” + (—UgVs + UV)" + (Ugy — UyVy)
2.2 2 2 2, 2 2 2 2, 2 2.2
= Uuyv; — 22Uy VUL vy + ULV, + uzv; — 2U VUV, + ULV, + Uz Uy — 2UgVy Uy Uy + Uy Uy
L2
= Area’.
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. P2 ;
Es decir, ||u x v||> = Area”, por lo que ||u x v|| = Area. En resumen, lo que hay que
recordar es lo siguiente.

PROPOSICION 3.1 El drea del paralelogramo (y su equivalencia usando la funcién seno)
formado por los vectores u y v en el espacio estd dada por la norma del producto cruz:

|[u]| ||v]| sen® = Area del paralelogramo = ||u x v||.
o
4
W
1
Area o‘u‘. Tt [l il

Figura 17: El area del triangulo formado por u y v.

Como consecuencia, si s6lo nos interesamos por el area del triAngulo generado por
los vectores u y v, dado que el area del tridngulo es la mitad de la del paralelogramo,
bastara calcular )

Area del triangulo = §Hu X vl|.

Pero atn més, de la igualdad ||uxv|| = ||ul|||v|| sen § hemos hallado una equivalencia
para sen 6:
X
sen ) = [Ju x o] ,
[ull - [l

expresion muy parecida a la de cos @, salvo que con la norma del producto cruz en vez
del producto punto.
Proponemos ejemplos de todo lo anterior en los ejercicios.

9

Figura 18: El producto vectorial de los vectores candnicos.
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EJERCICIOS 3.2

1. Calcule u X v, donde u = (1,-2,5) y v = (2,1,4). Use esta expresion
para calcular el drea del paralelogramo que forman y para calcular sen 6,
donde @ es el angulo comprendido entre los vectores u y v.

2. Calcule los productos i x j, j x k y k x i. Inteprete geométricamente el
resultado.

3. Tome cualesquiera dos vectores en el espacio tridimensional que perte-
nezcan al plano zy y considere su producto cruz. ;Qué resulta?, ;jpor
qué?

4. Observe la figura 18 (en relacion con el ejercicio 2). El sentido de las
flechas indican la multiplicacién de vectores (producto cruz) y su resul-
tado. Por ejemplo, i x j = k y en la figura se hallan i, luego j y k. Si
los vectores se toman en el sentido contrario al que indican las flechas,
el resultado es el vector siguiente pero con signo negativo: por ejemplo,
k xj=-i

5. Recuerde el ejercicio 6 de la lista 2.2. El area de dicho tridngulo es A =
(3)(4)/2 = 6 unidades cuadradas. Verifiquelo usando el producto cruz de
vectores.

6. Resuelva el ejercicio 7 de la misma lista 2.2 de ejercicios, usando la equi-
valencia ||u X v|| = ||ul|||v]|sen 6.

Ahora que hemos planeado los fundamentos del lenguaje geométrico del espacio
euclidiano, nos ocupamos en definir las ecuaciones de los objetos fundamentales: la recta
y el plano.
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4. La recta en el espacio

FORMA PARAMETRICA. Para definir una recta en el espacio requerimos de dos datos:
por donde pasa y con qué inclinacion. El primer dato hace referencia a un punto (posicion
de la recta), mientras que el segundo a un vector. La ecuacion paramétrica (se llama
asi porque usard un pardmetro, un nimero variable) recuperara estos dos datos. Por
ejemplo, todos los puntos de la recta L que pasa por el punto P = (1,4, —2) y tiene por
direccion el vector v = (1, —6, 3) se pueden hallar variando la ¢ en la expresion:

L: (1,4,-2)+t(1,-6,3)

(la L y los dos puntos a la izquierda indican que la expresion define a la recta L).
En efecto, sabemos que el punto (—1,16, —8) pertenece a la recta L porque podemos
obtenerlo con la expresién anterior, haciendo ¢t = —2:

(1,4,—2) —2(1,—6,3) = (1,4,—-2) — (2, —12,6) = (1 — 2,4+ 12, -2 — 6) = (—1, 16, —8).

En otras palabras, la ecuacién paramétrica de la recta se lee: estando en el punto P,
,qué tanto se debe “estirar” o “comprimir” el vector v para llegar al punto deseado? En
nuestro ejemplo, tuvimos que considerar el doble del vector v pero en sentido opuesto
al sentido de v, por ello usamos t = —2.

Veremos en los ejercicios que esta definicion también es vélida en el plano. Esta es
una ventaja de la ecuacién paramétrica por encima de la ecuacion cartesiana de la recta,
pues una recta en el espacio ya no puede espresarse con una sola ecuacién como sucede
en el plano, pero ello se vera cuando tratemos la ecuacién del plano en el espacio.

Figura 19: Ecuacion paramétrica de la recta.

DEFINICION 4.1 Dado el punto P y el vectorv (ambos en el plano o ambos en el espacio),
la ecuacion paramérica de la recta R que pasa por P en la direccion de v es

R: P+tv,

donde el pardmetro t es cualquier numero real.
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EJERCICIOS 4.1
1. Dé la ecuacion paramétrica de la recta L en el plano que pasa por el
punto P = (2,1) en la direccion de v = (—1,2).

2. Dado que la recta L del ejercicio anterior esté en el plano, podemos hallar
también su ecuacion cartesiana: si la direccion es v = (—1,2), entonces

la pendiente de la recta sera m = 2/(—1) = —2 y al pasar por P =
(z1,y1) = (2,1) usamos la forma punto-pendiente y — y; = m(z — 1),
es decir,

y—1=-2(x-2)=-22+4 = y=-2z+441 =  y=—2x+b5.

Encuentra, pues, por tu cuenta, las ecuaciones cartesiana y paramétrica
de la recta que pasa por el punto P = (—1,—4) en la direcciéon de v =
(3,2).

3. Si decimos que la pendiente de una recta en el plano es m = 1/3, un
vector que represente su inclinacion es v = (1, 3), pero también v = (2, 6),
asi como v = (—1,—3), etc., pues en general, cualquier vector v = (a,b)
cuyas coordenadas que cumplan con

b 1
e m ==
a 3
serd util. Por lo tanto, al pedir la ecuacién paramétrica de una recta
que tiene pendiente 1/3 y pasa por el punto (2,3) (jencuéntrelal, en
eso consiste este ejercicio), por ejemplo, no existe una tnica respuesta,
sino muchas... tantas como vectores de direccién v se nos ocurran para
representar a m. Por tanto, no existe una tinica ecuacién paramétrica de

la recta.

4. Dé una ecuacion paramétrica de la recta que pasa por P = (1,5, —2) en
la direccion de v = (0, -2, —1).

5. Dé una ecuacion paramétrica de la recta que pasa por P = (2,1,3) y es
vertical, es decir, tiene la direccién del eje z.

6. Encuentre la interseccion de las rectas
Ly: (2,3)+t(1,1) y Lo : (4,2) + s(—1,2),

sin llevar estas ecuaciones a la forma cartesiana.

7. Construya dos ejemplos de rectas, una que sea perpendicular y otra que
sea paralela a la recta

R:  (2,3,-1)+¢(2,1,-2).

Exprese las ecuaciones de estos dos ejemplos de rectas en forma paramé-
trica.
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Forma siMETRICA. Considere de nuevo la ecuacién paramétrica de la recta L de la
discusién anterior

L: (1,4,-2)+t(1,-6,3).

Hemos dicho que todo punto en la recta L puede hallarse dando algtn valor a ¢, lo cual
significa que para que un punto ) = (z,y, z) esté en la recta L, debe existir un valor de
t que satisfaga (1,4, —-2) +t(1,—6,3) = (1 +t,4 — 6t, —2 4 3t), es decir, las condiciones

r = 1+t
y = 4—-6t
z = —2+4 3t.

Despejando la ¢ en cada ecuacién, obtenemos

t = xz—1
—4
t = ¥
—6
2
t_z—l—
3

Dado que en todas las ecuaciones, el valor de t es el mismo, todas las expresiones
son iguales:
y—4 242

r—1=2"2= .
6 3

Esta es la forma simétrica de la recta.

Como observacion final a este apartado, note que si se tiene una ecuaciéon paramétrica
de la recta en el plano, en la forma simétrica correspondiente solo se tendra la igualdad
entre 2 expresiones, una que involucra a x y otra a y.

EJERCICIOS 4.2

Exprese en la forma simétrica las siguientes rectas.
L: y=3zx—1
A: (5,—2,1) +¢(2,—1,-1)
R: (2,3) +t(—1,5)
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5. El plano en el espacio

Figura 20: El plano como lugar geométrico.

Uno de los objetivos de esta seccién es deducir qué forma tienen las ecuaciones que
definen planos en el espacio. El primer acercamiento que tuvimos al problema sucedi6
cuando hablamos del producto vectorial. Deciamos que la propiedad que defini6 al vector
producto cruz w X v fue el ser perpendicular, a la vez, a los dos vectores u y v multi-
plicados, que esos dos vectores determinaban un plano y que no importaba cual pareja
de vectores en el plano multiplicAbamos, obtendriamos un vector paralelo a u x v... y
mas, que el vector u x v, que llevaba el nombre de vector normal al plano, definia la
“inclinacién” del plano.

FECUACION CARTESIANA DEL PLANO. Pues bien, el problema ahora es precisamente
el contrario: dado un vector que define la inclinacién del plano, hallar el plano, pues el
plano son todos los vectores que son perpendiculares al vector normal.

Nos explicamos mejor, pero para ello consideramos la figura 20.

Dado un vector n = (ng,ny,n.), podemos definir con él el plano 7 (como en la
figura), considerando que todos los vectores que forman el plano son perpendiculares a
n. Asi, siendo @ = (a, b, ¢) el punto de interseccion entre n y 7, pensamos a P = (z,y, 2)
como un “punto moévil”, los puntos P formarén al plano y los vectores que forman @ y
P todos tienen en comun que son perpendiculares a n; es decir,

0O=n-(P—-Q).

Esta igualdad, reescrita tomando en cuenta las coordenadas de los vectores involu-
crados, se ve como

0= (ng,ny,nz) - (x —a,y =b,z=¢) = nz(x —a) +ny(y —b) +n.(z ¢

= ngx +nyy +nyz — (nga + nyb + n;c),
de modo que la ecuacién del plano sera
NgT + nyy +n.z =k,

donde k = nga+mnyb+n.c es una constante. Esta es la forma que tendran las ecuaciones
cartesianas de los planos. Consideramos un ejemplo para mayor claridad.

La ecuacion del plano cuyo vector normal es n = (2, —4, 3) (dar este vector es definir
una suerte de “inclinaciéon” para el plano), que pasa por el punto @ = (2,—1,—-3), se
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hallara considerando todos los putos P = (z,y, z) del espacio cuyos vectores P — () sean
perpendiculares a n, es decir, que satisfacen la ecuacién

0=n-(P-Q) = (2,-43) - (z—-2,y+1,2+3)=2(x—-2)-4(y+1)+3(2+3)
= 20 —4dy+2+2(-2)—4(1)+33)=2x -4y +3z+ 1.

Asi, la ecuacion del plano es 2z — 4y + 3z = —1.
Observe que las coordenadas del vector normal terminan como los coeficientes de las
variables. Por ejemplo, si la ecuacién del plano es

o +2y—z2 =95

el vector normal tiene coordenadas (5,2, —1).

EJERCICIOS 5.1

1. Dé la ecuacion cartesiana del plano que

e pasa por @ = (2,—1,5) y tiene por vector normal a n = (1,—-2,4),
e pasa por el punto @ = (0,0,0) y tiene por vector normal al mismo
del ejercicio anterior n = (1,—2,4).

(, Qué diferencia hay entre las ecuaciones de estos planos? Es decir, jdonde
se observa que un plano pasa por el origen y el otro no?

2. Encuentre 3 puntos A, B y C' que pertenezcan al plano
m: 3r—4y+z=1.

e Obtenga los vectoresu =B —Ayv=C— A.

e Calcule uxv. jQué relaciéon hay entre este vector y el vector normal
de 7?7 (recuerde que puede saber el vector normal de 7 al observar
los coeficientes de las variables en la ecuacion que lo define). Inter-
prete geométricamente la situacion.

3. Dé las ecuaciones de 2 planos paralelos entre si. ;Coémo son sus corres-
pondientes vectores normales?
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FECUACION PARAMETRICA DEL PLANO. La ecuacién paramétrica de la recta consis-
ti6 en dar un vector de posicién y un vector de inclinacién, multiplicado este tltimo
(“estirado o comprimido”) por un pardmetro ¢, porque es asi como del origen se llega a
cualquier punto de la recta (véase la figura 21).

Para el caso de un plano, la situaciéon es similar, pero dado que estamos ante un
objeto de 2 dimensiones, requeriremos movernos a un punto @) y a partir de alli decir
qué tanto nos movemos a lo largo y a lo ancho del plano, dependiendo de 2 vectores u
y v que lo definan, como se muestra en la figura 22.

Asi, estando en () hay qué moverse en la direccion de su + tv, es decir, la ecuacion
paramétrica del plano depende de 2 parametros s y t (;qué tanto se “estira” u y qué
tanto v, respectivamente) y tiene la forma

T Q-+ su+tv.
(En el ejemplo de la figura, s = 1,5 y t = 1.) Por ejemplo, el plano II que pasa por el

punto @ = (2,—1,—3) y esta generado por los vectores u = (0,—2,1) y v = (—1,4,1)
tiene como ecuacién paramétrica:

IT: (2,—1,-3) +s(0,—2,1) +¢(—1,4,1).

*

Figura 21: Como llegar (en naranja) del origen 0 al punto P + tv.

Figura 22: Como llegar (en naranja) del origen 0 al punto P + tv.
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EJERCICIOS 5.2

1. Encuentre la ecuaciéon paramétrica del plano m que pasa por el punto
Q = (1,2,3) y es generado por los vectores iy k.

2. Un plano generado por los vectores u y v tiene por vector normal a un
vector n perpendicular tanto a uw como a v. Ademas, a sabiendas de que
u X v también es un vector perpendicular tanto a u como a v, podemos
considerar n = u X v. Encuentre, pues, el vector normal n al plano

IT: (2,—1,-3) +s(0,—2,1) 4+ t(—1,4,1).

del ejemplo en el texto anterior a estos ejercicios.

3. Considere de nuevo el ejercicio 1 y atendiendo al ejercicio anterior, ob-
serve que el vector normal al plano 7 es

n=ixk=—j=(0,-1,0).

Dado que las coordenadas de n son, como ya vimos, los coeficientes de
las variables x,, ¥ y z en la ecuacién del plano, para hallar la ecuacion
cartesiana de 7 sblo hace falta hallar el valor de la constante C' en

0z —y+ 0z =C.

Para ello, usamos el hecho de que 7 pasa por el punto @ = (1,2,3), de
modo que al reemplazar sus coordenadas en la ecuaciéon, hallamos el valor
de C: C =0(1) —1(2) +0(3) = —2, por lo que la ecuacion cartesiana del
plano 7 es 0z — y + 0z = —2, o bien, simplificando:

y = 2.
Encuentre, pues, las ecuaciones paramétrica y cartesiana del plano que

pasa por @ = (2,—1,—2) y es generado por los vectores u = (1,2, —1) y
v=(0,1,2).
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6. La forma cartesiana de la recta

Terminamos esta guia con la definicion de la ecuacion cartesiana de la recta. Como
hemos dicho, definirla con una sola ecuacién presupone un problema, pues las ecuaciones
mas simples que podemos tener en el espacio son las que poseen de una a tres variables
elegidas entre x, y y z, cada una elevada a potencia uno a lo més... y usando constantes.
Es decir, de la forma

axr +by+cz=d,

donde al menos una de las constantes a, b, ¢ o d no es cero. Podemos tener ecuaciones
de la forma x = 3, y = —1, etc., pero pertenecen todas a la forma general anterior. El
problema estriba en que, como también ya vimos, estas ecuaciones definen planos, no
rectas. Sin embargo, dado que la interseccion de 2 planos es una recta, podemos definir
a una recta como la interseccién de dos planos. Daremos un ejemplo de ésto.

Considere la recta L : (7,2,—1) + t(2,—1,3). Para hallar dos planos que se in-
tersecten en esta recta necesitamos que todos los puntos de la recta satisfagan ambas
ecuaciones de los planos. El primer plano 7 podemos elegirlo de modo que contenga
a L y basta con dar otro vector que no esté en la recta para que podamos generarlo;
es decir, otro vector que no sea paralelo a (2, —1,3), digamos, (1,1,1). Asi, un primer
plano podria ser:

me (7,2,-1)+4(2,—1,3) + s(1,1,1).

Para hallar otro plano my, procedemos de la misma manera, eligiendo otro vector que
no pertenezca al plano generado por (2,—1,3) y (1,1,1), digamos, (1,1,3) (o bien,
considerar (2, —1,3) x (1,1, 1) el cual definitivamente cumple con lo que pedimos). Esto
se pide asi para evitar haber tomado un vector que junto con (2, —1,3) defina el mismo
plano que 7;. Reemplazamos, pues, (1,1,1) por (1,1,3) y tenemos

m: (7,2,-1)+p(2,-1,3) +¢(1,1,3).

(Usamos otros parametros, p y ¢, porque estos valores no tienen por qué ser iguales a ¢
y a s en el otro plano.) Por lo tanto, la recta L puede definirse como la interseccion de
los planos w1 y ma:

(7,2,—1) +£(2,—1,3) + s(1, 1,1
(77 27 _1) +p(27 _17 3) + Q(la 17 3)7

que si las transformamos a ecuaciones cartesianas (jhagalo!), resulta:

dr—y—3z = 29
2r+y—2z = 17,

respectivamente. A este ultimo par de ecuaciones llamamos la forma cartesiana de la
recta.

Por supuesto, dado que nosotros elegimos los vectores que habriamos de agregar a
la ecuacién de la recta, los pares que demos para expresar la misma recta pueden variar
vy hay tantos como formas distintas se nos ocurran de elegir tales vectores. Es decir, no
hay un tnico par de ecuaciones que defina a una recta, porque, ademés, los pares de
planos a intersectar para que generemos la recta que nos interesa pueden ser varios.
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EJERCICIOS 6.1

1. Construya las ecuaciones de 2 planos cuya interseccién en el espacio sea
la recta
L: (1,2,3)+¢(—-1,5,-2).

2. Y al contrario, encuentre la ecuacién paramétrica de la recta R que re-
sulta de la intersecciéon de los planos

m: 2r—=5y+z=1 y me: —z+2y+z=3.

Para ello, encuentre los vectores normales ny y ny de m; y s, respecti-
vamente, y haga un dibujo para convencerse de que el vector de direccion
de la recta R buscada es precisamente v = ny X ns.

Luego, s6lo hara falta hallar un punto P = (a,b,c) en la interseccion
de los planos, es decir, que satisfaga ambas ecuaciones de los planos al
mismo tiempo. Para ello puede dar valores a una coordenada, digamos,
a b y resolver el sistema de 2 ecuaciones con 2 incégnitas que resulta.

Resumen de conceptos, técnicas y férmulas

Elabore un resumen de los siguientes topicos. Algunos de ellos, marcados con asterisco, no
han sido tratados en esta guia, por lo que debes investigarlos.

Las ecuaciones paramétrica (en el plano y el espacio) y cartesiana (en el plano) de la
recta. ;Como pasar de una a la otra?

Ecuaciones paramétrica y cartesiana del plano en el espacio. ;Como pasar de una a
la otra?

Las formulas Proy,u y Comp, u (en el plano y el espacio). ;Cuél es la diferencia entre
las féormulas?

Definicion de u-v y de u x v.
Angulo f entre u y v, usando tanto u-v como u X v.
Distancia de un punto a una recta y de un punto a un plano.
Angulo entre rectas, angulo entre planos.
Ecuacién de una recta (en el plano y el espacio) que

(a) pasa por Py tiene direccion v;

(b) pasa por Py es perpendicular a v;

(¢) pasa por dos puntos Py Q.
Ecuaciéon de un plano que

(a) pasa por 3 puntos;

(b) pasa por un punto y es generado por dos vectores u 'y v;

(c¢) pasa por un punto P y tiene a n como vector normal.

Formulas de las posiciones relativas entre planos y rectas, usando los vectores de
direccion v de las rectas y vectores n normales de los planos.

Equivalencia y significado geométrico de los valores ||lu X v|| y |Ju- (v x w)]|.
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