UN ABORDAJE INTUITIVO DEL
TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA!

Rubén Alejandro Agueda-Alttzar
altuzartutor@gmail.com
http://raltuzar.net

NECESIDAD DEL TEOREMA. Derivar una funcién para la que conocemos bien a bien
su regla de correspondencia se torna una tarea rutinaria: aplicar solamente la férmula de
derivacién. Por ejemplo, derivar f(z) = 222 — 3z + 1 es derivar cada uno de los sumandos
de acuerdo con la regla que hemos establecido para ello:

f'(z) = 4z — 3.

Lo mismo sucede si se tiene, por ejemplo, una funcién trigonométrica o una exponencial:
si f(x) = 3cos (42) y g(x) = 2%, entonces

f/(x) =—12 sen(4:r) y g'(m) — 2e2m

(observe aqui la aplicacion de la regla de la cadena). En todos estos casos, la regla de
correspondencia de la funcién original nos proporciona explicitamente la “receta” para
calcular f(x) (o g(x)) a partir de x.

Sin embargo, en funciones para las que la regla de correspondencia puede resultar “no
tan clara”, como en las funciones trigonométricas inversas

f(u) = arc tan(u),
iqué es f'(u)? Ante un problema de este estilo, es natural pensar en la derivada de tan (x)

y también lo es preguntarse si ésta guarda alguna relacion con f definida como arriba.
Entonces uno toma el 1apiz y el papel y procura razonar de la siguiente manera.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS. Al tener a funcion y = tan (z), jde donde
obtenemos arc tan(u)? Por ejemplo, para « = 7/6 sabemos que

us 1 s 1
tan (6) = ﬁ, de modo que e arc tan (\/§> .

Es decir, en general se intercambian los papeles de z y de y: si y = tan (z), entonces
x = arc tan(y). Las graficas de estas funciones son las siguientes.
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2 Calculo Diferencial e Integral
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(a) Grafica de tan (z). (b) Grafica de arc tan(y).

Observe que los ejes x e y en la grafica (a) estdn como de costumbre, mientras que en
la grafica (b) estan invertidos. Las lineas verdes representan las asintotas = +7/2 en la
grafica (a) e y = +m/2 en la grafica (b). El procedimiento algebraico de intercambiar x
por y se representa geométricamente como este intercambio de los ejes, que es solamente
un “giro” (reflejo) respecto de la recta y = x, como se muestra en la figura siguiente.
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(c) La grafica roja, como el reflejo de la azul respecto de la linea rosa (y = x).

El resultado (la grafica en rojo) es solamente una curva, la correspondiente a la “rama”
azul de la tangente que pasa por el origen, puesto que el reflejo de todas las ramas generaria
un grafico en el que una recta vertical tocaria muchas veces a las curvas rojas resultantes,
lo que no serfa una funciéon. Normalmente esta consideracion se tiene con todas las inversas
de las funciones trigonométricas, cuya funciéon original tiene muchas ramas.

Cabe senialar, ademas, que mientras el dominio de la grafica azul es (—7/2,7/2) y su
rango es (—o00,00), el dominio de la grafica roja es (—oo, 00) y su rango, (—7/2,7/2). Es
decir, el dominio de una sera el rango de la otra, como consecuencia (también) de haber
invertido los papeles de las variables x e y.

Ahora bien, ja qué nos referimos cuando decimos que z = arc tan(y) es la funcion
inversa de y = tan (x)? Revisémoslo via la composicion de funciones.
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(d) Composicion de f y f~! en los dos sentidos posibles.

Al tener una funciéon f(z) presuponemos que tomamos valores z, les “aplicamos la
receta” f y obtenemos entonces un valor de y. Si se tiene “el procedimiento inverso”, es
decir, f~', uno esperaria que al aplicarselo al valor y obtenido, rescatemos el valor de x
(inciso (a) de la figura (d)). Por ejemplo, si f(z) = \/ y comenzamos con & = 7, entonces
el valor de y que obtenemos al aplicarle a 7 el procedimiento f, en este caso, “obtener la
raiz cuadrada”, sera entonces y = /7. {Cual es el procedimiento inverso f~'?: obtener 7
a partir de /7, es decir, f~1(y) = y2. Asi, tenemos:

7 Lovi L =

Y al contrario, si comenzamos con y = 10, por ejemplo, aplicando primero f~! (elevar
al cuadrado) obtenemos 10?2 = 100 y aplicando después f (obtener la raiz cuadrada?)
resulta v/100 = 10; en diagrama:

! 2 _ f
10 — 10°=100 = 10.

En ambos casos, al final de todo el procedimiento hemos obtenido el mismo niimero (valor
de = o de y) con el que comenzamos, es decir, se tiene respectivamente

Flf@l=2 vy f(fF) =y
En otras palabras, ambas composiciones son la funcion identidad®: f~'of =1d = fof~L

De este modo y regresando a la funcion f(xz) = tan(x), su inversa es la funcion
f~1(y) = arc tan(y), pues se tienen las igualdades

FU (@) = £ [tan (2)] = are tanftan (2)] =

F(f~y]) = f(arc tan[y]) = tan (arc tan[y]) = y.

[LA DERIVADA DE LA INVERSA DE UNA FUNCION. El problema con el que comenzamos
la seccién consistié en hallar la derivada de arc tan(y), misma que (ahora sabemos) es la
inversa de la funcion f(z) = tan(x). De este modo, dicha y que aparece en la funciéon
inversa es precisamente f(z), de modo que nuestro problema se ve asi:

g,% arc tan(f(z)) =7

2La raiz cuadrada positiva.
3Recuerde que la funcion identidad esta dada por Id(z) = x.
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4 Calculo Diferencial e Integral

Es decir, nuestro problema consiste en hallar la derivada de esta composicion:

d .
(@),

para cuyo caso tenemos la regla de la cadena. La regla de la cadena nos permitia derivar
una composicion de funciones y el resultado era el siguiente, para la composicion g(f(z))
(por ejemplo):

d

7z IV @) = g'(f(@)) - f'(@).

Esta era la regla general para derivar composiciones. En nuestro caso, tenemos la parti-
cularidad de que quien funge como la funcién g es precisamente la inversa de f, de modo
que la regla de la cadena nos dice que

Pero maés atin, la composicion de la funcién f con su inversa f~1 es la identidad Id(z) = z,
por lo que la derivada que calculamos arriba es precisamente la derivada de la funcién
identidad: la funcién constante 1. Asi:

d d

L= —1d() = — 1 (f(2) = [ (F(2) - /().

Quitando las expresiones del medio, tenemos

1= [T (f() f'(@);

y dado que f(z) =y, la expresion anterior deviene en
1=["'(y) - f(2),

0, equivalentemente, al dividir por f’(z) ambos miembros de la ecuacion (aqui presupo-
nemos que f'(x) = 0 para evitar “divisiones por cero”), se tiene:

. Qué nos dice esta igualdad?, ;a dénde hemos llegado? Hemos deducido una férmula para
derivar f~!, el siguiente resultado.

TEOREMA 1 (DE LA FUNCION INVERSA) Considere una funcion y = f(x) invertible (es
decir, existe f=1) y para la cual existe f'(a) (es decir, la derivada de f en x = a tiene
sentido) y este valor no es cero. Hagamos b = f(a). Entonces

d

1 _ 1
1) =

f'(a)

Antes de aplicarlo a la funcién tan (z) y con el objeto de comprender qué nos dice el
teorema, permitasenos probarlo en el ejemplo de la funcién cuadrética f(z) = 2?2, para
la que f~*(y) = \/y. En este ejemplo podemos derivar directamente la funcion inversa,
desde luego, y el teorema nos permite otra forma de derivar la misma. Aqui se preguntaré,
entonces, jpara qué tener 2 maneras de hallar la derivada de una funciéon? La respuesta
es sencilla (la mencionamos al inicio de esta seccion): el teorema nos permitira hallar la
derivada de funciones que no pueden derivarse directamente.
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Funciones Trascendentes 5

Buscamos hallar, pues, la derivada de f~1(y) = /Y cuando y = 7, por ejemplo.

Directamente, usamos una de las formulas de derivacion®:

d d 1 _ 1
7RSIV S V.
dy dy 2 2y
Asi, si y = 7, entonces
d 1

ol 0=

Ahora bien, para usar el teorema habremos de hacer algunas consideraciones. Primero,
dado que buscamos la derivada de f~' en y = 7, el teorema menciona 2 parametros: a
y b; estos valores corresponden a x e y, respectivamente, y estan ligados: cuando = = a,
y = b a través de f, o bien, para llegar a y = b a través de f hay que evaluar en z = a.
Eso es lo que significa

(e) El valor b = f(a).

Por lo tanto, el ejercicio nos pide llegar a b = 7, jcudl es el valor de a? El valor z = a
es tal que al aplicarle la funcién f(x) = 22 nos resulte 7... jExactamente!, a = /7, pues
f(a) = a® = (v/7)? = 7, como se queria.

LY para qué queriamos el valor de a? Porque el teorema nos dice que

d
/0= 5oy

esto es, a la izquierda aparece la derivada de f~! evaluada en b, mientras que a la derecha,

la derivada de f esta evaluada en a y la relacion entre a y b es la que dijimos: b = f(a).
Entonces, como b =7 y a = /7, el teorema nos dice que

d , .. 1
! O

Nos falta, solamente, decir quién es f’(v/7), pero como f(z) = 22, entonces f'(x) = 2z ¥,

asi, f'(v/7) = 2V/7, por lo que

4 gy 1 1
&l 0= s =

exactamente lo mismo que habiamos obtenido con la derivacién directa.

40Observe que la derivada es respecto de y, puesto que las funciones inversas estan evaluadas en valores
de y, al contrario que las funciones originales, que estan evaluadas en valores de x.
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6 Calculo Diferencial e Integral

Suponga, ahora, que deseamos hallar la derivada de arc tan(1/+/3). Es claro que no
podemos usar el primer método que usamos en el ejemplo anterior, pero si (y ésta es la
razon de ser) el teorema de la funcion inversa. Segtn su enunciado, tendremos:

iarc tan <1> = !
dy v3)  f'(a)’

donde a = 7/6 (pues tan (7/6) = %) y f'(z) = sec?(z) (pues f(x) = tan (z)); esto es,

e ()= (5) -

de modo que

d ‘ 1 1 3

—arctan | —= | = — = -.

dy V3 4/3 4
Pero no hemos de conformarnos, ya que si pudimos hallar la derivada de f~! en
/6, jpor qué no hallar la derivada de la funcién en cualquier valor de y? Procedemos

exactamente de la misma forma, pero sin hacer evaluaciones: en vez de b = f(a), tomamos
en cuenta el caso general y = f(x). Asi,

1 1
d—yarc tan (y) = )~ sec(a)
El tnico problema que ahora tiene este resultado es que estamos expresando en términos
de x (vea la fraccion de la derecha) la derivada de una funcién que depende de y. De-
seariamos que la derivada también esté en funciéon de y. Buscamos, entonces, un puente
entre y y la funcién sec?(z), lo que nos lleva a recordar que como y = tan (z) (la relacién
inicial entre = e y), la solucion la puede dar la identidad trigonométrica

sec’(x) = tan® (x) + 1,

expresion en la que al sustituir la tangente por y se convierte en: sec?(z) = y? + 1.
Tenemos, asi, lo que finalmente buscdbamos, la derivada de la funcién arco tangente:

iaurctam( )=
dy Ve s

CONSECUENCIAS DEL TEOREMA. Enumeramos algunas a continuacién, en las que el
teorema es muy util.

1. La consecuencia més inmediata es una féormula de derivacion para la funcién arco
tangente, pero ahora usando la regla de la cadena.

PROPOSICION 0.1 La derivada respecto de x de la funcion arc tan(u), donde u es
funcidn de z, es’

L tan(u) = T

5 Aqui, consideramos a u como funcién de x y no de y como lo veniamos haciendo. Lo anterior era para
identificar a arc tan con una funcién inversa, pero una vez que hemos obtenido la férmula de derivacion,
eso ahora es innecesario; la funcién u puede depender ahora de cualquier variable y esta proposicién
seguira siendo cierta siempre y cuando derivemos arco tangente respecto de dicha variable, llamese z, y
o cualquier otra.
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Funciones Trascendentes 7

Por ejemplo,
14z +1
(T2 +x)2 +1’

pues al ser u = 7z + z, entonces el numerador del resultado es v’ = 14z + 1.

d
7 e tan(72? 4+ z) =

. En virtud del teorema fundamental del célculo (la relacion de la derivada con la
integral), si se identifica en el integrando (algtn cociente de funciones que dependen

de z) de la integral indefinida
a(z)
dz
/5@

a(z) . du

B T e

para alguna funcién u de z, entonces sabremos que la integral es igual a

el esquema

arc tan(u) + C

(con C' la constante de integracion), pues esta funcion sera la antiderivada de dicho
integrando. Por ejemplo, si se tuviese la integral:

dzx
2522 + 1’

dado que abajo hay una suma de cuadrados, podriamos identificarla con la expresion
u? + 1, para lo que tendriamos que hacer la sustitucién u = 5x, pues asi u? = 25z2.
Sin embargo, tendriamos du = 5 dx, una expresiéon que no tenemos en el numerador,
pero a la que si podemos ajustarnos. Es decir:

dzx 1 5dx 1
e p— — T — t 5 C'
/ %211 5 / Gz 5o tan(r)+

. Cuando el cociente en el integrando de la integral del punto anterior no tiene el
formato que deseamos, algunas veces puede llevarse a él completando el cuadrado
perfecto en el denominador. Por ejemplo, si el objetivo es calcular

/ dx
2 + 62 + 10’
al completar el cuadrado perfecto para 22 + 6z obtenemos
2?46z = (22 4+62+9)—9=(z+3)* -9
de modo que la expresion completa del denominador se puede expresar como
22 +6x+10=[22+62] +10=[(2+3)* =9 +10= (z +3)* +1,

por lo que la integral se ve como

/ dx _ dx

224+ 6x+10 (v +3)2+1°

En el integrando idenficamos, pues, la expresion du/(u? + 1) si hacemos u = x + 3
(y, con ello, du = dz). Luego,

dx dx
/m—/m—&wctan(m—ki’;)—i—C
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8 Calculo Diferencial e Integral

EJERCICIOS

1. Dibuje las graficas de arcsen(y), arccos(y) y arctan(y), identificandolas como el reflejo
respecto de la recta y = z de las graficas de las funciones sen(x), cos(z) y tan(z), res-
pectivamente. Emplee para ello una hoja transparente (puede ser plastico o acetato). Sea
cuidadosa(o) en la manera en que debe restringir el dominio de cada una de las funciones
trigonométricas, para que las curvas asociadas a las inversas en realidad sean gréaficas de
funciones.

Escriba en una tabla el dominio y el rango tanto de las funciones directas como de las
inversas.

2. Obtenga las féormulas de derivacion de las funciones trigonométricas inversas anteriores
(tanto en funcién de x como en funcién de y), usando una deduccion similar a la que se
hizo en el texto (necesitara, para ello, las identidades trigonométricas pitagoricas).

3. Obtenga las graficas de arcctg(y), arcsec(y) y arccsc(y). Deduzca sus formulas de deri-
vacién respecto de y. Convénzase de que estas funciones no son las mismas que

1 1 1
() cta(e) = s @ see(w) = s () esela) = s
respectivamente.
4. Considere la funcion f(z) = 3 s 5
T —

(a) Dibuje la grafica de f, indicando su dominio y rango.
(b) Hallar la regla de correspondencia de f~*(y).

(c) Grafique f~' usando la regla de correspondencia que hallo en el inciso anterior.
Compare la grafica con el reflejo (respecto de la recta y = x) de la gréfica de f.

(d) Encuentre la derivada de f~! tanto con la regla de correspondencia como con el teo-
rema de la funcién inversa. Compare las expresiones y explique por qué son iguales.

5. Obtenga una formula de integracion para cada una de las integrales siguientes (la literal
u denota una funcién de  y a una constante).

empleando para ello la sustituciéon y = u/a en las formulas de integracion

= arcsen(y) + C, () / dy : = arcsec(y) + C,

@ [ .-
V1—y? YV y?

(b)) . 1.E|l_7yy2 =arctan(y)+C'y

que constituyen las antiderivadas asociadas a las férmulas de derivacién que hall6 en el

ejercicio 2 anterior.

6. Retomemos las integrales de los incisos (a), (b) y (c) del ejercicio anterior. Escriba la
integral a resolver y su solucién (jcudl es el aspecto de la integral?) si

e en el inciso (a), u= (22 +7) y a =5;
e en el inciso (b), u = * y a = 3;

e en el inciso (¢), u =cos(z) y a = 2.

© 2015 Rubén A. Agueda-Alttazar



