Yupana, ein ratselhafter peruanischer Abakus

Wie haben die Inka gerechnet?

Im Unterschied zu den chinesischen, japanischen und russischen Kugelrechnern ist der peruani-
sche Abakus selbst vielen Fachleuten unbekannt. Trotz jahrzehntelanger Forschung ist bis heute
ungeklart, wie die Inka das ratselhafte digitale Rechengerat verwendet haben. Das liegt daran,
dass es dazu kaum zeitgendssische Beschreibungen gibt. Hinzu kommt, dass das in der Literatur
erwahnte Rechenbrett von den in Peru und Ecuador gemachten Funden stark abweicht. Im Ge-
gensatz zu den Knotenschniren (Quipus), die zur Aufzeichnung der Ergebnisse dienten, sind nur
wenige Yupanas uberliefert. Nach einer anderen Deutung waren diese geheimnisvollen Objekte
gar Stadtebaumodelle.

Herbert Bruderer

Zu den meist verbreiteten Rechenrahmen gehéren die chinesischen, japanischen und russischen
Abakusse sowie die Schulabakusse. Weniger bekannt ist der rdmische Handabakus, von dem nur
drei originale Stlcke Uberliefert sind und das ratselhafte peruanische Rechenbrett, die Yupana. Die
Inka verwendeten Knotenschniire (Quipus) fur die Speicherung von Zahlenwerten und Yupanas
fiirs Rechnen. Wahrend mehrere hundert Knotenschnire erhalten sind, haben nur wenige archaolo-
gische Yupanas uberlebt. Das aus der Quechua-Sprache stammende Wort yupay bedeutet “zéhlen”.
Die meist quadratischen oder rechteckigen Tafeln wurden aus Holz, Stein oder Ton gefertigt. Sie
bestanden aus mehreren Féachern auf verschiedenen Ebenen. Gerechnet wurde mit Kieselsteinen
oder Samen. Aus der zeitgendssischen Literatur ist nur wenig Uber dieses Gerat bekannt (vgl. Abb.
1).

Abb. 1: Dieses Bild aus Felipe Guaman Poma de Ayala: El primer nueva coronica y buen gobierno
(1615) zeigt eine Person mit einer Knotenschnur und (links unten) einer Rechentafel mit funf Zei-
len und vier Spalten. Das Werk befindet sich in Kopenhagen, © Koénigliche Danische Bibliothek,
Kopenhagen.

Es gibt zwei Ausgestaltungen der Yupana: die literarische Yupana, d.h. das Modell nach Guaman
Poma de Ayala, und die archdologische Yupana (Tischyupana). Nach bisherigem Wissen wurde die
erste archidologische Yupana 1869 in Chordeleg (Ecuador) gefunden. Sie besteht aus Holz. 1878 tauchte
ein Exemplar in Caraz, Peru, auf. Die arch&ologische Yupana hat recht unterschiedliche Formen, was



fir ein Rechenhilfsmittel eher undblich ist. Yupanas waren vielleicht nicht nur Rechengeréte, sie
wurden moglicherweise auch als Architekturmodelle fur den Stadtebau oder als Spielbretter ver-
wendet (vgl. Abb. 2). Sie erinnern auch an Tectonic-Ratselgitter.

Abb. 2: Stadtgrundriss (Modell), © Staatliche Museen zu Berlin, Ethnografisches Museum / Ines
Seibt CC_BY-NC-SA 4.0

Wie rechnet man mit dem Abakus der Inka?

Bis heute ist unbekannt, wie die Inka mit diesen Taschenrechnern gearbeitet haben. Uber lhre Ver-
wendung gibt es zahlreiche Hypothesen, z.B. von Henry Wassén (1931), Carlos Radicati di Prime-
glio (1951 und 1976), William Burns Glynn (1981), Martha Villavicencio Ubillus (1982), Carlos
Alberto Herndndez Garcia (1986), Juan Ansion (1990), Hugo Pereyra Sanchez (1990), Oscar
Pacheco Rios (1999), Nicolino de Pasquale (2001), Viviana Moscovich (2007), Cinzia Florio
(2008), Rodrigo Rivas Oré (2009), Andrés Chirinos Rivera (2010), Miguel Angel Pinto Tapia
(2010), Jests Rios Mencia (2012), Dhavit Prem (2014), Angel Bernabé Palli Salas (2015) und Her-
bert Jhon Apaza Luque (2017). Die Inka verwendeten das dezimale Stellenwertsystem. Sie kannten
die Zahl Null und vielleicht auch die Fibonaccifolge.

Eine gute Ubersicht tber die verschiedenen Erklarungsversuche ist zu finden bei Henry-Mark
Vilca-Apaza et al.: Yupana o abaco inca, a 100 afios (1912-2022): experiencias y posibilidades de
educacion matemética en América Latina, ebenso in Henry-Mark Vilca-Apaza et al.: La Yupana o
abaco peruano y el aprendizaje de la matematica: de lo concreto a lo abstracto, de la escuela a la
universidad. Ahnlich Radl: Ibafiez in Quipu y yupana, instrumentos matematicos incas (I1), Molly Le-
onard et al.: The Incan Abacus: A Curious Counting Device und Cinzia Florio: Encuentros y De-
sencuentros en la identificacién de una relacion matematica en la yupana de Guaman Poma de Aya-
la. Die meisten Theorien betreffen allerdings nur die literarische Yupana.

Eine umfangreiche Darstellung der unterschiedlichen Hypothesen mit Gebrauchsanweisungen ist enthal-
ten in Mamani Zevallos: La Yupana en el aprendizaje de la matematica. Weitere Anleitungen
stammen von Ximena Catepillan et al.: Counting and Arithmetic of the Inca und Costanza Bustos et
al.: El abaco inca y las operaciones aritméticas. Die wohl umfassendste Arbeit zu den verschiede-
nen Vorschlagen (mit Beispielen zu den vier Grundrechenarten sowie furs Potenzieren und Wurzel-
ziehen) liefert Dhavit Prem: Hatun Yupana Qellga. Decodificando la Matematica Inka.

Beispiele fir die vier Grundrechenarten gibt es bei Viviana Ruth Moscovich: Yupana, tabla de
contar inca: Estructura interna, Viviana Ruth Moscovich: El Khipu y la Yupana. Administracion y
Contabilidad en el Imperio Inca, Andrés Chirinos Rivera: Quipus del Tahuantinsuyo, Rossmary
Juana Silvina Zevallos Mamani: La Yupana en el aprendizaje de la matematica sowie (auch firs



La Yupana o abaco peruano y

el aprendizaje de la matematica: de lo concreto a lo abstracto, de la escuela a la universidad.

Potenzieren und Wurzelziehen) bei Henry-Mark Vilca-Apaza et al.:

Dhavit Prem vermittelt eine sehr hilfreiche Ubersicht iiber verschiedene Verfahren (vgl. Tabelle 1).

Tabelle 1: Zusammenstellung von Losungsvorschldgen. Quelle: Dhavit Prem: Hatun Yupana Qellga.

Decodificando la Matematica Inka, Seite 14
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So sieht die Vorlage von Felipe Guaman Poma de Ayala aus (vgl. Abb. 3)
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Abb. 3: Darstellung bei Felipe Guaméan Poma de Ayala, Quelle: Cinzia Florio: Encuentros y Desen-
cuentros en la identificacion de una relacion matematica en la yupana de Guaman Poma de Ayala,
Seite 23

Es folgen ein paar Losungsvorschldge (vgl. Abb. 4—10). Fiir ndhere Angaben und das Rechnen mit die-
sen Modellen wird auf die Fachliteratur verwiesen.
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Abb. 4: Deutung von Henry Wassén (1931), Quelle: Cinzia Florio: Encuentros y Desencuentros en la
identificacion de una relacién matematica en la yupana de Guaman Poma de Ayala, Seite 8
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Abb. 5: Deutung von Carlos Radicati di Primeglio (1951), Quelle: Cinzia Florio: Encuentros y Desen-
cuentros en la identificacion de una relacion matematica en la yupana de Guaman Poma de Ayala,
Seite 9
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Abb. 6: Deutung von William Burns Glynn (1981), Quelle: Rossmary Juana Silvina Zevallos Mama-
ni: La Yupana en el aprendizaje de la matematica, Seite 55
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Abb. 7: Deutung von Nicolino de Pasquale (2001), Quelle: Cinzia Florio: Encuentros y Desencuentros
en la identificacion de una relacion matematica en la yupana de Guaman Poma de Ayala, Seite 10
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Abb. 8: Deutung von Viviana Moscovich (2007), Quelle: Viviana Ruth Moscovich: El Khipu y la Yu-
pana. Administracion y Contabilidad en el Imperio Inca, Seite 169
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Abb. 9: Deutung von Cinzia Florio (2008), Quelle: Cinzia Florio: Encuentros y Desencuentros en la
identificacion de una relacién matemaética en la yupana de Guaman Poma de Ayala, Seite 15
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Abb. 10: Deutung von Andrés Chirinos Rivera (2010), Quelle: Andrés Chirinos Rivera: Quipus del
Tahuantinsuyo. Curacas, Incas y su saber matematico en el siglo XV1, Seite 182

Nach dem Modell von Dhavit Prem lassen sich die Zahlen 0 bis 9 so wiedergeben (vgl. Abb. 11).
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Abb. 11: Darstellung der Zahlen 0 bis 9, Quelle: Dhavit Prem. Yupana Inka. Decoding Inka's Math.
Tawa Pukllay Method, Seite 23

Der Wert 15204 sieht daher wie folgt aus (vgl. Abb. 12).

°
o | e .

o | o® . on| 1
.

L ]

o | e .

W e®| o b 5
®

o | e ..

[ ] ® [ ] 2
e | o

°

o | ® .

® L] L 0
e | °

°

o | on| o

:o ot | e @l 4

Abb. 12: Darstellung der Zahl 15204, Quelle: Dhavit Prem: Hatun Yupana Qellga. Decodificando la Ma-
tematica Inka, Seite 65

Prems Awaqo Andino hat diese Gestalt (vgl. Abb. 13).
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Abb. 13: Awago Andino, Quelle: Dhavit Prem: Hatun Yupana Qellga. Decodificando la Matemati-
ca Inka, Seite 132

Bei der Nullstellung sind alle Kugeln unten (links), die Zahl 3257 wird so (rechts) eingestellt (vgl.
Abb.14).



Abb. 14: Abago Andino in der Grundstellung (links) und mit der Zahl 3257 (rechts), Quelle: Dhavit
Prem: Hatun Yupana Qellga. Decodificando la Matematica Inka, Seite 133

Aufschlussreich ist die folgende Darstellung (vgl. Abb. 15).

a) Nomenclatura de nimeros de la Yupana “Puntos Yanantin (PY)"

Niimeros del 0 al 9 Miimeros de varios digitos
p QoQ0o
ol Il
jelelnl | .
1 oooe 10 G000 472 gj:g
2 Coeo
P QoOe
Rl Telel 15 #0000 558:
4 Cece 6109 9.;‘8.;‘
5 @000 57 #0000
L Il 18
6 eoCe
7 @080 8303
- *eCe 90773 eCecC
8 eeco % sece eCeT
[ 1 Iels:
9 eece

b) Nomenclatura Awago - P'awaq Yupana “Binario Yupanico [BY)"

MNdamerecs del D al8 Numeros de varios digitos

o 0000 0001 o101

1 0001 10 0000 472 1010

2 0010 oo10

3 0100 15 000d 1001

1000 0001

4 0101 6109 i
1000

5 1000 57 4010 1101

6 1001 1101

7 1010

59 1101 gp77g 0000

a 1100 1101 10410

9 1101 1010

1100

Abb. 15: Vergleich mit der bindren Darstellung. Quelle: Dhavit Prem: Hatun Yupana Qellga. De-
codificando la Matemaética Inka, Seite 138

Eine Gegeniiberstellung mehrerer Deutungen ist hier zu finden (vgl. Abb. 16):
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Abb. 16: Theorien von Henry Wassén (a), Carlos Radicati di Primeglio (b), Nicolino de Pasquale (c)
und Cinzia Florio (d). Die ersten drei gehen von einem Stellenwertsystem aus, die letzte nimmt ein
additives Zahlensystem (wie bei den romischen Ziffern) an. Quelle: Overmann, Karenleigh A.: The ma-
teriality of numbers. Emergence and elaboration from prehistory to present, Cambridge University Press,

= 44,13 620

Cambridge, New York, Seite 138

Auf dem hélzernen européischen Rechentisch und dem dezimalen Volksschulabakus lauft die Ad-
dition von zwei Zahlen so ab (vgl. Abb. 17). Ahnlich spielt sich die Subtraktion ab. Die Multiplika-
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tion ist eine wiederholte Addition, die Division eine wiederholte Subtraktion.

Additionn
Einheitend Zahl-1o Zahl-20 Summe-1g Summe-20 Summe-20
10-000= LL L [T T 3 B [ TTETTE [ IT R TY T [ ITTRTY T
1000z a (ITRIITN TN TTRTITN ] ( ITRITINTIEINTTINTIT N T L
100= (118 T [ Tt 208 000 - 000-000: | OB -0 B
10z [T 1B ( ITRIINTT NI TRIYNTTNTY O N T [T B
1a 208080 -0 B0G-S08: ([ ITRTINITNTIT N ENTYT [T B
o 20-537= 48-196= n 68-733= 68-733=

®-=Kieselstein---®-=-Ubertrag
Abb. 17: Addition mit Zehnerlbertrag




Zur Bedienung der Tischyupana gibt es ein aufschlussreiches Video: Inca Counting Boards (youtu-
be.com). (Mathispower4u, 2013). Dieses peruanische Rechenbrett wurde nach dem Modell von
Lawrence Morales und David Lippmann (vgl. Abb. 18) so in rechteckige und quadratische Fécher
eingeteilt, dass in der Mitte ein achteckiges Feld entstand. Zwei gegenuber liegende Ecken und die
angrenzenden Fécher wurden stark bzw. leicht erhéht. Dadurch ergaben sich drei Ebenen. Ein Kie-
selstein in den 12 quadratischen Fachern stellte den Wert 1 dar. In den beiden rechteckigen Fachern
hatte er den Wert 2, im achteckigen Feld den Wert 3. Ein Stein in der mittleren Ebene (zwei sechs-
eckige Facher) zahlte 6-fach, in der obersten (2 quadratische Facher) 12-fach. Unterschiedliche
Objekte konnten durch unterschiedliche Farben gekennzeichnet werden. Die Rechenergebnisse
(vgl. Abb. 19-20) wurden mit Hilfe von Knotenschniren (Quipus) gespeichert.

For example, a pebble in a smaller (white) compartment
represented one unit. Note that there are 12 such squares around
the outer edge of the figure. If a pebble was put into one of the
two (white) larger, rectangular compartments, its value was
doubled. When a pebble was put in the octagonal region in the
middle of the slab, its value was tripled. If a pebble was placed
on the second (shaded) level, its value was multiplied by six. And
finally, if a pebble was found on one of the two highest corner
levels, its value was multiplied by twelve. Different objects could
be counted at the same time by representing different objects by
different colored pebbles.
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Adapted from Math in Society by L. Morales/D. Lippman

Abb. 18: Mdgliche Zuordnung von Werten im peruanischen Rechenbrett. Quelle: Inca Counting
Boards (youtube.com)

Suppose a circle represents one dog and a square represents one
goat. Determine the totals shown on the counting board.

- el [+ [+ |
s ® 3 \
s = :L.°l
'm o* m = ©
mg |1 \: \ =) . .

(2x12) + (2x6)+ (Qx3)+(5x2)+(3xo
=24 + 12+ b+b +2 = S| dogs

Adapted from Math in Society by L. Morales/D. Lippman

Abb. 19: Beispiel fir eine Addition. Ein roter Kreis steht fur einen Hund. Quelle: Inca Counting
Boards (youtube.com)
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Suppose a circle represents one dog and a square represents one
goat. Determine the totals shown on the counting board.

. e[ | | |
. ? 3 \
s =} :7_.0l
T e® |m u ©
. mg | \: | m . .

(Ix|2\+(.’>><(')+(2xl)+(3xl)
= (XA +IfF+4 +3 = 5754%‘}‘5

Adapted from Math in Society by L. Morales/D. Lippman

Abb. 20: Beispiel fur eine Addition. Ein blaues Quadrat stellt eine Ziege dar. Quelle: Inca Counting
Boards (youtube.com)

In welchen Sammlungen gibt es Yupanas?
Es folgen ein paar Beispiele von Yupanas, die sich in verschiedenen Museen befinden. Hinweise
auf weitere Geréate sind willkommen.

Das Museo Larco in Lima hat zwei Stlck (vgl. Abb. 21-22).

Abb. 21: Granitplatte mit zwei viereckigen Plattformen und insgesamt drei Ebenen, 200-600 n.
Chr., © Museo Larco, Lima, Pert, ML301181

Abb. 22: Rechteckige Steinplatte mit mehreren Ebenen, 200-600 n. Chr., © Museo Larco, Lima,
Per, ML301304
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Die Steintafel des Museo de Arte de Lima (Mali), Pert (vgl. Abb. 23-24), wurde zwischen 1400
und 1532 n. Chr. hergestellt.

Abb. 23: Rechenhilfsmittel aus Stein mit mehreren Ebenen, © Museo de Arte de Lima (Mali), Peru,
Donacién Memoria Prado

Abb. 24: Yupana von oben, © Museo de Arte de Lima (Mali), Pert, Donacion Memoria Prado

Ein weiteres Modell befindet sich ebenfalls in Lima (vgl. Abb. 25).

Abb. 25: Yupana von Callejon de Huaylas (Peru), aus behauenem Stein (1400-1532 n. Chr.), mit
symmetrisch zur Achse verteilten quadratischen und rechteckigen Fachern, © Museo Nacional de
Arqueologia, Antropologia e Historia de Perd, Lima, Bild: Daniel Giannoni

In New York gibt es diese Steinskulptur (vgl. Abb. 26).
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Abb. 26: Steinskulptur aus Peru (200-600 n. Chr), © American Museum of Natural History, New
York

Auch in europdischen Sammlungen kommen Yupanas vor, z.B. in Mailand (vgl. Abb. 27-28).

Abb. 27: Yupana, vorspanischer Abakus, Kultur Chimu/Inca(?), Peru, XV/XVI Jh., Holz. Samm-
lung Federico Balzarotti, © Comune di Milano, Mudec — Museo delle Culture. Bild Studio Neon,
alle Rechte vorbehalten, inv. PAM 01349

Abb. 28: Yupana, vorspanischer Abakus, Kultur Chimu/Inca(?), Peru, XV/XVI. Jh., Holz. Samm-
lung Federico Balzarotti, © Comune di Milano, Mudec — Museo delle Culture. Bild Studio Neon,
alle Rechte vorbehalten. inv. PAM 01364

Das Musée du quai Branly — Jacques Chirac in Paris verwahrt zwei Gipsabdriicke (vgl. Abb. 29—
30).
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Abb. 29: Gipsabdruck einer Yupana aus Stein, die auf die Zeit 1450 bis 1532 n. Chr. datiert wird, ©
Musée du quai Branly — Jacques Chirac, Paris

Abb.30: Gipsabdruck einer Yupana, die auf die Zeit 1450 bis 1532 n. Chr. datiert wird, © Musée du
quai Branly — Jacques Chirac, Paris

Die folgenden Abbildungen stellen Objekte dar, die in Peru und Ecuador gefunden wurden (vgl.
Abb. 31-40).

Abb. 31: Yupana aus Stein von Ancash (Peru), Coleccion Radicati, Quelle: El sistema contable de
los Incas. Yupana y quipu, Lima 1976

Abb. 32: Yupana aus Holz von Chan-Chan (Trujillo, Peru), Quelle: Radicati di Primeglio, Carlos:
El sistema contable de los Incas. Yupana y quipu, Lima 1976

14



Abb. 33: Yupana aus Stein von Huancarcuchu (Ecuador), Quelle: Carlos Radicati di Primeglio: El
sistema contable de los Incas. Yupana y quipu, Lima 1976

Abb. 34: Yupana aus Pottwalknochen von Carhua (Pisco, Peru), © Museo Regional de Ica, Quelle:
Carlos Radicati di Primeglio: El sistema contable de los Incas. Yupana y quipu, Lima 1976

Abb. 35: Yupana aus Pottwalknochen von Céarhua (Pisco, Peru), © Museo Regional de Ica, Quelle:
Carlos Radicati di Primeglio: El sistema contable de los Incas. Yupana y quipu, Lima 1976

Abb. 36: Yupana aus Pottwalknochen von Cérhua (Pisco, Peru), © Museo Regional de Ica, Quelle:
Carlos Radicati di Primeglio: El sistema contable de los Incas. Yupana y quipu, Lima 1976
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Abb. 37: Am Boden befestigte Yupanaplattform aus Ton von Huacones-Cariete (Peru), Quelle:
Henry-Mark Vilca-Apaza et al.: Yupana o abaco inca, a 100 afios (1912-2022): experiencias y po-
sibilidades de educacion matematica en América Latina, 2023, Seite 87

Abb. 38: Der sensationelle Fund von Huacones-Vilcahuasi (A), Quelle: Sergio Barraza Lescano et
al.: By Stones and by Knots: The Counting and Recording of Chili Peppers Stored During the Inca
Occupation of the Guarco Administrative Center of Huacones-Vilcahuasi, Lower Canete Valley,
Peru, 2022, Seite 259, Bild: Rodrigo Areche Espinola
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Abb. 39: Der sensationelle Fund von Huacones-Vilcahuasi (B), Quelle: Sergio Barraza Lescano et
al.: By Stones and by Knots: The Counting and Recording of Chili Peppers Stored During the Inca
Occupation of the Guarco Administrative Center of Huacones-Vilcahuasi, Lower Canete Valley,
Peru, 2022, Seite 259, Bild: Rodrigo Areche Espinola

Abb. 40: Darstellung auf einem Krug, bei der eine der Personen ein Brett mit Quadraten tragt, Mu-
seo Nacional de Arqueologia, Antropologia e Historia de Perd, Lima, Quelle: Carlos Radicati di
Primeglio: El sistema contable de los Incas. Yupana y quipu, Lima 1976
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