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1 Wasserschaden in der technischen Abteilung

Autoren: Olaf Parczyk, Silas Rathke (FU Berlin)
Projekt: EF 1-12

| *

[lustration: Friederike Hoffmann

Aufgabe

In der technischen Abteilung arbeiten zehn Wichtel in zehn Biiros an allen moéglichen techni-
schen Problemen, die bei der grofiten Geschenkeproduktion der Welt auftreten kénnen.
Wegen des Klimawandels und dem damit verbundenen Anstieg des Meeresspiegels erleiden
jedoch drei Biiros einen Wasserschaden und sind von nun an unbenutzbar. Jetzt haben wir
also zehn Wichtel, aber nur noch sieben Biiros. Was soll man nun tun?

Die Losung ist schnell gefunden: Jeden Tag kommen nur sieben Wichtel in die technische
Abteilung, und die anderen drei arbeiten von Zuhause aus.

Sicherheitswichtel Willi hat die wichtige Aufgabe, zehn Wichtel mit Schliisseln fiir Biiros aus-
zuriisten. Jeder Schliissel passt nur in ein spezifisches Biiroschloss und wird an einen Wichtel




MATH+ Adventskalender 2023 Aufgabe 1

verteilt. Ein Wichtel kann sogar mehrere Schliissel erhalten. Insbesondere kénnen Biiros auch
von mehreren Schliisseln gedffnet werden.

Willi hat eine klare Regel bei der Schliisselverteilung: Nachdem die Schliissel verteilt sind, darf
es keine Rolle spielen, welche sieben Wichtel in die technische Abteilung kommen. Es muss
immer moglich sein, die sieben Wichtel den sieben funktionierenden Biiros zuzuordnen, sodass
jeder Wichtel Zugang zu einem Biiro hat, mit dem passenden Schliissel. Das Tauschen oder
Ausleihen von Schliisseln ist strengst verboten.

Natiirlich kénnte Willi jedem Wichtel einen Schliissel fiir jedes Biiro geben, was bedeuten
wiirde, dass er insgesamt siebzig Schliissel herstellen miisste. Doch Willi iiberlegt, ob es auch
mit weniger Schliisseln moglich ist. Er sucht nach der kleinsten Anzahl, k, von Schliisseln, die
er insgesamt verteilen muss, um die vorherige Regel zu erfiillen. Welche Aussage iiber k ist
korrekt?

Antwortmoglichkeiten:

1. k<20

2.20<k <25
3. 25 <k <30
4. 30<k <35
5. 35 <k <40
6. 40 <k <45
7. 45 <k <50
8. 50 <k <55
9. 55 <k <60

10. 60 < k

Projektbezug:

Im Projekt ,Learning Extremal Structures in Combinatorics“ verwenden wir Ansétze aus dem
Bereich der kiinstlichen Intelligenz und des maschinellen Lernens, um neue Konstruktionen
fiir Graphen mit bestimmten Eigenschaften zu finden.

Die vorliegende Aufgabe ldsst sich gut als extremales Problem in der Graphentheorie formu-
lieren, dhnlich wie die Probleme, die wir in diesem Projekt studieren.
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Losung

Die richtige Antwort ist: 3.
Wir zeigen, dass k = 28 gilt. Dazu miissen wir zwei Dinge beweisen:

1. Es gibt eine Verteilung mit 28 Schliisseln, die die gewiinschte Regel erfiillt.
2. Es gibt keine Verteilung mit 27 oder weniger Schliisseln, die die gewiinschte Regel erfiillt.

Zunichst geben wir eine Verteilung mit 28 Schliisseln an. Dazu stellt Willi fiir jedes Biiro einen
Schliissel her und verteilt diese sieben Schliissel an sieben Wichtel. Diese sieben Wichtel, die
wir Wichtel vom Typ A nennen, erhalten keine weiteren Schliissel. Die drei anderen Wichtel,
die Wichtel vom Typ B heiflen, bekommen fiir jedes Biiro einen Schliissel. Das sind dann
insgesamt 7 - 1 + 3 - 7 = 28 Schliissel. Wenn die Wichtel vom Typ A, die nur einen Schliissel
haben, ins Biiro kommen, gehen sie in ihr zugehdriges Biiro. Wenn eines der anderen drei
Wichtel vom Typ B dabei ist, kann er problemlos in eines der {ibrig gebliebenen Biiros gehen,
da er einen Schliissel zu jedem Biiro hat. Man sieht also, dass diese Verteilung mit 28 Schliisseln
tatsdchlich funktioniert.

Wir zeigen nun, dass es keine Verteilung mit 27 Schliisseln gibt. Angenommen, es gibt so eine
Verteilung. Dann kann ein Biiro im Durchschnitt von 2—77 ~ 3,857 Schliisseln gedffnet werden.
Insbesondere muss es ein Biiro C' geben, welches hochstens von 3 Schliisseln aufgeschloflen
werden kann. Denn hétte jedes Biiro mindestens 4 Schliissel, dann wére auch der Durchschnitt
mindestens 4. Wenn nun aber drei Wichtel mit Zugang zum Biiro C' alle zu Hause bleiben,
kann keiner C' aufschlieen. Das zeigt, dass es keine Verteilung mit 27 Schliisseln geben kann.




MATH+ Adventskalender 2023 Aufgabe 2

THT

KALENDER

2 Geschenk Organisation

Autorin: Lotte Weedage (University of Twente)
Projekt: 4TU.AMI

o

Santa’s

Ilustration: Friederike Hoffmann

Aufgabe

Die Elfen brauchen deine Hilfe! Im Dorf des Weihnachtsmanns gibt es ein grofles, perfekt
quadratisches Lagerhaus, in dem alle Geschenke gelagert werden. Um sicherzustellen, dass sie
kein Geschenk iibesehen, ordnen sie ihre Geschenke wie folgt an: Das erste Geschenk wird
genau in der Mitte des Lagers platziert, und jedes weitere Geschenk wird 1 Meter entfernt
in einer gegen den Uhrzeigersinn spiralformigen Bewegung um dieses Geschenk gelagert. In
Abbildung 1 ist ein Beispiel dargestellt: Das erste Geschenk befindet sich in der Mitte, das
zweite Geschenk wird 1 Meter rechts von diesem Geschenk gelagert, das dritte Geschenk 1
Meter iiber dem zweiten Geschenk usw. Das System kann auch als zweidimensionales Raster
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betrachtet werden: Wir nennen den Speicherort des ersten Geschenks (0,0), dann ist der
Speicherort des zweiten Geschenks (1,0).

(-11) (0,1) (1.1)
('1 50) (050) (1 50)

nd Bad |

-1 "1 ) (0"1 ) 1 "1 )

—_

Abbildung 1: Die Anordnung der Geschenke im Lagerhaus.

Dariiber hinaus gibt es Geschenke in fiinf Farben: Pfirsich, Gelb, Lila, Tiirkis und Limetten-
griin. Die Geschenke miissen in dieser genauen Reihenfolge gelagert werden. Das erste Geschenk
(in der Mitte des Lagers) ist pfirsich, das zweite Geschenk ist gelb, das dritte lila usw. Nach
dem jede der flinf Farben einmal benutzt wurde, beginnen wir wieder mit pfirsich.

Eines Tages, als fast alle Geschenke bereits ausgeliefert wurden und daher nicht mehr im
Lagerhaus waren, mussten die Reinigungselfen das Lagerhaus reinigen und kannten dieses
wichtige Ordnungssystem der anderen Elfen nicht. Sie bewegten alle verbliebenen Geschenke.
Jetzt geraten die Geschenkelfen in Panik, da sie nicht mehr wissen, welche Geschenke sich an
den Standorten (—49,50) und (—39,49) befinden miissen.

Welche Farbe haben die Geschenke an den Standorten (—49,50) und (—39,49)7

Antwortmoglichkeiten:

1. Das Geschenk bei (—49,50) ist pfirsich und das Geschenk bei (—39, 49) ist tiirkis.
2. Das Geschenk bei (—49, 50) ist gelb und das Geschenk bei (—39,49) ist tiirkis.
3. Das Geschenk bei (—49,50) ist griin und das Geschenk bei (—39,49) ist griin.
4. Das Geschenk bei
5. Das Geschenk bei (—49,50) ist lila und das Geschenk bei (—39,49) ist pfirsich.
6. Das Geschenk bei (—49,50) ist gelb und das Geschenk bei (—39,49) ist lila.

)
)
)
49,50) ist griin und das Geschenk bei (—39,49) ist tiirkis.
)
)
7. Das Geschenk bei )

(_
(_
(_
(_
(_
(_

49, 50) ist lila und das Geschenk bei (—39,49) ist gelb.




MATH+ Adventskalender 2023 Aufgabe 2

8. Das Geschenk bei (—49, 50) ist pfirsich und das Geschenk bei (—39,49) ist lila.
9. Das Geschenk bei (—49, 50) ist tiirkis und das Geschenk bei (—39,49) ist griin.

10. Das Geschenk bei (—49,50) ist lila und das Geschenk bei (—39,49) ist tiirkis.
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Losung

Die richtige Antwort ist: 3.

Um dieses Problem zu I6sen, miissen wir die Anzahl der Schritte bestimmen, die erforderlich
sind, um zu (—39,49) und zu (—49,50) zu gelangen. Dazu konzentrieren wir uns nur auf die
Ecken, insbesondere die Stellen, an denen wir die Richtung dndern. In Abbildung 2 haben wir
die Entfernungen zwischen den ersten Ecken dargestellt. Zum Beispiel erfordert der Weg von
den Ecken (0,0) zu (1,0) einen Schritt, und von den Ecken (1, 1) zu (—1,1) sind zwei Schritte
erforderlich. Der Ubergang von (—1,—1) zu (2,—1) erfordert drei Schritte, ebenso wie der
Ubergang von (2, —1) zu (2,2), und die folgenden beiden Ecken erfordern jeweils vier Schritte.

k-1 - W=-0~=1

(0.0) (1.0 (1.1) (-1.1) (-1.-1)
Abbildung 2: Spirale ,aufgerollt®.

Um von (0,0) nach (—1,1) zu gelangen, sind vier Schritte erforderlich. Um von einer obe-
ren/unteren linken /rechten Ecke zu einer anderen oberen/unteren linken /rechten Ecke zu ge-
langen, muss man einen quadratischen Pfad einschlagen, dhnlich dem Umrunden eines , Stadt-
blocks“. Daher setzt sich die Anzahl der Schritte von (0,0) zu einer der oberen linken Ecken
aus der Entfernung von (0,0) zu (—1,1) plus der Anzahl der Schritte zusammen, um den
Stadtblock ,aufgerollt* zu umrunden:

e Von (0,0) zu (—=2,2) : 442+ 3 + 3 + 4 = 16 Schritte.
e Von (0,0) zu (—3,3):4+2+3+3+4+4+5+5+ 6 = 36 Schritte.

e Von (0,0) zu (—4,4) : 36 + 6 + 7+ 7 4+ 8 = 64 Schritte.

Beachte, dass die Anzahl der erforderlichen Schritte einem quadratischen Muster folgt: Um
(—1,1) zu erreichen, sind 22 = 4 Schritte erforderlich, withrend fiir (—4,4), 8% = 64 Schritte
erforderlich sind. Dies ist nicht tiberraschend, da wir im Wesentlichen die Flachen von ver-
schachtelten Quadraten berechnen. Daher benotigt jede Ecke (—x,z), wobei x = 1,2, 3 usw.,
(2)? Schritte, um diese Ecke zu erreichen.

Um den Standort (—49,50) zu erreichen, berechnen wir zuerst die Anzahl der Schritte zur
niichsten Ecke (—50,50). Dies erfordert (2 - 50)2 = 10,000 Schritte. Da es 5 verschiedene
Geschenkfarben gibt und 10,000 durch 5 teilbar ist, wird das Geschenk bei (—50, 50) pfirsich
sein. Das bedeutet, dass um zu (—49, 50) zu gelangen, wir einen Schritt zuriick gehen miissen.
Also ist das Geschenk an (—49,50) griin, was die letzte Farbe in der Sequenz ist.

Wir kénnen die gleiche Logik auf den Standort (—39,49) anwenden. Dazu bewegen wir uns
zuerst zur nichstgelegenen Ecke, in diesem Fall (—49,49), was (2 - 49)? = 9,604 Schritte
erfordert. Daher kénnen wir ein griines Geschenk an diesem Ort erwarten. Dann gehen wir 10
Schritte zuriick, was bedeutet, dass das Geschenk am Standort (—39,49) ebenfalls griin sein
wird.
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3 Verraterische Tone

Autor*innen: Svenja M. Griesbach & Max Klimm
Projekt: Information design for Bayesian networks (MATH+ AA3-9)

Mlustration: Julia Schénnagel

Aufgabe

Fiir dieses Rétsel schliipfst du in die Rolle des Grinch, der dem Weihnachtsmann und seinen
Elfen immer wieder in die Quere kommt. Um dich dieses Jahr von den Streichen an Hei-
ligabend abzuhalten, haben die Elfen dir ein Angebot gemacht: Sie haben heute den ganzen
Tag Plédtzchen gebacken und du sollst erraten, welche Sorte heute gebacken wurde. Wenn du
die richtige Sorte errétst, bekommst du eine riesige Keksdose mit frischen Platzchen geschenkt.
Wenn du allerdings falsch tippst, musst du im Gegenzug versprechen, an Heiligabend keine
Streiche zu spielen. Du bist zwar haufig frech, aber wenn es zu solchen Angeboten kommt,
kannst du dich auf die Ehrlichkeit der Elfen immer verlassen und wirst dich daher auch selbst
an das Versprechen halten. Da es nur drei unterschiedliche Kekssorten ( Vanillekipferl, Nus-

10
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secken und Schokoplditzchen) gibt, die die Elfen regelméfig und mit gleicher Wahrscheinlichkeit
backen, sind die Elfen iiberzeugt, dass du in zwei von drei Féllen falsch raten wirst und sie
somit gute Chancen auf ein entspanntes Weihnachtsfest haben. Allerdings hast du das Verhal-
ten der Elfen die letzten Jahre schon sehr gut beobachtet und somit ein paar Informationen
iiber deren Verhalten gesammelt. Dir ist zum Beispiel aufgefallen, dass die Elfen beim Backen
der Vanillekipferl immer Driving Home For Christmas horen. Wenn sie hingegen Nussecken
backen, horen sie mit gleicher Wahrscheinlichkeit mal All I Want For Christmas Is You und
manchmal Last Christmas. Anders ist das, wenn sie Schokopléatzchen backen. Zwar horen sie
auch wahrenddessen immer nur entweder All [ Want For Christmas Is You oder Last Christ-
mas in der Dauerschleife, aber in zwei von drei Fallen lauft All I Want For Christmas Is
You.

Welche Aussage iiber die drei Weihnachtslieder und Kekssorten ist richtig?

Antwortmoglichkeiten

1. Das Lied Driving Home For Christmas wird am haufigsten gespielt.

2. Wenn du weiflt, welches Lied heute gespielt wurde, kannst du deine durchschnittliche
Gewinnwahrscheinlichkeit auf mehr als 70% erhoéhen.

3. Es gibt kein Lied, bei dem du dir ganz sicher sein kannst, welche Kekse heute gebacken
wurden.

4. Wenn All I Want For Christmas Is You gespielt wurde, hast du die héchsten Gewinn-
chancen, wenn du auf die Nussecken tippst.

5. Nussecken werden haufiger als Schokokekse und Vanillekipfer]l gebacken.
6. Wenn Last Christmas gespielt wurde, kannst du keine Kekssorte sicher ausschlielen.

7. Die Wahrscheinlichkeit, dass Schokoplédtzchen gebacken wurden und die Elfen dabei All
I Want For Christmas Is You gehort haben, liegt bei %

8. Wenn das Lied Driving Home For Christmas gespielt wurde, ist jede Kekssorte gleich
wahrscheinlich.

9. Die Wahrscheinlichkeit, dass du heute Last Christmas gehort hast, liegt bei 20%.

10. All I Want For Christmas Is You wird am héaufigsten gespielt und Driving Home For
Christmas am seltensten.

Projektbezug:

Im Math+ Projekt AA3-9 Information design for Bayesian networks wird untersucht, in-
wiefern durch die Weitergabe von Informationen Verkehrsgleichgewichte verbessert werden
kénnen. Dabei wird angenommen, dass die Verkehrsteilnehmenden aus den zur Verfiigung
gestellten Informationen Riickschliisse liber den tatséchlichen Verkehr ziehen kénnen. Dies ge-
schieht nach einem &hnlichen Prinzip, nach dem auch hier der Grinch in der Aufgabe durch
das Horen der Musik Riickschliisse auf die gebackene Kekssorte zieht.

11
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Losung

Die richtige Antwort ist: 2.

Um das Rétsel zu 16sen miissen wir uns genau anschauen, welche Informationen uns die einzel-
nen Lieder geben. Wir kiirzen die Lieder mit Ly, Lo und Lg fiir Driving Home For Christmas,
All I Want For Christmas und Last Christmas ab und die Kekssorten mit K7, Ko und K3 fiir
Vanillekipferl, Nussecken und Schokoplditzchen. Da alle Platzchen mit gleicher Wahrscheinlich-
keit gebacken werden, gilt

1

3

Die Antwort 5 ist also falsch. Auflerdem kénnen wir dem Text folgende bedingte Wahrschein-
lichkeiten' entnehmen:

P(Ky) = P(Kz2) = P(K3) =

P(Li|KY) = 1 P(Ls| K1) = 0 P(Ls| K1) = 0
1 1
P(Ly|K2) =0 P(Lo|Ks) = B P(L3|K3) = B
2 1
P(L1|K3) =0 P(L3|K3) = 3 P(L3|K3) = 3"

Hieraus kénnen wir mit Hilfe des Satzes der totalen Wahrscheinlichkeit uns zunéchst herleiten,
wie wahrscheinlich es ist, die einzelnen Lieder zu horen. Dieser besagt, dass die Wahrschein-
lichkeit eines Ereignisses gleich ist der Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Pfade, die zu
diesem Ereignis fiihren:

P(Ly) = P(L1|Ky) - P(K1) + P(L1]K3) - P(K2) + P(L1|K3) - P(K3)

1 1 1 1
1-Z40--40-=- =—
3+ 3+ 3 3

P(Lg) = P(Lo|Ky) - P(Ky) + P(L2|K3) - P(K2) + P(L2|K3) - P(K3)
_o. Ly r 2 1_ 7
3 2 3 3 3 18

P(L3) = P(L3| K1) - P(K1) + P(L3|K2) - P(K2) + P(L3|K3) - P(K3)
_o. Ly 115

3 2 3+3 3 18

Die Antworten 1, 9 und 10 kénnen damit ausgeschlossen werden. Mit dem Satz von Bayes der
besagt,

P(AIB) = W
P(Ki|Ly) =1 P(K3|Ly) =0 P(K3|Ly) =0
P(Ki|L2) =0 P(K3|L2) = % P(K3|Ly) = ;
P(Ki|Ls) =0 P(Ks|Ls) = % P(K3|L3) = %

'Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Ereignis A eintritt,
unter der Bedingung, dass bereits bekannt ist, dass das Ereignis B eingetreten ist. Sie wird durch die Formel

P(A|B) = P;‘?g?) gegeben.

12
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kénnen wir die anderen bedingten Wahrscheinlichkeiten berechnen. Damit lassen sich die Ant-
worten 3, 4, 6 und 8 als falsch identifizieren. Abhéingig von dem Lied, das wir heute gehort
haben, wissen wir jetzt also, welche Kekssorte am wahrscheinlichsten ist. Unsere Gewinnwahr-
scheinlichkeit maximieren wir somit wie folgt:

e wenn wir Lied Lj (Driving Home For Christmas) horen, tippen wir auf Kekssorte K3
(Vanillekipferl),

e wenn wir Lied Ly (All I Want For Christmas) horen, tippen wir auf Kekssorte K3 (Scho-
koplatzchen) und

e wenn wir Lied L3 (Last Christmas) horen, tippen wir auf Kekssorte Ky (Nussecken).

Um jetzt noch unsere Gewinnwahrscheinlichkeit zu berechnen, miissen wir noch einbeziehen,
wie die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Lieder sind. Bezeichnen wir mit R das Ereignis,
bei dem wir richtig raten, erhalten wir die Gewinnwahrscheinlichkeit

P(R) = P(L1) - P(Ki|L1) + P(L2) - P(K3|La) + P(L3) - P(K2|L3)

1, T4 53
3 18 7 18 5
13
= — = 722%.
18 2%

Die richtige Losung ist also Antwortmdglichkeit 2. Um schliefSlich die Antwort 7 zu widerlegen,
miissen wir lediglich berechnen:

P(LyN K3) = P(K3) - P(L2|K3) =

W =
wl o

13
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4 Weihnachtschaos

Autorin: Marieke Heidema (University of Groningen)

Tlustration: Vira Raichenko

Aufgabe

Vor Weihnachten arbeiten die Elfen des Weihnachtsmanns immer hart an Geschenken fiir Kin-
der aus der ganzen Welt: Sie lesen Wunschzettel und Briefe, stellen Geschenke her, verpacken

14
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sie und sortieren sie, bevor sie sie in den Schlitten des Weihnachtsmanns legen.

In den Tagen vor Heiligabend arbeiten alle Elfen besonders hart. Das ist auch die Zeit, in der
im Workshop des Weihnachtsmanns viel Chaos herrscht: Man findet Elfen, die hektisch {iber
alle Briicken laufen, die die verschiedenen Teile des Workshops des Weihnachtsmanns verbin-
den. Sie hinterlassen eine Spur von Bandern und springen iiber die Rollen Geschenkpapier, die
den Boden bedecken...

Im letzten Jahr haben die Elfen das Lager so durcheinander gebracht, dass der Weihnachts-
mann gestolpert ist und fast verletzt wurde, als er den Fortschritt der Elfen inspizierte! In
diesem Jahr wollen die Elfen sicherstellen, dass der Weihnachtsmann nicht wieder fallt. Des-
halb haben die Elfen beschlossen, alle Briicken zwischen den 5 Stationen des Workshops zu
sdubern:

A

der Leseraum fiir Briefe

B) die Geschenkfabrik

D

(A)
(B)
(C) der Geschenkverpackungsraum
(D) der Sortierraum

(E)

E

das Lager mit dem Schlitten des Weihnachtsmanns

Ihr Ziel ist es, einen reibungslosen und sicheren Durchgang fiir den Weihnachtsmann sicherzu-
stellen, wahrend er ihre festlichen Vorbereitungen iiberwacht. Die Anordnung des Workshops
des Weihnachtsmanns lautet wie folgt:

Hierbei bezeichnen die Linien 1,2, ..., 10 jeweils eine Briicke, die die fiinf verschiedenen Statio-
nen A B,....E des Workshops verbindet.

15
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Santa wird seinen Rundgang durch den gesamten Workshop machen, und die Elfen miissen
wissen, welchen Weg sie nehmen miissen, um alle Briicken effizient zu sdubern, bevor Santa
kommt. Die beiden wichtigen dabei Fragen lauten:

o [st es moglich, den Workshop aufzurdumen, indem jede Briicke nur einmal iiberquert

wird?

e Wenn dies moglich ist, welche Start- und Endpunkte innerhalb des Workshops gibt es

fiir den Reinigungsprozess?

Antwortmoglichkeiten:

1.

10.

Es ist nicht moglich, alle Briicken zu sdubern, ohne Briicke Nummer 7 mehr als einmal
zu iiberqueren.

. Es ist nicht moglich, alle Briicken zu sdubern, ohne Briicke Nummer 8 mehr als einmal

zu iiberqueren.

. Es ist nicht moglich, alle Briicken zu sdubern, ohne Briicke Nummer 9 mehr als einmal

zu iiberqueren.

. Es ist moglich, wenn die Elfen bei A starten und bei B enden.
. Es ist moglich, wenn die Elfen bei A starten und bei C enden.

. Es ist moglich, wenn die Elfen bei A starten und bei D enden.

Es ist moglich, wenn die Elfen bei A starten und bei E enden.

. Es ist moglich, wenn die Elfen bei B starten und bei C enden.

. Es ist moglich, wenn die Elfen bei B starten und bei D enden.

Es ist moglich, wenn die Elfen bei C starten und bei D enden.
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Losung

Die richtige Antwort ist: 9.

Diese Aufgabe ist ein Beispiel fiir das Problem der ,Sieben Briicken von Kénigsberg®, ein be-
kanntes Problem in der Mathematik. Dieses Problem ist nach der Stadt Konigsberg in Preuflen
benannt, durch die ein Fluss ging, der zwei grofle Inseln schuf, die miteinander und mit dem
Festland durch sieben Briicken verbunden waren. Die Frage bestand darin, herauszufinden, ob
es moglich ist einen Spaziergang durch das Festland und die Inseln der Stadt zu machen {iber,
sodass jede der sieben Briicken genau einmal iiberquert wird.

Im 18. Jahrhundert legte Euler die Grundlagen der Graphentheorie, indem er zeigte, dass das
Problem keine Losung hat. Unsere Variation des Problems hat jedoch eine Lésung! Wie Euler
feststellte, als er das Problem der ,Sieben Briicken von Konigsberg® behandelte, ist es nur
moglich, {iber alle Briicken genau einmal (und nur einmal) zu gehen, wenn entweder

e der mathematische Grad jedes Festlands/Insel, also die Anzahl der mit ihm verbundenen
Briicken, fiir alle Festlander/Inseln gerade ist, oder wenn

e es genau zwei Festlander /Inseln mit einem ungeraden Grad gibt. Insbesondere, wenn dies
der Fall ist, miissen die Festlander/Inseln, die einen ungeraden Grad haben, die Start-
und Endpunkte der Route sein.

Es ist wichtig zu beachten, dass dies nur dann zutrifft, wenn es moglich ist, jede Station
von jeder anderen Station aus zu besuchen, oder in mathematischen Begriffen ausgedriickt,
wenn wir einen sogenannten zusammenhdngenden Graphen haben. Wenn wir die Karte des
Workshops des Weihnachtsmanns betrachten, sehen wir folgendes:

A) der Leseraum fiir Briefe hat 4 Briicken, die mit ihm verbunden sind,

B) die Geschenkfabrik hat 5 Briicken, die mit ihr verbunden sind,

D

(A)
(B)
(C) der Geschenkverpackungsraum hat 4 Briicken, die mit ihm verbunden sind,
(D) der Sortierraum hat 3 Briicken, die mit ihm verbunden sind,

(E)

E) das Lager mit dem Schlitten des Weihnachtsmanns hat 4 Briicken, die mit ihm verbunden

sind.

Also haben der Leseraum fiir Briefe, der Geschenkverpackungsraum und das Lager mit dem
Schlitten des Weihnachtsmanns alle eine gerade Anzahl von Briicken, die sie mit anderen Sta-
tionen verbinden, wihrend die Geschenkfabrik und der Sortierraum eine ungerade Anzahl von
Briicken mit ihnen verbunden haben. Daher ist nach Eulers Beobachtung das genau einmalige
Uberqueren aller Briicken méglich. Insbesondere miissen die Reinigungselfen in der Geschenk-
fabrik starten und im Sortierraum enden (oder umgekehrt). Ein Beispiel fiir das Uberqueren
der Briicken ist folgend aufgefiihrt: 1-8-10-5-2-6-3-4-7-9.
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5 Geschenkversand

Autor*innen: EWM-NL

IMlustration: Ivana Martic¢

Aufgabe

Julia Robinson war eine der besten Mathematikerinnen des 20. Jahrhunderts und ist eine alte
Freundin des Weihnachtsmanns. Sie hat an dem sogenannten 10. Hilbert-Problem gearbeitet,
aber auch im Bereich der Spieltheorie geforscht. Jetzt braucht der Weihnachtsmann ihre Hilfe
bei einem lustigen Spiel, das seine Elfen entwickelt haben, um sich beim Arbeiten an einem
Forderband zu amiisieren.

Der Weihnachtsmann verpackt und versendet Geschenke mit n Forderbandern. Der Fertigungs-
prozess ist ein n X n Quadratgitter, und alle n Pakete befinden sich auf der Diagonalen dieses
Quadrats, siehe Abbildung 1. Um sie verschicken zu kénnen, miissen diese Pakete in die un-
terste Reihe des Quadrats transportiert werden. Dazu kénnen die Elfen des Weihnachtsmanns
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Aufgabe 5

*

*

*

Abbildung 1: Der Fertigungsprozess fiir n = 5.

die Geschenke nach unten bewegen. Sie konnen dies jedoch nur tun, indem sie gleichzeitig zwes:
Pakete um einen Schritt nach unten bewegen. Pakete in der untersten Reihe konnen nicht
weiter bewegt werden, da sie sonst von den Forderbéndern fallen wiirden.
Der Weihnachtsmann méochte, dass die unterste Reihe mit allen n Geschenken gefiillt ist (da-
mit alle Pakete verschickt werden konnen). Manchmal scheinen seine Elfen jedoch stecken zu
bleiben und kénnen nicht alle Geschenke versenden. Wann ist es moglich, dass der Weihnachts-
mann alle Geschenke mit einem Algorithmus bis zum unteren Ende des Quadrats bringen kann,
ohne stecken zu bleiben?

Antwortmoglichkeiten:

1.

2.

9.

10.

Fiir jeden Wert von n.

Wenn n gerade ist.

. Wenn n ungerade ist.

. Fir alle n > 24.

. Fur alle n > 12.

. Fiir alle n, bei denen entweder n — 1 oder n ein Vielfaches von 4 ist.
Fiir alle n, bei denen entweder n 4+ 1 oder n ein Vielfaches von 4 ist.
. Fiir alle n, bei denen entweder n — 1 oder n ein Vielfaches von 3 ist.

Fiir alle n, bei denen entweder n + 1 oder n ein Vielfaches von 3 ist.

Fir keinen Wert von n.

Projektbezug:

EWM-NL ist der niederlandische Verband fiir Frauen in der Mathematik.
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Losung

Die richtige Antwort ist: 6.

Am Anfang gibt es (n—1)+ (n—2)+---+1 =n(n—1)/2 leere Plétze unter den Geschenken.
Mit jeder Bewegung nimmt diese Anzahl um 2 ab. Daher sollte n(n — 1)/2 gerade sein. Also
gilt n(n — 1)/2 = 2k fiir ein k, oder anders ausgedriickt n(n — 1) = 4k. Da entweder n oder
n — 1 ungerade ist, bedeutet dies, dass die jeweils andere Zahl ein Vielfaches von 4 sein sollte.

Diese Bedingung ist auch ausreichend. Die Elfen kénnen tatsichlich mit den linken beiden
Spalten beginnen und das dort liegende Paar von Geschenken so weit wie mdglich nach unten
bewegen. Danach befindet sich das Geschenk in Spalte 2 in der untersten Reihe, wihrend das
Geschenk in Spalte 1 noch einen Platz zu hoch ist. Die Elfen wiederholen dies fiir alle Paare
von Spalten nach den ersten beiden (Spalten 3 und 4, dann 5 und 6 usw.). Danach gibt es
zwei Falle:

e n war durch 4 teilbar: Dann haben die Hélfte der Spalten (n/2) immer noch ein Ge-
schenk, das einen Platz zu hoch ist. Diese Geschenke konnen paarweise nach unten
bewegt werden, da n/2 gerade ist, wenn n durch 4 teilbar ist.

e n — 1 war durch 4 teilbar: Dann haben die Hélfte der Spalten, abgerundet ((n —1)/2),
immer noch ein Geschenk, das einen Platz zu hoch ist (da die letzte Spalte, die nicht
zu einem Paar gehorte, ihr Geschenk bereits in der untersten Spalte hatte). Jetzt gilt
n — 1 = 4k fur ein k, so dass (n — 1)/2 = 2k, und eine gerade Anzahl von Geschenken
mit einem leeren Platz darunter bleibt.
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6 Krach im Wichtelamt

Autoren: Olaf Parczyk, Silas Rathke (FU Berlin)
Projekt: EF 1-12

Ilustration: Vira Raichenko

Aufgabe

Politik ist nicht leicht! Auch am Nordpol nicht. Dort entscheiden zehn gewéhlte Biirokratie-
Wichtel {iber die Gesetze im ewigen Eis.

Doch nun ist ein riesiger Streit dariiber entstanden, wofiir im néchsten Jahr Geld ausgegeben
werden soll. Manche wollen das Geld einsetzen, um den Kindern bessere Geschenke zu machen.
Andere wollen es lieber in einen leichteren Schlitten investieren, um die Rentiere zu entlasten,
und wieder andere wollen das Wichteldorf mit moderneren Heizungen ausstatten.

Der Streit wurde so erbittert gefiihrt, dass insgesamt 20 Feindschaften entstanden sind. Eine
Feindschaft besteht dabei immer aus genau zwei Biirokratie-Wichteln, die sich so in die Haare
gekriegt haben, dass sie nicht mehr miteinander sprechen (wenn Wichtel A mit Wichtel B
streitet und Wichtel B mit Wichtel A, zdhlt es als eine Feindschaft).
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Einige Wichtel sprechen vielleicht nicht mit allen anderen Wichteln, und es kénnte auch Wich-
tel geben, die mit allen anderen Wichteln Frieden geschlossen haben.

Um die Wogen zu gliatten, 1ladt Oberwichtel Olav die zehn Biirokratie-Wichtel zu einem Ar-
beitstreffen ins Wichtelamt ein. Dort sollen in unterschiedlichen Rdumen an Losungen gearbei-
tet werden. Ein einziger Raum reicht dafiir leider nicht aus, da verfeindete Biirokratie-Wichtel
nicht im selben Raum arbeiten kénnen. Ungliicklicherweise hat Olav den Uberblick dariiber
verloren, wer mit wem verfeindet ist - er weifl nur, dass es genau 20 Feindschaften sind. Deswe-
gen mochte Olav die Rdume so buchen, sodass diese fiir alle méglichen Arten von Feindschaften
ausreichen wiirden. Was ist die kleinste Anzahl k an Rédumen, die Olav braucht, sodass man
die zehn Biirokratie-Wichtel bei 20 Feindschaften in jedem Fall auf k Rdume aufteilen kann,
ohne dass verfeindete Wichtel im selben Raum landen?

Antwortmoglichkeiten:

1.1

2.2

9.9

10. 10

Projektbezug:

Im Projekt ,Learning Extremal Structures in Combinatorics“ verwenden wir Ansétze aus dem
Bereich der kiinstlichen Intelligenz und des maschinellen Lernens, um neue Konstruktionen
fiir Graphen mit bestimmten Eigenschaften zu finden.

Die vorliegende Aufgabe ldsst sich gut als extremales Problem in der Graphentheorie formu-
lieren, dhnlich wie die Probleme, die wir in diesem Projekt studieren.
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Losung

Die richtige Antwort ist: 6.
Um die Aufgabe zu 16sen, zeigen wir zwei Dinge:

1. Funf Raume reichen nicht immer aus.
2. Sieben Raume sind einer zu viel.

1. Zuerst zeigen wir, dass fiinf Rdume nicht ausreichen. Dafiir reicht es aus, ein Szenario zu
konstruieren, in dem eine Aufteilung auf fiinf Rdume nicht moglich ist. Nehmen wir dafiir
an wir haben sechs Wichtel, die alle untereinander verfeindet sind. Insgesamt ergibt das
54+4+34+2+1 = (g) = 15 Feindschaften. Da jeder mit jedem verfeindet ist, kénnen
keine zwei der sechs Wichtel in denselben Raum gesteckt werden und man braucht sechs eige-
ne Réume, selbst wenn die anderen vier Wichtel friedlich sind. Somit braucht Olav in diesem

Fall mindestens sechs Raume.

2. Wir zeigen nun, dass sechs Rdume ausreichen. Zuerst weist Olav jedem Biirokratie-Wichtel
einen eigenen Raum zu, also insgesamt 10 Rdume. Wir zeigen nun, dass diese Aufteilung nicht
optimal ist. In einer optimalen Aufteilung muss es zwischen allen R&umen Feindschaften geben.
Andernfalls kénnte man die beiden Rdume kombinieren und eine bessere Aufteilung finden.
Da (120) > 20 gilt, gibt es zwei Rdume, zwischen denen iiberhaupt keine Feindschaft besteht.
Olav kann also sicher die Wichtel dieser beiden Rdumen zusammen in einen Raum packen.
Jetzt gibt es noch neun Raume. Wir zeigen, dass wir weitere Raume kombinieren kénnen. Zwei
Réume A und B koénnen nicht verschmolzen werden, wenn es mindestens einen Wichtel aus
Raum A und einen Wichtel aus Raum B gibt, die verfeindet sind. In diesem Fall sagen wir,
dass zwei Rdume miteinander im Konflikt stehen. Beachte, dass in einer optimalen Verteilung
die Anzahl der Rdume, die im Konflikt miteinander sind, kleiner oder gleich der Anzahl der
Feindschaften der Wichtel zwischen diesen Rdumen sein muss, weil es fiir zwei Radume im Kon-
flikt ausreicht, ein verfeindetes Wichtelpaar zu haben. Im néchsten Schritt priifen wir, ob wir
zwei weitere Rdume kombinieren koénnen. Fiir die Anzahl der moglichen Réume in Konflikt
gilt (g) > 20. Dies impliziert, dass es mehr als 20 Feindschaften zwischen den Elfen geben
wiirde. Daher kann neun nicht die optimale Anzahl an Rdumen sein. Olav kann diesen Prozess
fortsetzen, bis nur noch sechs Rdume iibrig sind. Nur dann kann es passieren, dass sich zwei
Réume nicht fusionieren lassen, da (g) <20 < (;) gilt.
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7 Das Dreieck von Al-Bermuda

Author: Matthew Maat (Universiteit Twente)
Project: Combining algorithms for parity games and linear programming

Tlustration: Vira Raichenko

Aufgabe

Waéhrend ihrer langen Reise durch die Wiiste sind die heiligen drei Kénige beim Reiten ih-
rer Kamele eingeschlafen. Als sie aufwachen sind sie iiberrascht, denn sie kénnen den Stern
nicht mehr sehen. Tatséchlich ist der gesamte Himmel von einer grofen Wolke bedeckt. Das
muss die beriichtigte Al-Bermuda-Wolke sein. Eine Legende besagt, dass sie die Form eines
gleichschenkligen rechtwinkligen Dreiecks hat, wobei die langste Seite 100 Kilometer lang ist.
Solange sie sich unter der Wolke befinden, ist keine Orientierung moglich. Aber sobald es
ihnen gelingt, aus der Wolke herauszukommen, werden sie es sofort bemerken, weil sie den
Stern wieder sehen werden. Leider haben sie kaum noch Wasser. Je schneller sie der Wolke
also entkommen kénnen, desto besser. Es ist nur noch genug Wasser fiir 100 Kilometer iibrig.
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Caspar wettet mit Melchior, dass er garantieren kann, dass sie die Wolke in weniger als 100
Kilometer FuBiweg verlassen kénnen und so hoffentlich nicht durstig werden, wenn sie seinem
Rat folgen.

Caspar beginnt, iiber seine Strategie nachzudenken. Wenn er einfach 100 Kilometer in einer
geraden Linie geht, ist es moglich, dass sie sich jetzt in der unteren linken Ecke des Dreiecks
befinden und zuféllig genau nach rechts gehen (siehe Strecke AB in Abb. 1). Dann entkommen
sie nicht innerhalb von 100 Kilometer. Stattdessen, wenn er in einem Kreis mit einem Umfang
von 100 Kilometer geht, ist es moglich, dass sie im Punkt C gestartet sind (siehe Abbildung
1) daher das Dreieck ebenfalls nicht verlassen. Nach weiterem Nachdenken kommt er auf 4
weitere Strategien (siehe ebenfalls Abb. 1):

(a) Gehe 50 Kilometer geradeaus, mache eine Drehung von der GréBe o und gehe weitere
50 Kilometer geradeaus.

(b) Gehe x Kilometer geradeaus, mache eine 90°-Drehung nach rechts, gehe dann geradeaus
fir 100 — 2z Kilometer, mache eine weitere Rechtsdrehung und gehe dann nochmals x
Kilometer geradeaus.

(c) Das gleiche wie (b), aber diesmal machen wir bei der zweiten Drehung anstelle einer
Drehung nach rechts eine Linksdrehung.

(d) Gehe z Kilometer geradeaus, mache eine Rechtsdrehung und gehe weitere 100 — z Kilo-
meter geradeaus.

Angenommen, dass Caspar die richtigen Werte fiir die Parameter a,z,y und z auswéahlt,
sofern diese existieren, welche dieser Strategien kann Caspar verwenden, um sich selbst zu
garantieren, die Wette zu gewinnen?

100-2y 100-z
100-2¢ () (d)

100

Abbildung 1: Links: Das Dreieck von Al-Bermuda. Rechts: Caspars Ideen fiir die zu nehmenden
Routen.
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Aufgabe 7

Antwortmoglichkeiten:

1.

2.

3.

10.

Caspar kann die Wette nicht garantiert gewinnen

Nur eine der vier Strategien

. Drei der vier Strategien

Caspar kann die Wette mit allen Strategien garantiert gewinnen
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Losung

Die richtige Antwort ist: 2.

Zur Vereinfachung verwenden wir ein Koordinatensystem (siehe Abb. 2), sodass die drei Ecken
des Dreiecks die Koordinaten A(0,0), B(100,0) und C(50,50) haben. Die Grenzen des Dreiecks
werden durch y = 0,y = « und y = 100—2 gegeben. Nun betrachten wir die Strategien einzeln.

(a) Die Route kann so im Dreieck platziert werden, dass der Start und das Ende auf der
unteren Seite des Dreiecks liegen und die z-Koordinate des Drehpunkts bei 50 liegt.
Dann ist klar, dass die Route immer innerhalb des Dreiecks bleibt.

(b) Die Route kann so im Dreieck platziert werden, dass der Start und das Ende auf der
unteren Seite des Dreiecks liegen, und die Wendepunkte genau an den linken und rechten
Kanten bei den Koordinaten (z,x) und (100 — z, x) liegen (wobei x nun der Parameter
fiir die Route ist).

®

Abbildung 2: Typ (a) und (b) Routen innerhalb des Dreiecks.

(¢) Wenn wir unseren Parameter y zum Beispiel auf 10 setzen, passt die Route nicht mehr
innerhalb des Dreiecks. Der worst case tritt ein, wenn man am unteren Rand des Dreiecks
startet, die erste Drehung genau an der linken Seite macht und die zweite Drehung am
unteren Rand des Dreiecks. Um zu sehen, warum dies der worst case ist, machen wir die
folgenden Beobachtungen:

e Die Route enthélt einen geraden Abschnitt von 80 Kilometern, wiahrend die kurzen
Seiten des Dreiecks mit dem Satz des Pythagoras nur 100 - v/2 ~ 71 Kilometer
lang sind. Daher wiirde die Route nur ins Dreieck passen, wenn der 80-Kilometer-
Abschnitt nahe am unteren Rand des Dreiecks und fast horizontal verlauft.

e Wenn wir versuchen wiirden, den behaupteten worst case ein wenig im Uhrzeiger-
sinn zu drehen, bewegt sich die linke Seite der Route nach oben, sodass wir die
Route nach rechts verschieben miissten, wenn der Startpunkt im Dreieck bleiben
soll. Dies wiirde dazu fiithren, dass wir das Dreieck noch frither verlassen (unter der
Voraussetzung, dass wir zeigen, dass die behauptete schlechteste Route das Dreieck
verlésst).

e Wenn wir versuchen wiirden, den behaupteten worst case gegen den Uhrzeigersinn
zu drehen, wiirde sich der Endpunkt der Route fast gerade nach oben bewegen,
wéahrend die linke Seite etwa gleich bleibt. Daher wiirden wir das Dreieck ebenfalls
frither verlassen.
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()

Abbildung 3: Worst case Route fiir Strategie (c),
die trotzdem das Dreieck verlasst.

Nun koénnen wir uns auf den worst case konzentrieren. Sei h die vertikale Strecke vom
unteren Rand des Dreiecks zum ersten Wendepunkt, sei P der Endpunkt der Route und
sei d die Strecke zwischen dem ersten Wendepunkt und P (vergleiche Abb. 3). Die Linge

von d ergibt sich mit dem Satz des Pythagoras. Sie ist \?%. Unter Verwendung der

Ahnlichkeit des Dreiecks, das durch h, das erste Segment der Route und einen Abschnitt
des unteren Randes des Al-Bermuda-Dreiecks gebildet wird; und des Dreiecks, das durch
d, den 80-Kilometer-Abschnitt und den letzten Abschnitt der Route gebildet wird, kann
man h iiber

ho_80
10 d
berechnen, also h = 22 Daher sind die Koordinaten des ersten Wendepunkts (h,h),

V6500
. . . . . . _ 7300 800 .
und weil d horizontal ist, sind die Koordinaten des Endpunkts P = ( 500 6500). Dies

liegt etwa 0,47 Kilometer iiber der Linie y = 100 — x, sodass sie rechtzeitig dem Dreieck
entkommen wiirden.

Hier konnen wir zwei Félle unterscheiden: z < 50 und z > 50. Im ersten Fall konnen
wir den Endpunkt der Route als A wihlen und den zweiten Abschnitt der Route auf der
Unterseite des Dreiecks liegen lassen. Die resultierende Route bleibt dann innerhalb des
Dreiecks. Im zweiten Fall wahlen wir B als den Startpunkt der Route und den ersten
Abschnitt der Route auf der Unterseite des Dreiecks. Die resultierende Route bleibt dann
innerhalb des Dreiecks.

Also kann Caspar nur mit Strategie (c) garantiert die Wette gewinnen.
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Abbildung 4: Links: z < 50, Rechts: z > 50. In beiden Féllen verlduft die Route komplett
innerhalb des Dreiecks.

THT
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8 Kekse, Karten und Weihnachtszauber

Autorin: Margarita Kostre
Projekt: MATH+

Aufgabe

Die Elfen Gwendelyn und Fredi arbeiten fiir den Weihnachtsmann. In ihren Pausen spielen
sie gerne Karten um Kekse einmal pro Tag. Jeden Tag bringen sie unterschiedliche Kekse zur
Arbeit, da sie beide gerne backen. Abhéngig davon, welche Kekse sie dabei haben, sind sie
eher dazu bereit, eigene Kekse abzugeben, falls sie beim Kartenspiel verlieren, oder darauf
aus, andere Kekse zu bekommen, falls sie gewinnen.

So bekommt Gwendelyn, falls sie gewinnt:

e An Tagen 1 bis 6: 20 Kekse,

e An Tagen 7 bis 12: 40 Kekse,

e An Tagen 13 bis 18: 30 Kekse,

e An Tagen 19 bis 24: 50 Kekse.
So gibt Gwendelyn, falls sie verliert:

e An Tagen 1 bis 6: 20 Kekse ab,

e An Tagen 7 bis 12: 10 Kekse ab,
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Tlustration: Friederike Hoffmann

e An Tagen 13 bis 18: 5 Kekse ab,

e An Tagen 19 bis 24: 25 Kekse ab.

Auflerdem hat Gwendelyn unterschiedliche Arbeitszeiten, die sich auf ihre Leistung beim Kar-
tenspiel auswirken. Gwendelyn gewinnt mit einer Wahrscheinlichkeit von:

e 50 Prozent an ungeraden Tagen, die durch drei teilbar sind,
e 40 Prozent an geraden Tagen,
e 20 Prozent an ungeraden Tagen, die nicht durch drei teilbar sind.

An welchem Tag erwartet Gwendelyn die meisten Kekse zu gewinnen?

Fredi kriegt so viele Kekse vom Weihnachtsmann als Belohnung nach der langen Adventszeit
und er hatte so viel Spafl mit Gwendelyn, dass er die Idee hat nach der Weihnachtszeit weiter
zu spielen. Diesmal aber mit einer Miinze. Die Regel ist relativ einfach, eine faire Miinze wird
von Gwendelyn so lange geworfen, bis zum ersten Mal , Kopf* féllt. Dies beendet das Spiel und
Gwendelyn geht mit den gewonnen Keksen nachhause. Der Gewinn von Keksen fiir Gwendelyn
richtet sich nach der Anzahl der Miinzwiirfe insgesamt. Gewinnt sie beim ersten Wurf, dann
erhilt Gwendelyn einen Keks. Bei zwei Wiirfen (also einmal ,Zahl“ einmal ,Kopf*) gibt es
zwei Kekse, bei drei Wiirfen 4 Kekse, bei vier Wiirfen 8 Kekse und bei jedem weiteren Wurf
verdoppelt sich der Betrag an Keksen. Fredi gewinnt nichts bei dem Spiel, aber da er nicht zu
viele Kekse essen mochte, ist er damit einverstanden. Gwendelyn ist begeistert und fragt sich
wie viele Kekse sie diesmal erwartet zu gewinnen.
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A) An welchem Tagen wéhrend der Adventszeit erwartet Gwendelyn die meisten Kekse zu
gewinnen?
B) Wie viele Kekse erwartet sie von Fredi nach der Adventszeit zusétzlich zu bekommen?

Hinweis: In dieser Aufgabe ist der Erwartungswert im mathematischen Sinne gesucht. Der
Erwartungswert beschreibt den gewichteten Durchschnitt, wobei die Gewichtung durch die
Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen méglichen Werte erfolgt. Der Erwartungswert ist ein
Ma# fiir den ,mittleren* oder ,,durchschnittlichen“ Wert, den man in einer grolen Anzahl von
Experimenten oder Zufallsereignissen erwarten wiirde. Dabei muss der Erwartungswert nicht
tatséchlich ein im Experiment beobachteter Wert sein.

Antwortmoéglichkeiten:

1. 22 und O

2. 9 und 152

3. 9 und 2048

4. 9 und unendlich
5. 15 und 152

6. 15 und 2048

7. 15 und unendlich
8. 21 und 152

9. 21 und 2048

10. 22 und unendlich
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15

10

Erwarteter Gewinn

-10

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23
Tag

Abbildung 1: Der zu erwartende Gewinn an den Tagen 1 bis 24 in Keksen.

Die richtige Antwort ist: 4.

Losung:

Der zu erwartende Gewinn E(t) an Keksen am Tag ¢ berechnet sich aus der Anzahl der zu
gewinnenden Kekse G(t) multipliziert mit der Gewinnwahrscheinlichkeit p(¢) abziiglich der
Anzahl der abzugebenden Kekse V' (¢) multipliziert mit der Verlustwahrscheinlichkeit:

E(t) = G(t) - p(t) = V(t) - (1 = p(t))

Zum Beispiel ist die Anzahl der zu erwartenden Kekse am siebten Tag

E(7)=40-0.2—10-0.8 = 0.

Wir berechnen den zu erwartenden Gewinn in Keksen fiir jeden Tag, vergleiche Abbildung 1.
Wir erkennen, dass Gwendelyn den hochsten Gewinn am neunten Tag erwartet, namlich 15
Kekse.

Fiir den zweiten Teil stellen wir zunéchst fest, dass die Wahrscheinlichkeit erst beim k-ten
Wurf , Kopf* zu werfen (%)k betragt. Wir beobachten auflerdem, dass der Gewinn bei genau k
Wiirfen 281 Kekse betrigt. Wiirden wir das Spiel spitestens nach n Wiirfen abbrechen, wobei
n € N, so wire die erwartete Anzahl an Keksen, die Gwendelyn nach der Adventszeit erhélt

1\ ' 1\2 1\3 1\" 1 1 1 1 n
—) oottt (2) 22t (2] 2t k() v = o=
<2) +(2> Tz Tt s 5Tty -T573

Da wir das Spiel jedoch nicht nach einer festen Zahl n abbrechen, muss die erwartete Anzahl
an Keksen ,unendlich“ betragen.

Dies nennt man das Sankt-Petersburg-Paradoxon. Es besagt, dass man bei diesem Spiel im
Mittel einen unendlich hohen Gewinn erwartet, obwohl das Gewinnen einer grofien Summe
sehr unwahrscheinlich ist.
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9 Geheime Geschenke

Autoren: Felix und Nathanael Hofling
Projekt: EF4-10

Mlustration: Christoph Graczyk
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Aufgabe

Der Weihnachtsmann ist wie jedes Jahr sehr dankbar fiir die groflartige Arbeit seiner Wichtel
und mochte jeden von ihnen auch gern beschenken. Doch er kann die Namen nicht auf die
Geschenke schreiben, da die Uberraschung sonst nicht gelingt. Eines Tages kommt Zwerg Alwin
zu Besuch, und der Weihnachtsmann schildert ihm das Problem. ,Lieber Alwin, was soll ich
nur machen?“Der schlaue Alwin hat sofort eine Idee: ,Du konntest fiir jeden Wichtel einen
Geheimcode auf sein Geschenk schreiben. Es ist wichtig, dass kein Code doppelt vorkommt.
Auflerdem sollen dhnliche Namen ganz verschiedene Codes bekommen, damit sie die Namen
nicht erraten kénnen. Ich erstelle Dir gleich eine Liste mit den Codes.*

Fiir jedem Namen berechnet Zwerg Alwin auf folgende Weise einen vierstelligen Geheimcode:
Zuerst iibersetzt er die Buchstaben des Namens entsprechend ihrer Position im Alphabet in
Zahlen, ein E wird eine 5, ein M eine 13, und das Z bekommt die 26 usw. Dann befiillt er eine
Tabelle mit zwei Zeilen, siche Tabelle unten. In die erste Spalte schreibt er oben eine 1 und
unten eine 0. Dann addiert er in der ersten Zeile zu der zuletzt geschriebenen Zahl immer den
Wert des nédchsten Buchstabens hinzu. Bevor er das Ergebnis zu der Zeile hinzufiigt, achtet
er jedoch darauf, dass die Zahl kleiner ist als 47. Falls das Ergebnis grofier oder gleich 47 ist,
subtrahiert er 47 von dem Ergebnis. Ist das Ergebnis kleiner als 10, wird eine Null voran-
gestellt, z.B. aus 7 wird 07. In der zweiten Zeile geht er genauso vor, aufler dass er zu der
zuletzt geschriebenen Zahl immer den entsprechenden (oben driiber) Eintrag aus der ersten
Zeile dazu addiert. Zuletzt nimmt er die jeweils letzte Zahl aus den beiden Zeilen und schreibt
sie hintereinander, die Zahl aus der zweiten Zeile zuerst — dies ist der Geheimcode des Namens.
Nach dieser Methode bekommt beispielsweise Luise den Code 3120, so wie es im Bild gezeigt ist.

LUISE — 12-21-9-19-5
1 13 34 | 43 15 20
0 13 00 | 43 11 31

Eine Weile spéater hilt der Weihnachtsmann gliicklich die Liste mit den Geheimcodes in der
Hand und macht sich an die Arbeit. In der Wichtelwerkstatt bestellt er fiir jeden seiner Wichtel
ein schones Geschenk, doch nicht auf dessen Namen, sondern zu dem Geheimcode. Am Tag
vor Heiligabend bereitet er seinen Schlitten vor. Am Nordpol ist es kalt und es wiitet ein
fiirchterlicher Schneesturm. Als sich der Weihnachtsmann zu seinen Rentieren umdreht, 6ffnet
sich sein Mantel etwas, der Wind erfasst die Liste mit den Geheimcodes und weht sie davon.
Der Weihnachtsmann ist schockiert.

Zuriick in der Wichtelwerkstatt nimmt er das erste Geschenk in die Hand. Es hat die Aufschrift
,2122%. Doch welchem Wichtel soll er es geben? Kannst Du ihm helfen? Fiir wen ist das
Geschenk?

Antwortmoglichkeiten:
1. Lotte
Flavia

Luiz

= W N

Elisabeth
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5. Nathanael
6. Matteo

7. Evelina
8. Mathilda
9. Lutz

10. Fridolin

Projektbezug:

Zur Modellierung kooperativen Verhaltens werden héufig agentenbasierte Modelle eingesetzt.
Diese Modelle beschreiben Zehntausende unabhingig agierender Einheiten (Personen, Tiere,
Autos, Mobiltelefone, ...), die jedoch miteinander im Austausch stehen. Dadurch kénnen un-
ter anderem grofirdumige Strukturen entstehen, die sich mit wenigen Parametern beschreiben
lassen, beispielsweise Griippchenbildung oder Cluster. Die enorme Informationsfiille des ur-
spriinglichen Modells lasst sich also auf wenige wichtige Kennzahlen reduzieren. Umgekehrt
kann man aus den Kennzahlen kaum mehr auf die Positionen der einzelnen Agenten schlieflen.
Wie solche Zusammenhinge mathematisch formuliert und berechnet werden koénnen, ist Ge-
genstand der aktuellen Forschung.

Ganz dhnlich reduzieren wir in der Aufgabe lange und kurze Namen stets auf dieselbe Lénge.
Die Umkehrung der Abbildung, also die Berechnung des Namens anhand des Codes ist nahezu
unmdéglich. Anders als bei den Agentensystemen haben die Codes zusétzlich die Eigenschaft,
dass dhnlichen Namen deutlich verschiedene Codes zugeordnet werden. Somit fungiert der Co-
de auch als Priifsumme, damit lassen sich dann Buchstabendreher entdecken. Es gibt noch viele
andere Anwendungen solcher Codes, beispielsweise das sichere Uberpriifen von Passwortern
auf einem Computer, ohne dafiir das eigentliche Passwort speichern zu miissen.

Zur mathematischen Konstruktion der Codes: die Berechnung geschieht in Anlehnung an die
Adler32-Hash-Funktion.
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Losung

Die richtige Antwort ist: 7. Evelina

Die Geheimcodes sind so konstruiert, dass es praktisch unmoglich ist, aus einem Code direkt
den verschliisselten Namen zu berechnen. Da aber nur zehn Antworten zur Auswahl stehen,
kénnen wir zu jeder moglichen Antwort aus dem Namen den Code berechnen. Fiir die richtige
Antwort werden wir den Code ,,2122“ finden.

Evelina hat die Buchstabenwerte 5, 22, 5, 12, 9, 14, 1. In die kleine Tabelle zur Berechnung
des Codes tragen wir folgende Zahlen ein:

1 06 28 33 | 45 07 | 21 22
0 | 06 34 | 20 18 25 | 46 21

Aus der letzten Spalte ergibt sich der Code 21|22.

Die Geheimcodes der anderen Namen lauten: Lotte: 4226, Flavia: 0305, Luiz: 1822, Elisabeth:
2735, Nathanael: 4130, Matteo: 1928, Mathilda: 3122, Lutz: 4033, Fridolin: 0841. Alwin hat
iibrigens den Code 1813.

Um die Berechnung zu verkiirzen, kann man auch ein kleines Computerprogramm schreiben,
zum Beispiel in Python:

def get_code (name) :
values = [ord(x) - ord(’A’) + 1 for x in name.upper ()]

[1,]
[o,1]
or x in values:
a.append ((al[-1] + x) % 47)
b.append ((b[-11 + al-11) % 47)
code = a[-1] + 100 * b[-1]

a
b
£

print ("Name: {0:s} -- Code: {1:04d}".format(name, code))
print ("Buchstabenwerte: ", *values)

print ("Zeile 1:", format_row(a))

print ("Zeile 2:", format_row (b))

return code

def format_row(a):
return " | ".join(["{0:02d}".format(x) for x in al)

get_code (’Evelina’)
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10 Raumkriimmende Lagerdurchquerung

Autoren:  Ravi Snellenberg, Martin Skrodzki (TU Delft)

Projekt: Holonomy, Computer Graphics and Visualization

Ilustration: Ivana Martic

Aufgabe

Die Elfen des esoterischen Forschungsbereichs haben einen Weg gefunden, die Lagerkapazitét
im aktuellen Lagerraum zu erhéhen. Dies war dringend nétig aufgrund der sténdig wachsen-
den Menge an Geschenken, die jedes Jahr gelagert werden miissen. Die Art und Weise, wie
die Elfen dies erreicht haben, besteht darin, die Rdume im aktuellen Lagerhaus auf clevere
Weise mithilfe von Portalen zu verbinden. Normalerweise konnte man 4 quadratische Rdume
um eine Ecke platzieren, aber mit der Art und Weise, wie die Rdume jetzt verbunden sind,
miisste ein Elf durch 5 quadratische Rdume gehen, um den Eckpunkt zu laufen, an dem die
Réume zusammentreffen, anstatt der iiblichen 4 (siehe Abb. 1). Aufgrund der Schwierigkeit,

37



MATH+ Adventskalender 2023 Aufgabe 10

diese raumverdndernden Portale zu erstellen, konnen die Elfen sie nur in einem begrenzten, se-
paraten Bereich erstellen, der von Wanden umgeben ist. Dieser Bereich wird als Kontrollraum
bezeichnet. Um das Lager zu durchqueren, betreten die Elfen also den Kontrollraum anstelle
des physischen Lagers. Und wenn ein Elf in ein anderes Quadrat im Kontrollraum geht, betritt
er einen neuen Lagerraum. Welcher Raum dies ist, wird durch die neue Art der Verbindung
der Rdume entschieden. Der Kontrollraum ist ein Raster von 3 x 3 Raumen mit Portalen an
jeder Wand, die zwei quadratische Rdume innerhalb des Kontrollraums trennen (sieche Abb.
1). Ecken haben keine Portale, sodass es nicht moglich ist, diagonal im Kontrollraum zu ge-
hen, sondern nur orthogonal. Trotz dieser Einschrinkung ist es immer noch méglich, jeden
der moglicherweise unendlichen Rdume im Lager zu erreichen, indem man die Anordnung der
R&ume auf clevere Weise nutzt.

Ly

\
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% ‘
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Abbildung 1: Das Lagerraum-Layout: Die linke Abbildung zeigt eine Karte des neuen Lager-
layouts. Jedes Viereck ist tatsachlich ein quadratischer Raum, obwohl es auf der Karte verzerrt
erscheinen. Dies ist aufgrund der Notwendigkeit, den zusétzlichen fiinften Raum an jeder Ecke
darzustellen. Es wird das Poincaré-Kreisscheibenmodell verwendet, um dieses spezielle Layout
anzuzeigen. Die rechte Abbildung zeigt den Kontrollraum.
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Da die Elfen im esoterischen Forschungsbereich erkannten, dass die gesamte Situation wirklich
verwirrend ist, haben sie eine Infografik erstellt, die sie an die Vordertiir des Kontrollraums
héngten, siche Abbildung 2.

1 3 4
97 i # 4 s

\&

Abbildung 2: Die Infografik. Je heller der Boden wird, desto weiter entfernt ist ein Raum.

Die Infografik zeigt eine hypothetische Situation, in der ein Elf ein Geschenk erreichen muss,
das nicht direkt erreichbar ist, basierend auf dem Ausgangslayout des Kontrollraums. Der obere
Teil der Infografik zeigt den Kontrollraum, in dem sich der Elf bewegt, wihrend er durch das
Lager geht. Der untere Teil der Infografik zeigt eine Draufsicht auf das Lagerlayout, das mit
der dariiber liegenden Ansicht des Kontrollraums verkniipft ist. Die farbigen Rdume in der
Infografik sind die Réume, die durch Gehen eines direkten Pfades (eines kiirzesten Pfades)
zu einem Raum im Kontrollraum von der aktuellen Position des Elfen aus erreichbar sind.
Das Gehen unterschiedlicher kiirzester Pfade zum gleichen Raum im Kontrollraum fithrt nicht
immer zum gleichen Raum im Lager. Zum Beispiel kann der Elf im Kontrollraum, der im ersten
Schritt der Infografik angezeigt wird, jeden Eckraum auf zwei verschiedene Arten erreichen.
Im Lagerlayout ist zum Beispiel zu sehen, dass beide Arten, die obere rechte Eckenkachel im
Kontrollraum zu erreichen (erst nach oben, dann nach rechts oder erst nach rechts, dann nach
oben), zu zwei verschiedenen Rdumen im Lager fithren, siche Abb. 3.
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Abbildung 3: Links: Zwei Wege zur oberen rechten Ecke im Kontrollraum. Rechts: Die ent-

sprechenden Wege im tatséchlichen Lager.

Die Infografik zeigt, dass es durch Gehen im Kontrollraum auf bestimmte Weise moglich ist,
das Geschenk zu erreichen, obwohl es von der Ausgangsposition aus nicht direkt erreichbar
war. Sie zeigt auch, wie sich der direkt zugéngliche Bereich verschiebt, wihrend der Elf durch
das Lager geht.

Jetzt fragen sich die entwicklungsorientierten Elfen des esoterischen Forschungsbereichs: Was
ist die minimale Anzahl von Portalen, die durchquert werden miissen, um das Geschenk in
der Situation von Abbildung 4 zu erreichen? Dieses wére ohne die Beschrankung der Kon-
trollraumgrofle mit drei Schritten nach vorne erreichbar. Angenommen wird bei dem Szenario,

dass der Elf in der Mitte des Kontrollraums startet.
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Abbildung 4: Das Szenario aus der Frage.

Antwortmoglichkeiten:

1. 3
2.5

7. 10
8. 12
9. 14

10. 42

Projektbezug:

Das Szenario, das dieses Problem beschreibt, ist die Umgebung einer Virtual-Reality- Anwendung
namens Holonomy (benannt nach der mathematischen Eigenschaft, die diese Durchquerung
ermoglicht). Holonomy wird entwickelt, um verschiedene Fragen zu beantworten. Zum Bei-
spiel Fragen wie ,Koénnte eine solche Demonstration Menschen helfen, die zugrunde liegenden
mathematischen Eigenschaften intuitiver zu verstehen?“, ,Wie schnell passen sich Menschen
an die Navigation in einer hyperbolischen Welt an?“und ,Wie kénnten wir dem Spieler helfen,
sich in einer solchen Umgebung zu bewegen?“. Und wenn wir herausfinden kénnen, wie man
die Navigation in diesen hyperbolischen Rdumen einfach gestalten kann, kénnte es verwendet
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werden, um konsistente Welten jeder Grofle zu schaffen, die in einem begrenzten Raum durch-
quert werden kénnen. Das Berechnen der kiirzesten Wege zwischen zwei Orten ist ein Beispiel
fiir eine der Herausforderungen, die wir beim Erstellen von Holonomy entdeckt haben.

42



MATH+ Adventskalender 2023 Aufgabe 10

Losung

Die richtige Antwort ist: 4.

Abbildung 5: Die optimalen Wege: beide, der blaue und der rote, sind korrekt.

In Abbildung 5 sehen wir einen Weg, der nur 7 Portale verwendet. Man kann mithilfe Abbil-
dung 4 leicht iiberpriifen, dass dieser Weg tatséchlich zum Geschenk fiihrt. Es bleibt zu zeigen,
dass es keinen kiirzeren Weg gibt.

Wenn es keine Einschriankungen gébe, konnte man das Geschenk erreichen, indem man 3
Portale benutzt. Dies ist jedoch mit den Beschriankungen des Kontrollraums nicht moglich.
Denn um das Geschenk zu erreichen, muss der Elf auf irgendeine Weise eine Ecke nutzen.
Indem er um eine Ecke geht und dann zum Geschenk, muss der Elf mindestens 6 Portale
durchqueren. Alle Pfade, die genau 6 Portale verwenden, erfordern, dass der ,grofle“Raum
in der Mitte von Abbildung 4 auf diesem Pfad liegt. Daher muss der EIf um eine der Ecken
des groflen Raums gehen. Alle diese Pfade kénnen jedoch nicht innerhalb des Kontrollraums
abgelaufen werden, was die Moglichkeit mit 6 Portaldurchquerungen ausschliefit. Das bedeutet,
dass es keinen Weg geben kann, der weniger als 7 Portale verwendet.
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11 Reisender Weihnachtsmann Problem

Autor: Dion Gijswijt (TU Delft)
Projekt: 4TU.AMI

Ilustration: Zyanya Santaurio

Aufgabe

Aktuell ist der Weihnachtsmann auf einer Mission, um Geschenke an Kinder zu verteilen.
Seine Reise erstreckt sich {iber sechs Stédte, die mit A bis F bezeichnet sind. Ausgehend von
der Werkstatt des Weihnachtsmanns (WdW) muss er eine der Stiadte A, B, C, D, E oder F
auswahlen, um seinen Besuch zu beginnen.

Die Rentiere sind miide vom Spielen und kénnen deswegen keine langen Strecken mehr zuriicklegen.

Das erfordert, dass der Weihnachtsmann die kiirzeste Route plant. Er hat eine Karte, die Flug-
entfernungen zwischen den Stiddten entlang verbindender Linien anzeigt, und die Kreise zeigen
die Entfernungen von der WdW zu jeder Stadt an.

44



MATH+ Adventskalender 2023 Aufgabe 11

12

Der Weihnachtsmann muss nun die kiirzeste Abfolge fiir den Besuch der Stadte wahlen, bevor
er zur Werkstatt des Weihnachtsmanns zuriickkehrt. Wenn er beispielsweise die Route WdW-
F-A-E-B-C-D-WdW nimmt, ist die Tour 16 + 15+ 18 + 16 + 12+ 11 + 17 = 105 lang. Was ist

die Lénge der kiirzesten Tour, die der Weihnachtsmann nehmen kann?

Antwortmoglichkeiten:

1. 104
2. 103
3. 102
4. 101
5. 100
6. 99
7. 98
8. 97
9. 96
10. 95
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Losung

Die richtige Antwort ist: 7. 98

Zunichst einmal ist zu bemerken, dass es niemals optimal ist, eine der Stadte A,B,C,D,E,F
zweimal zu besuchen oder die Werkstatt des Weihnachtsmanns dreimal zu besuchen. Nehmen
wir an, wir machen einen Umweg von Stadt; nach Stadt, indem wir ein zweites mal tiber
Stadts laufen:

... — Stadt; — Stadts — Stadty — ... — WdW

Der direkter Weg von Stadt; nach Stadts
e — Stadt1 — Stadt2 —...— WdW

kostet maximal 18, da dies die Lénge der ldngsten Strecke ist. Der Umweg kostet mindestens
9+11=20.

Daher lohnt es sich nicht, eine Stadt zweimal zu besuchen. Auch das dreimalige Besuchen
der Werkstatt des Weihnachtsmanns ist nicht optimal, da es die Entfernung zu keiner Stadt
verkiirzt.

Daher nehmen wir ab sofort an, dass die Stadte A, B, C, D, E, F jeweils genau einmal besucht
werden und die Werkstatt des Weihnachtsmanns nur zu Beginn und am Ende aufgesucht wird.
Um das Problem zu vereinfachen, &ndern wir die Entfernungen, wihrend wir die relativen Un-
terschiede zwischen ihnen beibehalten. Dies bedeutet, dass die Reihenfolge, in der die Stadte
niher oder weiter von der Werkstatt des Weihnachtsmanns entfernt sind, gleich bleibt. Insbe-
sondere dndert sich durch diese Anderung der Langen nicht, welche Touren optimal sind.
Zuerst verringern wir die Entfernung zu jeder Werkstatt um 10. Dies verringert die Léange jeder
Tour um 2 - 10 = 20, da jede Tour von der Werkstatt des Weihnachtsmanns zu einer Stadt
fiihrt und von einer anderen Stadt zuriick zur Werkstatt des Weihnachtsmanns. Das ergibt
folgende Entfernungen:
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Im n#chsten Schritt verkiirzen wir die Entfernung zwischen den Stédten

e die Entfernung von Stadt A verkiirzen wir um 9,

die Entfernung von Stadt B verkiirzen wir um 7,
e die Entfernung von Stadt C verkiirzen wir um 4,

die Entfernung von Stadt D verkiirzen wir um 6,

die Entfernung von Stadt E verkiirzen wir um 8,
e die Entfernung von Stadt F verkiirzen wir um 5.

Wenn wir beispielsweise die Entfernungen von A verringern, erhalten wir folgendes Ergebnis:
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Dann verringern wir die Entfernungen von der Stadt B um 7 und erhalten folgenden Graphen:

Wir fithren die gleichen Verfahren fiir die verbleibenden Knoten durch und erhalten den fol-
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genden Graphen:

Wir sehen, dass alle Entfernungen nun 0 oder 1 sind und die Tour WdW-A-C-F-B-D-E-WdW
eine Lange von 0 hat (tatséchlich sind diese Tour und die umgekehrte Tour die einzigen
Touren mit einer Lange von 0), daher ist dies eine optimale Tour. Aufgrund der Anderung der
Entfernungen ist jede Tour in Wirklichkeit um 2(10+9+47+4+6+8-+5) = 98 ldnger. Daher
hat die kiirzeste Tour eine Lange von 98.
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12 Der Weg nach Bethlehem

Autor: Matthew Maat (Universiteit Twente)
Projekt: Combining algorithms for parity games and linear programming

Mlustration: Zyanya Santaurio

Aufgabe

Nach Riicksprache mit Konig Herodes machen sich die drei heiligen Koénige bereit, von Je-
rusalem nach Bethlehem zu reisen. Allerdings gibt es ein Problem, das sie vor ihrer Abreise
16sen miissen: Steuern. Aufgrund der grofien Menge an Gold und Gewiirzen, die sie mit sich
fiihren, miissen sie in jeder Stadt, die sie betreten, Steuern zahlen. Um alles noch schlimmer zu
machen, haben die cleveren Steuereintreiber alle Straflenschilder in Richtung der Orte gelenkt,
an denen man die hochsten Steuern zahlen muss. Auf der Karte (Abb. 1) sind die Straen und
Stadte zwischen Jerusalem und Bethlehem zu sehen. Die Straflen werden durch Pfeile und die
Stadte durch Kreise reprasentiert. Rote Pfeile markieren hierbei die Richtungen, in die die
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Schilder in der jeweiligen Stadt zeigen. In den Kreisen steht wie viel Steuern die heiligen drei
Konige in jeder Stadt zahlen miissen.

NN N N Gt
3 Gold 5 Gold 9 Gold 17 Gold 33 Gold
Stadt 4 Stadt 6 Stadt 8 Stadt 12

1 Gold 1 Gold 1 Gold 1 Gold 1 Gold

Stadt 1
2 Gold

Stadt 2
1 Gold

Abbildung 1: Die Straflen (Pfeile) von Jerusalem nach Bethlehem mit den Steuerbetridgen in
den Kreisen. Giiter kénnen nur in Richtung der Pfeile transportiert werden.

Die drei heiligen Konige entscheiden sich, Balthasar mit folgendem Auftrag vorauszuschicken:

e Beginnend in Jerusalem, soll er zu Stadt 1 gehen, dann zu Stadt 2, 3 usw. Da Balthasar
zu Fufl unterwegs ist, kann er alle vorhandenen Straflen ignorieren.

e Wenn Balthasar in einer Stadt ist, in der er das Schild so dndern kann, dass die Reise
von dieser Stadt nach Bethlehem giinstiger wird, &ndert er das Schild, rennt zuriick nach
Jerusalem und beginnt den gesamten Prozess von vorne.

e Wenn Balthasar das Schild &ndert, darf es nur in Richtung der Pfeile der Straflen zeigen.
Zum Beispiel kann in Stadt 7 das Schild nur auf Stadt 9 oder Stadt 10 zeigen.

e Wenn Balthasar Bethlehem erreicht, schickt er eine Brieftaube, um den anderen mitzu-
teilen, dass sie nach Bethlehem kommen koénnen.

Auf seiner ersten Reise dndert Balthasar das Schild in Jerusalem in Richtung Stadt 2, da dann
die Gesamtsteuer fiir die Reise von Jerusalem aus 1+ 3454 9 4+ 17 + 33 Goldstiicke betragt,
anstelle von 2+ 3+ 549+ 17+ 33 Goldstiicken. Auf seiner zweiten Reise &ndert Balthasar das
Schild in Stadt 1 in Richtung Stadt 4. Auf seiner dritten Reise d&ndert er das Schild in Jerusalem
zuriick nach Stadt 1. Das liegt daran, dass die Reise von dort nach Betlehem giinstiger wird.
Tatsachlich kostet die neue Reise 2+ 14549 + 17 + 33, was giinstiger ist als die Kosten von
1+34+54+94 17+ 33 der alten Reise.

Wie oft dndert Balthasar insgesamt ein Schild? (Wenn das Schild in einer Stadt mehrmals
gedndert wird, zdhlen wir es mehrmals.)

Antwortmoglichkeiten:
1. 55
2. 57
3. 63
4. 83
5. 114
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6. 120
7. 126
8. 177
9. 240

10. 367

Projektbezug:

Der Algorithmus, den Balthasar verwendet, wird als der Strategy Improvement Algorithmus
bezeichnet. Der Algorithmus nutzt eine sogenannte improvement rule, die festlegt, in welcher
Reihenfolge Verbesserungen vorgenommen werden (oder in welcher Reihenfolge Balthasar die
Stadte besucht). In diesem Fall verwenden wir die sogenannte Bland-Regel. Obwohl es sich
um ein Ein-Spieler-Spiel handelt (wir minimieren nur den Preis), kénnen wir den Algorithmus
auch verwenden, wenn es Stédte gibt, die von einem Maximierer oder einem zufélligen Spieler
kontrolliert werden. Es ist unbekannt, ob es eine improvement rule gibt, die eine geringe
Anzahl von Iterationen garantiert. Wie man sehen kann, kann selbst bei einer kleinen Anzahl
von Stadten Blands Regel eine grofle Anzahl von Iterationen erfordern.
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Losung

Die richtige Antwort ist: 8.

Beachte, dass die Stadt 2n immer um 27! giinstiger ist als die Stadt 2n — 1. Anstatt jede
Reise von Balthasar zu verfolgen, kénnen wir drei Dinge beweisen, die fiir alle Reisen von
Balthasar invariant (unverédndert) bleiben:

1. Jedes Mal, wenn das Schild in Stadt 2n oder 2n — 1 geéndert wird, verringert sich der
Preis der Reise von dieser Stadt um 2™ (wir betrachten Jerusalem als Stadt 0).

2. Die Kosten der Reisen von den Stidten, in denen keine Anderung stattfindet, bleiben
immer unveradndert.

3. Der Kostenunterschied zwischen Reisen von Stadt 2n und 2n — 1 bleibt immer 2"~ (fiir
n > 0 natiirlich).

Wir beginnen damit, das Ende von Balthasars Reise zu betrachten, also n = 6, und arbeiten
uns riickwérts bis zum Anfang der Reise vor. Die Schilder kénnen nicht in den Stddten 11
und 12 geédndert werden, daher sind die Aussagen 1 und 2 nach Konstruktion wahr. Der
Kostenunterschied zwischen den beiden Stiidten betrigt tatsdchlich immer 32 = 26~1. Nun
wéhlen wir ein beliebiges n < 6 und nehmen an, dass die drei Aussagen fiir alle Werte grofler
als n wahr sind. Wir werden spéter argumentieren, warum diese Annahme gerechtfertigt ist.
Nach dieser Annahme verringert sich der Preis der Reise nach einer Anderung in Stadt 2n + 1
oder 2n42 um 2"+ keine anderen Kosten &ndern sich; und der Kostenunterschied der Reisen
von diesen Stédten bleibt 2. Nun mdchten wir unsere Behauptung fiir die Stddte 2n und
2n — 1 beweisen. Nehmen wir an, Balthasar &ndert das Schild in der Stadt 2n — 1. Dann
miissen, da Stadt 2n giinstiger ist, die Schilder in den vorherigen Stiadten bereits auf Stadt 2n
zeigen (sonst hétte er das Schild in einer fritheren Stadt gedndert). Daher dndern sich keine
Reisen aufler der von Stadt 2n — 1. Auflerdem betréagt der Kostenunterschied zwischen den
Reisen von den Stadten 2n + 1 und 2n + 2 nach unserer Annahme 2", sodass sich die Kosten
der Reise von Stadt 2n — 1 um 2" verringern. Auch wenn die Reise von Stadt 2n — 1 vor der
Anderung um 27! teurer war als von Stadt 2n, ist sie danach um 2"~! Gold giinstiger.
Nehmen wir andererseits an, dass Balthasar das Schild in der Stadt 2n dndert. Er muss die
Anderung zur besten Stadt von Stadt 2n — 1 bereits gemacht haben, daher ist die Reise von
Stadt 2n — 1 giinstiger als von Stadt 2n, und die vorherigen Stidte zeigen bereits auf Stadt
2n—1. Auch hier betrégt der Kostenunterschied zwischen den Stéadten 2n+1 und 2n+2 geméf
unserer Annahme 2", sodass die Anderung die Reise von Stadt 2n um 2™ Gold giinstiger macht.
Nach der Anderung wird die Reise von Stadt 2n um 27! giinstiger sein als von Stadt 2n — 1,
wenn sie vor der Anderung um 2" ! teurer war.

Wenn unsere Annahme also wahr ist, haben wir die drei Aussagen fiir den von uns gewéhlten
Wert fiir n bewiesen. Wir wissen bereits, dass n = 6 die Annahme erfiillt und daher miissen
die Aussagen auch fiir n = 5 gelten. Aber wenn die Annahme fiir n = 5 wahr ist, konnen wir
sie fiir n = 4 mit der gleichen Logik verwenden. Diese Kette setzt sich fort, bis wir n = 0
erreichen.! Somit gelten die drei Aussagen fiir alle Reisen von Balthasar. Die Gesamtanzahl
der geéinderten Schilder in Stadt 2n oder 2n — 1 ist daher der Kostenunterschied zwischen der
optimalen Route und der Startroute von dieser Stadt, geteilt durch 2”. Das sind 1 Anderung
in den Stadten 9 und 10, 3 Anderungen in den Stadten 7 und 8, und dann 7, 15, 31 und

!Diese Art von Argumentation ist formal als Induktion bekannt.
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63 Anderungen in den Stédten 5, 6, Stiadten 3, 4, Stidten 1, 2 und Jerusalem entsprechend.
Insgesamt ergibt das 63 + 2 (31 + 154 7+ 3 4+ 1) = 177 gednderten Schilder.
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13 Die Rechnung des Weihnachtsmanns

Autor Tobias Paul (HU Berlin)
Projekt: EF 4-7

Illustration: Friederike Hofmann

Aufgabe

Um die kreative Freiheit bei den Geschenken zu befliigeln, hat der Weihnachtsmann ein neues
System eingefiihrt: Jedes Geschenk besteht aus Einzelteilen und soll frei von den Weihnacht-
selfen zusammengesetzt werden. Dazu bekommt zu Beginn jeder Elf ein Einzelteil des grofien
Geschenks. Um die Teile geeignet miteinander zu verbinden, wuseln die Elfen wild durchein-
ander. Bei n anwesenden Elfen dauert es 1/(n(n — 1)) Tage, bis sich zwei Elfen mit passenden
Teilen finden. Zum selben Zeitpunkt kénnen nur zwei Elfen einander suchen. Wenn sich zwei
Elfen gefunden haben, setzen sie ihre Teile sofort zusammen. Unmittelbar danach holt sich
einer der beiden Elfen seinen Arbeitslohn beim Weihnachtsmann ab und verschwindet ansch-
liefend in den wohlverdienten Feierabend. Der andere Elf behélt nun das grofiere Teil bei sich
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und sucht in dem Gewusel weiter nach passenden Stiicken. Danach bleiben n — 1 Elfen iibrig,
und sie wiederholen das analoge Verfahren, bei dem es 1/((n — 1)(n — 2)) Tage dauert, bis
zwei passende Elfen einander finden. So geht das Prozedere weiter, bis schliellich die letzten
zwei (mittlerweile sehr grofien) Teile zum fertigen Geschenk werden und die letzten zwei Elfen
gehen diirfen.

Der Weihnachtsmann muss natiirlich sicherstellen, dass die Geschenke auch rechtzeitig fertig
werden. Auflerdem muss er fiir die Kasse natiirlich wissen, wie hoch seine Lohnkosten pro
Geschenk maximal sind. Dabei ist nach Tarifvertrag eine Vergiitung in Hohe von einem Keks
am Tag fiir jeden Elfen vereinbart, wobei der Betrag auf den Kriimel exakt ausgezahlt wird. Da
die Anforderungen an die Geschenke weiter wachsen und immer mehr einzelne Teile erfordern,
mochte er einen universellen Rahmen fiir das Geschenke-Zusammenstellen schaffen. Er mochte
also Zahlen ¢ und £ finden, sodass

(a) jedes Geschenk, unabhéngig von der Anzahl der Teile, in ¢t Tagen zusammengebaut werden
kann

(b) jedes Geschenk, unabhéngig von der Anzahl der Teile, hochstens k Kekse kostet.

Derzeit ist sich der Weihnachtsmann nicht sicher, ob solche Werte ¢ und k existieren, aber
wenn sie es tun, mochte er, dass sie so klein wie moglich sind. Kannst du dem Weihnachtsmann
helfen, die Antwort zu finden, also die minimalen Werte von ¢ und k (falls sie existieren)?

Antwortmoglichkeiten:

1. t=05und k=1

2.t=05und k =2

3. t = 0.5 und k kann nicht gefunden werden
4. t=1und k=1

5. t=1und k=2

6. ¢t = 1 und k kann nicht gefunden werden
7.t=2und k=1

8. t=2und k=2

9. t =2 und k kann nicht gefunden werden

10. beide t und k£ konnen nicht gefunden werden.

Projektbezug:

Der beschriebene Prozess ist ein sogenannter Koaleszenz-Prozess. Dabei verschmelzen im-
mer zwei Partikel zu einem gréfieren. In diesem Beispiel handelt es sich um den Kingman-
Koaleszenten mit leicht angepasster Verschmelzungsrate. Der Koaleszent beschreibt dabei in
der Biologie die Genealogie einer Teilpopulation. Die Zeit bis zum letzten verschmelzen ist
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dann die Zeit bis zum jiingsten gemeinsamen Vorfahren. In Aufgabenteil (a) sehen wir somit,
wie lange es dauert, bis der jlingste gemeinsame Vorfahre fiir eine beliebig grofie Teilpopu-
lation erreicht wurde. Teil (b) beschéaftigt sich dann mit der Gesamtsumme der sogenannten
Astléngen.
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Losung

Die richtige Antwort ist: 6.

Der erste Teil der Losung: ¢t = 1.

Zeigen wir zuerst, dass ein Geschenk der Grofle n in 1 Tag zusammengebaut werden kann,
unabhingig von n. Bis die ersten beiden Elfen mit kompatiblen Geschenkteilen zusammen-
treffen, vergehen 1/(n(n — 1)) Tage. Im néchsten Schritt vergehen 1/((n — 1)(n — 2)) Tage
und so weiter. Insgesamt, also bis die letzten beiden Elfen sich treffen, betrégt die Anzahl der

vergangenen Tage
1 1 1 1 1 1 1

n<n_1>+'”+2.1—(n_1‘n>+ +<1‘2>—1‘n- @
Dies beweist, dass eine minimale Anzahl von Tagen ¢ existiert und ¢ < 1 gilt, d.h. jedes
Geschenk braucht hochstens 1 Tag.
Zeigen wir nun, dass die Gleichheit t = 1 gilt. Nehmen wir das Gegenteil an, also ¢t < 1. Das
bedeutet, dass t = 1 — € Tage benotigt werden, um jedes Geschenk zusammenzubauen, wobei
€ > 0 eine reelle Zahl ist.
Nehmen wir nun an, wir haben ein Geschenk mit n Teilen, wobei n > 1/e (d.h. ein Geschenk
aus sehr vielen Teilen). Geméafl der Gleichung (1) dauert es genau 1 — 1/n Tage ein solches
Geschenk zu erstellen. Da ¢ die Anzahl der Tage ist, in denen jedes Geschenk fertiggestellt
werden kann, bedeutet dies insbesondere, dass

1

1-—-<t=1-=¢
n

Daraus folgt n < 1/¢, was ein Widerspruch ist. Daher kann ¢ nicht echt kleiner als 1 sein.

Der zweite Teil der Losung: k£ kann nicht gefunden werden.

Zeigen wir nun, dass ein k, sodass jedes Geschenk hochstens k Kekse kostet, nicht existiert.
Nehmen wir das Gegenteil an, also dass ein solches k existiert. Wir werden nun eine Zahl n
wéhlen, sodass ein Geschenk aus n Teilen mehr als k Kekse kostet, was ein Widerspruch zu
unserer Annahme ist.

Waéhle n = 2™, wobei m eine natiirliche Zahl mit m > 2k ist. Zeigen wir, dass ein Geschenk
aus n Teilen mehr als k Kekse kostet.

Zu Beginn des Prozesses sind n Elfen unterwegs. Es dauert 1/(n(n—1)) Tage, bis sich zwei von
ihnen treffen, sodass der Elf, der gleich danach geht, 1/(n(n—1)) Kekse ausgezahlt bekommen
muss. Dann bleiben n — 1 Elfen iibrig, und es dauert weitere 1/((n — 1)(n — 2)) Tage, bis sich
wieder zwei von ihnen treffen, sodass der Elf, der gleich danach geht,

n(n1—1)+(n—1)1(n—2) - (nil_i)+(ni2_ni1) :niQ_%

Kekse ausgezahlt bekommt. Allgemein gilt fiir 1 < j < n — 2, dass der j-te Elf, der geht,

RS 1 (Lo,
n(n —1) n—j+)n-353) \n—-1 n n—j mn—j+1
1 1

n—j n
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Kekse erhilt. Die letzten beiden Elfen gehen gleichzeitig und erhalten jeweils

LONURNE S (U0 SRR SN £ USSR
n(n —1) 21 \n—-1 n 1 2)

Kekse. Die Gesamtanzahl der Kekse, die alle Elfen bezahlt bekommen miissen, betrigt

(D) (et (D) )

1 1
— -4 : 2
to ot (2)
Wir werden nun zeigen, dass
1+1+ + ! >k
1 2 n—1

mit der gewéhlten Anzahl von n = 2™ Teilen, was bedeutet, dass die n Elfen mit mehr als &
Keksen bezahlt werden miissen. Dies wiirde den Beweis abschlieflen.
Zu diesem Zweck stellen wir zunéchst fest, dass fiir jedes » > 1 die Summe der Kehrwerte der
folgenden 2" — 1 Zahlen 27—, 2"~1 41, ...,2" — 1, bezeichnet als S,, abgeschitzt werden kann
durch

1 1 1 1 1 1

1 1
4+ >7+7+.,,+7:2T—1.7:

S, = 5
" 2r—1+2r—1+1 or—1 = or 9 or o2

Da n = 2™ gilt, erhalten wir fiir die Gesamtkosten an Keksen (2) folgende Abschétzung:

1 1 1
I—|—7+--~+7251+52+"'+Sm2

2 n—1 +

+ +1_m
2 2

N | —
N | —

Somit benotigt der Weihnachtsmann, um alle Elfen zu bezahlen, mindestens m/2 > k Kekse
fiir ein solches Geschenk.

Wir kommen zu dem Schluss, dass es kein festes k gibt, fiir das jedes Geschenk mit bis zu
k Keksen bezahlt werden kann. Hoffen wir mal, dass der Weihnachtsmann einen guten Ofen
hat.
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14 Das Lagerproblem des Weihnachtsmanns

Autor: Wouter Fokkema
Projekt: 4TU.AMI

INlustration: Vira Raichenko

Aufgabe

Der Weihnachtsmann hat zu wenig Platz, um all seine Geschenke zu lagern! Gliicklicherweise
hat er einen alten Keller gefunden, der noch etwas Platz hat. Der Keller ist in Felder unter-
teilt. Eine Draufsicht des Kellers ist unten dargestellt. Der Weihnachtsmann moéchte so viele
Geschenke wie moglich in diesem Keller lagern.

Allerdings gibt es einige Regeln:

e Ein Geschenk belegt genau 1 Feld.

e Es diirfen keine Geschenke am Eingang und an Stellen platziert werden, an denen die
Decke undicht ist; diese Felder sind mit einem Kreuz markiert.
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Abbildung 1: Das Layout des Kellers des Weihnachtsmanns. Das Kreuz in der Mitte der
untersten Reihe markiert den Eingang. Alle anderen Kreuze markieren Stellen, an denen die
Decke undicht ist.

e 2 Geschenke diirfen nicht in horizontal oder vertikal benachbarten Feldern sein. (Das liegt
daran, dass alle Geschenke dhnlich aussehen und Geschenke, die direkt nebeneinander
liegen, leicht verwechselt werden konnen.)

e Am Eingang des Kellers beginnend muss es méglich sein, jedes Feld ohne ein Geschenk
zu besuchen, indem man horizontal und vertikal durch Felder ohne Geschenke geht. Mit
anderen Worten miissen die Felder ohne Geschenke (einschlielich der Felder mit einem
Kreuz) einen Bereich von Feldern bilden, der orthogonal verbunden ist. (Dies ist wichtig,
da die Geschenke regelméflig inspiziert werden miissen. Daher wére es zusétzliche Arbeit,
sie zu bewegen.)

Santa benétigt deine Hilfe, um die maximale Anzahl der Geschenke zu bestimmen, die in den
Keller passen. Was ist diese maximale Anzahl?

Antwortmoglichkeiten:

1. Elf Geschenke

[\V)

. Zwolf Geschenke

Dreizehn Geschenke

- W

Vierzehn Geschenke
5. Fiinfzehn Geschenke
6. Sechzehn Geschenke
7. Siebzehn Geschenke
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8. Achtzehn Geschenke
9. Neunzehn Geschenke

10. Zwanzig Geschenke
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Losung

Die richtige Antwort ist: 6.

Um die Losung zu finden, zéhlen wir die Anzahl der horizontalen und vertikalen Verbindungen
zwischen den Feldern. Um so viele Geschenke wie mdoglich im Keller unterzubringen, miissen
wir diese Verbindungen so effizient wie moglich nutzen. Insgesamt gibt es 84 Verbindungen.
Ein Geschenk in der Ecke hat 2 Verbindungen zu anderen Feldern, ein Geschenk am Rand
hat 3 Verbindungen, und ein Geschenk in einem anderen Feld hat 4 Verbindungen, siehe
Abbildung 2. Alle Verbindungen, die nicht an Geschenke angrenzen, werden verwendet, um die
Felder ohne Geschenke miteinander zu verbinden. Sei W die Anzahl der Felder ohne Geschenke.
Dann werden mindestens W — 1 Verbindungen benétigt, um diese Felder zu einem Gebiet zu
verbinden.

Abbildung 2: Die verschiedenen Feldtypen und ihre Verbindungen.

Indem wir so viele Geschenke wie moglich in den Ecken und entlang der Rénder platzieren,
bleiben so viele Verbindungen wie moglich iibrig, um die verbleibenden Felder zu einem Be-
reich zu verbinden. In héchstens 3 Ecken kann ein Geschenk platziert werden (aufgrund des
Kreuzes in einer Ecke), und nachdem diese Geschenke platziert sind, passen hochstens 6 wei-
tere Geschenke in Felder an den Réndern. Insgesamt benétigen die Geschenke in den Ecken
und entlang der Rénder 3-2+6-3 = 6 4+ 18 = 24 Verbindungen. Jetzt bleiben noch 40 der 49
Felder iibrig und 60 der 84 Verbindungen. Jedes zusétzliche Geschenk, das wir jetzt platzieren,
bendtigt 4 Verbindungen und 1 Feld. Damit kénnen wir die unten stehende Tabelle erstellen.
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Aufgabe 14

Geschenke | Verbleibende Verbindungen | Felder ohne Geschenke
9 60 40
10 56 39
11 52 38
12 48 37
13 44 36
14 40 35
15 36 34
16 32 33
17 28 32

Wir sehen, dass 16 die grofite Anzahl von Geschenken ist, bei der es theoretisch geniigend
Verbindungen geben kann um alle Felder ohne Geschenke zu verbinden. Um diese Anzahl
zu erreichen, miissen daher 3 Geschenke in den Ecken und 6 Geschenke entlang der Rénder
platziert werden. Wir miissen so wenige Verbindungen wie moéglich verwenden, um die verblei-
benden Felder zu verbinden. Das bedeutet, dass diese Verbindungen nirgendwo einen Kreis
bilden diirfen, denn dann kénnten wir eine Verbindung entfernen und die verbleibenden Felder
wéren immer noch verbunden. Deshalb kann in einer Losung, die 16 Geschenke enthilt, kein
2 x 2 Quadrat von Feldern existieren, das kein Geschenk enthilt. Durch Anwendung dieser
Erkenntnisse konnen wir die Losung Schritt fiir Schritt herausfinden und feststellen, dass eine
Platzierung von 16 Geschenken tatsdchlich moglich ist, siehe Abbildung 3.

Abbildung 3: Eine Losung (tatsdchlich die einzige) um 16 Geschenke im Keller unterzubringen.
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15 Tresor Knacken

Autor: Owen Hearder (FU Berlin)
Projekt: BMS

Ilustration: Zyabya Santaurio

Aufgabe

Aapo war aufgeregt und ein wenig besorgt. Die Leitelfin Priita ging letzten Weihnachten
in den Ruhestand und wéhlte Aapo aus, der neue Leitelf zu sein. Um sich auf das néchste
Weihnachtsfest vorzubereiten, muss Aapo die Anweisungen lesen, wie man Leitelf wird. Da
Priita so lange Leitelfin war, sind die Anweisungen in den Archiven gesperrt.

Die Archive sind auf eine sehr komplexe Weise gesperrt. Priita sagte ihm Folgendes: ,Es gibt
eine Menge von vierstelligen Zahlen, die giiltige Codes fiir dem Tresor sind, und alle enthalten
die Ziffer 6. Ich habe dir einen Algorithmus beschrieben, bei dem die Ausfiihrung der Schritte
2 bis 5 (eine sogenannte Iteration) zu einer Zahl fiihrt. Die giiltigen Codes sind solche Zahlen,
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wo es einen Zeitpunknt gibt, an dem diese Zahl auftaucht und dann ab dort das Ergebnis
weiterer Anwendungen des Algorithmus diese Zahl nicht mehr &ndern.“

Aapo schaut auf das Papier, das sie ihm gegeben hat. In der Tat ist der Algorithmus wie folgt
beschrieben:

1.

2.

3.

4.

0.

Whiéhle eine Zahl zwischen 1 und 9999 mit mindestens zwei verschiedenen Ziffern.
Fiige Nullen vor der Zahl hinzu, um vier Ziffern zu erhalten.

Durch Umstellen der Ziffern bilde die hochste und die niedrigste Zahl.
Subtrahiere die niedrigste Zahl von der hochsten Zahl.

Schreibe diese Zahl auf und befolge damit erneut die Anweisungen ab Schritt 2.

,Das wird alles sein, was du brauchst, um den Tresor zu 6ffnen“, sagte Priita mit einem
Grinsen im Gesicht. Aapo gerdt in Panik, da er denkt, dass es ewig dauern wird, einen Code
herauszufinden! Aber Priita ist optimistisch und lachelt ihn an.

Angenommen, Priita hat recht und die Menge der giiltigen Codes, die den von Priita beschrie-
benen Eigenschaften entsprechen, existiert, wie viele giiltige Codes gibt es dann?

Antwortmoglichkeiten:

1.

2.

10.

1

2

10.
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Losung

Die richtige Antwort lautet: 1.

Die Idee dieser Aufgabe ist, dass wir trotz einer unendlichen Schleife von Anweisungen ir-
gendwann zu einer bestimmten Zahl konvergieren, d.h. das erneute Anwenden von Priitas
Anweisungen auf diese Zahl im Algorithmus &ndert sie nicht. Diese Zahl ist der Code, den sie
fiir den Safe ausgewahlt hat.

Wir behaupten, dass 6174 die einzige vierstellige Zahl ist, bei der nicht alle Ziffern gleich sind
und die die Ziffer 6 enthélt (tatsdchlich kann man zeigen, dass es die einzige vierstellige Zahl
neben 0000 ist), die sich unter Priitas Anweisungen nicht &ndert. Wir nennen eine solche Zahl
einen Fizpunkt.

Zunichst ist es leicht zu sehen, dass sich 6174 nach Anwendung der Schritte 2 bis 5 nicht
andert. Das Umordnen in Schritt 3 ergibt 7641 und 1467; das Subtrahieren in Schritt 4 ergibt
7641 — 1467 = 6174.

Als Nichstes zeigen wir, dass 6174 der einzige Fixpunkt ist. Wir verwenden einen Uber-strich,
wenn wir uns auf die Ziffern einer Zahl beziehen, und nicht auf die Zahl selbst.

Sei zg := abed eine vierstellige Zahl mit Ziffern a, b, ¢, d, so dass die Anwendung von Priitas
Anweisungen auf xy wieder zu x( filhrt. Seien aq,as,as,as eine Umsortierung der Ziffern
a, b, c,d derart, dass aj,as,as, as aufsteigend sortiert sind. In mathematischer Formulierung
bedeutet das

(11,(12,(13,(14:a,b,c,d
und92a42a32a22a120.

Dann ist die hochste Zahl, die wir mit diesen vier Ziffern bilden kénnen, azazaza; und die
niedrigste ist ajasaszas. Das Subtrahieren der niedrigeren ajasaszas von der héheren azazasa;
ergibt die folgende Gleichung:

xo = 1000(ag — a1) + 100(ag — a2) + 10(ag — a3) + (a1 — aq) (3)

Angenommen as = ag, dann gilt

To = 1000(&4 — al) + 100(&3 — a2) + 10(a2 — CL3) + (a1 — a4)
= 1000(agq — a1) + (a1 — aq).

Da wir annehmen, dass xg # 0000 und a4 > a4 ist, folgt

To = (CL4 — a1 — 1)99(10 + a1 — CL4). (4)

Daher muss zg zwei Ziffern haben, die gleich 9 sind, und diese miissen die letzten Ziffern in
der Reihenfolge sein, also a4 = a3 = 9. Aufgrund der Annahme as = ag folgt, dass as =
a3 = ag = 9 ist. Einsetzen von a4 = 9 in Gleichung (4) ergibt o = (8 —a1)99(a; + 1). Es
folgt, dass 9 = a1 + 1, weil a; die kleinste Ziffer ist und alle anderen Ziffern 9 sind. Also gilt
a1 = 8. Andererseits ist a; = 8 — a1, da 8 — a7 kleiner als 9 ist und somit nicht as, ag oder
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a4 entsprechen kann. Insbesondere folgt daraus a; = 4 was ein Widerspruch ist. Daher ist die
Annahme as = as falsch und wir schlussfolgern as < as.

Als Néchstes betrachten wir die Gleichungen, die wir fiir jede Ziffer durch as < a3 erhalten,
und zwar:

a=a4—ay
b=a3—as—1
c=ax—az3+9
d=a; —aq+ 10

Addition der 1. und 4. sowie der 2. und 3. Gleichung ergibt a + d = 10 und b + ¢ = 8.
Beachte, dass die Zahl, die wir durch Befolgen der Anweisungen erhalten, nur von den Ziffern
der Zahl abhéngt, mit der wir angefangen haben, und nicht von der Zahl selbst. Daher igno-
rieren wir zunéchst die Reihenfolge der Ziffern und betrachten nur alle moglichen Paarungen
von Zahlen a,b,c,d, die a + d = 10 und b + ¢ = 8 erfiillen. In mathematischer Schreibweise
heifit das

{a,d} € {{1,9},{2,8}, {3, 7}, {4,6}, {5,5}},
und &hnlich
{b,c} € {{0,8}, {1,7},{2,6}, 3,5}, {4, 4} }.

Unter Verwendung der Bedingung, dass eine der Ziffern eine 6 ist, haben wir nur neun Optionen
fiir azazaza; und ayazazaz:

1. 8640, 0468
2. 7641, 1467
3. 6642, 2466
4. 6543, 3456
5. 6444, 4446
6. 9621, 1269
7. 8622, 2268
8. 7632, 2367
9. 6552, 2556

Subtrahieren wir jeweils die groflere von der kleineren Zahl, so erhalten wir neun mogliche
Kandidaten. Im néchsten Schritt machen wir eine Iteration von den Kandidaten und beobach-
ten, dass nur das Paar 7641, 1467 wieder die gleichen Ziffern ergibt. Subtraktion dieser beiden
Zahlen fiihrt ndmlich zu 6174. Damit ist 6174 der einzige Fixpunkt.
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Wir behaupten auflerdem, dass durch die Durchfithrung von Priitas Routine mit einer belie-
bigen vierstelligen Zahl, die mindestens zwei verschiedene Ziffern enthélt, wir schliellich nach
hochstens 7 Schritten die Zahl 6174 erhalten werden. Der Beweis fiir diese Behauptung geht an
dieser Stelle iiber das Ziel hinaus, weshalb wir interessierte Schiiler bitten, danach zu suchen:
,Kaprekars Routine*. Daher kénnen wir unter der Annahme der Richtigkeit von Priitas Be-
hauptung feststellen, dass Aapo, egal welche Zahl er wéhlt, irgendwann die Zahl 6174 erhalten
wird und danach keine andere Zahl mehr durch erneutes Anwenden von Priitas Anweisungen
erhalten wird.
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16 Das Schafhotel

Autor: Matthew Maat (Universiteit Twente)
Projekt: Combining algorithms for parity games and linear programming

Ilustration:Zyanya Santaurio

Aufgabe

Mit dem Klang des Engelschores noch in ihrer Erinnerung nachhallend, machen sich die Hirten
Ananias, Benjamin, Caius und David auf den Weg nach Bethlehem. Zuvor miissen sie jedoch
ihre Schafe in einem Schafhotel abgeben, da sie grofle Herden verschiedener Schafsarten haben.
Alle vier gehen zu unterschiedlichen Hotels. Die Standardregeln fiir Schafthotels im ersten
Jahrhundert lauten wie folgt:

1. Es diirfen so viele Zimmer benutzt werden, wie man mochte.

2. Es ist nicht erlaubt, zwei verschiedene Schafsarten iiber genau denselben Satz von Zim-
mern zu verteilen. Zum Beispiel, wenn alle schwarzen Schafe auf Zimmer 1 und 2 verteilt
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werden, konnen alle weilen Schafe in Zimmer 1 verweilen oder es konnen die weiflen
Schafe auf Zimmer 1, 2 und 3 aufgeteilt werden, aber die weilen Schafe diirfen nicht
ebenfalls genau auf Zimmer 1 und 2 aufgeteilt werden. Ebenso ist es beispielsweise nicht
erlaubt, alle schwarzen und alle weiflen Schafe nur auf Raum 1 zu verteilen.

3. Fir jede Schafsart = und y gibt es eine Art z (die auch z oder y sein kann), sodass
folgendes fiir jedes Zimmer gilt: Entweder gibt es keine Schafe der Art x,y oder z in
diesem Zimmer, oder es gibt Schafe der Art z in diesem Zimmer und auch Schafe der
Art x und/oder y.

4. Der Preis wird durch das Zimmer mit den meisten Schafsarten bestimmt. Gezahlt werden
so viele Goldstiicke, wie es Schafsarten in diesem Zimmer gibt.

Als Beispiel betrachten wir einen Hirten mit schwarzen (s), weilen (w) und braunen (br)
Schafen und erfiillen die Regeln wie folgt (vgl. Abb. 1):

e 7Zu Regel 1: Der Hirte benutzt zwei Zimmer.

o Zu Regel 2: Er platziert alle weiflen Schafe in Zimmer 1, alle schwarzen Schafe in Zimmer
2 und teilt die braunen Schafe auf Zimmer 1 und 2 auf.

e Zu Regel 3 (vgl. Tabelle in Abb. 1): Wenn z fiir schwarze und y fiir weile Schafe steht,
dann wahlen wir fir z braune Schafe. (Vertauschen wir die Rollen von = und y so wéhlen
wir trotzdem die gleiche Schafsart als z. Nach dieser Konvention wird auch die Tabelle
in Abb. 1 nur verkiirzt dargestellt.)

Wenn z fiir schwarze oder weifle Schafe steht und y fiir braune Schafe, dann wahlen wir
auch z als braune Schafe.

e 7Zu Regel 4: Das Zimmer mit den meisten Schafsarten enthélt in diesem Fall zwei Schafs-
arten. Also bezahlt der Hirte zwei Gold.

OQ .Q

X,y S, W w, br s, br
Z br br br

Abbildung 1: Die giinstigste Aufteilung fiir einen Hirten mit 3 Schafsarten. Oben: Die Auftei-
lung auf die Rdume. unten: Die dazugehdrige Tabelle mit der Abbildung x,y — z.

Nun ist bekannt, dass Ananias 4 Schafsarten hat, Benjamin 5, Caius 6 und David 7. Jeder
Hirte findet aufgrund seiner Erfahrung mit den Regeln schnell die Verteilung der Schafe, die
fiir ihn am wenigsten kostet. Es stellt sich heraus, dass jeder von ihnen nur 3 Zimmer fiir eine
glinstigste Aufteilung bendtigt. Ananias zahlt A Gold, Benjamin zahlt B Gold, Caius zahlt C'
Gold und David zahlt D Gold. Was ist A+ B+ C + D?

71



MATH+ Adventskalender 2023

Aufgabe 16

Antwortmoglichkeiten:

1.
2.
3.

10.

13
14

15

. 16
17

. 18

19

. 20

21

22
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Losung

Die richtige Antwort ist: 3.

Wir behaupten, dass die Verteilung in Abbildung 2 oben optimal beziiglich der Gesamtkosten
der Hirte ist, also 3 +4 + 4 + 4 = 15 Gold der niedrigste Gesamtpreis ist. Eine Zuordnung
x,y — z, die zeigt, dass Regel 3 mit dieser Verteilung niemals verletzt wird, befindet sich in
gekiirzter Form darunter.

—— o®°

i | @ ;. o®
@0 ;, e
@. ;. @5

X,y 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1 23 | 24 | 25 2,6 | 2,7

N

w
w
B
.
(@)
(@)
w
.
ot
W
ot

X,y | 34 | 35 | 3.6 | 3,7 | 4
z 1 A 1 1

K3

16 | 47 | 56 | 57 | 6,7
1| 1 4 5 6

W

Abbildung 2: Oben: Giinstigste Aufteilung der Schafe auf 3 Zimmer fiir jeden Hirten. Unten:
Tabelle einer giiltigen Zuordnung z, y — z in gekiirzter Form: Wenn z, y auf z abgebildet wird,
dann wird auch y, z auf z abgebildet und alle Paare mit x = y werden auf x abgebildet, d.h.
x,x — x. Man beachte auflerdem, dass die Zuordnung fiir alle Hirten giiltig ist, d.h. um
beispielsweise die Zuordnung fiir Benjamin zu erhalten, kénnen alle Eintrdge mit den Ziffern
6 und 7 ignoriert werden.

Bevor wir mit dem Beweis fortfahren, dass die obige Verteilung tatséchlich optimal ist, wollen
wir noch kurz erkléren wie man auf die obige Losung kommen kann. Die entscheidende Beob-
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achtung ist, dass es nur eine Moglichkeit (bis auf Umbenennung der Rédume und Schafsarten)
gibt Davids 7 Schafsarten so aufzuteilen, dass Regel 2 erfiillt ist. Ausgehend von dieser Vertei-
lung, kann man anschlielend die Verteilungen fiir die anderen Hirten finden indem man jedes
mal eine passende Schafsart entfernt.

Nun miissen wir noch zeigen, dass wir die Schafe nicht auf giinstigere Weise verteilen kénnen.
Um das Argument zu erleichtern, sagen wir, dass der Schafstyp z eine Teilmenge des Typs y
ist, wenn es Schafe vom Typ y in jedem Raum gibt, der Schafe vom Typ x hat. Wir sagen
auferdem, dass Typ z die Vereinigung der Typen x und y ist, wenn z genau der Schafstyp ist,
der durch Regel 3 vorgeschrieben ist, d.h. die Schafe vom Typ z sind genau in den Rdumen,
die Schafe vom Typ x oder y enthalten.

Wir beginnen mit Ananias und seinen 4 Schafsarten. Angenommen, Ananias kann seine Schafe
so aufteilen, dass er nur 2 Gold zahlen muss. Wahle zwei beliebige verschiedene Arten x und
y, * # y. Nach Regel 3 gibt es ein z, das die Vereinigung von x und y ist. Angenommen z # x
(wenn z = x ist, kénnen wir x und y vertauschen), dann ist Art x eine Teilmenge von Art
z. Die Rdume mit Schafen der Art z haben also mindestens zwei Arten, da sie bereits x und
z enthalten. Jetzt betrachten wir die anderen beiden Arten neben x und z, sagen wir r und
s. Wenn von Art r Schafe in Rdumen sind, die keine Schafe der Art z haben, dann muss die
Vereinigung von r und z von den Arten r, z verschieden sein und kann nicht z sein. Aber dann
muss die Vereinigung auch Schafe in den RAumen haben, in denen Schafe von x sind, also
haben wir drei Arten im selben Raum, was ein Widerspruch ist. Die Schafe der Art » kénnen
also nur in Réumen sein, in denen die Art z ist, und natiirlich nicht dort, wo z ist (da sonst
dort wieder drei Schafsarten wéren). Angenommen, die Schafe der Art r sind nicht in allen
R&umen, in denen die Art z, aber nicht die Art x ist. Dann ist die Vereinigung von r und
x von z verschieden. Denn es gibt mindestens einen Raum mit Schafen der Art z, der nicht
die Arten x oder r enthélt. Somit haben wir wieder drei Arten von Schafen in den Rdumen
mit z-Schafen. Die Schafe der Art r miissen also genau in den Rdumen von z, aber ohne x,
sein. Aber dasselbe gilt fiir s. Dann verstoflen die Arten r und s jedoch gegen Regel 2. Daher
kénnen wir schlussfolgern, dass es nicht moglich fiir Ananias ist nur 2 Gold zu zahlen.

Nun zu Benjamin. Wir stellen fest, dass wir in unserem Beweis fiir vier Schafsarten immer
drei Arten x, y und z finden konnten, sodass x eine Teilmenge von ¥ ist, und y eine Teilmenge
von z ist; dies gilt also auch fiir fiinf Arten. Angenommen, r und s seien die verbliebenen zwei
Schafsarten (also sind r und s nicht z, y oder z). Nehmen wir weiter an, dass Benjamin nur
3 Gold bezahlen muss. Da es bereits 3 Schafsarten in den Rdumen mit Art x gibt, kann es
in diesen Rdumen keine weiteren Arten geben. Daher miissen 7 und s in R&umen ohne Art x
sein. Was kann dann die Vereinigung von z und r sein? Es kann nicht s sein, weil es dann einen
Raum mit sowohl x als auch s gébe. Die Vereinigung muss also y oder z sein. Dasselbe gilt fiir
die Vereinigung von x und s: sie muss y oder z sein. Das bestimmt jedoch schon die Rdume
fiir die Arten r und s: eine von ihnen ist in den Rdumen, die die Art z haben, aber nicht z;
und die andere ist in den R&umen mit y, aber nicht x. Aber jetzt enthalten die Rdume, die
Schafe der Art y und z, aber nicht der Art x haben, auch die beiden Arten r und s: also vier
Schafsarten insgesamt. Wir kommen zu dem Schluss, dass 3 Goldstiicke fiir Benjamin nicht
ausreichen. Da die Aufteilung der Schafe mit mehr Arten schwieriger wird, folgt, dass auch
Caius und David nicht mit 3 Gold auskommen.
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17 Die bunten Weihnachtsgeschenke

Autor: Lukas Protz
Projekt:  MATH-+

Illustration:Friederike Hofmann

Aufgabe

Zur Entlastung der Elfen bei der Farbung von Geschenkverpackungen, die in der Form ei-
nes Wiirfels sind, hat der eifrige Elf Eifi eine Maschine gekauft. Diese soll die Farbungen
fir die Elfen {ibernehmen. So eifrig wie Eifi ist, hat er auch schon alle Deckel fiir die Ge-
schenkverpackungen mit der Maschine anfertigen lassen. Sie sind alle mit gelben Sternen auf
dunkelblauem Hintergrund gefarbt.

Leider hat Eifi vergessen vorher den Weihnachtsmann zu fragen, ob die Elfen die Maschi-
ne {iberhaupt benutzten diirfen. Dieser ist ndmlich nicht begeistert dariiber, dass die Deckel
der Geschenke alle gleich aussehen. Damit er beim Austeilen der Geschenke an Weihnachten
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moglichst schnell das richtige findet, hatte er am liebsten, dass alle Geschenke unterschiedlich
aussehen. Auch findet er bunte Geschenke viel schoner als einfarbige.

Eifi versucht den Weihnachtsmann zu beruhigen. Dazu zeigt er ihm, dass die Maschine jede
der iibrigen fiinf Seiten eines Geschenks zufillig farben kann. Fiir die Farbung stehen sogar
neun unterschiedliche Farben zur Verfiigung.

Abbildung 1: Ein bereits verpacktes Geschenk. oben links: Das Geschenk von einer Seite,
oben rechts: Das gleiche Geschenk von der gegeniiberliegenden Seite, unten: Der Netzplan der
Geschenkverpackung ohne Deckel.

Der Weihnachtsmann ist davon jedoch nicht iiberzeugt. Es konnte trotzdem passieren, dass
ein Geschenk nur in einer oder zwei Farben gefarbt wird. Daher macht er Eifi ein Angebot.
Er soll zunéchst bestimmen, wie viel unterschiedliche Farbungen der Verpackung ohne Deckel
es mit den neun Farben gibt. Dabei sind zwei Geschenke unterschiedlich gefarbt, falls sie sich
nicht nur durch Spiegelungen oder Drehungen voneinander unterscheiden. Sei a der Anteil
aller Farbungen, bei denen die Anzahl der Seiten, die die gleiche Farbe wie eine andere Seite
haben, hochstens zwei betrdgt. Die Elfen diirfen die Maschine benutzen, wenn der Anteil a
grofler als 0,7 ist. Ansonsten miissen sie wie immer alle Geschenke selbst einfarben, damit
immer alle Seiten eine unterschiedliche Farbe haben. Wie hoch ist der Anteil a der Geschenke
mit hochstens zwei gleichfarbigen Seiten?
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Erkldrung von Spiegelung und Drehung
Um das Konzept der Spiegelung zu erkldren, betrachten wir zwei 2 x 4 Gitter:

Diese Gitter sind nicht verschieden, da sie sich nur durch eine Spiegelung zwischen den beiden
Reihen unterscheiden.
Um das Konzept der Drehung zu erkléren, betrachten wir erneut zwei 2 x 4 Gitter:

Diese Gitter sind nicht verschieden, da sie sich nur um eine Drehung mit Drehwinkel 7 (oder
180°) unterscheiden.

Antwortmoglichkeiten:
1.a<0,1
2.0,1<a<0,2
3.0,2<a<0,3
4.0,3<a<0,4
5. 0,4<a<0,5
6. 0,5<a<0,6
7. 0,6 <a<0,7
8. 0,7<a<0,8
9. 0,8<a<0,9

10. 0,9 < a
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Losung

Die richtige Antwort ist: 7.

Um die Losung zu bestimmen, zédhlen wir systematisch alle méglichen unterschiedlichen Farbungen.
Um dies zu tun, unterscheiden wir nach der Anzahl der verwendeten Farben. Dazu modellieren
wir den Wiirfel als das Netz seiner Seiten ohne den Deckel (wie im Beispiel). Auflerdem wollen
wir noch anmerken, dass sich zwei Wiirfel im Raum nur dann durch eine Rotation oder Spie-
gelung unterscheiden, wenn ihre Netze in der Ebene sich durch eine Rotation oder Spiegelung
unterscheiden.

1. Nur eine Farbe wird verwendet. In diesem Fall gibt es nur eine Moglichkeit den Kar-
ton zu farben. Da es neun unterschiedliche Farben gibt, erhalten wir neun verschiedene
Geschenke.

2. Genau zwei Farben werden verwendet. Wir behaupten, dass es insgesamt fiinf unter-
schiedliche Farbungsmoglichkeiten gibt (bis auf Drehungen und Spiegelungen). Um die
Aufteilung der Farben besser beschreiben zu kénnen, verwenden wir die Schreibweise
1 — 4, wenn eine Seite in der einen Farbe und die {ibrigen vier Seiten in der anderen
Farbe gefirbt werden. Ahnlich bedeutet dann 2 — 3, dass zwei Seiten in einer Farbe und
drei in der anderen gefiarbt werden. Die fiinf Moglichkeiten sind in Abbildung 2 zu sehen.

b a
1—4 b |a|b b |b|b
b b
a a a
2-3 b |b | b a | b|b b |a|b
a b b

Abbildung 2: Die fiinf Moglichkeiten ein Geschenk mit zwei Farben zu farben. Als Platzhalter
fiir die Farben wurden Kleinbuchstaben verwendet.

Die Anzahl der Moglichkeiten zwei Farben auszusuchen ist dann 9 - 8, wodurch sich eine
Gesamtanzahl von 5-9-8 moglichen Geschenken fiir diesen Fall ergibt. Die Farben miissen
hierbei nacheinander ausgesucht werden, damit wir entscheiden konnen welche Farbe auf
weniger Geschenkseiten benutzt wird. Wiirden wir die Farben stattdessen gleichzeitig
aussuchen, hatten wir keine Moglichkeit mehr die Farbaufteilung zu bestimmen.

3. Genau drei Farben werden verwendet. Wir verwenden dieselbe Schreibweise wie oben.
Die Optionen fiir diesen Fall sind 1 — 1 — 3 oder 1 — 2 — 2, siche Abbildung 3.

Bei allen Fillen, ausgenommen dem ersten und den letzten beiden, gibt es jeweils eine
Spiegelung (grau gestrichelt), die zwar die Namen der Farben vertauscht, aber nicht die
Aufteilung der Farben an sich. Deswegen gibt es fiir diese Moglichkeiten nicht 9 -8 - 7
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b a a
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Abbildung 3: Die sieben Moglichkeiten ein Geschenk mit drei Farben zu farben.

Farbungen (Anzahl Moglichkeiten, drei Farben aus den neun Farben in Reihenfolge
auszusuchen), sondern nur halb so viele. Insgesamt ergeben sich also (% + 3) -9-8-7
Férbungen.

4. Es werden genau vier Farben verwendet. In diesem Fall gibt es nur die Option 1—1—1-—2,
siehe Abbildung 4.

~er{-art-e-t
o

b
1-1-1-2 | ¢|a|d clald b
b

Abbildung 4: Die drei Moglichkeiten ein Geschenk mit vier Farben zu féarben.

In jedem Fall gibt es diesmal eine Spiegelung, die die Farbnamen aber nicht die Farbauf-
teilung vertauscht. Daher gibt es insgesamt % -9.8-7-6 Farbungen.

5. Genau fiinf Farben werden verwendet. Das heif3t jede Seite wird in einer anderen Farbe
bemalt. Insgesamt erhdlt man durch Spiegelungen und Drehungen acht symmetrische
Versionen. Dadurch ergeben sich % -9.8-7-6-5 Farbungen.

Addieren wir alle Farbungsmoglichkeiten der einzelnen Félle erhalten wir 9315. Die Anzahl
der Farbungen, bei denen hochstens zwei Seiten die gleiche Farbe haben erhalten wir durch
Addition der Méglichkeiten aus den letzten beiden Féllen. Sie betrdgt 6426. Damit ergibt sich

a=20,6899...

Also miissen die Elfen leider doch alle Geschenke selbst bemalen, es sei denn Eifi besorgt
néchstes Jahr nicht nur die Deckel, sondern sogar alle Geschenkverpackungen vorzeitig...
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18 Stammbaum der Elfen

Autor: Andrei Coméneci (TU Berlin)
Projekt: Graduiertenkolleg , Facets of Complexity* (GRK 2434)

Ilustration: Zyanya Santaurio

Aufgabe

Die jungen Weihnachtselfen haben kiirzlich in der Elfenschule das faszinierende Konzept der
Evolution und die Klassifizierung der Elfen in einen groflen Stammbaum kennengelernt. Die
Elfen sind schon immer bekannt gewesen fiir ihren festlichen Geist und ihre Hingabe Santa
Claus zu helfen, aber jetzt sind sie begierig darauf, ihre eigene Geschichte zu erkunden. Ihnen
wurde beigebracht, wie sich die Elfen im Laufe der Zeit entwickelt und sich an verschiedene
Klimazonen und Umgebungen angepasst haben.

Zum Beispiel zeigt Abbildung 1 die evolutiondre Geschichte von vier Elfenfamilien. Weih-
nachts- und Schneeelfen sind am engsten miteinander verwandt und teilen einen gemeinsamen
Vorfahren von vor 2 Millionen Jahren. Andererseits sind Mondelfen am wenigsten eng mit den
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Ozeanelfen

— Schneeelfen

— ——— Weihnachtselfen

Mondelfen

I T T T 1

8 6 4 2 0
Abbildung 1: Stammbau der Elfen. Die X-Achse zeigt die Zeit in Millionen Jahren an.
anderen verwandt, da ihr gemeinsamer Vorfahre mit jeder anderen Spezies 8 Millionen Jahren

zuriickliegt. Die Zeiten der jiingsten gemeinsamen Vorfahren sind in Tabelle 1 zusammengefasst
und dienen zur Messung der Unterschiede zwischen den Elfenfamilien.

O S W M

Ozeanelfen (O) | 0 6 6 8
Schneeelfen (S) 6 0 2 8
Weichnachtselfen (W) | 6 2 0 8
Mondelfen (M) | 8 8 8 0

Tabelle 1: Dissimilaritdtsmatrix der Elfenfamilien

Zehn junge Elfen wollten mehr iiber ihre evolutiondre Geschichte erfahren, also suchten sie im
Archiv des Nordpols nach dem ,Grolen Buch der Elfenevolution“. Leider wurde dieses alte
Buch im Laufe der Jahre schwer beschidigt, was zum Verlust vieler Informationen fiihrte. Die
Dissimilaritatsmatrix war jedoch grofitenteils intakt. Die wenigen fehlenden Eintrage sind in
Tabelle 2 mit W, X, Y und Z markiert.
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Tabelle 2: Dissimilaritdtsmatrix mit fehlenden Eintrégen

Die kleinen Elfen erkannten, dass nicht jeder Wert fiir die fehlenden Eintrége giiltig sein
konnte, und es moglich ist, den Stammbaum aus der Matrix zu rekonstruieren, sobald sie
die vollstandige Matrix haben. Nachdem sie einige Moglichkeiten in Betracht gezogen hatten,
schlug jeder der zehn Elfen potenzielle Werte fiir die fehlenden Eintréige vor. Allerdings ist nur
einer ihrer Vorschlédge eine giiltige Option. Welcher der zehn Elfen lag richtig?

81



MATH+ Adventskalender 2023 Aufgabe 18

Antwortmoglichkeiten:

1L W=7 X=1,Y="7,2=T17

2. W=8X=1,Y=1,Z=7

3 W=7 X=2Y=51Z=5

4L W=7X=2Y=1,72=7

5 W=8X=1,Y=52=7

6. W=8X=1,Y=72=7

T W=7X=2Y=1,72Z=5

8 W=7X=1,Y=572=5

9. W=7 X=2Y=517Z=17

100 W=8X=1,Y=52=5
Anmerkung: Ein Graph ist ein Paar G = (V| E), wobei V eine Menge von Knoten und E eine
Menge von Kanten bezeichnet. Ein Zyklus in einem Graphen ist eine Folge von verschiedenen
Knoten vy, ..., v, mit n > 3, so dass {vi,ve},{ve,v3},...,{vn-1,vn},{vn,v1} € E. Ein Baum
ist ein Graph ohne Zyklen, und ein gewurzelter Baum ist ein Baum mit einem ausgezeichnetem
Knoten, der sog. Wurzel.
Projektbezug:

Phylogenetische Bdume (auch im iiblichen Sprachgebrauch Stammb#ume genannt) sind ein
Mittel zur Darstellung der evolutiondren Geschichte der untersuchten Spezies (fiir weitere
Details konnte man zum Beispiel die Website: http://tolweb.org/tree/ konsultieren). Die
Matrixdarstellung ist eine alternative Moglichkeit, die Beziehungen zwischen den Spezies zu
betrachten. In einem Projekt der TU Berlin konzentrieren wir uns darauf, phylogenetische
Baume mithilfe der tropischen Geometrie zu analysieren. Fehlende Daten sind in der Praxis
h&ufig, daher ist das Ausfiillen der fehlenden Eintréige ein géngiger Schritt in der Vorverarbei-
tung.

82


http://tolweb.org/tree/

MATH+ Adventskalender 2023 Aufgabe 18

o] —g
4»—0Aij i J 4‘Aij J
-0 Ajji
o[ of
M 0 M mo 0

Abbildung 2: Die zwei verschiedenen Stammb&ume die man fiir drei Arten erhalten kann.

Losung

Die richtige Antwort ist: 9.

Definieren wir einen Graphen, der als Knoten die Menge der elf Arten (A, ..., I) und die Men-
ge der paarweise jiingsten gemeinsamen Vorfahren (jgV) enthélt. Ein Vorfahre ist durch eine
Kante mit seinem direkten Nachfahren verbunden. Dieser Graph ist ein gewurzelter Baum,
dessen Wurzel der jlingste gemeinsame Vorfahre aller Elfentypen ist.

Wahlt man drei verschiedene Arten aus und betrachtet die auf sie beschrinkte Evolutionsge-
schichte, erhélt man einen der beiden Félle aus Abbildung 2. Wir bezeichnen sie im Folgenden
mit ¢, j und k und den jgV von i und j mit A;; sowie den zugehorigen Eintrag in der Dissimi-
laritdtsmatrix mit d;;. Analog dazu definieren wir A;z, Ajx und d, dji. Mit A;j, bezeichnen
wir den jgV von allen drei Arten.

Zunichst stellen wir fest, dass zwei der Vorfahren A;;, Ajr, Asi gleich sein miissen, denn anson-
sten enthélt der Graph den Zyklus i, A;j, j, Aji, k, Ajx. Ohne Beschréankung der Allgemeinheit
sei A;i, = Ajj, (ansonsten benennen wir die Namen der Arten um, sodass die Aussage stimmt).
Analog erhalten wir, dass A;; = Aj, = Ajji gelten muss. Damit ergeben sich die zwei in
Abbildung 2 dargestellten Situationen, indem unterschieden wird, ob A;; gleich A;;;, ist oder
nicht.

1. Falls A;; = Ay = Ajr = Agji gilt, befinden wir uns im Szenario auf der linken Seite. Der
jingste gemeinsame Vorfahre (jgV) fiir jedes Paar der ausgewéhlten Arten ist derselbe.
Mit anderen Worten, die Dissimilaritaten d;j, dix und d;i sind alle gleich M (wie in Abb.
2 definiert).

2. Falls Aj; # Ay, = Ay, = Ayjp gilt, befinden wir uns im Szenario auf der rechten Seite.
In Bezug auf die Dissimilaritdtsmatrix bedeutet dies, dass d;; einen kleineren Wert als
d; hat, wobei letzterer gleich djj, ist.

Fiir beide Falle gilt, dass der fiir drei verschiedene Arten ¢, j und k héchste Wert unter d;;,
d;r, und djj, zweimal auftritt. Eine Dissimilaritdtsmatrix mit dieser Eigenschaft, die fiir jedes
Tripel {i, 7, k} gilt, wird ultrametrisch genannt. Wir machen Gebrauch von dieser Eigenschalft,
um die fehlenden Eintrage zu ergénzen.

Der Eintrag W steht fiir den Abstand zum jgV von B und I. Um die obige Eigenschaft an-
zuwenden, miissen wir eine andere Art S finden, so dass dpg # dis gilt. Betrachten wir zum
Beispiel S = C, so haben wir dgc = 5 < 7 = di¢. Die obige Eigenschaft besagt, dass das
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Maximum der Werte dg;r = W, dgc = 5 und dig = 7 zweimal angenommen wird, was nur bei
W =7 der Fall ist.

Wir verfahren ahnlich um die anderen Werte zu erhalten:

e betrachten wir das Tripel {G, H, I}, so erhalten wir X = 2: das Maximum von X, 1 und
2 muss zweimal angenommen werden;

e betrachten wir das Tripel {B, C, D}, so erhalten wir Y = 5: das Maximum von Y, 1 und
5 muss zweimal angenommen werden;

e betrachten wir das Tripel {B,E, F}, so erhalten wir Z = 7: das Maximum von Z, 1 und
7 muss zweimal angenommen werden.

Die daraus resultierende, vollstdndige Dissimilaritdtsmatrix ist in Tabelle 3 aufgefiihrt.

>
vs]
@)
S
=
(®)
s

s s O = =3 1 =7 ool
O = N = = 300 0o+

—~ T QEHEHIOQwm >
CO 00 00 GO 0O 0O GO GO O
N RN EEN IS RN IS < W o'
ESIEN IR SRS IR SO R s
ENEEN BN B N R e Al e
N N SO e N TN RN e
NN O R R =T =1 =1
= O N R B =1 =1 =T

Tabelle 3: Vollstédndige Dissimilaritdtsmatrix

Wenn wir die Werte der Dissimilaritdtsmatrix kennen, kénnen wir schliefllich den Baum re-
konstruieren. Wir gehen dabei Schritt fiir Schritt vor. Zunéchst fligen wir den jlingsten ge-
meinsamen Vorfahren (jgV) fiir Elfenarten mit der Dissimilaritét eins hinzu. Aus der Tabelle
kénnen wir ablesen, dass dop = dgr = di; = 1. Siehe Abbildung 3.

84



MATH+ Adventskalender 2023 Aufgabe 18

Jo.o L, T

A B C D E F G H I

Abbildung 3: Teil des Stammbaums bei Betrachtung der Dissimilaritdten gleich eins.

Als néchstes schauen wir uns alle Dissimilaritdten gleich zwei an. Aus der Tabelle geht hervor,
dass dgg = dgr = 2 gilt, also tragen wir den jgV von G, H und I auf Hohe 2 ein und verbinden
ihn mit dem jgV von H und I, der auf Hohe 1 liegt. Siehe Abbildung 4.

Jo.o LT

A B C D E F G H I

Abbildung 4: Teil des Stammbaums nach Eingabe von Dissimilaritdten von héchstens zwei

85



MATH+ Adventskalender 2023 Aufgabe 18

Wir setzen diesen Prozess fort und erhalten den vollstindigen Baum, der in Abbildung 5
dargestellt ist.

innln

A B C F G H I

Abbildung 5: Stammbaum entsprechend der Losung

Im Allgemeinen kann der Stammbaum aus der Matrix mit Hilfe einer beliebigen hierarchischen
Clustermethode rekonstruiert werden, wie sie in dem Buch [3] beschrieben werden.

Man koénnte auch versuchen, den Baum aus der unvollstdndigen Matrix zu rekonstruieren.
Eine Methode dafiir, die &dhnlich wie das hierarchische Clustering funktioniert, wird in [2]
beschrieben.
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19 Dreiecksspiel

Autor*innen: Hajo Broersma, Jesse van Rhijn (University of Twente)
Projekt: 4TU.AMI

Ilustration: Vira Raichenko

Aufgabe

In ihrer Freizeit spielen einige der Elfen des Weihnachtsmanns gerne ein Spiel, das sie ,Fort-
geschrittenes Tauziehen“ nennen. Bei diesem Spiel werden die Elfen in zwei (moglicherweise
ungleich grofie) Teams aufgeteilt, die sich durch gelbe und blaue Hiite unterscheiden. Alle teil-
nehmenden Elfen stehen in einem Kreis und verbinden sich untereinander mit Seilen, sodass je
zwei Elfen durch ein Seil verbunden sind. Jedes Team versucht das andere Team durch Ziehen
an den Seilen auf ihre Seite zu ziehen.

Die Seile, die fiir dieses Spiel verwendet werden, kénnen eine von zwei Farben haben, rot oder
griin. Allerdings hat die Farbe eines Seils keine Bedeutung fiir das Spiel und kann beliebig
gewdhlt werden. Eine zuschauende Elfe bemerkt, dass es manchmal, besonders wenn viele
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Elfen teilnehmen, vorkommt, dass drei Elfen aus einem Team alle untereinander mit Seilen
der gleichen Farbe verbunden sind. Wir nennen dies ein perfektes Dreieck, siehe Abbildung 1
fiir ein Beispiel.

Abbildung 1: Ein Beispiel fiir ein fortgeschrittenes Tauziehspiel mit acht Elfen. Griine Seile sind
als durchgezogene Linien, rote Seile als gestrichelte Linien gezeichnet. Blaue Punkte stellen
Elfen mit einem blauen Hut dar, gelbe Punkte (mit schwarzem Punkt in der Mitte) stellen
Elfen mit einem gelben Hut dar. Die Elfen 1, 3 und 5 bilden ein perfektes Dreieck: Sie sind
paarweise miteinander durch griine Seile verbunden, und jeder von ihnen trégt einen gelben
Hut.

Was ist die kleinste Anzahl von Elfen, die an einem fortgeschrittenen Tauziehen teilnehmen
miissen, damit es garantiert ein perfektes Dreieck gibt?
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Antwortmoglichkeiten:

1. Sechs Elfen.

2. Sieben Elfen.
3. Acht Elfen.

4. Neun Elfen.

5. Zehn Elfen.

6. Elf Elfen.

7. Zwolf Elfen.

8. Dreizehn Elfen.
9. Vierzehn Elfen.

10. Solch eine Zahl existiert nicht (wir konnen Farben immer so zuweisen, dass wir ein
perfektes Dreieck vermeiden).
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Losung

Die richtige Antwort ist: 6.

Betrachten wir zunéchst eine etwas einfachere Frage: Wenn drei Elfen durch gleichfarbige
Seile verbunden sind, nennen wir dies ein monochromatisches Dreieck. Wie in der Aufgabe
definiert, ist ein perfektes Dreieck dann ein monochromatisches Dreieck in dem jede Elfe die
gleiche Hutfarbe tragt. Wir beginnen mit den Beweis, indem wir per Widerspruch zeigen, dass
sechs Elfen ausreichen, um zu garantieren, dass es ein monochromatisches Dreieck gibt.

Wir nehmen also an, dass wir sechs Elfen haben ohne ein einziges monochromatisches Dreieck
unter ihnen. Betrachte eine Elfe e. Diese Elfe ist mit allen anderen Elfen durch insgesamt fiinf
Seile verbunden. Mindestens drei dieser Seile haben dieselbe Farbe, zum Beispiel griin. Betrach-
te die drei Elfen e, es und es auf der anderen Seite dieser Seile. Wenn zwei dieser drei Elfen
durch ein griines Seil verbunden sind, dann bilden sie ein monochromatisches (griines) Dreieck
zusammen mit e. Wir konnen also annehmen, dass diese drei Nachbarn von e untereinander
durch rote Seile verbunden sind. Dann aber bilden eq, e5 und eg selbst ein monochromatisches
(rotes) Dreieck. Es geniigen also sechs Elfen, um ein monochromatisches Dreieck zu finden.

Abbildung 2: Eine Farbung der Seile zwischen fiinf Elfen, die kein monochromatisches Dreieck
enthalt.

Andererseits, wenn es nur fiinf Elfen gibt, dann ist es einfach, eine Farbung der Seile zu
finden, die monochromatische Dreiecke vermeidet, siche Abbildung 2. Daraus schliefflen wir
also, dass sechs die minimale Anzahl von Elfen ist, die wir brauchen um die Existenz eines
monochromatischen Dreiecks zu garantieren.

Nun zeigen wir, dass elf Elfen ausreichen, um die Existenz eines perfekten Dreiecks zu garantie-
ren. Mit elf Elfen, muss es mindestens sechs Elfen geben, die die gleiche Hutfarbe tragen. Aus
dem vorherigen Ergebnis wissen wir, dass es unter diesen sechs Elfen ein monochromatisches
Dreieck geben muss. Ein monochromatisches Dreieck zwischen Elfen, die die gleiche Hutfarbe
tragen, ist aber ein perfektes Dreieck nach Definition. Also geniigen tatséchlich elf Elfen.

Der letzte Schritt besteht darin zu zeigen, dass wir mit zehn Elfen Hiite und Seile so farben
koénnen, dass es kein perfektes Dreieck gibt. Zunéchst teilen wir die zehn Elfen in zwei Fiinferteams
auf und geben allen Elfen des einen Teams blaue Hiite, und allen Elfen des anderen Teams
gelbe Hiite. Dann verbinden wir die Elfen innerhalb eines Teams wie in Abbildung 2 mitein-
ander, und verbinden zwei Elfen aus verschiedenen Teams auf beliebige Weise miteinander.
Jedes perfekte Dreieck miisste vollstéandig aus Elfen aus einer der beiden Teams bestehen. Da
die Farbung in Abbildung 2 kein monochromatisches Dreieck enthélt, gibt es kein perfektes
Dreieck unter den zehn Elfen mit dieser Zuordnung.
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20 Santas Digitales Dilemma

Autor: Christoph Graczyk (ZIB)
Projekt:  IOL

Mlustration: Christoph Graczyk
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Aufgabe

Inmitten des endlosen Schnees und der funkelnden Sterne des Nordpols vollzog der Weih-
nachtsmann eine moderne Wendung. Um weltweit besser erreichbar zu sein, richtete er einen
dedizierten E-Mail-Posteingang fiir die herzlichen Weihnachtswiinsche der Kinder ein. Das
Verfassen personalisierter Antworten auf Millionen von E-Mails scheint jedoch selbst fiir den
Weihnachtsmann zu weit zu gehen.

Die Elfen, immer bereit, den Weihnachtsmann zu unterstiitzen, beriefen einen Notfallrat ein,
um das Problem zu l6sen. Die jlingeren Elfen, wie Elvin, befiirworteten den Einsatz moder-
ner Technikwunder wie Large Language Models. ,Stellt euch vor“, rief er aus, ,automati-
sches Kartenschreiben mit dem neuen Computer, den wir fiir E-Mails verwenden!“ Aber der
Weihnachtsmann zogerte, besorgt dariiber die personliche Note zu verlieren, die seine Karten
ausmachte.

Hier schlug Elara, die dlteste der Elfen, einen Mittelweg vor. ,Warum verwenden wir nicht
etwas Ahnliches wie ein Bigram Model? Es ist die Grundlage von sprachgenerierenden Werk-
zeugen. Es kann helfen, die einfiihrenden und abschlieSfenden Satze der Karten auszuwéhlen,
basierend auf unserer reichen Geschichte personalisierter Karten. Auf diese Weise konnte der
Weihnachtsmann immer noch die Hauptbotschaft verfassen. Das Modell wiirde nur Santas ei-
gene Phrasen als Vokabular verwenden, um die Karten zu generieren, anstatt nur die einzelnen
Buchstaben des Alphabets, die in diesen Modellen sonst verwendet werden.*

Elaras Idee war einfach. Durch die Analyse vergangener Karten konnten sie vorhersagen, wie
wahrscheinlich es ist, dass eine Phrase erscheint, basierend auf den vorherigen Phrasen. Da-
durch wiirde die Essenz von Santas Botschaften bewahrt und der Prozess beschleunigt werden.
Um dies zu demonstrieren, tauchte Elara in die Archive ein und zog eine zuféllige Stichprobe
von 10.000 Karten heraus.

Jede Karte, die der Weihnachtsmann schrieb, hatte typischerweise die gleiche Struktur: einen
Eroffnungssatz gefolgt von seiner personlichen Botschaft, dann einem

Abschlusswunsch und einem Abschiedssatz vor Santas Unterschrift. Elara analysierte die
Proben aus den Archiven akribisch. Nachfolgend sind einige exemplarische Statistiken fiir die
Haufigkeit der Verwendung bestimmter Phrasen aufgefiihrt.

Eroffnungssatze:
e Wenn der Winterwind flistert“ - 220 Vorkommen.
e _Unter dem schimmernden Nordlicht“ - 180 Vorkommen.

Abschlusswiinsche: Die Auswahl des Abschlusswunsches héngt nur von den gegebenen
Eroffnungssétzen ab:

e Fir Karten, die mit ,Wenn der Winterwind fliistert“ beginnen:

— Anféinge:
* ,Fine Schneeflocke hallt durch die frostige Luft und“ - 70 Vorkommen.
x In der einzigartigen Reise jeder Schneeflocke“ - 150 Vorkommen.

— Enden:
* ,spielt eine Melodie aus Freude und Hoffnung.“ - 100 Vorkommen.
* ist die Geschichte von tausend Sternen.“ - 120 Vorkommen.
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e Fir Karten, die mit ,,Unter dem schimmernden Nordlicht“ beginnen:

— Anfange:
*  Wenn der Kamin leise knistert,* - 80 Vorkommen.
* . Mit der Ruhe einer winterlichen Nacht,* - 100 Vorkommen.
— Enden:
x ,moge dein Herz frohlich und leicht sein.“ - 90 Vorkommen.
* ,lass, Warme und Geborgenheit in deinem Herzen wohnen.“ - 90 Vorkommen.
Abschiedssatz:

e Aus dem Winterwunderland“ - 245 Vorkommen.
o  Mit festlicher Frohlichkeit“ - 155 Vorkommen.

Jedoch iibersah Elvin in seiner Aufregung einen entscheidenden Aspekt des Modells. Im Gegen-
satz zum tatsdchlichen Bigram-Modell, das die Wahrscheinlichkeit der Phrasen in Abhéngigkeit
von der vorherigen Phrase lernt, war Elvins Modell viel einfacher. Sein Modell wahlt Phrasen
auf Grundlage ihrer relativen H&ufigkeit aus, mit dem zusétzlichen Kriterium, dass der Be-
ginn der Abschlusswiinsche vom Eréffnungssatz abhédngt. Aber anders als Elara erklért hatte,
behandelt sein Modell die gegebenen Enden der Abschlusswiinsche unabhéngig von den gege-
benen Anfingen der Abschlusswiinsche. Dieser Fehler kénnte zur Erstellung ungewdhnlicher
oder sogar sinnloser Kombinationen fithren. Fiir den Weihnachtsmann waren die schlimmsten
dieser Kombinationen die, die ein fehlendes Subjekt im Abschlusswunsch haben.

Frage:

Mit dem auf der Stichprobe basierenden Modell und unter Beriicksichtigung von Elvins Versdumnis,
wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Karte, die der Weihnachtsmann in diesem Jahr
erstellt hat,

e mit einem der gegebenen Eréffnungssétze beginnt,
e cinen grammatikalisch inkorrekten Abschlusswunsch enthélt, bei dem das Subjekt fehlt,
e und mit einem der gegebenen Abschiedssétze endet?

Hinweis: Bei dem Imperativsatz ,...., lass Warme und Geborgenheit in deinem Herzen woh-
nen.“ darf angenommen werden, dass ein Subjekt (implizit) gegeben ist.
Die beiden falschen Sdtze sind:

e .Wenn der Kamin leise knistert, ist die Geschichte von tausend Sternen*(,Wer oder was
ist die Geschichte von tausend Sternen?*)

e  Mit der Ruhe einer winterlichen Nacht, ist die Geschichte von tausend Sternen“(,Wer
oder was ist die Geschichte von tausend Sternen?*)

Antwortmoglichkeiten:

1. 6.075%
2. 2.73375%
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3. 0.0216%
4. 0.00972%
5. 0.243%
6. 0.436%
7. 0.78%

8. 10.45%
9. 3.34%
10. 0.89%
11. 100%

Projektbezug:

Das IOL-Forschungslabor widmet sich der Erkundung der Schnittstelle von mathematischer
Optimierung und maschinellem Lernen mit dem Schwerpunkt auf der Entwicklung innovativer
Techniken fiir das Lernen und die Optimierung. Durch die Integration dieser beiden Bereiche
strebt die Gruppe an, neue Ansétze zur Losung komplexer Probleme zu schaffen, die die
Starken sowohl der Optimierung als auch des maschinellen Lernens nutzen.
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Losung

Die richtige Antwort ist: 3.

Um die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zu berechnen, miissen wir zunéchst alle moglicher-
weise generierten Sétze konstruieren.

Zuerst generieren wir alle Kombinationen fiir Kartenéffnungen mit ,,Wenn der Winterwind
fliistert*:

1.

Eine Schneeflocke hallt durch die frostige Luft und spielt eine Melodie aus Freude und
Hoffnung.“

. ,Fine Schneeflocke hallt durch die frostige Luft und ist die Geschichte von tausend Ster-

nen.“

. ,In der einzigartigen Reise einer jeden Schneeflocke spielt eine Melodie aus Freude und

Hoffnung.“

. ,,In der einzigartigen Reise einer jeden Schneeflocke ist die Geschichte von tausend Ster-

nen.“

Als Néchstes generieren wir alle Kombinationen, die mit ,,Unter dem schimmernden Nord-
licht* beginnen:

1.
2.

Wenn der Kamin leise knistert, moge dein Herz frohlich und leicht sein.“

,Wenn der Kamin leise knistert, lass, Warme und Geborgenheit in deinem Herzen woh-

nen.“

. ,Mit der Ruhe einer winterlichen Nacht, moge dein Herz frohlich und leicht sein.

. “Mit der Ruhe einer winterlichen Nacht, lass, Warme und Geborgenheit in deinem Her-

zen wohnen.*

Fiir die Kreuzkombinationen, die durch einen Fehler in Elvins Programmierung entstehen,
erhalten wir 8 neue Kombinationen:

1.

»Eine Schneeflocke hallt durch die frostige Luft und moége dein Herz fréhlich und leicht
sein.

. ,Hine Schneeflocke hallt durch die frostige Luft und lass, Warme und Geborgenheit in

deinem Herzen wohnen.*

. ,In der einzigartigen Reise einer jeden Schneeflocke moge dein Herz frohlich und leicht

sein.“

. ,In der einzigartigen Reise einer jeden Schneeflocke lass, Warme und Geborgenheit in

deinem Herzen wohnen.*

. yWenn der Kamin leise knistert, spielt eine Melodie aus Freude und Hoffnung.“

. wWenn der Kamin leise knistert, ist die Geschichte von tausend Sternen.“ (Grammati-

kalisch inkorrekt: fehlendes Subjekt)
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7. ,Mit der Ruhe einer winterlichen Nacht, spielt eine Melodie aus Freude und Hoffnung.“

8. ,Mit der Ruhe einer winterlichen Nacht, ist die Geschichte von tausend Sternen.“
(Grammatikalisch inkorrekt: fehlendes Subjekt)

Die Endung ,....ist die Geschichte von tausend Sternen.¢, kombiniert mit einem der
Anféange von ,,Unter dem schimmernden Nordlicht,* fiihrt zu einem fehlerhaften Satz mit
einem fehlenden Subjekt. Daher erhalten wir die Antwort, indem wir einfach die Wahrschein-
lichkeit dieser beiden Kombinationen mit der Wahrscheinlichkeit einer der Abschiedsphrasen
zu erhalten, multiplizieren.

Man beachte, dass der Ereignisraum in jedem Fall unterschiedlich ist. Der Eréffnungssatz
stammt aus den Stichprobendaten, die aus 10000 Karten bestehen. Daher ist die Wahrschein-
lichkeit, eine Karte mit dem Anfang ,,Unter dem schimmernden Nordlicht“ zu ziehen, gegeben
durch:

1
P(,,Unter dem schimmernden Nordlicht“) = %

Als Néchstes berechnen wir die Wahrscheinlichkeit des Endes ,....ist die Geschichte von tausend
Sternen.“, unter Beriicksichtigung des Fehlers in Elvins Programmierung. Sie ergibt sich aus
der Anzahl der Vorkommen dieses Endes geteilt durch die Gesamtzahl der Endungen fiir die
gegebenen Anfangszeilen (welche 400 ist), d.h.:

120
P(,ist die Geschichte von tausend Sternen.*) = 100

Schliellich berechnen wir die Wahrscheinlichkeit fiir einen der gegebenen Abschiedsséitze, die
aus dem gesamten Ereignisraum von 10000 Karten gezogen werden, und erhalten:

24
P(,Aus dem Winterwunderland*) = ﬁ

155

P(,Mit festlicher Fréhlichkeit“)m

Damit ergibt sich die endgiiltige Antwort in Prozent:

180 120 2454155

= = .100 = 0.021
10000 400 10000 00 = 0,0216%
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21 Die humpelnde Eisfuf3ballfeldstabilitatstesterin

Autoren:  Olaf Parczyk, Silas Rathke (FU Berlin)
Projekt: EF 1-12

Mlustration: Christoph Graczyk
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Aufgabe

Dieses Jahr findet die Frauen-Eisfuiball-Weltmeisterschaft am Siidpol statt. Allerdings wird
,Down Under“ nicht so héufig Eisfufiball gespielt wie am Nordpol. Deswegen sind die Eis-
fuiballstadien dort ein wenig in die Jahre gekommen.

Das musste auch Stadionmeisterin Martina am eigenen Leib erfahren: Kaum ging sie iiber
das Eisfuball-Feld, da brach sie direkt in das Eis ein. Nachdem sie ihre Fiifie getrocknet und
sich von dem Schock erholt hat, beschliefit sie, das gesamte Eisfufiball-Feld abzugehen, um zu
sehen, ob das Eis noch an anderen Stellen instabil ist.

Dazu teilt sie das Feld wie folgt in ein 4 x 9-Gitter auf:

Abbildung 1: Das 4 x 9 Eisfufiball-Feld mit Martinas Einbruchstelle.

Die beiden Quadrate in der Mitte bilden die Stelle, wo sie ins Eis eingebrochen ist. Diese
beiden Quadrate kann sie nicht mehr betreten. Alle anderen Quadrate mdchte sie aber nun
auf Stabilitat testen.

Dazu mochte sie auf einem beliebigen Quadrat des Fufiballfelds anfangen und mdglichst vie-
le Quadrate eins nach dem anderen abgehen, ohne dabei jemals das Spielfeld zu verlassen.
AuBlerdem darf sie kein Quadrat betreten, welches sie vorher schon einmal besucht hat. Nur
am Ende mochte sie wieder bei dem Quadrat ankommen, wo sie angefangen hat. Das ist aber
die einzige Ausnahme, wo ein Quadrat zwei Mal betreten werden darf.'

Es kommt noch erschwerend hinzu, dass sie nach dem Sturz ins Eis humpelt. Das bedeutet, dass
sie abwechselnd einen langen und einen kurzen Schritt machen muss. Bei einem langen Schritt
muss sie zu einem Quadrat gehen, welches beim Schach einen ,Springer-Zug* entfernt ist. Nach
einem langen Schritt landet Martina also auf einem Feld, welches zwei Schritte horizontal und
ein Schritt vertikal entfernt ist, oder zwei Schritte Vertikal und ein Schritt horizontal, wie in
Abbildung 2 veranschaulicht wird?:

"Warum sie sich diese bekloppten Regeln iiberlegt hat, wei ich leider nicht. Diese Geschichte wurde iiber
mehrere Stellen vom Siidpol nach Deutschland iiberliefert und es kann gut sein, dass sich im Laufe der Zeit
einige Details gedndert haben.

2An dieser Stelle mag sich der kritische Leser zurecht fragen, ob das EisfuBballfeld wirklich so klein ist, dass
man mit vier langen Schritten von einem Quadrat ganz links zu einem Quadrat ganz rechts kommen kann. Ja,
das ist es. Und wieder weifl ich leider nicht, warum das so ist. Wie gesagt, diese Geschichte wurde schon so
haufig erzahlt, dass sich die Details moglicherweise gedndert haben...
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Abbildung 2: Alle Méglichkeiten fiir einen langen Schritt.

Bei einem kurzen Schritt muss sie zu einem waagerecht oder senkrecht benachbarten Quadrat
gehen, wie in Abbildung 3 veranschaulicht wird:

Abbildung 3: Alle Moglichkeiten fiir einen kurzen Schritt.

Eine mogliche Schrittfolge konnte also wie folgt aussehen:

Abbildung 4: Ein méglicher Weg fiir Martina.

Bei dieser Schrittfolge ist sie sechs Quadrate abgelaufen.
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Was ist die groBite Zahl an Quadraten, die sie mit einer Schrittfolge ablaufen kann?

Alle Bedingungen zusammengefasst:
e Das Feld hat zwei Locher, die nicht betreten werden diirfen.
e Martina darf ihr Startfeld beliebig wéhlen.
e Sie macht abwechselnd einen langen und einen kurzen Schritt.

e Sie betritt kein Feld doppelt, aufler das Startfeld, auf dem sie ihre Schrittfolge beendet.

Antwortmoglichkeiten:

1. 34
2. 33
3. 32
4. 31
5. 30
6. 29
7. 28
8. 27
9. 26

10. Weniger als 26

Projektbezug:

Im Projekt ,Learning Extremal Structures in Combinatorics® verwenden wir Ansétze aus dem
Bereich der kiinstlichen Intelligenz und des maschinellen Lernens, um neue Konstruktionen
fiir Graphen mit bestimmten Eigenschaften zu finden.

Die vorliegende Aufgabe lésst sich gut als extremales Problem in der Graphentheorie formu-
lieren, dhnlich wie die Probleme, die wir in diesem Projekt studieren.

100



MATH+ Adventskalender 2023 Aufgabe 21

Losung

Die richtige Antwort ist: 3.

Wir beweisen zunéchst, dass Martina nicht 33 oder mehr Quadrate ablaufen kann.

Wenn man das Spielfeld wie ein Schachbrett einfarbt, dann merkt man, dass sowohl bei ei-
nem langen Schritt als auch bei einem kurzen Schritt die Quadratfarben von dem Start- und
dem Zielfeld verschieden sind. Da wir am Ende bei unserem ersten Quadrat wieder ankom-
men miissen, zeigt dies insbesondere, dass jede Schrittfolge eine gerade Anzahl an Quadraten
ablaufen muss. Deswegen ist es unméglich, dass Martina genau 33 Felder ablauft.

Wir missen jetzt noch ausschliefen, dass Martina alle 34 Felder ablaufen kann. Dies zeigen
wir per Widerspruch.

Abbildung 5: Nicht alle X-Felder kénnen auf dem Weg von Martina liegen.

Angenommen, es gibt eine Schrittfolge, bei der Martina jedes Feld genau einmal besucht.
Betrachte jedes zweite Feld in der ersten und vierten Zeile, so wie in Abbildung 5 mit einem
roten X markiert. Da diese Felder alle dieselbe Farbe in der Schachbrett-Farbung haben,
werden alle X-Felder durch einen langen Schritt erreicht oder alle X-Felder werden durch einen
kurzen Schritt erreicht. Im ersten Fall laufen wir die Schrittfolge einfach riickwérts ab. Dann
besuchen wir immer noch jedes Quadrat genau einmal, nur jetzt erreichen wir alle X-Felder
durch einen kurzen Schritt.

Wir konnen also annehmen, dass alle X-Felder durch einen kurzen Schritt erreicht werden. Das
heifit aber, dass nach einem X-Feld immer ein langer Schritt erfolgt. Wir kénnen so aber nur
die Felder erreichen, die durch einen Kreis markiert sind. Da es mehr X-Felder als Kreis-Felder
sind und jedes X-Feld sein eigenes Kreis-Feld als Nachfolger braucht, zeigt dies, dass es keine
Schrittfolge geben kann, die jedes Feld genau einmal besucht.

Jetzt miissen wir nur noch zeigen, dass 32 Felder abgelaufen werden konnen. Dies zeigt die
folgende Abbildung 6°:

3Bevor der kritische und geschiitzte Leser nun schnaubend fragt, wie man bitte auf so eine Schrittfolge
kommen soll, hier ein paar Hinweise: Der Beweis oben zeigt, dass man eins der X-Felder nicht abdecken kann.
Die anderen X-Felder miissen 1-zu-1 einem Kreis-Feld zugeordnet werden, das durch einen langen Schritt
erreichbar ist. Dann macht man das gleiche fiir die anderen Felder, die noch keinen Kreis oder X haben. Auch
hier muss man die Felder der ersten und vierten Zeile 1-zu-1 den Feldern der zweiten und dritten Zeile zuordnen.
Wenn man das macht, hat man schon alle langen Schritte gefunden. Jetzt muss man diese langen Schritte nur
noch durch kurze Schritte miteinander zu einer Schrittfolge verbinden. Mit ein bisschen rumprobieren, erhélt
man schliellich eine Schrittfolge wie die hier angegebene.
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Abbildung 6: Ein moglicher Weg von Martina mit 32 Feldern, wobei der Weg bei 1 startet und
aufsteigend durchschritten wird.

102



MATH+ Adventskalender 2023 Aufgabe 22

THT

KALENDER

22 Licht aus

Autor: Nikola Sadovek (FU Berlin)
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Tlustration: Vira Raichenko

Aufgabe

Die Wichtel waren sehr fleiffig in ihren Werkstétten, wo sie alle Geschenke hergestellt und
verpackt haben. Jetzt ist es an der Zeit, die Geschenke von den Werkstéatten zum Haus des
Weihnachtsmanns auf einem Schlitten zu bringen, damit er sie spater an die Kinder verteilen
kann.

Da ihre Arbeit in den Werkstétten erledigt ist, ist es an der Zeit, dass die Wichtel das Licht
ausschalten, bevor sie schlieBen. Das Beleuchtungssystem in jeder Werkstatt besteht aus n > 7
Glithbirnen, die in einer Reihe ausgerichtet sind und von links nach rechts von 1 bis n num-
meriert sind. Jede Gliihbirne kann in einem von zwei Zusténden sein: eingeschaltet oder aus-
geschaltet.
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Aufgrund eines technischen Fehlers werden beim Betédtigen des Schalters an Gliithbirne &
zusétzlich zur Anderung des Zustands dieser Birne (ausgeschaltet wird eingeschaltet und um-
gekehrt) auch die Zustédnde der drei Glithbirnen direkt links davon (nummeriert durch die
Indizes k—3, k—2, k—1, die groBer als null sind) und der drei Glithbirnen direkt rechts davon
(nummeriert durch die Indizes k + 1,k + 2 und k + 3, die hochstens n sind) geéndert.

Wenn beispielsweise der Schalter an der Gliithbirne £ = 2 gedriickt wird, &ndern sich nur die
Zusténde der Glithbirnen 1,2, 3,4 und 5. Siehe Abbildung 1 fiir eine Veranschaulichung.
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Abbildung 1: Fiir n = 9 ist oben der Anfangszustand von n Gliihbirnen in einer Werkstatt
dargestellt. Die Gliithbirnen 2,3,6 und 9 sind eingeschaltet (durch Y dargestellt), wahrend

der Rest ausgeschaltet ist (durch 4 dargestellt). Die mittlere und die untere Reihe zeigen die
Zusténde der Glithbirnen nach dem Driicken des Schalters an den Glithbirnen 2 und 5.

Die Wichtel moéchten alle Glithbirnen in jeder Werkstatt ausschalten, indem sie eine Abfolge
solcher Aktionen ausfiihren (Gliithbirnen einschalten und ausschalten). Fiir welche Werte von
n > 7 konnen die Wichtel dies sicher tun? Dabei soll es moglich sein fiir jeden mdoglichen
Anfangszustand, der die Bedingung fiir n erfiillt.

Antwortmoglichkeiten:

1. Genau fiir die Werte von n > 7, die bei der Division durch 7 den Rest 2 oder 3 haben.
2. Genau fiir die Werte von n > 7, die bei der Division durch 7 den Rest 4 oder 6 haben.
3. Genau fur die Werte von n > 7, die bei der Division durch 7 den Rest 0 oder 2 haben.
4. Genau fiir die Werte von n > 7, die bei der Division durch 7 den Rest 2 oder 4 haben.
5. Genau fiur die Werte von n > 7, die bei der Division durch 7 den Rest 1 oder 4 haben.

6. Genau fir die Werte von n > 7, die bei der Division durch 7 den Rest 3 oder 5 haben.
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7. Genau fiir die Werte von n > 7, die bei der Division durch 7 den Rest 1 oder 3 haben.
8. Genau fir die Werte von n > 7, die bei der Division durch 7 den Rest 0 oder 1 haben.
9. Genau fir die Werte von n > 7, die bei der Division durch 7 den Rest 0 oder 3 haben.

10. Genau fir die Werte von n > 7, die bei der Division durch 7 den Rest 5 oder 6 haben.
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Losung

Die richtige Antwort ist: 8.

Zuerst formulieren wir die Frage um. Wir fragen uns, fiir welche Werte n > 7 die Elfen alle
Lichter ausschalten kénnen, wenn zu Beginn nur eine einzige Glithbirne eingeschaltet ist. Dies
ist tatséchlich eine dquivalente Frage, da die Elfen fiir jede gegebene Anordnung das Verfahren
fiir jede eingeschaltete Glithbirne wiederholen kénnen. Daher werden wir uns nur auf den Fall
einer einzigen eingeschalteten Glithbirne konzentrieren und diesen Prozess kurz als ,,Ausschal-
ten einer einzelnen Glithbirne“ bezeichnen.

Wir fiihren folgende Notation ein: Wenn zwei Zahlen a und b denselben Rest bei der Division
durch eine Zahl k haben, schreiben wir a = b. Zum Beispiel ist a durch £ teilbar genau dann,
wenn a =g 0 ist. Wir teilen den Beweis in zwei Teile.

1. Wenn n =7 0 oder n =7 1 gilt, dann ist n eine L6sung.

In diesem Teil zeigen wir, dass, wenn n =7 0 oder n =7 1 ist, die Elfen ,,jede einzelne Glithbirne
ausschalten konnen*.

Zeigen wir zunédchst, dass, wenn fiir ein bestimmtes n > 7 die Elfen die einzige eingeschaltete
Gliihbirne ausschalten konnen, sie dies auch fiir n + 7 Glithbirnen tun kénnen.

Nehmen wir an, dass 1 < k < n die eingeschaltete Gliihbirne ist (ansonsten enumerieren wir die
Glithbirnen von rechts nach links um). Durch Anwenden unserer Annahme auf die Glithbirnen
1,...,n gibt es eine Folge von Ziigen, die auf die n Glithbirnen angewendet werden koénnen,
sodass danach alle ausgeschaltet sind.

Wahrend dieses Vorgangs konnte der Zustand einiger der Glithbirnen n+1, n+2, n+3 gedndert
worden sein. Fiir jede eingeschaltete Glithbirne kann die folgende Prozedur angewendet wer-
den: Wenn die Gliithbirne n + i eingeschaltet wurde, fiir 1 < ¢ < 3, kann sie ausgeschaltet
werden, indem zunéchst der Schalter der Gliithbirne n 4+ ¢ + 3 und danach der von Gliihbirne
n + i + 4 gedriickt wird. Dies beeinflusst nicht den Zustand der Gliithbirnen 1,...,n.

Als Nachstes werden wir zeigen, dass wir fir n = 7 und n = 8 ,jede einzelne Gliihbirne
ausschalten kénnen*.

e Nehmen wir an, dass n = 7 gilt und 1 < k£ < 4 der Index der eingeschalteten Gliihbirne
ist. Wenn k = 4 ist, kann dies geschehen, indem die Schalter der Glithbirnen 1,4 und 7
gedriickt werden. Wenn k < 4 ist, kann sie ausgeschaltet werden, indem die Schalter der
Glithbirnen k 4 3 und k + 4 gedriickt werden. Siehe Abbildung 2 fiir ein Beispiel.

TPPPRRP LU PYY e PPPPR P
1 2 3 45 6 7 1 2 3 45 6 7 1 2 3 45 67

Abbildung 2: Fiir n = 7 wird durch das Driicken der Schalter der Glithbirnen 4 und 5 die erste
Glihbirne ausgeschaltet.

e Nehmen wir nun an, dass n = 8 gilt und 1 < k£ < 4 der Index der eingeschalteten
Gliihbirne ist. Wenn k = 1 ist, kann dies geschehen, indem die Gliithbirnen 1,5 und 8
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gedriickt werden. Wenn k > 1 ist, kann sie ausgeschaltet werden, indem die Glithbirnen
k + 3 und k + 4 gedriickt werden. Siehe Abbildung 3 fiir ein Beispiel.

PPV99999 0000 VOYY 00000099
45678 123 345678

1 2 3 45 6 8 1 2

>
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Abbildung 3: Fiir n = 8 wird durch Driicken der Schalter der Gliithbirnen 6 und 7 die dritte
Glihbirne ausgeschaltet.

Damit haben wir gezeigt, wie fiir jeden beliebigen Anfangszustand mit n = 7 oder n = 8
Gliihbirnen alle Glithbirnen ausgeschaltet werden konnen. Da wir auch gezeigt haben, dass die
Wichtel dies dann auch in einer Reihe von n + 7 Glithbirnen machen kénnen, ist der erste Teil
des Beweises abgeschlossen.

2. Wenn weder n =7 0 noch n =7 1 gilt, dann ist n keine giiltige Losung. Wir werden
zeigen, dass, wenn n =7 2,3 oder 4 ist, die Elfen niemals ,die erste Glithbirne ausschalten“
kénnen, und im Fall von n =7 5 oder 6 niemals ,die vierte Glithbirne“.

Wir beobachten folgendes: Wenn der Schalter einer Gliithbirne zweimal betétigt wird, hat dies
den gleichen Effekt wie das Nichtbetétigen des Schalters. Daher kénnen wir annehmen, dass
der Schalter der Gliihbirne k fiir 1 < k < n genau a; Mal betétigt wird, wobei aj, € {0, 1}.
Die Beweisidee besteht darin, zundchst die Glithbirne 1 zu betrachten und zu zéhlen, wie oft
ihr Zustand geédndert wird. Indem wir dies weiter fortsetzen (bis zur Glithbirne n—3), erhalten
wir wertvolle Informationen iiber die Anzahl der Zustandsdnderungen ay fiir jede Gliihbirne
k und kommen zu einem Widerspruch indem wir die restlichen Glithbirnen betrachten.

Wir zeigen nun, dass wenn n — 2, n — 3 oder n — 4 durch 7 teilbar ist, wir niemals die ,erste
Gliithbirne ausschalten* konnen.
Angenommen, fiir ein n > 7 kénnen wir die ,erste Glithbirne ausschalten“. Der Zustand der
ersten Gliithbirne wird gedndert, wenn die Elfen einen der Schalter der Glithbirnen 1, 2, 3 oder
4 betétigen. Da der Zustand der ersten Gliihbirne eine ungerade Anzahl von Malen geéndert
werden muss, erhalten wir

a1 +as+az+aqg =2 1. (5)

Betrachten wir Gliithbirne 2. Thr Zustand wird jedes Mal geéndert, wenn die Elfen einen der
Schalter der Gliithbirnen 1,2, 3,4 oder 5 betdtigen. Somit erhalten wir

a1 +az+asz+ag+as =2 0.
Daher folgt aus (5), dass a5 = 1. Ahnlich erhalten wir durch das betrachten von Glithbirne 3
und 4, dass ag = a7 = 0 gilt.
Daraus folgt fiir Glithbirne 5, dass
ag+---+ag=ax+az+as+1+ag=20

gelten muss und wir konnen aus (5) schlussfolgern, dass ag = a; gilt. Wenn man diesen Prozess
fortsetzt bis zur Betrachtung der Glithbirne n—3, kann man zeigen, dass a7 = ay, fiir k < n—7

107



MATH+ Adventskalender 2023 Aufgabe 22

aq a

Y.
'S g

2 a4
1 2 3 4 ) 6

=)
=)

0

\ 2

1 12 13

0

@ &
<
<L) ~
L) o
N &) o
o @ 8
@ 2

10

9

—_
—_

Abbildung 4: Periodizitdt mit einer Periode von 7 der oben iiber den Gliihbirnen dargestellten
Sequenz ay.

gelten muss. Somit ist die Sequenz der Zahlen aj; mit einer Periode von 7 periodisch. Siehe
Abbildung 4 zur Veranschaulichung.
Wir teilen den Beweis nun in drei Falle auf.

e Wenn n =7 2 ist, erhalten wir durch das Betrachten der Glithbirne n:
0= ap3+apn—o+a,_1+a,=ag+ar+a+a=aj+as. (6)
Andererseits, durch das Betrachten der Gliithbirne n — 1 erhalten wir:
O=apy+---+a, = as+ag+ayr+a+ay = 1+a;+ ag,
was im Widerspruch zu (6) steht.
e Wenn n =7 3 ist, erhalten wir durch das Betrachten der Glithbirne n:
0=2ap_3+an_9+a,_1+a,=a7+a+as+a3=ay+as+ as. (7)
Andererseits, durch das Betrachten der Gliithbirne n — 2 erhalten wir:
0= ap5+---+a, = as+ag+ar+a; +ax+a3 = 14+ a; +az+ as,
was im Widerspruch zu (7) steht.
e Wenn n =7 4 ist, erhalten wir durch Betrachten der Glithbirne n:
0=2an-3+an—2+an—1+a, = a1+ az+az+ay,

was im Widerspruch zu (5) steht.

Analog zu bevor zeigen wir nun, dass, wenn n — 5 oder n — 6 durch 7 teilbar ist, wir niemals
die ,vierte Gliithbirne ausschalten® kénnen.
Angenommen, fiir ein n > 7 konnen wir die ,vierte Gliihbirne ausschalten“. Durch das Be-
trachten der ersten Gliihbirne erhalten wir

a1+ as +az +aqg =2 0. (8)
Durch das Betrachten der Glithbirnen 2 und 3 erhalten wir
a1+---+a5=20 und ay+---+ag =20,
daher folgt aus (8), dass a5 = ag = 0 ist. Durch das Betrachten der Gliihbirne 4 erhalten wir

a1+--+ar = a1 +ax+az+as+ay=21.
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Abbildung 5: , Fast Periodizitat“ mit der Periode 7 der oben {iber den Glithbirnen dargestellten
Sequenz ay.

Daher folgt aus (8), dass ay = 1 ist. Betrachten der Gliihbirne 5 ergibt

ag+---+ag = ag+az+as+1+ag=20,

daher folgt aus (8), dass ag = 1 — ay ist. Ahnlich wie oben, kann man einsehen, dass die
Sequenz ay, fast periodisch® mit der Periode 7 ist. Siehe Abbildung 5 zur Veranschaulichung.
Genauer gesagt gilt fir 1 <k <n-7

ag falls k #7 1,
Ak+7 =
1—ap falls k=71.
Wir beenden den Beweis, indem wir auf unsere beiden Félle zuriickkommen:
e Wenn n =7 5 ist, ergibt sich durch das Betrachten der Gliithbirne n — 1, dass
0=2 ap—g+tapn-s+tapn—o+tan_1+a, = (1—a1)+az+as+as+as =2 14+a1+az+asz+ay,
was ein Widerspruch zu (8) ist.

e Wenn n =7 6 ist, erhalten wir durch das Betrachten der Glithbirne n — 2 denselben
Widerspruch zu (8):

0=z an—5 +ap—q +ap-3+an—2+an—1+an
=(1—-a1)+art+as+ar+as+as=21+a;+az+as+ay.
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23 Siiligkeiten-Geschenke

Autor: Nikola Sadovek (FU Berlin)
Project: =~ BMS and MATH+

Mlustration: Julia Schénnagel

Aufgabe

Der Weihnachtsmann ist derzeit damit beschéaftigt, Geschenke fiir Kinder zu entwerfen. Je-
des Geschenk sollte aus einer oder mehreren der n Arten von Siifligkeiten bestehen, die als
S1,...,Sp bezeichnet werden. Der Weihnachtsmann ist begeistert davon, fiir jedes Kind ein
einzigartiges Geschenk zu schaffen und das Teilen von Siifligkeiten unter ihnen zu férdern. Um
dies zu erreichen, hat der Weihnachtsmann um die Hilfe der Elfen gebeten.

Genauer gesagt sind die Elfen damit beauftragt, die maximale Anzahl M von Geschenken
zu bestimmen, die als Gq,..., Gy bezeichnet werden, und die dann an M Kinder verteilt
werden sollen, wobei jedes Kind genau ein Geschenk erhélt. Die Geschenke werden durch die
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enthaltenen n Stfligkeiten S, ..., S, definiert und sollten die folgenden beiden Bedingungen
erfiillen.

(i) Die Einzigartigkeit der Geschenke ist wesentlich, und der Weihnachtsmann méchte, dass
alle Geschenke unterschiedlich sind. Zwei Geschenke P; und P; gelten als unterschiedlich,
wenn eines davon eine Art von Siifligkeiten enthélt, die das andere nicht enthélt (obwohl
sie einige Arten von Siifligkeiten teilen diirfen).

(ii) Um das Teilen von Siiligkeiten unter den Kindern zu férdern, wiinscht sich der Weih-
nachtsmann, dass jede Kombination von zwei Geschenken alle n Siifligkeiten S1,...,S,
enthélt. Auf diese Weise haben zwei Kinder, die sich entscheiden, ihre Geschenke zu
kombinieren, Zugang zu allen Siifigkeiten.

Ein Beispiel fiir n = 5 ist in der folgenden Abbildung dargestellt.

Abbildung 1: Fiir n = 5 erfiillen die Geschenke G; und G3 die Bedingungen (i) und (ii).

Was ist die grofite Anzahl M von Geschenken Gi,...,G)ys, die die Elfen entwerfen kénnen
und die die Bedingungen (i) und (ii) erfiillen?
Bemerkung: Ein leeres Geschenk, welches keine Siifligkeiten enthélt, zdhlt als Geschenk.

Antwortmoglichkeiten:

1. 3
2.4

3. n

10. 2n—1 41
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Losung

Die richtige Antwort ist: 4. n + 1.

Um zu zeigen, dass eine Konfiguration mit M = n + 1 Siifligkeiten moglich ist, die die Be-
dingungen (i) und (ii) erfiillt, betrachten wir folgende Geschenke: fiir jedes 1 < i < n sei
das i-te Geschenk G; so zusammengesetzt, dass es alle Siifigkeitenarten aufler der i-ten Art C;
enthélt. Schliellich soll G,,4+1 aus allen n Siiligkeiten bestehen. Es lésst sich {iberpriifen, dass
diese Geschenke unterschiedlich sind und dass jedes Paar von ihnen alle n Siifligkeitenarten
enthélt.

Man beachte, dass der Weihnachtsmann fiir n = 1 (d.h. es gibt nur eine SiiBigkeitenart) ein
leeres Geschenk und eines mit Siifligkeit 1 packt, was n 4+ 1 = 2 Geschenke ergibt. Fiir n > 1
verwendet die oben genannte Konstruktion keine leeren Geschenke.

Nun wollen wir zeigen, dass eine Konfiguration aus n + 2 Geschenken, die die Bedingun-
gen (i) und (ii) erfiillt, nicht moglich ist. Nehmen wir dafiir das Gegenteil an, also seien
G1,...,Gn42 solche Geschenke. Da sie unterschiedlich sind, enthélt hochstens eines von ih-
nen alle Siifligkeitenarten. Entsprechend fehlt in den verbleibenden n + 1 Geschenken jeweils
mindestens eine Siifligkeitenart. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit bezeichnen wir diese
als G1,...,Gnps1. Des Weiteren definieren wir fiir jedes Geschenk Gy mit 1 < k < n + 1 die
Menge Ni, die die Zahlen ¢ mit 1 < i < n enthalt, fiir die die entsprechende Siifligkeitenart C;
nicht in GGj, enthalten ist. In mathematischer Notation schreiben wir:

Np, = {ZE{l,,n}|Cz¢Gk}

Mit anderen Worten, Nj enthélt die Indizes der Siifligkeitenarten, die nicht in dem Ge-
schenk G}, enthalten sind. Gemé&fl unserer Annahme sind alle Mengen Ny, ..., Nyt1 nicht leer.
Da die Geschenke unterschiedlich sein miissen, sind die Mengen Ny, ..., N,4+1 auch paarweise
verschieden. Jedoch kénnen die Mengen Nj, geméfl dem Schubfachprinzip als n+ 1 Teilmengen
der Menge {1,...,n} von n Elementen nicht paarweise disjunkt sein. Es gibt also eine Zahl
1 < s < n, die in zwei von ihnen enthalten ist, d.h. es existieren a,b mit 1 <a <b<n+1
sodass s € N, und s € Ny,. Dies widerspricht der Bedingung (ii), da die Geschenke G, und G,
beide die s-te Siiligkeit C's nicht enthalten.
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24 Interessante Arbeitsbedingungen

Autorin:  Lara Glessen
Projekt: MATH+ Adventskalender
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Illustration: Friederike Hofmann

Aufgabe

Der Weihnachtsmann ist ein ganz interessanter Arbeitgeber, denn die Anzahl der Urlaubstage
seiner neun Elfen fiir das néchste Jahr hingt von ihrem Erfolg in einem von ihm jahrlich
neu ausgedachten Spiel ab. Dieses Jahr hat er sich folgendes Spiel iiberlegt: Er setzt seinen
Elfen nacheinander jeweils eine Miitze, in entweder rot oder blau, auf. Er teilt ihnen nicht mit,
wie viele rote und blaue Miitzen er verteilt (es konnte also auch sein, dass er nur Miitzen in
einer Farbe verteilt). Jeder Elf kann die Miitzenfarben aller anderen Elfen sehen, aber seine
eigene nicht. Das gemeinsame Ziel der Elfen ist, dass moglichst viele von ihnen ihre eigene
Miitzenfarbe herausfinden, denn der Weihnachtsmann verspricht ihnen allen zusammen so
viele Tage Urlaub, wie Elfen ihre eigene Miitzenfarbe richtig ,raten®.
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Seine Spielregeln sind wie folgt: Sobald der erste Elf seine Miitze aufgesetzt bekommen hat,
diirfen die Elfen nicht mehr untereinander reden. Nachdem er alle Miitzen verteilt hat, ruft er
einen Elf nach dem anderen auf (die Reihenfolge ist den Elfen vorher unbekannt). Nachdem
ein Elf aufgerufen wurde, muss er sich unmittelbar irgendwo auf der roten Linie im Lagerraum
platzieren. Sobald man auf der roten Linie steht, darf man sich nicht mehr bewegen. Wenn
der letzte Elf sich aufgestellt hat, miissen die Elfen auf einen Zettel die Farbe schreiben, die
sie glauben, dass ihre eigene Miitze hat.

Nachdem er ihnen alle Regeln erklart hat, und bevor er ihnen die Miitzen aufsetzt, gibt er
seinen Elfen aber noch Besprechungszeit um gemeinsam eine Strategie auszuarbeiten wie sie
sich auf die rote Linie stellen werden. Die Elfen sind zum Gliick logisch hochbegabt und arbei-
ten eine optimale Strategie aus. Wir bezeichnen eine Strategie A als optimal, wenn es keine
Strategie gibt bei der mehr Elfen als mit Strategie A mit hundertpronzentiger Sicherheit die
richtige Miitzenfarbe aufschreiben.

Was ist die grofitmogliche Anzahl von Elfen, die bei einer optimalen Strategie mit Sicherheit
ihr Miitzenfarbe kennen?

Hinweis: Wir kénnen annehmen, dass sich jeder Elf, der sich in die Reihe stellen mochte,
dies an jeder beliebigen Stelle tun kann. Das heifit, er kann sich zwischen jede zwei Elfen
,quetschen“ oder neben einen Elf an den Rand stellen.

Antwortmoglichkeiten:

1. 0
2.1

10. 9
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Losung

Die richtige Antwort ist: 10.

Wir stellen eine Strategie vor, auf die sich die Elfen im Voraus einigen kénnen, mit der am
Ende alle neun Elfen ihre Miitzenfarbe kennen.

Der erste Elf positioniert sich irgendwo auf der Linie. Jeder Elf £ mit 2 < k <9, k # 8 soll
seinem Vorgénger quasi die eigene Miitzenfarbe mitteilen und positioniert sich deshalb wie
folgt:

1. Wenn EIf £ — 1 eine rote Miitze tragt, positioniert sich Elf k£ links vom Elf, der bisher
am weitesten links steht.

2. Wenn Elf £ — 1 eine blaue Miitze tragt, positioniert sich Elf k rechts vom Elf, der bisher
am weitesten rechts steht.

Da wir auch mochten, dass der letzte Elf seine eigene Miitzenfarbe kennt, behandeln wir Elf 8
separat:

1. Wenn die Elfen 7 und 9 beide eine rote Miitze tragen, positioniert sich Elf 8 links vom
Elf, der bisher am weitesten links steht.

2. Wenn Elf 7 eine rote Miitze trigt und Elf 9 eine blaue, positioniert sich Elf 8 rechts vom
Elf, der bisher am weitesten links steht.

3. Wenn die Elfen 7 und 9 beide eine blaue Miitze tragen, positioniert sich Elf 8 rechts vom
Elf, der bisher am weitesten rechts steht.

4. Wenn Elf 7 eine blaue Miitze tragt und Elf 9 eine rote, positioniert sich Elf 8 links vom
Elf, der bisher am weitesten rechts steht.

Fiir ein Beispielszenario, in dem sich die Elfen geméafl obiger Strategie aufstellen, siehe Tabelle
4.

Aufruf Elfen
&
e
aee
L X X X 3
. X ¥ ¥ ¥ 3
[ ¥ X ¥ ¥ X 3
L 3 L X W W W ¥ Y
I Y YXYY XX X3
I X X X ¥ X ¥ ¥ ¥ 3

© 00 O Ui WK

Tabelle 4: Die Aufstellung angenommen der Weihnachtsmann hat 4 blaue und 5 rote Miitzen
verteilt; und ruft die Elfen in der in der Tabelle suggerierten Reihenfolge auf.

Wie kennen nun alle neun Elfen am Ende ihre Miitzenfarbe? EIf £ mit 1 < k£ < 8 kann
seine Miitzenfarbe einfach dadurch ableiten, indem er beobachtet, ob sein Nachfolger k& + 1
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sich am linken oder rechten Ende der Reihe positioniert. ElIf 7 weif3, dass, wenn EIf 8 einen
der beiden linken Plétze einnimmt, seine eigene Miitzenfarbe rot sein muss; andernfalls blau.
SchlieBlich beobachtet Elf 9, ob Elf 8 sich an einem der Enden der Reihe positioniert, dann ist
seine Miitzenfarbe dieselbe wie die von Elf 7. Andernfalls, d.h. wenn Elf 8 zwischen zwei Elfen
steht, muss seine Miitzenfarbe verschieden von der von Elf 7 sein. Somit kennen am Ende alle
Elfen ihre Miitzenfarbe kennen.
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25 Bonus: Wer im Glashaus sitzt...

Autor: Felix Gunther
Projekt: EF 2-1

IMlustration: Ivana Martic¢

Aufgabe

Der Weihnachtsmann mochte seine Schreibstube verschénern und sie mit einem neuen Glas-
dach versehen. Das Loch in der Decke, auf welches das Glasdach gesetzt werden soll, hat
die Form eines regelméafligen Sechsecks. Dem Weihnachtsmann schweben nun sechs dreiecki-
ge Glasplatten vor, die fiir das Dach kunstvoll zusammengesetzt werden sollen. Dabei ist ihm
wichtig, dass das Glasdach sich von auflen gut in die Umgebung einpasst. Fiir den Weihnachts-
mann heiffit das, dass die Reflexionen des Dachs im Sonnenlicht schén gleichméfig und keine
Briiche aufweisen sollen. Dafiir miissen die dufleren Kanten der Glasplatten nicht parallel zu
den Kanten des sechseckigen Loches sein, die Platten dirfen auch schrig eingesetzt werden.
Aufgrund der kalten Polarnéchte ist die Decke des Weihnachtsmannes nédmlich sehr dick.
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Fiir die Umsetzung seines Plans engagiert er das vom Architekturwichtel Theresa und vom
Mathematikwichtel Maryna gegriindete Architekturbiiro MA&TH+. Maryna {ibersetzt die
Anforderungen des Weihnachtsmannes ins Mathematische: ,Du mochtest also sechs dreieckige
Fldachen in der Form eines Sterns anordnen: Sie haben genau einen Punkt in der Mitte ge-
meinsam und an den Kanten passen sie entsprechend aneinander. Diese Figur nennen wir der
Einfachheit halber Kegel, auch wenn er nicht sonderlich rund ist. Die Reflexionen des Kegels
im Sonnenlicht werden allein durch die Position und Anordnung ihrer Seitenflichen bestimmt.
Genauso konnen wir fiir jedes der sechs Dreiecke seinen Normalenvektor betrachten: Dies ist
ein Vektor (Verschiebungspfeil) der Lénge 1, der senkrecht auf der jeweiligen Fliche steht
und nach auflen Richtung Himmel zeigt. Wenn wir benachbarte Normalenvektoren auf der
Oberflache der Kugel mit Radius 1 verbinden, so entsteht ein sphérisches Polygon, welches
wir auch Normalenbild nennen. Die Reflexionen des Kegels im Sonnenlicht sind genau dann
gleichméBig, wenn sich das Normalenbild nicht selbst {iberschneidet.

Abbildung 1: Eine Pyramide als Glasdach und ihr Normalenbild

Theresa schldgt eine regelméfliige Pyramide wie in Abbildung 1 als Glasdach vor. Diese Kon-
struktion habe sich bewéahrt und erfordert genau die Anforderungen des Weihnachtsmannes
— immerhin ist das Normalenbild ein regelméfliges sphérisches Sechseck und insbesondere frei
von Selbstschnitten.
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Dem Weihnachtsmann ist dies allerdings zu langweilig. Thm schwebt eine interessantere Form
vor, auch wenn er sie nicht so gut beschreiben kann. Daher zeichnet er verschiedene sphérische
Polygone, die er als Normalenbilder spannend fande (siehe Abbildung 2). Auf Anhieb kénnen
Maryna und Theresa jedoch nicht sagen, welche von denen zu einem geeigneten Kegel gehoren.

Abbildung 2: Die sphérischen Polygone des Weihnachtsmannes

Maryna und Theresa ziehen sich zur Beratung in ihr Biiro zuriick. Sie besprechen sich mit
ihren Wichtelkolleginnen Aylin und Niveditha. Aylin erinnert sich an einen kiirzlich bewie-
senen Satz, der fiir das Problem des Weihnachtsmannes hilfreich sein kénnte. Dieser besagt,
dass der orientierte Flacheninhalt F' des Normalenbilds gleich 27 minus der Summe der an
der gemeinsamen Ecke angrenzenden Innenwinkel der Dreiecke entspricht, wobei alle Winkel
im Bogenmaf3 gemessen werden. Die Orientierung des Fliacheninhalts ist dabei wie folgt zu
verstehen: Gehen wir die Seitenflichen des Kegels gegen den Uhrzeigersinn entlang, so ist
der Flacheninhalt seines Normalenbildes positiv, wenn wir das sphérische Polygon gegen den
Uhrzeigersinn abschreiten, und negativ, wenn wir das sphérische Polygon im Uhrzeigersinn
abschreiten. Zum Beispiel hat das Normalenbild der gleichméfigen Pyramide einen positiven
Flacheninhalt.

Nun meldet sich Niveditha zu Wort: ,Der (nicht orientierte) Fldcheninhalt eines sphérischen
Polygons, welches sich nicht selbst schneidet, lésst sich {ibrigens ganz einfach iiber die Winkel
des Polygons ausrechnen! Fiir unser Polygon miissen wir dafiir nur die Innenwinkel addieren
und vom Ergebnis 47 subtrahieren.*

Mit dieser Hilfestellung fangen Maryna und Theresa motiviert an, herauszufinden, welche
sphérischen Polygone des Weihnachtsmanns sich als Normalenbilder eines mdglichen Glas-
dachs realisieren lassen. Nach einer ganzen Weile des Uberlegens, finden sie heraus, dass sie
die Winkel an der gemeinsamen Ecke des Kegels in Beziehung mit den Innenwinkeln des
sphérischen Polygons bringen kénnen. Fasziniert von ihrer Entdeckung gehen sie zu ihren
Wichtelkolleginnen und erkléren ihnen, was sie herausgefunden haben: ;Wenn wir die Seiten-
flichen des Kegels gegen den Uhrzeigersinn mit f; bis fg nummerieren, sowie die Winkel an der
gemeinsamen FEcke des Kegels mit a; bis ag passend zu den Namen der Seitenflichen nennen
und ebenso die Innenwinkel des sphérischen Polygons mit 51 bis 8¢ bezeichnen, dann kénnen
wir zwei Félle unterscheiden: Entweder der Fldcheninhalt des Polygons ist positiv orientiert
oder negativ orientiert. Im ersten Fall kénnen wir dann ein Dreieck des Kegels betrachten,
z.B. f3. Die Nachbardreiecke fo und f; miissen dann entweder auf der gleichen Seite von f3
sein oder auf unterschiedlichen. Wenn sie auf der gleichen Seite liegen, dann haben wir her-
ausgefunden, dass f3 = m — ag gilt und das #3 < 7, aber wenn sie auf unterschiedlichen Seiten
liegen, dann gilt B3 = 27w — a3 und B3 ist ein iiberstumpfer Winkel. Natiirlich gilt das auch fiir
alle anderen Dreiecke fi, fo, etc. Wenn der Fliacheninhalt des sphérischen Polygons dagegen
negativ orientiert ist und die Nachbardreiecke von z.B. f3 auf der gleichen Seite liegen, dann
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gilt B3 = w4+ a3 und Sj ist ein iiberstumpfer Winkel, und wenn sie auf unterschiedlichen Seiten
liegen, dann gilt f3 = as und B3 < 7.¢

F positiv F' negativ
gleiche Seite b=m—a,B<m b=rm+a,B>7
unterschiedliche Seiten B=2nr—a,B>7 b=a,B<m

Aylin und Niveditha schauen sich die Berechnungen von Maryna und Theresa an und stimmen
ihnen zu: ,Super! Das heifit, ihr miisst jetzt nur noch herausfinden, welche Kombinationen von
Dreiecken mit Nachbardreiecken auf der gleichen oder auf unterschiedlichen Seiten mdglich
sind.“

Welche sphérischen Polygone des Weihnachtsmannes lassen sich als Normalenbilder eines
moglichen Glasdachs realisieren? Die Decke des Weihnachtsmannes ist dabei so dick, dass
das Glasdach hierdurch keinen nennenswerten Einschrankungen unterliegt. (Ihr diirft fiir eure
Konstruktion also annehmen, dass die Decke unendlich dick ist.)
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Antwortmoglichkeiten:

1. Nur das erste.

2. Nur das zweite.

3. Nur das dritte.

4. Nur das vierte.

5. Nur das fiinfte.

6. Nur das erste, zweite und dritte.
7. Nur das erste, zweite und flinfte.
8. Nur das zweite und dritte.

9. Alle aufler dem ersten.

10. Alle finf.

Projektbezug:

Im Projekt EF 2-1 ,Smooth Discrete Surfaces“ haben wir uns mit aus flachen Polygonen
zusammengesetzten Flachen beschéftigt, die sich wie glatte Flichen verhalten. Unsere erste
Annahme war, dass das Normalenbild um jede Ecke herum frei von Selbstiiberschnitten sein
soll. Diese Diskretisierung ist aus der klassischen Theorie von glatten Flachen motiviert, bei
der das Normalenbild lokal ebenfalls frei von Selbstschnitten ist, sofern die Kriimmung an einer
Ecke nicht 0 ist. Mittels weiterer Analogien zu glatten Flachen haben wir eine Theorie , glatter
diskreter Flachen* entworfen. Diese Theorie ist fiir Anwendungen in der Architektur relevant.
So mochten Architektinnen geschwungene Glasfassaden konstruieren, aus Kostengriinden sind
sie aber auf Realisierungen mittels Glasplatten angewiesen. Es ist ndmlich recht aufwendig
und teuer, Glas im groflen Maflstab zu verbiegen. Daher sind sie an polyedrischen Fléchen
interessiert, die viele Eigenschaften mit glatten Flachen gemeinsam haben — unter anderem
sollen die Reflexionen im Sonnenlicht gleichméfig sein. Ein auf unserer Theorie aufbauender
Algorithmus verbessert Entwiirfe von Glasflichen in Hinblick auf ihre Reflexionen.

Der in der Aufgabe erwéihnte Satz iiber den orientierten Flécheninhalt des Normalenbildes
spielte auch fiir unsere Arbeit eine wichtige Rolle. Allerdings existierte zuvor kein allgemeiner
Beweis dieser Aussage — nur fiir Spezialfiille wie den konvexen Fall aus Abbildung 1 war ein
Beweis bekannt. Wir konnten schliellich einen elementaren Beweis finden, welcher im American
Mathematical Monthly publiziert wurde:
https://www.tandfonline.com/doi/full/10.1080,/00029890.2023.2263299
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Losung

Die richtige Antwort ist: 8.

Dank Aylin wissen wir, dass fiir den orientierten Flacheninhalt F' des sphérischen Polygons
F=2r— (1 +az+...4+ag)

gilt. Auf der anderen Seite wissen wir durch Nivedithas Hinweis, dass der Fldcheninhalt des
sphérischen Polygons
[Fl=pB1+Ba+...+ P — 4w

betrigt.

Sei nun k die Zahl der Dreiecke f;, fiir die die beiden Nachbarflichen auf derselben Seite sind.
Dann sind fiir 6 — k£ Dreiecke die beiden Nachbarflachen auf unterschiedlichen Seiten.

Ist das sphérische Polygon positiv orientiert, so erhalten wir

2n—(an+ae+...+ag) =F =01+ po+...+ 0 —4m
=kr+ (6 — k)21 — (1 + a2+ ... + o) — 4.

Die letzte Gleichheit gilt aus folgendem Grund: Jeder Winkel §; lasst sich nach der Aufgaben-
stellung identifizieren mit m — «;, wenn die Nachbardreiecke von f; auf der gleichen Seite liegen
und ansonsten mit 27 — «;, wenn die Nachbardreiecke auf unterschiedlichen Seiten liegen. Da
wir annehmen, dass es k Dreiecke gibt, deren Nachbardreiecke auf derselben Seiten liegen,
erhalten wir k£ mal den Summanden 7 und 6 — k£ mal den Summanden 27. In jedem Fall wird
jedoch der Winkel «; subtrahiert, sodass wir die Gleichheit

2n — (a1 +as+...+ap) =kr+ (6 —k)2r — (a1 + a2 + ... + ap) — 4w

erhalten. Addieren wir die Winkel «; auf beiden Seiten und teilen beide Seiten durch 7, ergibt
sich 2 =k + (6 — k) - 2 — 4, woraus sich k = 6 ergibt. Damit sind die Nachbarflichen eines
jeden Dreiecks auf der gleichen Seite. Daraus folgt, dass der Innenwinkel 3; kein iiberstumpfer
Winkel sein kann. (Das Normalenbild des Kegels ist in diesem Fall ein konvexes sphérisches
Polygon.)

Ist das sphérische Polygon negativ orientiert, so erhalten wir aus der Tabelle

2n — (1 + e+ ... +ag) =F =—(B14+ P2+ ...+ Bs — 4m)
=—(kr+a1+as+...+as—4n)

Die letzte Gleichheit erhélt man dhnlich zum vorherigen Fall Insbesondere gilt 2 = —k+-4, also
k = 2. Damit sind fiir zwei Dreiecke f; die Nachbarflichen auf der gleichen Seite. Der entspre-
chende Innenwinkel f; fiir diese Seiten muss liberstumpf sein. Fiir die vier iibrigen Dreiecke
fj sind die Nachbarflichen auf unterschiedlichen Seiten. Der entsprechende Innenwinkel 3; ist
fiir diese Dreiecke nicht iiberstumpf. Das Normalenbild des Kegels hat in diesem Fall also vier
Ecken mit einem nicht-iiberstumpfen Winkel und zwei Ecken mit einem tiberstumpfen Winkel.
Damit konnen nur das zweite und das dritte sphérische Polygon des Weihnachtsmannes als
Normalenbild eines Glasdachs wiedergefunden werden. Diese kénnen tatséchlich realisiert wer-
den, wie Abbildung 3 zeigt. Dass die Glasdécher auch in die Decke des Weihnachtsmannes ein-
gesetzt werden konnen liegt daran, dass die beiden Normalenbilder in einer offenen Hemisphére
liegen. Ist der Himmel der Nordpol der Hemisphére, so konnte ein Glasdach erst dann nicht
eingesetzt werden, wenn sein (duflerer) Normalenvektor auf oder unterhalb des Aquators liegt.
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Abbildung 3: Glasdéicher, deren Normalenbildern dem zweiten und dritten sphérischen Polygon
des Weihnachtsmannes entsprechen.
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