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RESUMO

ABRAHAO, F. S. Metabiologia, Subcomputacéo e Hipercomputacéo: em dire¢do a uma
teoria geral de evolucéo de sistemas. Rio de Janeiro, 2015. Tese (Doutorado em Historia das
Ciéncias e das Técnicas e Epistemologia) - Programa em Historia das Ciéncias e das Técnicas
e Epistemologia, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2015.

A metabiologia é uma teoria matematica baseada, principalmente, na teoria da
informacao algoritmica, nos permitindo estudar a evolucdo open-ended de programas, isto &,
estudar qudo rapido os organismos/programas se tornam mais complexos ou mais criativos,
sem nunca estagnar num nivel maximo de complexidade ou criatividade. Tomamos como
base os modelos metabioldgicos originais chaitinianos, nos quais 0s organismos sdo sistemas
computaveis (i.e., sistemas emulaveis por um computador), a natureza (ou meio-ambiente) é
um sistema hipercomputavel (i.e., um sistema emulavel apenas por algum hipercomputador),
as mutacdes sdo sistemas computaveis aleatoriamente gerados (i.e., mutagdes algoritmicas
aleatorias) e a aptiddao dos organismos € medida estritamente por qudo grande é o output
desses organismos. Nesse ambito, este trabalho se foca em responder duas questbes. A
metabiologia seria inapropriada se os organismos ndo forem sistemas computaveis? Ou, na
direcdo oposta, ela seria inapropriada se a propria Natureza for um sistema computéavel?
Portanto, o objetivo principal é mostrar que a metabiologia caminha em direcdo a uma teoria
geral para evolucdo open-ended de qualquer sistema, seja ele subcomputavel, computavel ou
hipercomputavel. Como objetivo secundario, mostramos que as consequéncias cientificas e
filosoficas dos nossos resultados matematicos podem se alastrar pelas questdes fundamentais
da biologia e vida artificial, como tambem, da fisica e da inteligéncia artificial. Para satisfazer
esses dois objetivos, construimos dois novos modelos metabiolégicos para duas
configuracdes, diferentes entre si, de organismos e natureza. Primeiro, mostramos que é
possivel a evolugdo metabioldgica de subprogramas, dentro da qual tomamos a natureza como
sendo computavel, o que fez com que 0s organismos e as mutacfes passassem a sistemas
subcomputaveis. Para essa demonstracdo, apresentamos e utilizamos o fenémeno da
incomputabilidade relativa recursiva (uma versdao computavel/recursiva da incomputabilidade
relativa que ocorre entre as diferentes ordens de hipercomputadores dentro da hierarquia dos
graus de Turing). Fazemos com Turing, Radd e Chaitin o que Skolem fez com Cantor:
relativizamos a incomputabilidade da funcdo Busy-Beaver atrelada ao ndmero Q para ela

existir, de modo analogo, entre um computador e qualquer subcomputador do mesmo. Em



decorréncia, apresentamos o “paradoxo” da computabilidade, o qual diz que existe, pelo
menos, uma func¢dao que ndo ¢ computavel se “olhada de dentro”, mas ¢ computavel se
“olhada de fora”. Entdo, correlacionamos esse pseudoparadoxo com problemas da
criatividade humana e inteligéncia artificial, da consciéncia, da vida artificial e da
computabilidade do Universo. Segundo, construimos um modelo metabiol6gico para a
evolucdo de hiperprogramas, no qual os organismos sdo sistemas hipercomputaveis de
qualquer ordem finita (dentro da hierarquia de Turing) e a natureza € um hiperprograma de
ordem ordinal w. Nesse ultimo modelo, mostramos que € possivel uma evolugdo de
organismos/hiperprogramas por meio de mutagdes algoritmicas aleatorias “cegas” (i.e., que
ndo levam em conta os organismos/hiperprogramas anteriores) que vai levando o0s
organismos/hiperprogramas a serem capazes de resolver qualquer problema na hierarquia
aritmética. Aliado a isso, discutimos sobre a computabilidade ou incomputabilidade dos seres
vivos e sobre a possibilidade de estudar matematicamente a evolucdo metabioldgica de

sistemas que podem ultrapassar, 0 quanto se queira, a “barreira” do computavel.

Palavras-chave: Metabiologia. Evolugdo Open-Ended de Sistemas. Biologia Evolutiva.

Computabilidade. Complexidade. Hipercomputac¢do. Subcomputacao.



ABSTRACT

ABRAHAO, F. S. Metabiologia, Subcomputacéo e Hipercomputacso: em dire¢do a uma
teoria geral de evolucdo de sistemas. Rio de Janeiro, 2015. Tese (Doutorado em Historia das
Ciéncias e das Técnicas e Epistemologia) - Programa em Historia das Ciéncias e das Técnicas
e Epistemologia, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2015.

Metabiology is a mathematical theory mainly based on algorithmic information theory
and allows us to study an open-ended evolution of programs, that is, to study how fast the
organisms/programs become more complex or more creative without never stagnate at a
maximum level of complexity or creativity. We take, as starting point, the first chaitinian
metabiological models in which the organisms are computable systems, Nature (or
environment) is a hyper-computable system, mutations are randomly generated computable
systems (that is, random algorithmic mutations) and the fitnesses are measured by how big is
the output of the organisms. In this context, this paper focuses on two questions: Assuming
that organisms are uncomputable systems, should metabiology become unsuitable or
unsound? Or, on the other hand, assuming that Nature itself is a computable system, should
metabiology become unsuitable or unsound? Thus, the main purpose is to demonstrate that
metabiology walks towards a general theory of open-ended evolutionary systems, whether
these systems are sub-computable, computable or hyper-computable. As a secondary purpose
we show that scientific and philosophical consequences of our mathematical results spread
across fundamental questions about biology and artificial life, as well as, about physics and
artificial intelligence. To satisfy these two objectives, we build two new metabiological
models for two new different configurations of organisms and nature. First, we demonstrate it
is possible to build a metabiological evolution in which nature is a computable system and,
hence, it makes the organisms and mutations to be sub-computable systems. To show this we
introduce the recursive relative uncomputability (a computable/recursive version of the
relative uncomputability that occurs among different Turing degrees). We do with Turing,
Rado and Chaitin the same Skolem did with Cantor by making a relativization of the Busy-

Beaver’s uncomputability in relation to the Omega number, so that this new uncomputability



can exist between a computer and any of his sub-computers. As a consequence, we introduce
the “paradox” of uncomputability which says that exists at least one function that is not
computable if we “look from the inside”, but that is computable if we “look from the outside”.
Further, we correlate this pseudo-paradox with problems of human creativity and artificial
intelligence and with problems of consciousness, artificial life and the computability of the
Universe. Second, we build a metabiological model for the evolution of hyper-programs in
which the organisms are hyper-computable systems of any finite order and nature is a hyper-
program of ordinal order w. In this last model we demonstrate it is possible an evolution of
organisms/hyper-programs, with just “blind” random algorithmic mutations (it means, that do
not take into consideration previous organisms/hyper-programs), which progressively leads
the organisms/hyper-programs to be able of solving any problem in the arithmetical hierarchy.
Allied to this, we discuss about computability or uncomputability of “living beings” and upon
the possibility of mathematically studying metabiological evolutionary systems that can

surpass, as much as we want, the “frontier” of the computable.

Keywords: Metabiology. Open-Ended Evolutionary Systems. Evolutionary Biology.
Computability. Complexity. Hypercomputation. Subcomputation.
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INTRODUCAO

A biologia é reconhecidamente um campo de estudo cientifico no qual as relacdes
entre as coisas sdo tdo imbricadas e as tdo desejadas “leis” sdo tdo cheias de “excegdes a
regra” que parece quase impossivel termos 0 mesmo sucesso para a biologia que a matematica
teve em estruturar uma fisica tedrica. E com certeza isso foi sempre tentado, sobretudo, ao
longo do século XX.

Quem sabe, a matemética usada até os ultimos tempos para modelar os sistemas
fisicos ndo seja a mais apropriada? Essas matematizagdes, por vezes extremamente dificeis,
podem ndo ser suficientes para abarcar toda a complexidade das relacdes bioldgicas. Todas
elas buscam a construcdo de equacdes ou esquemas de equacdes que quase nunca ddo espaco
para excegdes. E quando d&o, ndo descrevem 0 comportamento minucioso e quase
imprevisivel dos elementos constituintes do sistema (por exemplo, as médias da fisica
estatistica ou da genética de populacdes).

Os sistemas bioldgicos sdo dindmicos e se modificam a toda hora. Seus elementos
constituintes (moléculas, elementos quimicos, sinais elétricos...) exercem funcdes que
dependem muito das condi¢Ges do entorno e do estado de outros elementos do sistema.
Conseguir montar uma equacao que traduza esse processo de transformacéo interna pelo qual
passa todo ser vivo, a todo o momento, parece ser uma tarefa hercilea. Contudo, se nos
aferroarmos justamente a palavra ‘processo’, a propria matematica pode nos dar uma dica
sobre que arcabouco tedrico usar.

Pensando a teoria da computa¢do como o estudo de objetos matematicos e abstratos
chamados de programas, estes nada mais sdo que matematizagOes de procedimentos,
algoritmos ou processos pelos quais um sistema passa ao longo do tempo. Sdo bit strings
(uma cadeia finita de 0"s e 1’s numa fita de maquina de Turing universal). Nada mais que a
forma mais geral de definirmos matematicamente um programa — ou, se desejar, um
algoritmo. O que é computavel o é por um programa, ou seja, existe um programa que pode
realizar a operacdo desejada (por exemplo, decidir se um nimero natural pertence ou nao a
um conjunto).

E o que consideramos, aqui, um sistema? Essa definicdo serd crucial para todo o
trabalho. De fato, partiremos do principio de que 0s seres vivos sdo sistemas. Podemos
chamar essa hip6tese de hipdtese sistémica da vida. Para nossos propdésitos, um sistema pode
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ser entendido de forma bem geral e simples: ele € uma sucessdo de estados compostos por
objetos ou entes. A mudanca de um estado para outro sempre define uma funcdo com o estado
anterior como entrada (input) e o préximo estado como saida (output), por mais complicada
e abstrata que ela seja.! Essa maneira mais “matematica” de definir um sistema é abrangente o
suficiente para contemplar qualquer tipo de conjunto de coisas que se modifica com o tempo.

Por exemplo, podemos pegar a, também bastante geral, definicdo de sistema dada por
Bertalanffy, em seu candnico livro sobre uma teoria geral de sistemas, que considera um
sistema como um conjunto de elementos em interacdo.? Essas interagBes produzem uma
mudanca de estados desse conjunto, e ndo s isso, sdo elas que definem abstratamente a
funcdo que diz qual estado sucederd o outro. Logo, essa definicdo também cai sob a nossa
definicdo de sistema. Além disso, definir sistema por meio de interacdes deixa um pouco
nebuloso o caso de um conjunto de elementos cujos estados mudam com o tempo, mas que
ndo se pode inferir que haja nenhuma interagdo ocorrendo entre esses elementos, ou ainda,
que ndo haja relagcdo causal entre seus estados. Por qué? A mudanca dos estados pode nédo
estar sendo feita pela interacdo entre os elementos, porém, pode estar sendo feita por algum
agente externo — ndo importa se existente ou em potencial, material ou metafisico. E isso nao
nos impede de pensar tal sucessdo de estados como um sistema, afinal seus elementos estao
interagindo, apenas ndo diretamente, mas por intermédio de “algo” externo. N&o € porque ndo
se vé uma relagdo causal entre os estados que ndo ha relagdo® entre eles. De qualquer forma,
mesmos esses casos menos evidentes ou complicados se encaixam em nossa definicdo de
sistema.

O leitor logo pode se perguntar: mas essa funcdo de mudanca de estados ndo precisa
ser computavel para o sistema poder ser completamente emulavel por um programa? Sim.
Dessa forma, nos fixaremos no estudo da evolucdo, primeiro, de sistemas computaveis e,
depois, de sistemas ndo computaveis ou hipercomputaveis.

E preciso lembrar que essa ideia de fazer uma analogia entre seres vivos e programas
ndo é nova. Ela ja vem desde Von Neumann com a ideia de autdmato celular, como contado

pelo nosso principal autor de referéncia, Gregory Chaitin. E se formos mais longe, veremos

! Caso ndo haja um referencial temporal para que se defina uma sucessdo, podemos usar 0 conceito
I6gico-matematico mais abstrato de relacdo ao invés de funcéo.

2 BERTALANFFY, L. V. General System Theory: Foundations, Development, Applications. New
York: George Braziller, 1968. ISBN ISBN 0-8076-0453-4. p. 38

% Em seu sentido mais amplo.
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que ela esta ligada aos trabalhos de Turing sobre computacdo. Como curiosidade, o famoso
bidlogo Sydney Brenner menciona os trabalhos de Von Neumann como inspirac¢ao no estudo
do DNA.

Onde, entdo, podemos usar programas para estudar os fendmenos bioldgicos? Para
responder essa pergunta vamos direto a teoria na qual esse trabalho se baseia: a metabiologia.
Podemos entendé-la, de forma geral, como sendo uma teoria matematica para a evolucao
open-ended de programas, software. Ela se inspirou nas teorias da evolucéo bioldgica, assim
como nos conceitos de complexidade (program-size complexity) e de probabilidade
algoritmica, ambos da teoria da informacao algoritmica (TIA) — organismos evoluindo
seriam programas que aumentam de complexidade. O que, grosso modo, quer dizer que se
pode ir computando problemas que necessitariam cada vez mais de programas maiores para
computar.

Como j& se pode intuir a partir dai, a metabiologia ndo faz uma matematizacdo dos
organismos que visa simplifica-los. Pelo contrario, ela permite que qualquer
organismo/programa exista e qualquer coisa que esse programa faca é relevante para os
resultados finais: as aptidées. Em particular, o espaco de possibilidades é definido sobre todos
0s programas possiveis. Tudo que for computavel — ou hipercomputavel, como veremos —, €
permitido. As coisas podem ser tdo complexas quanto se queira e, justamente, 0 quao
complexas elas sdo, ou se tornam, é o crucial para a teoria.

Gregory Chaitin nos mostrou que é possivel construir um modelo matematico bastante
abstrato e geral para a evolucdo dos seres metavivos (nossos organismos matematicos da
metabiologia, “feitos” puramente de informacao algoritmica), o qual mostra um ganho real de
complexidade, atrelado a um ganho de aptiddo, & medida que as mutagcOes algoritmicas
aleatorias vao acontecendo, uma depois da outra com a presenca da “sele¢do natural”. 1sso,
juntando* conceitos de organismo com programa, desenvolvimento e metabolismo com
computo, aptiddo com nameros naturais cada vez maiores, complexidade biolégica com
complexidade algoritmica® e natureza com hipercomputagéo.

Nesse modelo j& apresentado na metabiologia, os seres vivos e as mutagdes (estas,
aleatoriamente geradas) sdo programas. Explicando melhor essa demonstracdo, monta-se um

sistema com apenas um organismo, isto €, um programa qualquer, o qual pode ser

* Migrando e, talvez, fundindo.
® Program-size complexity.



20

transformado em outro organismo/programa por outro programa/mutacdo gerado de forma
aleatdria, isto €, uma mutacdo algoritmica aleatéria. Este Gltimo organismo também pode ser
modificado por outra mutacdo, e assim por diante. A natureza é um sistema ndo computavel,
emulével apenas por um hipercomputador e, por conseguinte, capaz de decidir sempre se um
programa/organismo se detém ou ndo. Ela s6 permite que vingue 0s organismos que
possuirem uma aptiddo maior que a do anterior, o que podemos chamar de “sele¢iao natural”.
Essa aptiddo nada mais é que o output do organismo/programa: um ndmero natural, por
exemplo. Por isso, é possivel a evolugdo de programas, levando estes a se aproximarem cada
vez mais da complexidade de Q, a qual é infinita.® A funcdo usada para medir a aptiddo dos
organismos é uma versdo da conhecida funcdo Busy-Beaver originalmente formalizada por
Tibor Rado (1962). Essa verséo da Busy-Beaver é denotada por BB’(N). Com ela, fazemos a
ligacdo com o nimero Q. Um programa/organismo gerar um output/aptiddo maior ou igual a
BB’(N) quer dizer, obrigatoriamente, que ele possui, no minimo, N bits de criatividade ou
de complexidade incompressivel. Portanto, essa fun¢do é usada para “medir” o qudo
complexos se tornam 0s organismos ao longo da evolucao.

O préprio uso, por nés, do termo evolucdo assume um carater especifico e definido.
Para os nossos fins, evolucdo significa um processo pelo qual os organismos (vivos ou
metavivos) ganham informacdo (que antes ndo tinham acesso). Ou ainda, um processo pelo
qual os organismos aumentam de complexidade ou se tornam mais criativos. Por conseguinte,
evoluir pode ter a ver ou ndo com se adaptar. Nossa aptidao é um referencial absoluto, que
vale para qualquer organismo, o que ndo € o caso no mundo bioldgico. O meio ambiente
sempre varia de local para local e de tempo em tempo. Se adaptar a um “entorno” pode nio
significar se adaptar a qualquer “entorno” e, portanto, ndo podemos dizer que adaptacéo
corresponde a um aumento de aptiddo absoluta. Mas, sim, apenas um aumento relativo ao
ambiente em que o organismo em questdo estd inserido. Um organismo A pode estar mais
adaptado em relagdo a um “entorno” A’ do que um organismo B em relagdo ao “entorno” B’
e, mesmo assim, B ser mais complexo que A. Por exemplo, sob certo ponto de vista, 0s seres
vivos procariontes estdo mais bem adaptados a Terra do que nds, humanos, mesmo
considerando que um corpo humano é mais complexo que qualquer bactéria. Diferentemente,

para a metabiologia e esta tese, se a aptiddo dos organismos aumentar uma quantidade grande

® O niimero 6mega é um nimero real entre 0 e 1, cujos digitos depois da virgula s&o incomputaveis.
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suficiente, a complexidade dos organismos precisa ter aumentado. H&, de fato, muitas
controvérsias na literatura bioldgica sobre a diferenca entre adaptabilidade e evolugéo.
Evitaremos maiores discussdes sobre isso e nos ateremos sobre nossa nogdo de aptiddo e
evolucao.

S&o apresentados trés modelos, os quais chamaremos de chaitinianos. Em primeiro
lugar, a busca exaustiva usa apenas mutagdes algoritmicas aleatdrias que ignoram seu input,
i.e., ignoram o organismo anterior. Podemos chamar essas mutagdes de “cegas”. Estima-se a
quantidade média de mutacdes (0 tempo de mutacdo) que deve ser tentada até aparecer uma
mutacdo que retorne como Seu output um organismo/programa que tenha, ou produza,
output/aptiddo > BB’(N). O tempo para isso acontecer é de cerca de 2¥. O projeto
inteligente modela a evolugdo usando mutacdes escolhidas pela natureza/hiperprograma.
Cada mutacao algoritmica adiciona 1 bit de criatividade para o organismo novo em relagao ao
anterior. Assim, como N bits de Q sdo suficientes’ para calcularmos BB'(N), somente N
mutacdes sdo necessarias para atingirmos N bits de criatividade, ou seja, o tempo de mutacédo
no projeto inteligente é < N — é linear ou até mais rapido. Ja a evolugdo cumulativa mistura
as duas coisas. Esse modelo usa as mutacgdes inteligentes do projeto inteligente, porém, elas
ndo sdo escolhidas pela natureza/hiperprograma. Sdo aleatdrias, possuem uma probabilidade
de ocorrer. Portanto, estimamos a quantidade média de mutagdes algoritmicas aleatorias para
a sequéncia mostrada no projeto inteligente acontecer, obtendo um tempo de mutacdo
< N?(log, N)1*€, onde € é uma constante.

O resultado da evolugdo cumulativa nos mostra que a evolugdo por mutagdes
aleatorias pode, de fato, aumentar a criatividade ou complexidade dos organismos/programas
em um tempo bastante razoavel: no maximo e aproximadamente em um tempo quadrético.
Apesar de as mutacGes serem algoritmicas (programas) e ndo mudancas pontuais no
genoma/programa do organismo anterior, esse modelo nos pée mais proximos de uma prova
matematica para a evolugdo a la Darwin, ou ainda, a la neodarwinismo. 1sso, com certeza,
pode gerar grandes discussdes. Contudo, ndo serd nosso objetivo aqui.

Mas, por que a natureza como um hipercomputador? Hipercomputadores sao aparatos
hipotéticos capazes de “computar”, da mesma forma que o construto tedrico-matematico

chamado maquina oracular de Turing, bem conhecido na literatura. Hiperprogramas sao

” A menos de uma constante.
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programas que s podem ser rodados por hipercomputadores. A natureza metabioldgica dos
primeiros modelos feitos por Chaitin precisa conseguir resolver problemas incomputaveis em
relacdo a qualquer computador, ideal ou usual. Esses problemas incomputaveis envolvem,
justamente, decidir se programas arbitrarios param ou ndo — o conhecido problema da parada
de Turing. Portanto, essa natureza € um hiperprograma de ordem 1. Por conseguinte, ela é
capaz de saber todos os digitos de Q, isto é, ela seria equivalente a uma maquina oracular de
Turing de primeira ordem. Ela é assim justamente porque € capaz de decidir sempre se um
programa arbitrario se detém ou n&o, como ja dito.?

Dessa forma, nos ambientamos no panorama geral do que iremos tratar nesta tese. N&o
nos aprofundaremos no que seja a metabiologia, nos seus fundamentos e nem sobre seus
resultados. Vamos partir daqui para elaborar, principalmente, duas outras problematicas: a
evolucdo de subprogramas e a evolucao de hiperprogramas.

Uma vez assumido — ou tomado como hip6tese — os resultados da metabiologia como
relevantes e proficuos para o estudo da evolucdo da vida, cabem duas perguntas e, a0 mesmo
tempo, duas criticas: a Natureza pode ndo ser um hipercomputador, ou seja, ela pode ser um
sistema computavel? Os organismos podem ndo ser sistemas computaveis, ou seja, 0S
organismos podem ser hiperprogramas? E, logo, somos obrigados a nos questionar: a
metabiologia pode nos servir nesses dois casos, diametralmente opostos?

O objetivo principal deste trabalno é mostrar que, mesmo nessas duas opcoes,
podemos construir modelos para a evolugdo anélogos aos ja feitos por Gregory Chaitin. Dito
de outra forma, obtemos teoremas usando a matematica da metabiologia, 0os quais mostram
gue os organismos evoluem mesmo que a natureza seja computavel ou, diametralmente
opondo, mesmo que 0s organismos ndo sejam computaveis. Assim, pretendemos mostrar que
a metabiologia é um campo de estudo muito mais abrangente, podendo servir ao estudo da
evolugdo de qualquer sistema, seja ele computavel ou ndo. Isto é, a metabiologia resiste a
essas duas criticas. Como objetivo secundario — ou como provocagdes —, em decorréncia dos
conceitos novos (ou atualizados) elaborados para resolver esses dois casos, mostraremos que
as consequéncias cientificas e filosoficas dos nossos resultados matematicos se alastram pelas
questdes fundamentais da biologia e vida artificial, como também da fisica e da inteligéncia

artificial.

® Note que computar o niimero dmega e resolver o problema da parada sdo problemas equivalentes.
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Nem todos os conceitos e definicbes poderdo ser aqui explicados. De fato, um
conhecimento prévio de teoria da informacao algoritmica e de metabiologia, assim como certa
familiaridade com alguns conceitos matematicos, l6gico-matematicos e de teoria da
computacdo se fazem necessarios porque, infelizmente, ndo conseguimos nos abster de todo
desse jargdo e nem explica-lo desde seu inicio. Tais conhecimentos se fazem, sobretudo,
necessarios para entender as demonstracdes. Porém, possivelmente, ndo as ideias — assim
gostariamos.

O presente texto ndo se sustentard apenas sobre demonstragdes ou argumentos
matematicos ou formais, pois queremos nos debrucar também sobre alguns problemas que
envolvem esses resultados.® Assim, precisamos também dizer que tudo aqui deriva desse
conceito forte e ubiquo de computacdo — fruto, principalmente, dos trabalhos de Turing.
Portanto, de inicio, precisamos frisar que o leitor precisa estar um pouco familiarizado com o
jargdo computacional, como, por exemplo, maquinas de Turing, cdmputo, emulacao,
input/output, etc. E, ao lado disso, do jargao biologico: ser vivo, mutacdo, evolucéo, aptidao,
complexidade, etc. Este trabalho, assim como a prdpria metabiologia, trata de demonstracdes
matematicas em teoria da computacdo, porém nosso pé estd fincado na biologia — em
particular, na teoria da evolugdo. Decorrente disso, herdamos as dificuldades inerentes de todo
campo de investigacdo interdisciplinar.

Como dito, o leitor pode necessitar ter familiaridade com mais de uma éarea do
conhecimento. E ndo nos limitaremos as peculiaridades da metabiologia, também faremos
algumas discussdes envolvendo fisica e ciéncia cognitiva. Visto que resultados e
guestionamentos novos serdo feitos partindo de nosso campo de estudo interdisciplinar, talvez
devéssemos informar ao leitor que é mais acurado e prudente classificarmos o tema desse
trabalho como transdisciplinar. Além disso, precisamos dizer que a tese € muito mais sobre
mostrar o desabrochar de varias ideias implicadas no tema abordado do que procurar
solucionar ou resolver tudo.

Deve-se ter em mente que a pesquisa foi feita usando duas vias metodoldgicas. A

primeira, a investigagdo matematica. Grande parte do que foi obtido resultou de

% Inclusive, pretende-se que as ideias apresentadas serdo mais importantes que as proprias provas. Caso estas se
mostrem falhas no futuro, pretendemos que as ideias de evolucdo de subprogramas, incomputabilidade relativa e
evolucéo de hiperprogramas se mostrem pregnantes e proficuas. Além disso, mesmo nesse caso, acreditamos ou
apostamos que alguém possa prova-las.
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demonstracfes matematicas, obtencdo de lemas e teoremas. Mas ndo nos prendemos as
formalidades; para melhor compreenséo, julgamos necessario sempre colocar as explicacdes
sobre os conceitos e definicdes, assim como a apresentacdo das ideias principais das
demonstragdes. Estas discussdes virdo antes dos textos formais.

A segunda via foi a discussdo filosofica, tanto sobre os fundamentos da teoria quanto
sobre seus desdobramentos. Portanto, muitos conceitos ja correntes da literatura ndo serdo
esmiucados e nem vamos nos ater a defini-los, pois nosso objetivo é relaciona-los com os
problemas do nosso tema, e ndo investiga-los. Além disso, todos eles podem ser buscados na
literatura de referéncia listada ao final de nosso estudo.

Especificarmos, na Introducéo, todas as hipdteses e conceitos principais em que vamos
nos calcar ficaria confuso. Ao longo do texto eles ficardo evidentes e serdo mencionados. E
claro que podemos focar apenas nos resultados matematicos, pois basta que sejam validas as
teorias matematicas sobre as quais nos debrugamos. E, por consequéncia, ndo prescindiriamos
de hipoteses cientificas para defender nosso objetivo principal - que é sobre qualquer coisa
gue se encaixe nas nossas respectivas defini¢bes de sistema, aptidao e natureza. Porém, como
ja afirmado, vamos além. Quando comecarmos a fazer as discussbes cientifico-filosoficas,
serdo apresentados as hipdteses e conceitos necessarios para cada problematica.

Devotaremos os capitulos 1 e 2 ao estudo do modelo metabioldgico em que a natureza
é um sistema computavel. Para esse fim, nos vemos obrigados a introduzir um novo conceito:
0 de subcomputacdo. Vamos no valer também de — talvez — um novo fenémeno, ao qual
daremos o nome de incomputabilidade relativa recursiva, mostrada no teorema 2.15.8. Um
subcomputador ou uma submaquina de Turing é um computador ou maquina de Turing™®
para o qual qualquer programa sempre gera um output. Ele é sempre definido tomando-se
como base um ‘“computador mais poderoso” que o “contém”. Assim, conseguimos colocar
esse “computador mais poderoso” no papel da natureza metabioldgica e os seres vivos ou
organismos como seus subsistemas, ou seja, como seus subcomputadores.

Dessa dicotomia entre sistema e subsistema brota a incomputabilidade relativa
recursiva que entra no lugar da incomputabilidade classica — em particular, a
incomputabilidade da fungdo Busy-Beaver BB’(N) e do numero () -, fundamental para fazer a

complexidade dos organismos/programas crescer ao longo da evolugéo. Pretendemos provar

19 Na prética, se considera um computador como sendo uma méquina de Turing com recursos limitados.
Contudo, para o prop6sito matematico da nossa tese, vamos usar os dois termos como sinénimos.
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que os subprogramas evoluem usando um teorema analogo, ou isomorfo, ao feito por Chaitin
nos modelos iniciais da metabiologia: o projeto inteligente e a evolucdo cumulativa. Os
tempos de mutacdo maximos, isto é, os limitantes superiores das quantidades médias de
mutacdes necessarias, para fazer a aptiddo dos organismos chegar a complexidade de BB’(N)
serdo, respectivamente, 0s mesmos.

No primeiro capitulo vamos introduzir e explicar os conceitos e defini¢cbes necessarios
para o entendimento da demonstracdo. E, logo depois, fornecer as ideias centrais da prova.
Com isso em mente, vamos levar ao leitor as problematicas que subjazem, permeiam e se
desdobram dessa prova de evolugdo de subprogramas.

Ja o0 segundo capitulo sera todo dedicado a prova do primeiro. Comecaremos
explicando-a em palavras e depois apresentaremos a parte formal cabivel que julgamos
necessaria: os lemas e teoremas.

Quando chegarmos ao terceiro capitulo, mudaremos de “espectro”. Vamos passar a
estudar de forma matematica e a discutir sobre a metabiologia de organismos nao
computaveis, de “hiperorganismos”. Estes passarao a ser hiperprogramas, i.e., programas de
hipercomputadores, capazes de “computar” problemas incomputaveis. A natureza
metabioldgica sera um hipercomputador ainda muito mais incomputével. Se tomarmos como
referéncia os graus de Turing, 0s organismos e mutacOes serdo hiperprogramas de grau
sempre finito, enquanto que a natureza sera um hiperprograma de grau w, 0 primeiro ordinal
limite. Em relacdo aos modelos iniciais de Chaitin, essa prova fara uma versdo da busca
exaustiva. Contudo, o tempo de mutacao, nesse caso, se apresentara como sendo muito mais
rdpido em comparacgdo ao modelo chaitiniano.

Resta-nos pedir desculpas ao leitor por apresentarmos um texto carregado de termos
tedricos e cientificos e, principalmente, pela repeticdo dos mesmos. Para facilitar o
entendimento, nos vimos obrigados a sacrificar o conforto da leitura fluente. Ademais, vamos
introduzir notagdes novas, porém, sempre baseadas naquelas ja costumeiramente utilizadas na

literatura especifica.
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1 “EMULANDO” ORACULOS NA METABIOLOGIA

1.1  INTRODUCAO

Adiantando o objetivo desse capitulo, queremos construir subprogramas™ que possam
desempenhar o papel dos organismos que evoluem na metabiologia. Antes, estes eram
programas quaisquer e a natureza era um hiperprograma de ordem 1. Porém, se quisermos que
a natureza seja computéavel®?, precisamos que um programa possa desempenhar o papel dela,
isto é, ser capaz de fazer a “selecdo natural”. Para iSSO, 0S organismos nao podem ser
programas quaisquer, eles precisam ser programas que sempre param. Caso contrario,
nenhum programa/natureza poderia saber sempre se um programa qualquer produz output ou
nunca se detém. Assim, a “sele¢do natural” iria, em algum momento, ser incapaz de decidir se
0 ser vivo deve morrer ou viver, ficaria em loop, rodando ad infinitum. Somente um
hiperprograma daria conta dessa tarefa sem ficar rodando de modo interminavel.

Mas por que queremos uma natureza computivel? Ou antes: o que quer dizer a
natureza ser computavel? Claro, estamos nos prendendo ao arcabougo tedrico da
metabiologia. Por isso, pelo menos em nossa primeira abordagem, queremos que ela seja um
sistema qualquer13 que desempenhe a “sele¢do natural”, como ja explicado. Entdo, se antes
ela precisava ser um hiperprograma, agora, queremos que ela seja apenas um programa. Isto
é, que um computador seja capaz de emulé-la: representar todas as relagcdes — do sistema —
entre todas as representacfes de todos os elementos nele envolvidos (tanto os de
comportamento quanto os de funcionamento).*

Vale assinalar que ndo podemos nos esquecer de que esse € um dos temas importantes
ainda em discussdo na literatura cientifica. Ser a natureza um sistema computével, ou ndo,

passa também por saber se o mundo fisico-quimico é continuo ou discreto, digital ou

1 Definiremos o que é um subprograma adiante.

12 Explicaremos o que isso quer dizer mais & frente.

13 Real ou tedrico, fisico ou n&o.

%0 que pode ser uma boa, e geral, definicdo de emulacdo sem que esteja presa ao conceito de computagéo.
Geralmente, entende-se emulagdo como sendo diferente de simulagao, pois nesta Gltima nem todas as relagdes
do sistema original sdo representaveis, limitando-se apenas a imitar 0 comportamento e nao o funcionamento
interno (o0 que a emulagdo pretende fazer também).
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analogico. Mesmo assim, a vida poderia ser um caso a parte. Isto €, mesmo as relagdes fisico-
quimicas sendo computéaveis, o sistema fisico-quimico compondo o que chamamos® de “ser
vivo” poderia apresentar propriedades emergentes que o tornaria incomputavel (por exemplo,
tal sistema poderia receber informag6es de um oréaculo a la Turing, de acordo com outras leis
fisicas que ainda desconhecemos). De qualquer forma, entender o universo, desde a sua
formagéo, como um processo que computa o estado presente, tomado seu estado inicial como
input, parece atrativo e retumbante em nossas perspectivas tedricas sobre o atual estado do
conhecimento cientifico. Discutiremos melhor na se¢éo 1.4.

E nesse espirito que continuaremos o que ja foi obtido por Chaitin, no intuito de tentar
modelar uma evolucdo metabiolégica dentro de uma natureza que seja um sistema
computavel, partindo do principio de que a podemos representar por um programa de uma
maquina universal de Turing. Porém, dai surgem alguns problemas iniciais. O primeiro deles,
obviamente, é que 0s organismos precisam ser programas que sempre param — ou que exista
um programa que sempre decida se 0s organismos param ou ndo — ndo poderao ser quaisquer
programas, como ja frisamos. Além disso, queremos manter uma forma de “medir”'® a
complexidade ou a criatividade dos organismos — usando o que chamamos de funcédo de
aptidao, que liga a aptiddo a complexidade minima que o organismo pode ter — no decorrer
da evolucdo, como foi feito originalmente por Chaitin, usando a funcéo Busy-Beaver®’. E isso
ndo € trivial quando lidamos com programas que sempre param — ou ainda, que tenham o
tempo de computo™® limitado por uma funcdo computéavel. Aqui entrar4 o conceito de
subcomputacéao.

Basicamente, chamaremos de subcomputador ou submaquina de Turing qualquer
maquina de Turing que sempre da um output para qualquer input, que sempre para. Um
subcomputador deve se comportar em relacdo ao seu respectivo computador, o qual contém
(ou esta definido sobre) o primeiro, da mesma forma que um computador se comporta em
relacdo a seu hipercomputador (uma maquina universal de Turing oracular de primeira ordem,
ou seja, um computador com acesso a fungfes incomputaveis através de um “oraculo”). Na

verdade, ndo vamos emular todas™ as propriedades de um hipercomputador em relacéo a um

15 Apesar de ndo sabermos definir bem.
18 |sso sera explicado mais abaixo.
17 - - - g
Na verdade, uma forma ligeiramente modificada desta.
8 Ver item 2.15.4.
190 que pode ser impossivel, inclusive.
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computador, vamos somente nos focar em criar uma funcdo andloga a Busy-Beaver (nos
trabalhos de Chaitin, a funcdo BB’(N)) de forma que ela se comporte em relagdo a um
subcomputador da mesma forma que a Busy-Beaver original se comporta em relacdo a um
computador. Em outras palavras, ela precisa ser incomputavel, relativamente, por qualquer
subprograma (um programa quando rodado por um subcomputador) da mesma forma que a
Busy-Beaver original é incomputavel por qualquer programa rodado por um computador. A
esse fenbmeno chamaremos de incomputabilidade relativa recursiva ou
subincomputabilidade. Lembre que ela ndo pode ser “muito” incomputavel, pois uma
maquina oracular de primeira ordem ja é capaz de computar a BB'(N). E n6s queremos que a
nova funcdo Busy-Beaver seja tdo, e ndo mais, incomputével para um subcomputador quanto
a Busy-Beaver o € para um computador. 1sso serd de suma importancia para construir nosso
modelo de evolucdo analogo ao de Chaitin e, talvez, sera a parte tedrico-matematica mais
inovadora e laboriosa.”> Vamos simbolizar esta nova fungéo de aptiddo por BB* p**popy (V).

Assim, pretendemos mostrar que existe uma evolucdo de subprogramas?®, numa
natureza computavel, andloga a dos trés modelos (busca exaustiva, projeto inteligente e
evolucdo cumulativa) iniciais construidos pelo nosso principal autor de referéncia. Ou seja,
mantendo 0 mesmo tempo de mutacéo (a quantidade média de mutacGes necessarias para se
atingir uma aptiddo BB'(N) ou, no nosso caso, BB p«_.p,.(N)), 0s mesmos tipos de
organismos e 0s mesmos tipos de mutagdes. Para o primeiro modelo, o tempo de mutacédo é
da ordem de 2V, ou seja, exponencial. Para o segundo, o tempo é da ordem de N, ou seja,
linear. Para o terceiro, e 0 mais interessante do ponto de vista do neodarwinismo, é da ordem
de N?, ou seja, praticamente quadratico. Queremos manter esses resultados também no
presente trabalho, evidenciando ainda mais o fenémeno da incomputabilidade relativa.

E preciso dizer que apenas construiremos um correspondente ao projeto inteligente e

um correspondente & evolugdo cumulativa.?? Para a busca exaustiva, deixaremos como

20 Ou seja, mostrar que a fungéo BB*p_.(N), para qualquer Pr, € s relativamente incomputavel em relagéo a Up..
é bastante simples e intuitivo. Ver se¢do 2.3.

21 As mutaces também serdo subprogramas.

22 Usaremos, para os dois casos, 0 mesmo subcomputador. O que muda é a forma como as
mutacdes/subprogramas sdo geradas: aleatoriamente ou ndo.
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exercicio para o leitor, visto que ela pode ser facilmente construida tomando como base um
subcomputador muito parecido® ao construido para os dois outros modelos.

Outro ponto importante é a questdo experimental. O que nos afeta mais na préatica é o
fato de ndo podermos simular ou emular os modelos metabioldgicos de evolugdo numa
natureza oracular com nossos computadores, pois precisariamos de um hipercomputador para
fazé-lo. Artefato que ndo temos até 0 momento — e nem sabemos se ele de fato é possivel. Ja
com uma natureza computavel, isso seria bastante viavel. Basta, no caso da evolucdo
cumulativa, termos uma fonte quase perfeitamente aleatdria para gerar bit strings, as
mutacdes. Tudo feito até aqui tem esse carater de poder ser programado.?* Se alguém, no
futuro, quiser explorar as consequéncias, na computacdo experimental, dos resultados
apresentados neste trabalho, isso sera possivel.

A maior parte desta tese se concentra em definir um subcomputador para que ele tenha
as propriedades (i.e., que possamos demonstrar os teoremas andlogos de que tanto falamos)
desejadas. O resultado/teorema principal é mostrar que esse subcomputador €, de fato, um
subcomputador e que a definicdo ndo é vacua ou, ainda, que ele sempre se detém. Depois,
demonstraremos que a evolugéo dos subprogramas funciona da maneira que queremos.

Comecaremos discutindo as ideias, tanto as que inspiraram o trabalho quanto as da
prova em si. Aqui, cabe um comentario: a incomputabilidade relativa é um conceito que ja
brotava de nossos estudos oriundos de outros temas relacionados a teoria da computagdo. O
mote principal, j& mencionado em paragrafos anteriores, seria construir, ou provar que existe,
um computador que possa se ‘“comportar” em relagdo a um subsistema seu (um
subcomputador) da mesma forma que um hipercomputador (uma maquina oracular) se
comporta em relagdo a um subsistema seu (em particular, um computador como conhecemos).
Portanto, o presente trabalho vem, fortuitamente ou ndo, a dar um primeiro resultado positivo
para isso: construimos uma natureza/programa que “finge” ser uma natureza/hiperprograma,
de forma que a evolucao dos seres vivos/subprogramas pode ocorrer como ocorre no caso dos
seres vivos/programas. Para tal, faremos duas provas® isomorfas as feitas originalmente por

Chaitin. E, caso exista algum problema técnico — ou nas demonstra¢es —, acreditamos (ou

% Que possa rodar as mutagdes de tamanho da ordem de N, as quais levam o organismo diretamente para aptiddo
BB+p**T°pT (N).

* Inclusive a linguagem de programacao que usaremos, mesmo ndo sendo usual, sera definida para que possa ser
programada.

2> A do modelo cumulativo e a do projeto inteligente.
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apostamos) que essas ideias sdo fortes, proficuas e que algum resultado equivalente pode ser
mostrado por alguém no futuro.

Isto posto, vamos explicar as definicdes e as provas da forma mais discursiva possivel.
No item 1.3 falaremos das ideias gerais da demonstracdo — o “espirito” da prova — € no
capitulo 2, as explicaremos. Na secdo 2.15, deixaremos os lemas e teoremas formais caso o

leitor queira se aprofundar na matematica envolvida.?®

1.2 CONCEITOS-CHAVE

Entender o que chamamaos por organismo é, talvez, a parte central do tema deste texto.
A prépria metabiologia, como 0 nome indica, tem como base a evolucdo dos seres vivos. No
entanto, quando passamos para o plano teérico e abstrato da matematica, essa nomeacao
assume um conceito um pouco diferente. Na metabiologia, 0 organismo ou ser vivo é
composto por informacdo, informacéo algoritmica 2. Em geral, utilizamos bits para
quantificar essa informacdo, fazendo um organismo metabiologico nada mais ser que uma
string?® de 0's e 1's. Além disso, essa bit string ndo é estatica, justamente por ela ser
algoritmica, assim como um ser vivo ndo é um sistema estatico, pois este estad sempre
mudando, esta em “movimento”, é sempre um processo. Essa bit string é também algo que
desencadeia um processo, no caso, um processo computacional (um cémputo). Porém, temos

. . C . 29
que dizer que o organismo metabiologico € “descorporificado”

ou, em outras palavras, que €
um sistema matematico de relagdes, independente do que ele esta representando — se € que
necessita representar algo.*® Portanto, usaremos a nomenclatura organismo/programa quando
quisermos frisar bem que nao estamos falando do organismo bioldgico.

Um subprograma — explicaremos melhor a seguir — € um tipo de programa. Vale dizer
gue quando falarmos de organismo/subprograma ainda estaremos no campo da metabiologia e

ndo da biologia; apenas o estamos diferenciando de um programa qualquer.

%6 Colocamos apenas as demonstracdes formais dos teoremas que julgamos mais importantes ou que a explicagdo
discursiva ndo tenha dado conta. Claro, o leitor é convidado a verificar se todos os passos estdo corretos.

2" Que é diferente da informacao estatistica, shannoniana.

28 Uma sequéncia em que um simbolo é posto ao lado do outro, um em cada casa (0 bit).

2 CHAITIN, V. O corpo metabioldgico. Scientiarum Historia 1V, Rio de Janeiro, 2011.

%0 Ver secdo 1.2.3.
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De forma anéloga, definimos o que é a mutacdo/programa ou mutacao/subprograma.
Como em Chaitin, a mutacdo, aqui, também ¢é um processo algoritmico que transforma o
organismo anterior, gerando um novo organismo como seu output. Mas, agora, € um
subprograma e ndo um programa qualquer.

Também se pode notar que tomamos emprestado o conceito de “natureza bioldgica”,
aquilo que abriga, engloba e contém a vida — no caso, até onde conhecemos, a vida na Terra.
A natureza metabioldgica também é um sistema matematico, no caso, um sistema de
informacdo algoritmica, uma bit string a ser processada por um computador ou
hipercomputador, o qual poderia ser, por exemplo, o Universo ou as leis da Fisica.** Qualquer
organismo deve ser um subsistema dela, de forma que sua vida, do comeco ao fim, possa ser
processada (computada) dentro da mesma (ou pela mesma) - por exemplo, um aplicativo
rodando dentro de um sistema operacional. Isso, inclusive, nos d& uma defini¢cdo bem geral do
conceito de subcomputacéo. Ou seja, um subcomputador nada mais € que um subsistema que
pode ser inteiramente (do comeco ao fim)* computado dentro de outro computador.

Agora, ja podemos falar da diferenca entre uma natureza computavel e uma natureza
oracular, incomputavel. Mas o que ¢ um oraculo? E um “mecanismo” abstrato, matematico,
idealizado para ajudar um computador, uma maquina de Turing, a computar os problemas que
este ndo poderia computar de forma alguma.** Um exemplo répido é imaginar uma caixa-
preta que um computador pode consultar para saber se um programa se detém ou ndo. Com
IS0, ele pode resolver toda uma gama de problemas que seriam insoliveis sem essa “caixa-
preta”. 34

Ao contrario dos primeiros modelos feitos por Chaitin, almejamos uma natureza que
ndo tenha acesso a oraculos. Pelo menos, que ndo tenha acesso a oraculos “verdadeiros”,
como explicaremos no préximo topico. Ele precisa ser um sistema que possa ser emulado, por
completo, por um computador. Consequentemente, dizemos que queremos uma natureza
computavel. No fundo, nossos esforcos ndo serdo para eliminar a necessidade de oraculos.

Eles ainda estardo, de forma indireta, presentes, porém, serdo “oraculos fingidos”, que se

31 Caso este seja passivel de ser comparado a um computador ou a um hipercomputador.

%2 Esse advérbio é importante para diferenciar da simples emulagéo. Na subcomputacéo, qualquer subprograma
produz um output, mesmo que este sé seja sabido pelo computador que contém o tal subcomputador. Por outro
lado, um programa pode emular outro que nunca se detém e o primeiro nunca sabe que ele nunca para.

%% para mais detalhes sobre hipercomputacéo, ver capitulo 3.

% Ver secdo 3.3 sobre a nossa definicdo de hipercomputador, os quais usam fitas extras de uma méquina de
Turing como oréculos.
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passam por oraculos verdadeiros em relacdo a qualquer subsistema da natureza — agora,
computavel. No caso, nossos teoremas mostrardo uma evolugdo que se passa como Se a
natureza fosse oracular.

O papel-chave que a natureza tem que desempenhar nas demonstracGes da
metabiologia até o presente momento, como ja mencionado na introducdo, é o de fazer a
“selecdo natural”, que nada mais ¢ do que decidir se a aptiddo do novo organismo € maior que
a do anterior. Caso néo seja, ela descarta 0 novo organismo e permanece com o anterior. 1sso,
diga-se de passagem, é apenas uma imitacdo rudimentar da estudada sele¢cdo natural do
mundo bioldgico. De fato, poderiamos definir o que seja a natureza metabiol6gica de uma
maneira muito mais geral que apenas pela selecdo natural (afinal, a natureza bioldgica ndo faz

somente iss0). Mas esse ndo é o foco do presente trabalho.
1.2.1 Alinguagem L

A primeira definicdo importante que precisamos estabelecer é a propria linguagem de
programacdo ou de maquina universal com a qual iremos trabalhar. O resultado apresentado a
seguir ndo pretende mostrar que o fendmeno da subcomputacdo, ou mesmo a evolugéo
metabiolégica de subprogramas,®® pode acontecer em qualquer linguagem em qualquer
computador, mas sim mostrar que existe uma linguagem (ou uma classe delas) na qual os
resultados vindouros sdo verdadeiros. E importante para noés que o modelo possa ser
programado e ndo que ele seja totalmente ubiquo.®® Além disso, essa linguagem pode ser
empregada em qualquer computador usual, isto é, suas propriedades e regras de bem
formacdo sdo programaveis. No fim, isso nos levara a conclusdao de que o fenbmeno da
subcomputagdo pode ocorrer “dentro” de computadores que ja conhecemos.

Precisamos de uma linguagem, isto é, um subconjunto de bit strings com o qual um
programa pode decidir sempre se uma bit string é fruto de uma concatenacéo especial ou néo.
Concatenar é colocar duas bit strings uma ao lado da outra, em ordem, formando uma nova
bit string. Enquanto essa operacdo € trivial numa linguagem qualquer, quando estamos
trabalhando com bit strings autodelimitada, simplesmente juntar dois elementos pode gerar

outro elemento malformado, no caso, ndo autodelimitado. No fundo, o problema que se

% Nesta, inclusive, precisamos trabalhar numa linguagem de programas autodelimitados.
% Apesar de o fendémeno da incomputabilidade relativa ser ubiquo.
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coloca € lidar com as regras de bem formacao enquanto fazemos essa concatenacao, de forma
que a mesma seja um procedimento sujeito a decisdo (ou computavel). Assim, existird um
programa que conseguird lidar com qualquer elemento da linguagem desejada, sabendo
sempre se ele estd bem formado e se é fruto de concatenacdes.

Mas por que concatenagdes? Elas nos ddo uma forma direta de simbolizar um
programa tomando uma bit string qualquer como seu input — por exemplo, um programa p
que é, na verdade, o programa p” quando este toma o programa p”* como seu input. Note-se
que esse tipo de programa ja € usado para demonstrar o problema da parada ou que a funcéo
Busy-Beaver ndo é computavel. Porém, a forma que ele pode ter é completamente arbitréria,
pois uma maquina universal de Turing o roda, de qualquer maneira. Por isso, ndo é a toa que
precisamos dessa condicdo — essa concatenacdo especial — em nossa linguagem. Como
estamos querendo construir um computador que consiga emular a incomputabilidade, se
tornard necessario que possamos “ensinar’ uma maquina a fazer e a reconhecer essas
“concatenagdes” dentro da linguagem que ela propria esta trabalhando.

Para diferenciar da concatenacdo comum, que é s6 juntar strings, vamos denotar essa

13 (3

% 37

nova operagao por “o”. Vamos simbolizar a concatenagdo comum por Quando

colocarmos a palavra concatenagdo entre aspas, estaremos querendo dizer “o”, do contrario,
queremos dizer “*”.

Antes de definir tudo, vamos dar um exemplo trivial que satisfaz nosso objetivo. O
que, por sinal, ja serve para nos mostrar que a definicdo ndo é vacua. Além de nos dar uma
forte intuicdo sobre o que queremos com as propriedades que vamos enunciar para definir

uma linguagem L.

1.2.1.1 Exemplo:

Tome uma maquina universal de Turing U” numa linguagem trinaria (com os simbolos
0, 1 e h) qualquer.®® Vamos, agora, autodelimita-la. Dada uma bit string u, basta colocar na

frente um programa que nomeia seu tamanho e, na frente deste, o tamanho do segundo em

37 Atencdo para ndo confundir nos casos em que “+” é usado para denotar multiplicagdo.
% 0 simbolo h denota a parada, para U saber quando termina a string.
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quantidade de zeros e, entdo, depois o algarismo 1 para marcar que terminou a primeira parte.
Assim, teremos 010Dzl x 1 % (Ju|), * u como sendo nossa nova string.* Essa é uma das
formas triviais de tornar tudo autodelimitado.

Agora, vamos adicionar um prefixo na frente indicando quantas “concatena¢des” (0
gue ira denotar quantos inputs o programa esta tomando, obviamente). No fundo, esse prefixo
dird quantos programas se tem que ler. Pegue o nimero de bit strings concatenadas na forma
binéria e o coloque na forma autodelimitada acima. Entdo, coloque essa bit string resultante
como prefixo do programa concatenado com seus inputs todos. Todos estes ja na forma
autodelimitada acima.

Por exemplo, se quiser colocar o programa 01 com 101 e 1 como seus inputs, na
nossa linguagem ele ficara da forma (001 = 10 * 11) * (001 * 10 * 01) * (001 * 11 = 101) =
(01 %1 x1).* Logo, quando essa bit string aparecer para a U — que é a nova maquina
universal de Turing trabalhando sobre a nova linguagem e sobre U” —, ela ira rodar em U’ 0
resultado de se pegar o programa 01 e dar a ele 101 e 1 como inputs, isto €, ird rodar
01 %1011 *h.

Lembre que 01, 101 e 1 também sdo, individualmente programas de U’. Por
conseguinte, (01 1) * (001 * 10 % 01), (01 *1) * (001 *11%101) e (01 *1) * (01 * 1 =
1) também serdo programas de U. Se olharmos tudo isso, em nossa notacdo teremos que:
((01%1) (001 *10%01))o((01x1)*(001*11%101))o((0L*x1)*(01*x1x1)) ¢€
igual a (001 * 10 % 11) * (001 * 10 * 01) * (001 * 11 * 101) * (01 * 1 * 1).*

Note, em primeiro lugar, que todo esse procedimento € computavel — o que é uma das
propriedades mais importantes da nossa linguagem L . A isso, chamaremos de
recursivamente funcionalizavel. Além disso, decidir se uma bit string estd nesse formato
bem especifico é sempre possivel. A isso dizemos ser uma linguagem recursiva, isto é,
quando uma maquina sempre pode decidir se qualquer bit string pertence ou ndo a linguagem.

E facil provar também que para todo programa P, w;, .. € wy de L, |w;| <

|P 0w, o ...o w|. “Concatenar” sempre aumenta o tamanho.** Outra ponto importante € notar

% (x), denota 0 nimero x na forma binéria.

0 Os parénteses sd0 apenas para o leitor se situar.

“ Como U esté definido em relagéo a U”, teremos que U((01 * 1) * 0001 x 110 = (01 » 101 * 1)) =
U(((01%1)* (001 %10%01)) 0 ((01%1)=(001*11%101))0 ((01%1)x*(01x*1x1))).

2.0 que ser4 vital no teorema 2.12, um dos teoremas centrais.
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que, para todo programa P, w;, ...e wi de L, [P ow; o ...ow| < log,(log,(k +1)) + 1+
log,(log,(k + 1)) 4+ log,(k + 1) + |P| + |wy| + [wy| + - + |w|.* Logo, existe constante
Ctal que [P ow; o..owy| < C Xk |P|+ |wy|+ |wy| + -+ |wy|.* Por Gltimo, qual seria
0 menor programa na linguagem L que nomeia um nimero natural N?*> Na forma binaria ele
teria tamanho praticamente log, (N). Entéo, autodelimitando-o e informando a quantidade de
“concatenagdes”, ele fica com um tamanho igual a 1+ 1+ 1+ log,(log,(N))+ 1+
log,(log,(N)) + log,(N). Logo, podemos dizer também que existem constantes C” e e tal
que H(N) < C" +1log, N + (1 + €) log, (log, N).*®

No entanto, a soma de todas as probabilidades de todos os programas precisa ser < 1.
Pois, do contrario, ndo definiriamos uma probabilidade. Além disso, como tudo que nos
interessa sdo 0s elementos dessa linguagem, queremos que a soma seja exatamente 1. Esse
nosso exemplo d& conta disso? Basta lembrar que o somatorio de todas as probabilidades de
programas autodelimitados ¢ sempre menor ou igual a 1. No nosso caso, 0 somatorio das

probabilidades ficard dado pela expressao:

2 22 23 24 2° 2k 1/1 1 1 1
?+?+?+ﬁ+ﬁ+"'+m+”:?(§+?+?+"'>:2_2(1)
1
=?

Como esse somatério ndo da exatamente a unidade, sabemos que existe uma
redundancia na autodelimitacdo. Quando essa soma da exatamente a unidade, dizemos que
essa é uma codificacdo — ou uma linguagem — completa. Para o que queremos, precisamos
que ela seja completa. Queremos que nosso espaco de possibilidades ou espago amostral seja
constituido apenas por programas validos. Como fazemos? Temos duas formas simples:

basta, entdo, multiplicar por 22 a probabilidade de cada programa, ou adicionar um programa

* Na verdade, pegamos o primeiro inteiro maior que o valor desse logaritmo. Dessa forma, calculamos o
tamanho do nimero binério que corresponde ao nimero natural sendo logaritmizado. Portanto, log,(0) = 0 + 1,
log,(2) =1+ 1, log,(7) = 2.807 ... = 3 e assim por diante.

* 0 que é de suma importancia para demonstrar a incomputabilidade relativa e a evolugdo cumulativa. Ver
teorema 2.15.8 e 2.14.

* O que também é de suma importancia para demonstrar a incomputabilidade relativa e a evolucdo cumulativa.
¢ Em particular, no nosso exemplo, € = 1.
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de tamanho 1 e um de tamanho de 2 que ndo computam nada, para fazer o somatério de tudo
dar exatamente 1.

E mais: sabemos que o somatério de todas as probabilidades de programas
autodelimitados concatenados também d& menor ou igual a unidade. Logo, como a parte que
indica o nimero de “concatenagdes” também ¢é autodelimitada e completa, o somatorio final

ainda permanecera resultando em 1. O que faz de L uma linguagem completa.

1.2.1.2 Definicdo:

Dizemos que uma linguagem de programacao, definida sobre uma maquina de Turing
universal U, € recursivamente funcionalizavel se existir um programa tal que, dada
quaisquer bit strings P e w como inputs, ele retorna uma bit string que vamos denotar por
P ow, com a qual U(P o w) é igual ao resultado da computacdo do programa P quando w é
dado como seu input. Além disso, tem que existir um programa que decida se uma bit string é
da forma P o w, quaisquer que sejam P e w. De modo analogo, 0 mesmo tem que valer para a
concatenacdo genérica P o w; o ...o w;, com 0 programa P recebendo w;,... e w,,como inputs.

Assim, j& podemos enunciar as definicbes gerais da linguagem L. E definir a
linguagem L e, por tabela, a maquina universal U: seja U uma maquina de Turing
universal sobre uma linguagem L bindria, autodelimitada, recursiva, recursivamente

funcionalizavel e tal que existem constantes €, C e C’, paratodo P e wy,... e wy, onde.

lw;| < |[Powyo..ow|,parai=12,..ouk

[Powyo.owe| <CXk+|[P|+[wi]|+|wa| + -+ [wyl

H(N) < C" +log, N + (1 +¢€)log,(log, N)
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Além disso, ela deve ser uma linguagem completa, isto €, a probabilidade de ocorrer

um programa p qualquer deve ser igual a 1.* Em outras palavras,

z 2-Ipl =1

p EL

1.2.2 Submaquinas de Turing ou Subcomputadores

Definiremos o conceito chave para entender todo este trabalho. Se queremos criar um
subsistema dentro de outro sistema — este ultimo, ja computével —, que tipo de subsistema sera
esse? Obviamente, tudo que o subsistema puder fazer, o sistema tem que poder fazer também.
Aquele que contém o outro deve sempre ser mais poderoso, no sentido de poder de computo
pelo menos.

A ideia é simples: o subsistema pode fazer tudo que o sistema pode, porém, com
recursos limitados pelo proprio sistema. Por sistema pode-se entender um computador e por
subsistema pode-se entender um subcomputador. Por exemplo, um subcomputador pode ser
um programa ou uma sub-rotina que o computador roda, sempre gerando um output, enquanto
executa varias outras tarefas.

Portanto, usaremos outra nocdo de vital importancia: o tempo de computo. Dada
uma magquina universal U, existe um programa que emula completamente ela mesma.*® Com
isso, podemos construir um programa que verifica cada acdo (movimento da cabeca de leitura,
troca de simbolos na fita, etc.)* realizada quando ela esta rodando um programa qualquer.
Vamos chamar de T esse programa que calcula quantos passos ou operagdes basicas U realiza
quando estd rodando o programa p. Logo, se U(p) ndo parar, entdo U(T * p) também néo

para. E vice-versa.

*" Na verdade, essa condicdo nio é estritamente necesséria para chegarmos onde queremos. De todo modo, ela
serve para simplificar a demonstracéo do teorema 2.15.13.

*8 Uma das propriedades centrais das maquinas universais de Turing.

* Aqui, faz-se necessario entender a definicdo de maquina de Turing, o que é central na teoria da computag&o.
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Seja Pr um programa de U, definida sobre uma linguagem L, que computa uma fungao
total f tal que f:L—XC<S W . A linguagem W ndo precisa necessariamente ser
autodelimitada. Podendo ser todas as bit strings de tamanho finito de modo que possamos
recursivamente enumera-las em ordem por 14, l,, I3, ... Por questdes praticas, vamos escolher

uma enumeracao onde [; = 0.

Definimos o subcomputador (ou uma submaquina de Turing) U/f como sendo a
maquina de Turing onde, para toda bit string w na linguagem de U, U/f (w) = U(Pf ° w).

Essa definicdo é bem geral e transforma qualquer funcao total computavel em uma
submaquina. Portanto, a classe de todas as submaquinas € infinita, enumeravel, mas nao é
recursiva.”® Quando falarmos de subprogramas estaremos nos referindo a programas rodados
por uma submaquina de Turing.

Aqui, vamos nos ater em uma subclasse de submaquina em particular: as submaquinas
definidas por tempo de computo limitado. Na verdade, esta e as submaquinas mais genéricas,
definidas antes, sdo quase equivalentes. Para mostrar isso, basta notar que se um programa
computa uma funcéo total, entdo existe um programa que computa o tempo de computo desse
primeiro programa. Portanto, para qualquer funcdo computavel e total, existe uma
subméaquina com tempo de cOmputo limitado capaz de computar essa funcdo — e,
possivelmente, outras fungfes também.

Seja P um programa arbitrario que calcula o tempo maximo de cémputo para um
programa w qualquer. Ou seja, Pr pode ser uma funcdo total qualquer. Entdo, existe uma

submaquina de Turing definida pela fungédo de tempo de computo P;. Ou seja, construimos a

submaquina U/PSM o P, (que serd um programa de U que computa uma funcéo total) onde um

Pg,, € um programa que recebe P; e w como inputs, roda U (Py o w) e retorna:

0] l;, se U(w) néo parar em tempo de computo < U(Py o w);

(D] li+1, S€ U(w) parar em tempo de computo < U(Prow) e U(w) = [;

DORIA, F. A;; CARNIELLI, W. A. Are the Foundations of Computer Science Logic—Dependent?
Dialogues, Logics and Other Strange Things, 20 Outubro 2008.
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Esse programa define um subcomputador (uma submaquina de Turing) que nos
retorna um simbolo conhecido (no caso, zero) quando um programa w nao parar em tempo
< U(Py ow) ou retorna 0 mesmo output (a menos de uma bijecéo trivial) de U(w) quando
este parar em tempo < U(Pr o w).

Para ser uma submaquina de Turing, U/PSM o Py precisa estar definida para todos os

inputs. 1sso ocorre pelo fato de P ser total, por suposigéo.

Visto isso, vamos denotar somente por Up,. a submaquina de Turing U/PSM o Py tal

que:
vw(Up, W) =Y/p o p (W) =U(Psy o Prow))

Além disso, dizemos que uma funcdo ou um ndmero é Pr-computéavel se ele for
computavel pelo computador Up,.. Um 0-programa & um programa quando rodado por U. Um
Pr-programa é um programa quando rodado por Up,.. Se Py for total, entdo todo Pr-programa

€ um subprograma de Up,., 0 qual € uma submagquina de Turing de U.

1.2.3 Organismos, Complexidade e Aptidao

Antes de apresentarmos as ideias da demonstracdo, vamos voltar a alguns conceitos ja
utilizados por Chaitin em seus artigos sobre metabiologia. De qualquer forma, tudo isso sera
discutido melhor mais adiante neste trabalho.

Assim como 0s programas sdo 0s organismos ou seres vivos na metabiologia, nossos
organismos continuardo a ser programas, porém, programas de uma submaquina ou um
subcomputador, ou seja, subprogramas. Pode-se pensar esse subcomputador como uma sub-
rotina da natureza, um dos muitos programas que ela é capaz de rodar. E bom lembrar que a
natureza, aqui, € um programa mais poderoso que o subcomputador. Nos modelos originais de
Chaitin, a natureza era uma maquina de Turing oracular — um hiperprograma - e, portanto,
também muito mais poderosa que a maquina de Turing que rodava 0s programas/organismos.

N&o a toa fazemos tais analogias. Quase que por definicdo do nosso conceito de

Natureza — real, do mundo fisico que conhecemos e que carrega a vida dentro de si —, somos
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inclinados a entender os seres vivos em geral como subsistemas de um sistema muito maior, a
prépria natureza. Por mais complexo que seja o sistema fisico-quimico que suporta a vida, ele
“roda” dentro das regras da natureza, a qual detém todas essas “regras”.>* 1sso nos permite
dizer que a natureza “roda” os seres vivos.

Caso a natureza fisico-quimico-bioldgica que admiramos e procuramos entender seja
um sistema computavel (passivel de compreensdo humana ou nao), essa analogia se torna
direta e inequivoca.

N&o iremos discutir o que se pode entender por aptidao nessa parte do trabalho, nem
como isso, de fato, ocorre na biologia. A ideia basica, aqui, € a de poder comparar organismos
quanto aos seus desempenhos ou ao seu “poder de sobrevivéncia™ frente a0 meio ambiente
que os contém e que os cerca. Dai que quanto maior 0 nimero que um organismo/programa
retorna (isto é, gera como output), maior serd sua aptiddo. Novamente, como dito na
Introducdo, essa interpretacdo pode ser muito simpléria para descrever o que ocorre na
biologia. Adaptacdo pode ndo estar ligada a maior aptiddo absoluta, que independe do
“entorno”. Um organismo ¢ apto, menos apto ou mais apto dependendo do meio e das
circunstancias que ele estd inserido. Além disso, esses dois fatores podem mudar
constantemente com o tempo. Porém, tantos os modelos chaitinianos como os desta tese
somente consideram um organismo por vez sendo mutado. Ndo ha ecossistema nem
comunidades de seres vivos.>® Pode-se considerar, entdo, que também modelamos um s6 meio
ou “entorno” constante durante a evolucdo dos seres metavivos solitarios.

Por exemplo, esse tipo de discussao pode ser parcialmente evitada se considerarmos 0s
seres vivos como sistemas e a aptiddo metabiol6gica como uma medida de qudo complexo ou
complicado é o ser vivo em funcionamento. Ou seja, se seu “entorno” exigir do organismo
uma adaptabilidade que seja mais “complicada” ou complexa, ele precisard ser, para
sobreviver ou estar adaptado, um sistema tdo ou mais complexo que o “entorno” exige - Sob
esse ponto de vista, ndo faz muito sentido em falar do mais apto, apenas do apto, do adaptado
ao meio. Basta perceber que as rela¢fes de um organismo com seu meio também tem que ser

representadas pelo conjunto de todas as relagdes que compde o organismo em funcionamento,

*! Independentemente dessas “regras” serem definiveis ou ndo. Para a analogia funcionar nio importa se a
Natureza é, em Ultima instancia, indecifravel.

%2 Estamos evitando falar de adaptabilidade, nos atemos apenas ao aspecto geral e essencial.

>3 Pelo menos, ndo de maneira direta.
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0 organismo vivo. Afinal, seu funcionamento, ou sua mudanca de estados, inclui todas as
formas, ou relacdes, que o meio interage com ele.

Toda essa discussdo também é analoga se o0s seres vivos forem sistemas
hipercomputaveis, como no capitulo 3, ou subcomputaveis **, como neste capitulo.
Infelizmente, um tratamento mais profundo desse ponto de vista com a biologia, entre
adaptacédo e evolucdo, é desejavel, mas fugiria do nosso objetivo nesta tese por ser amplo e
controverso.

Com isso em méos, ficou facil para a metabiologia tomar de empréstimo o conceito de
complexidade algoritmica ou program-size complexity da teoria da informacdo algoritmica
(TTIA) para wusarmos como “medida” de complexidade ou de criatividade dos
organismos/programas. Um organismo/programa tem complexidade maior ou igual a N se
nenhum outro programa de tamanho menor que N consegue calcular uma aptiddo maior ou
igual & aptiddo que esse primeiro organismo consegue calcular. E aqui que entra a funcéo
Busy-Beaver. No nosso caso, a fungéo Busy-Beaver Plus, simbolizada por BB*p.(N). A
forma candnica de definir a complexidade algoritmica de um programa P é pelo tamanho do
menor programa que retorna como output o programa P. A metabiologia usa essa “conversa”
e equivaléncia, proveniente da teoria da informacdo algoritmica, entre a funcdo Busy-Beaver e
a program-size complexity.

Enfim, qual a ideia por tras da funcdo BB*p..(N)? Ela pega um valor N e leva num
outro numero, grande o suficiente para que nenhum subprograma (i.e., nenhum programa de
Up-,) seja capaz de calcula-lo. Isso vale seja qual for o programa P’r. Ela é definida para ter,
em relacdo aos subprogramas, o mesmo papel que a Busy-Beaver tem em relacdo aos
programas.

Portanto, assim como a funcdo BB’ utilizada por Chaitin, essa nossa nova fungéo
também “mede” a complexidade dos organismos/subprogramas, assim como a primeira
“mede” a complexidade dos organismos/programas. Vale assinalar que um organismo com
aptidédo BB*p.(N) é incompressivel a qualquer outro com tamanho menor que N. Isso quer
dizer que nenhum subprograma com tamanho menor que N consegue fazer o que ele

consegue. E esta, inclusive, consonante com a ideia da biologia de que um organismo mais

> O caso subcomputavel é interessante porque a propria enumeracdo entre nimeros inteiros e menores
subprogramas emuladores também sera recursiva ou computavel.
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complexo ndo se resume ao funcionamento de seus subsistemas, 6rgéos ou células. Quem
sabe também ndo tenha a ver com a ideia de complexidade irreduzivel de Michael Behe®®?
De qualquer forma, podemos tirar diretamente dai a ideia de incomputabilidade, s6

que, agora, relativa a submaquina Up-. ao invés de U: ou seja, ndo tera como um
+ -
subprograma de Up-,. calcular todo valor de BB p-.(N) dado N como seu input.
A inter-relacdo entre complexidade, criatividade e a funcdo de aptiddo € caracteristica
fundamental ja contida nos modelos de Chaitin e que queremos manter em nossa evolugao
com uma natureza computavel, néo oracular. Por isso, adotaremos a nova fungéo BB p.(N)

como nossa fungéo de aptidéo.

1.3 AS IDEIAS CENTRAIS DA PROVA

O cerne do argumento é o que podemos chamar de “lago autorreferencial”. Antes de
explica-lo, voltemos ao tdo conhecido método diagonal. Como ja mencionado antes,
podemos dizer que se trata de um argumento sobre o qual construimos um procedimento ou
uma funcdo que, caso ela se refira a si mesma de alguma forma, obrigatoriamente produzird
um resultado diferente do que se tinha antes, gerando uma contradi¢do. Pelo argumento
diagonal, provamos que um objeto matematico so estaria bem definido se ele ja estivesse bem
definido antes, e caso esse Ultimo ja estivesse definido antes, e assim por diante. Uma funcéo,
por exemplo, para estar bem definida num valor qualquer precisaria “chamar a si mesma” e,
logo, ja precisaria estar bem definida para outro valor. Dai, a contradig&o.

No entanto, esse processo de ‘diagonalizacdo’ é essencial para a funcdo Busy-Beaver

Plus (BB*p-.(N) ). Ela sempre “olha” para os valores dados em funcéo da subméaquina Up-,.

para qualquer subprograma de tamanho < N e retorna um valor que ndo poderia ter sido
gerado por nenhum desses subprogramas. Contudo, queremos achar uma submaquina que

eventualmente, para todo N, ela consiga calcular/computar BB p-.(N), mesmo que seja com

% Mesmo que o adjetivo “mais complexo” nio esteja bem definido entre os bidlogos e filésofos da biologia,
dentro da nossa definicdo ele esta.

% ABDALLA, M. La Crisis Latente del Darwinismo. Sevilla: Publidisa, S.A., 2010. ISBN ISBN 978-84-
937871-1-0.
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um subprograma bem grande. Isso nos leva diretamente a ‘autodiagonalizacdo’, pois, esse
subprograma precisa “chamar” o proprio programa que computa a submaquina em que ele
estd rodando e, mesmo assim, retornar um valor, sempre.

Como poderiamos, entdo, “ensinar” ou programar uma submaquina para se
autodiagonalizar sem que seus computos entrem num “loop” sem fim? Sem que esse cOmputo
sempre altere o valor de uma funcéo, visto que o valor desta antes era outro? O “truque” que
encontramos € bem simples: qualquer subprograma para estar bem definido s6 precisa
gue os subprogramas de tamanho menor estejam bem definidos. Um subprograma nunca
vai depender do output de si mesmo — e nem de subprogramas de tamanho maior — para poder
gerar um output. E importante alertar que, sem ter isso em mente, o leitor pode facilmente se
perder ou “entrar em parafuso” quando for analisar a demonstra¢ao a fundo, percorrendo as
autorreferéncias que os programas que iremos definir fazem.

Assim, conseguimos que essa submaquina Up-,. ou subcomputador autodiagonalizante
consiga computar, com programas suficientemente grandes, os valores de BB p-.(N), funcéo

que ja necessita de uma “diagonaliza¢do”, em primeiro lugar, para estar definida.
Ok, mas e o “lago autorreferencial” que mencionamos no inicio deste subtdpico? A
submaquina de Turing que iremos construir para satisfazer nossos anseios serd denotada por

Up+ Numa “ponta do cadargo” temos a submaquina Up+ .p...p, que depende dos

ToPT *

programas P’ e Py para ser total e, além disso, Up« e igual a Up+ oprpop, Quando

ToPT

o Pré€ “r, 1.6, Upsr 3 “op**opropr. N OULra “ponta
P**; o Py € colocado no lugar de P', i.e., U e igual @ Up+,.op**roppop,- Na outra “pont

ToPT
do cadar¢o” temos uma propriedade que € valida para Up+ .p..p, quando P’y e Py forem
totais, mas que sO € necessariamente valida para Up-,. se este for exatamente o proprio
UP*T(,P'TOPT.W Essa propriedade é essencial para provarmos a evolucdo no projeto inteligente
de forma anéloga a feita por Chaitin.

Enfim, quando provarmos que P**; o P, € total, podemos “amarrar as duas pontas”,
ou seja, tal propriedade vai ser valida para Up+...p*..prop, €, CONSEqUENtEMENte — 0 que antes

ndo era necessariamente valido -, também para Up+- como desejado.*® O “lago”,

T°PT ’

concretizado pelo teorema 2.15.19, s6 pode ser feito por essas duas “pontas” e elas estdo

> \Ver lema 2.15.16
%8 \er teorema 2.15.19
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necessariamente “amarradas” pelo fato de que a autorreferéncia em questdo precisa estar bem
definida.

Até aqui falamos das ideias gerais que “desenham” a demonstragdo, por iSS0, agora,
vamos discutir como de fato ela €, e o que estamos fazendo.

A prova consiste em construir uma submaquina de Turing Up«- capaz de rodar

ToPT
subprogramas/organismos de forma que possamos demonstrar a evolucdo metabioldgica
desses organismos de maneira analoga a ja demonstrada por Chaitin. Porém, agora com uma
natureza computével.

Em primeiro lugar, vamos construir um analogo a funcdo Busy-Beaver e um analogo
ao numero Q de Chaitin, a halting probability. Respectivamente, estes serdo a funcdo

BB*p+_,p..(N) € 0 nUmero real 2p«

ToPT ToPT"

Feito isso, precisamos fazer com que essa submaquina seja capaz de rodar 0s
programas requeridos na demonstracdo do modelo cumulativo e do projeto inteligente. Vamos
criar um mundo analogo de forma que os argumentos dos teoremas da metabiologia sobre

esses modelos possam ser igualmente aplicaveis. Resumindo: (a) que Up« seja capaz de

ToPT

rodar um programa m’g o P**; o Py 00?110 p que calcule BB*p- a partir de uma

ToPT

aproximagdo p inferior finita de Q2p+_ .p, COMO seu input;>® (b) que Up*opy S€Ja Capaz de
rodar as mutagdes/programas M’y isto é, mutagdes que calculam qual é o programa ' o
P** ;o Py o 0P11 0 p que retorna um valor menor ou igual ao output do organismo anterior e

que somam 1/2k ao respectivo p, retornando como output um novo programa 7’q ° P** o
Pro0P110ponde p” = p + 1/2k tal que: p* < Qpw_.p, S€, € Somente se, w'g o P**1 o Pr o

0711 o p” é um subprograma que se detém dentro do tempo de computo de Up+- e possuli

ToPT

uma aptiddo maior que a do organismo/programa anterior (ou seja, Se, e somente se,

Up (77:,9 oP*™poPro 0lFl1o p') = U(”,Q o P*roPro 0lFl1o p') )'60

ToPT

A ideia é que Up+ seja uma extensdo da submaquina Up,. E importante frisar

T°PT
que Py é sempre tomado como sendo um programa arbitrario que computa uma funcéo

total qualquer. Com isso, vamos estender o poder de Up,, para que essa extensdo Up++..p,.

seja sempre capaz de rodar os programas requeridos do paragrafo anterior.

% Ver teorema 2.15.20
% \er teorema 2.15.19
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Os programas ', P'yy € Py, P** 1, P*; € Pr Nd0 precisam ser necessariamente 0S
menores ou melhores — que tenham menor tamanho, em bits, ou que calculam as coisas com
mais rapidez. Basta que P**; seja capaz de reconhecé-los e roda-los quando for necessario.
Isso ficara mais claro quando explicarmos a definicdo de cada um deles.

Cabera a nossa natureza computavel somente a tarefa de verificar se o output do novo
organismo é maior que o do anterior. Ndo esqueca que, como qualquer mutacdo (com o
organismo anterior como input) € um subprograma, sempre sera gerado um organismo novo,
ndo ha a opcéo dessa computacdo nunca parar. Da mesma forma, qualquer organismo sempre
produzira um output, sempre retornara® um nimero natural. A Gnica questdo que permanece
é verificar se o output do ultimo é maior que o do primeiro, o que € um problema decidivel.
Quanto ao resto, ela realiza as mesmas funcbes da natureza oracular de antes, s6 permitindo
um novo organismo com aptiddo maior que o antigo, isto &, que nomeia um ndmero maior
que o anterior. Caso a aptiddo seja menor ou igual, ela “mata” o novo organismo e mantém o
anterior. Esse seria 0 processo que poderiamos chamar de “selecio natural” na
metabiologia.

Uma vez conseguido isso tudo, as demonstracdes da evolucdo no modelo de evolucéo
cumulativa e no modelo do projeto inteligente de Chaitin se tornam analogas. Basta substituir:

U por Up+ a natureza oracular com acesso a £2 por uma natureza computavel que possa

TOPT’

decidir sempre se um output de um programa qualquer de Up« € maior ou igual a um

T°PT
output de outro programa qualquer de Up«_,p,.; substituir BB’(N) por BB* p«+_.p..(N); £2 por
Qpe oy Tq © 0/P11 0 ppor®® g o P*poPro0Pl1op: M, por Py o P*poProkoP o
P* o PT;63

Vamos comecar explicando os programas m’g € as novas mutacdes M, . Depois
mostraremos como definir uma extensdo de Up,. dada pelo programa P*y o P’y o Pr, onde P’
é, por suposicdo, mais uma funcéo total computavel arbitraria e na qual ja& podemos
encontrar os programas de (a) e (b), s6 que ainda em func¢éo de P’ (e ndo de P**; o Py, isto &,

ainda ndo em funcéo de si mesmos).

%1 Qutputs binérios podem ser facilmente colocados em correspondéncia com os nimeros naturais.
62 P, deixardo de ser programas de U e passardo a ser subprogramas, ou seja, programas de Up««
% Iremos chamar essa nova mutagdo/programa de M.

ToPT"
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Serd no lugar de P’y que faremos a autorreferéncia de um programa chamando a si
mesmo. Nosso programa P** o Py nada mais sera que um programa que € a si mesmo e roda
P*p o P™ o Pro Pr.

O cerne da questdo é provar que, mesmo com essa autorreferéncia, o programa
P**; o P computa uma funcéo total — claro, se a funcdo Py for total. E importante lembrar
que estamos provando uma implicacdo: se Py for total, entdo P** o P, € total. O que é bem
diferente de provar apenas que P**; o Py é total. Por exemplo, mesmo que P seja uma funcéo
computavel total, mas que um sistema axiomatico formal arbitrario ndo possa demonstrar que
ela é total, ele ainda pode demonstrar a implicacdo: se P, for total, entdo P**; o P, é total.
Porém, obviamente, ndo podera provar que P**; o Py € total, pois, isso implicaria diretamente

que P é total.**

Resumindo, provaremos que P** o P € uma extensao total de P;. Aqui,
faremos uma prova por inducao.

Como dito, vamos fazer uma prova por indugcdo matematica sobre todos os tamanhos
possiveis dos inputs w. Como eles sdo bit strings finitas, s6 podem ter tamanho finito.
Consequentemente, o tamanho dos w’s serdo nimeros naturais. Primeiro, como de costume
nesse tipo de demonstragcdo, vamos provar que existe k, tal que, para todo w com |w| < k,,
U(P**; o Py o w) estd bem definido. Em seguida, usando a hipétese indutiva, vamos provar
que se U(P** 1 o Py o w) esta bem definido para qualquer w de tamanho < k, entdo U(P** o
P o w) estard bem definido para qualquer w de tamanho k + 1. Basicamente, isso é possivel

porque o tempo de computo de qualquer programa de Up++_.p,. que tenha tamanho n somente

depende do output de programas de Up+ que tenham tamanho < n. O programa P** sera

ToPT
construido para que isso seja verdadeiro. Apesar de P** ser um programa que chama a si

mesmo, qualquer programa de Up+- nunca depende do resultado de si mesmo, nem de

ToPT
subprogramas maiores, para poder gerar seu output.
Agora s6 nos resta mostrar que a evolucdo funciona. Vamos comegar com 0 projeto

inteligente. Para isso precisamos provar que:

* DORIA, op. cit..



47

(i) as mutacdes M’ (isto é, as mutacdes Py o P**p o Prok o P'y 0o P*™ o Pr) levam

qualquer subprograma/organismo w em um outro da forma m’g o P**1 o Py 0 01?110 p” tal
, . 65

quep =p+ 1/

(i) mgoP™roPr00lPl10p possui uma aptidio menor ou igual & do organismo

anterior;®

(i)  p < Qpop. S8, € Somente se, m'q o P**r o Pro0Pl10p"é um programa, com

ToPT

maior aptiddo que a do organismo/subprograma anterior, que se detém, ou seja, que

UP**T°PT(T[,Q o P™poPro 0Pl o P,) = U(T[,Q oP*poPro 011 0 Pl) > Up**ToPT(W);67

Note que p € sempre uma aproximacao inferior a Qp« Com isso, caso a soma de

ToPT"

1/2k a aproximacdo inferior p de Qp+- a leve mais proximo de Qp+ entdo Up«

ToPT ToPT! ToPT

deixard ' o P** o Pr 0 01P11 0 p” rodar quanto tempo for necessério até parar® e, caso a

soma de 1/ x @ aproximagdo inferior p de Qp« ultrapasse Qp«+ entdo Up« tratard

2
' o P o0 Ppo0P110p” como um programa que ndo para — 0 que nesse caso seré verdade.

ToPT ToPT? ToPT
Isso acontece porque as mutacées foram construidas para esse fim.*®

Dessa forma, por um argumento totalmente isomorfo ao usado no projeto inteligente
chaitiniano, para qualquer k, a sequéncia de mutagdes M"y, M’,, M’5,..., M, leva sempre
qualquer organismo/subprograma inicial a um organismo/subprograma final que produz um
output (isto é, sua aptiddo) maior ou igual a BB p+_,p..(k). Resumindo, a quantidade média

(N) é

ToPT
de mutagdes necessarias (0 tempo de mutacdo) para se atingir a aptidao BB* p+_.p.,
<N.

O cerne dessa prova passa, outra vez, por se fazer uma inducdo sobre os k’s: para
k = 1 seré trivial o resultado; se for verdadeiro para k, entdo se mostrara verdadeiro para
k + 1. Os detalhes passam pelas proprias definicdes dos programas m’g, P""y, € P'yy, Que

foram construidos para exibir as propriedades desejadas.

% |sso saira diretamente da definicdo desse programa/mutacao.
% O que se mostraréa quase trivial. E note que p” ndo é a mesma coisa que p.
67 J& esse resultado dependera de lemas e teoremas um pouco mais elaborados.
% Devido ao teorema 2.15.19.
% E porque um pequeno “truque” esta contido no programa Py, COMO veremos no capitulo seguinte.
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Com esse modelo em méos, partimos para demonstrar a evolu¢cdo cumulativa. Assim
como Chaitin usa as mutacGes do projeto inteligente para estimar uma quantidade média de
mutaces aleatorias — o que é totalmente diferente do anterior, no qual a natureza/programa

escolhe as mutagdes — necessarias para se chegar a uma aptiddo BB* p«_.p..(N), também

ToPT
usamos essas mutacBes de maneira completamente andloga. A questdo é que, como a natureza
ndo permite nunca a aptiddo decrescer, ndao importara a posicdo em que ira ocorrer a
subsequéncia de mutacbes M"y, M',, M’5,..., M";,, no meio de outras mutacbes/subprogramas
quaisquer. De qualquer forma, no final, obteremos um organismo/subprograma com aptiddo
> BB pesop, (K).

Agora, estamos permitindo que ocorra qualquer mutagédo, sendo elas completamente
aleatdrias. Claro, cada mutacdo/subprograma tem uma probabilidade de ocorrer. Com isso,
podemos estimar uma quantidade média de mutacGes para que apareca M”, em algum lugar
depois de M’;, M’; em algum lugar depois de M’,, e assim por diante até chegarmos a M’,,.
Isso € feito, basicamente, somando a quantidade média de tentativas para ocorrer cada uma
delas separadamente. No fim, conseguimos um resultado bastante aproximado para esse
somatdrio, uma cota superior, como feito originalmente por Chaitin. Esse valor, a menos de
constantes, € da ordem de k2 (log, k)**¢, onde e também é uma constante.

Note que, como podem existir outras maneiras — além de usar a subsequéncia M’;,

M, M’;,..., M’ — de se chegar a aptiddo BB p«_,p.. (k) , € como k?(log, k)1*€ é uma cota

ToPT
superior a um somatdrio, teremos que k?(log, k)'*¢ s6 podera ser, também, uma cota
superior para o tempo de mutacgdo. Ou seja, a quantidade média de muta¢Ges/subprogramas
aleatdrias para se atingir uma aptiddo > BB*p+_.p..(k) € < k*(log, k)'*<. O que é um

resultado completamente analogo ao obtido por Chaitin.

1.4 PROVOCACOES EM “PARADOXO”

1.4.1 Quais ideias estdo por tras disso tudo?

Ao tentarmos criar uma natureza metabiologica que seja computdvel, mas que “se
comporte da mesma maneira” que uma oracular, isto ¢, da mesma maneira que uma natureza

incomputavel — ou em outras palavras ainda, como um hipercomputador —, vamos nos deparar
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com uma serie de dificuldades. A primeira delas, como ja conhecido na literatura, é que nao
teremos um programa que resolva o problema da parada. O que é necessario para saber se
uma mutacdo algoritmica da algum novo organismo/programa (o output da mutacdo aplicada
sobre 0 organismo anterior) e se esse organismo/programa tem aptiddo (seu o output) maior
que o anterior ou ndo. Uma natureza computavel obrigatoriamente precisaria ser capaz de
rodar alguma funcdo que fosse capaz de realizar essa tarefa, a qual, sabemos, € impossivel
para qualquer programa arbitrario. Como a evolucao ocorreria, entao?

Caso queiramos construir uma natureza computavel que “se comporte como” uma
incomputavel para a metabiologia’, precisamos saber, pelo menos, como se daréo os novos
modelos de busca exaustiva, projeto inteligente e evolucdo cumulativa. Usaremos 0s trés
modelos j& estabelecidos como referéncia para construir trés novos modelos analogos.’* Eles
precisam apresentar as mesmas propriedades desejadas por nés: evoluir com organismos e
mutacdes analogos e num tempo de mutac&o’® igual ou aproximadamente igual. Mas como
pudemos fazer isso?

Infelizmente — ou ndo —, apenas limitar o tempo de cdémputo ndo nos garante que a
evolucdo ird acontecer como desejamos. NGs precisamos, por exemplo, que exista uma funcéo
F(N) crescente tal que, pra todo N, o output de nenhum programa (que a natureza computavel
permita rodar) de tamanho menor ou igual a N (a menos de uma constante) se iguale ou

4

supere o valor de F(N). Essa é a nossa fungdo de aptiddo, que serve para “medir” a

complexidade

ou criatividade dos organismos/programas através do fendmeno da
incompressibilidade. Sem essa funcdo, ndo faria sentido falarmos de uma evolucdo de
programas que vao se tornando mais e mais criativos.

Além do mais, para todo N, tem que existir um organismo/programa, que a natureza
computavel permita rodar, de tamanho grande o suficiente tal que seu output se iguale ou
supere F(N). Caso contrario, teriamos um cenario em que a complexidade dos organismos
ndo cresce a partir de certo ponto, ou seja, a complexidade dos organismos seria limitada.
Algo ndo desejavel caso queiramos que a vida — no nosso caso, a “metavida”, composta por

seres metabiologicos —, como um todo, possa sempre se tornar mais e mais criativa. Ndo é

"OE, por conseguinte, pertencente & teoria da informacao algoritmica e a teoria da computabilidade.

™ O de busca exaustiva é deixado a cargo do leitor.

"2 E a quantidade média de mutacdes necessaria para levar um organismo inicial qualquer até um organismo final
gue possui uma aptiddo desejada.

3 Program-size complexity.
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para toda limitacdo de tempo de coOmputo de um programa que existe esse organismo/
programa. Por exemplo, limitando o tempo de cOmputo de uma maquina de Turing por um
valor constante, a complexidade desses programas sera limitada. Pois, a partir de uma
quantidade suficientemente grande de bits em um programa, os proximos bits ndo fardo
diferenca no computo do mesmo. Logo, precisamos que o tempo de cémputo seja
suficientemente grande para se aproximar do tempo de coOmputo necessario para computar a
funcdo F, sem nunca conseguir alcancéa-lo por completo. E é aqui que est4, como falamos, a
dificuldade de se definir uma funcéo relativamente incomputavel de primeira ordem que nédo
seja muito incomputavel em relacdo aos subprogramas. Talvez esta seja a principal
dificuldade, e entdo se mostrou imperativo o uso da autorreferéncia, & la método diagonal.

Outro requisito nao trivial é que, para todo N, exista uma mutacdo/programa, ou uma
sequéncia de mutacbes/programas, que levem qualquer organismo inicial a um organismo
final com aptiddo > F(N). E isso que nos diz que a natureza computavel é capaz de fazer a
evolugcdo sem fim, na qual a criatividade ou complexidade dos organismos sempre pode
crescer — e ai reside outra dificuldade.

Para resolver esses problemas, tomaremos emprestado o uso do que chamaremos de
subcomputacdo. Coisa que tem relacéo intima com o termo subrecursdo.’ Com isso, nasceréa
o fenbmeno da incomputabilidade relativa ou subincomputabilidade. Na verdade, um
fendbmeno totalmente analogo ja é bem conhecido na literatura, também chamado de
computabilidade relativa. No entanto, ele trata da computabilidade entre duas maquinas
oraculares de Turing de diferentes ordens. Por exemplo, um conjunto pode ser computavel por
uma maquina de Turing oracular de ordem N e ndo pode por uma de ordem N — 1. Como
sera dito, esse fendbmeno é uma de nossas inspiragdes. Porém, aqui, tratamos de relativizar a
computabilidade entre duas maquinas de Turing sem acesso a oraculos. Para diferenciar os
dois fendmenos, vamos chamar o primeiro de incomputabilidade relativa oracular e o
segundo de incomputabilidade relativa recursiva.”

Entdo, vamos nos dedicar, agora, a falar das ideias e problemas que subjazem ao plano

filos6fico e matematico desse conceito.

™ Ver Basu (1970) e Rose (1987).
" De fato, quase ndo mencionaremos mais a incomputabilidade relativa oracular. Por isso, em geral, quando
falarmos de incomputabilidade relativa estaremos falando do caso recursivo.
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Primeiro, além dos teoremas de incompletude, do problema da parada e da
incomputabilidade de diversas funcdes (por exemplo, a Busy-Beaver), existe outro teorema da
I6gica matematica também muito famoso, que possui tanta, ou talvez mais, profundeza nas
questdes filosdficas da linguagem ou na prépria fundamentacdo da matematica. O chamado
“paradoxo” de Skolem, que ndo enunciaremos formalmente aqui, na verdade consiste em se
demonstrar que um problema que parece um paradoxo na verdade ndo o é. O proposto
paradoxo se formaria como consequéncia do famoso teorema de Cantor em contraposicao ao
de Lowenheim-Skolem. Vamos explicar melhor o que acontece.

O teorema de Cantor — possivelmente o mais importante e conhecido teorema
matematico, na teoria dos conjuntos, sobre o infinito — nos diz que a quantidade de pontos
num segmento qualquer de uma reta de nameros reais (ou a quantidade de subconjuntos de
ndmeros naturais) é estritamente maior que a quantidade de nimeros naturais. Apesar de esta
ser também uma quantidade infinita. I1sso tudo, tomando como base um conceito matematico
basico que chamamos de bijecdo, i.e., que podemos sempre, ou indefinidamente, fazer pares
de elementos, um de cada conjunto, sem repeticGes e de forma univoca. Entdo, aplicamos o
famoso artificio do método diagonal, o qual, podemos dizer, corresponde a um argumento em
que construimos um procedimento ou uma funcéo que, caso ela chame a si mesma — ou se
refira a si mesma de alguma forma — obrigatoriamente produz um resultado diferente do que
se tinha antes, gerando uma contradi¢cdo. Com esse método, conclui-se que ndo pode haver
bijecdo’® entre os dois conjuntos em questdo. Furtaremo-nos de apresentar essa demonstrac&o
aqui. No entanto, € importante frisar bem essa ideia, pois ela serd preciosa para 0
entendimento do espirito do trabalho proposto.

Esse tipo de método, ou estilo, de demonstracdo esté presente, inclusive, nas provas de
incompletude, no problema da parada e da incomputabilidade da funcdo Busy-Beaver. A
autorreferéncia também se tornara nosso “motor”. Todavia, diferentemente do usual, em que a
autorreferéncia ou o “elemento diagonalizador” sdo usados para mostrar uma limitagdo — ou
que algo néo existe, que algo sempre escapa, culminando em geral numa reducéo ao absurdo
no final —, nds vamos incorporar estas ideias com a prépria autorreferéncia e construir um
sistema que existe justamente porque se autodiagonaliza. Antes usdvamos a autorreferéncia

para mostrar que a existéncia do sistema suposto leva a uma contradi¢cdo; agora, a usamos

"® Na verdade, ndo pode haver a sobrejecéo do naturais sobre o conjunto de todos os subconjuntos dos naturais.
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para mostrar o contrario, que o sistema suposto esta bem definido. Além de abragarmos e
admirarmos o elemento diagonalizador, como ja se fazia antes nos belos teoremas
metamatematicos, nos, agora, o internalizamos dentro de um sistema artificial ou teérico: um
programa. NOs 0 estamos usando para criar e ndo para provar uma ndo existéncia. Internalizar
a autorreferéncia é como andar na corda bamba em cima de um abismo. Um passo em falso e
o sistema se torna contraditorio, colapsa, “se suicida”. O modo mais facil para nos
assegurarmos de que isso ndo acontecesse foi fazer com que 0s programas maiores se
tornassem definidos porque 0s menores estdo, e assim por diante. Um “método diagonal
recursivo”, que sempre olha para os menores, € ndo para todos de uma vez.

Voltando ao teorema de Léwenheim-Skolem advindo da teoria dos modelos na légica
matematica, ele nos prova, por exemplo, que existe um modelo (na verdade, o universo desse

I”” para qualquer teoria, numa légica de primeira ordem’®, dentro de uma

modelo) enumerave
linguagem enumeréavel, caso esta teoria Seja satisfazivel por algum modelo. ” Sua
demonstracdo é mais técnica que a de Cantor®®, porém, a ideia principal é a de que o tamanho
da linguagem em que uma teoria é definida determina o tamanho do modelo que satisfaz essa
teoria.

Mas o que é um modelo? Resumindo e pegando a ideia principal, € um conjunto de
estruturas semanticas matematizadas por fungGes e conjuntos. Ele tenta formalizar
matematicamente o que é o “significado” de uma sentenca. O faz tomando sempre como
referéncia uma metalingua que contém obrigatoriamente (ou por definicdo) todas as
proposicdes® verdadeiras em relacdo a uma teoria®” qualquer. Sendo mais formal agora, dada
uma linguagem numa légica de primeira ordem, uma estrutura é composta pelo conjunto de

todos 0s objetos ou elementos (chamamos esse conjunto de conjunto universo ou dominio da

" Aos conjuntos infinitos que podem ser colocados em bijecdo com o conjunto dos niimeros naturais chamamos
de enumeraveis ou denumeraveis, ou seja, que podem ser contados, elemento a elemento.

78 Com apenas um quantificador v e um 3 sobre variaveis de elementos constantes, e néo sobre predicados
(como no caso da ldgica de segunda ordem).

¥ podemos também trocar a condicao de ser satisfazivel pela condic&o de ser consistente.

8 E nao pertence ao escopo deste trabalho.

81 Uma proposicgdo, no ambito da filosofia da linguagem ou da mente, seria aquilo que é o que uma sentenca esta
significando. Uma proposicdo é composta por conceitos assim como uma sentenca é composta por palavras ou
simbolos. Por exemplo, “a neve é branca” e “the snow is white” sdo duas sentencas diferentes, porém, denotam a
mesma proposicao.

82 Uma teoria é um conjunto de sentencas fechado sobre todas as dedugdes. E o conjunto de todas as sentencas
que derivam dedutivamente de um conjunto finito ou ndo de sentencas.
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estrutura) que as variaveis®® e constantes podem denotar e é composta também pelas diversas
composicgdes destes através de todas as func¢bes da linguagem (por exemplo, +,%,+, —) e de
todos os predicados da linguagem (por exemplo, =,<,€). Se qualquer funcdo de
satisfatibilidade, as quais levam as sentencas da teoria em questdo em “proposi¢des” nessa
estrutura (ou metalingua), levar em “proposi¢des” compostas a partir dos elementos dessa
estrutura — como descrito acima -, entdo dizemos que essa estrutura € um modelo para a teoria
ou que satisfaz tal teoria. Isto é, uma estrutura é um modelo para uma teoria se, e somente se,
o “espelhamento” (um homomorfismo entre todas as relagdes sintaticas) de todas as sentencas
da teoria estiver contido nessa estrutura.

Contudo, existe uma teoria dos conjuntos capaz de demonstrar, inclusive, o teorema de
Cantor. Por exemplo, tome a axioméatica de Zermelo-Fraenkel com o axioma da escolha®.
Além disso, € amplamente aceito que ela é satisfazivel ou consistente. Ai se apresenta o
problema: existira um modelo enumeravel, um conjunto com enumeraveis elementos, para
toda uma teoria (ZFC) que diz existir um conjunto ndo enumeravel. Quando olhamos o
conjunto de elementos, pertencentes ao modelo da teoria, que correspondem aos
elementos do conjunto que a teoria demonstra ter uma quantidade ndo enumeravel de
elementos, ele pode ter uma quantidade enumeravel de elementos. Essa antinomia é um
paradoxo? Ou ainda, resulta numa contradigéo?

A resposta para isso, por mais estranha que possa parecer, dada pelo proprio Skolem
em 1922, é que a propriedade da enumerabilidade depende da existéncia de um conjunto, que
corresponde a funcdo que faz a bijecéo, dentro do proprio modelo. Essa funcéo, ou conjunto,
ndo pode existir dentro de nenhum modelo de ZFC, pois, se existisse, tornaria enumeravel o
conjunto de todos os subconjuntos dos naturais. Porém, pode existir “quando olhamos de
fora”, quando esse conjunto/fung@o nio pertence ao modelo. Em outras palavras, a funcdo que
faz a bijecdo entre os naturais e o conjunto de todos 0s seus subconjuntos nunca pertence a
nenhum modelo da teoria dos conjuntos®, mas pode existir. Assim, entende-se que ndo se
forma um paradoxo verdadeiro. Forma-se o0 que podemos chamar de pseudoparadoxo

metalinguistico: quando olhado “de fora”, um objeto tem certa propriedade, mas olhando “de

8 Aquilo que toma o lugar dos x’s no “vVx” e no “Jx”.

8 A qual é uma famosa candidata a sistema axiomatico formal capaz de carregar todas as demonstracées
matematicas dentro de si.

8 Claro, caso esta seja suficientemente forte e satisfazivel.
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dentro” tem a propriedade contraria. Na “lingua” pode ser dito uma coisa, mas na
“metalingua”, o contrario. Ou ainda, a teoria, que estd “dizendo”, pode “dizer” algo
contraditorio com outra teoria que esta “dizendo o que a primeira teoria diz”. Por essa razao,
faz sentido chamar o “paradoxo” de Skolem de pseudoparadoxo metalinguistico da
denumerabilidade.

Essa cisdo que ocorre quando passamos da lingua para a metalingua configura o
amago dos nossos “paradoxos” levantados neste capitulo. E preciso frisar bem a ideia desse
pseudoparadoxo metalinguistico, pois é dai que vem nossa inspiracdo para a
incomputabilidade relativa, especialmente.

Esse tipo de “inconformidade” formal, de fato, gerou — e, talvez, ainda gera —
incbmodo na comunidade académica, sobretudo, 16gico-matematica. Era do desejo na época
logo anterior a esse resultado que se achasse uma axiomatizagao para a teoria dos conjuntos,
numa légica de primeira ordem, que fosse categdrica. Isto é, que pudesse existir apenas um
modelo, a menos de um isomorfismo, satisfazendo tais axiomas. O teorema de Lowenheim-
Skolem pds um fim nisso, ao mostrar que o tamanho dos modelos de teoria consistentes,
numa logica de primeira ordem, estd mais preso ao tamanho da linguagem do que ao que a
teoria “diz”.

Por coincidéncia ou ndo, 0 mesmo aconteceu com os teoremas de Godel, em 1931,
colocando um fim aos anseios de se construir um sistema axiomatico formal que fosse forte o
suficiente para demonstrar grande parte do que sabemos sobre a aritmética (ou sobre a teoria
dos conjuntos) e, a0 mesmo tempo, consistente e completa, que “abragasse tudo”. Em outros
termos, ndo pode existir um programa que decida sempre se uma sentenca matematica €
verdadeira ou n&o.

Mas o que isso tem a ver com o “paradoxo” de Skolem?

Debrucar-nos-emos sobre um fendmeno irmao da incompletude: a incomputabilidade.
O mais conhecido e principal é, obviamente, o problema da parada, mostrado por Turing em
1936. Sabemos de uma miriade de problemas e funcGes que sdo incomputéaveis. Para
construirmos nosso novo pseudoparadoxo, vamos no focar na incomputabilidade: o fato de
ndo poder haver programa que compute um problema ou uma funcdo. Por isso, cabe a
pergunta: assim como existe um pseudoparadoxo metalinguistico da denumerabilidade
pode existir um pseudoparadoxo metalinguistico da computabilidade?

Vamos caminhar nessa direcdo dentro do &mbito da metabiologia. N&do a toa falamos
de inicio em fazermos uma natureza computavel se “comportar” como uma oracular — ja que

um sistema com acesso a um oraculo a la Turing é um sistema incomputavel.



55

Tentar emular as propriedades do incomputavel dentro de um computador seria uma
tarefa infindavel e impossivel. Ja sabemos disso. Por maior e mais complexo que seja um
programa que tente computar o que um oraculo de primeira ordem pode saber, ele sempre
estard fadado a falhar em um namero infinito de problemas. A quantidade de informacéo
necessaria para computar um oraculo de primeira ordem ¢é infinita e qualquer programa que se
proponha a isso sempre contém, no maximo, uma quantidade finita de informac&o. E como
partir do nimero zero e andar a passos infinitesimais em dire¢cdo ao nimero real 1. Vocé
nunca ird chegar, a ndo ser que dé infinitos passos.

Passando para o jargdo logico-matematico, cada sistema axiomatico formal (SAF)
pode ser entendido — ou traduzido — por um programa. Lembre que um sistema axiomatico
formal € uma colecdo finita de sentencas numa linguagem determinada e numa ldogica
dedutiva formal (em geral, a l6gica de primeira ordem). Portanto, ndo pode existir nenhum

1% que possa demonstrar corretamente quais s&o os bits de Q.%” Fazendo a

sistema forma
equivaléncia entre os graus de Turing e as sentencas na hierarquia aritmética®, isso tudo nos
permite dizer, entdo, que ndo pode existir nenhum sistema formal que possa sempre decidir se
qualquer sentenca aritmética de ordem %, ® é verdadeira ou é falsa®. Isso j& limita muito o
poder de qualquer SAF. Eles ndo sdo capazes nem de lidar com o primeiro nivel na hierarquia
aritmética. Podem-se buscar diversos tipos de extensfes da aritmética, porém, por exemplo,
mesmo adicionando os principios de reflexdo ao esquema de provas possiveis, que nada
mais é que tentar forcar a corretude para dentro do sistema **, nunca poderemos demonstrar
sempre se um programa qualquer se detém ou néo.

Por outro lado, ndo se trata de um teorema tdo devastador assim para 0s anseios da
computacdo. De fato, isso ndo exclui a possibilidade de sempre podermos ir incrementando
nossos programas indefinidamente. Todavia, nunca chegaremos ao final, a um programa
completo. Claro, pelo visto, sempre podemos ir incrementando o poder dos sistemas

axiomaticos; uma forma € adicionar mais e mais axiomas. O que nos faz ficar cada vez mais

% Forte o suficiente para carregar qualquer demonstraco aritmética, no minimo.

8 0 nlimero £ de Chaitin é nosso exemplo canénico de nimero oracular de primeira ordem.

8 \Ver também capitulo 3.

83, é 0 conjunto de sentencas aritméticas na forma normal prenex (isto é, com quantificadores abrangendo
sempre a férmula inteira) tal que s6 existe um Unico quantificador de existéncia 3 na férmula inteira.

% Dentro de um modelo standard da aritmética, no qual o proprio nimero  esta “inserido”.

L BARWISE, J. (Ed.). Handbook of Mathematical Logic. Amsterdam: Elsivier Science Publisher B.V., 1977.
ISBN 0444863885.
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préximos de saber os bits de Q. Porém, de qualquer forma, estaremos sempre a infinitos bits
de distancia dele. O leitor poderia, entdo, se perguntar agora: mas e de onde vém esses
axiomas? Serd que esse processo gerador de tais axiomas para nds pode ser uma fonte de
informacao infinita? Poderiam vir de algum oraculo ao qual temos acesso? Eis 0 que esta no
amago do nosso trabalho. Discutiremos esse assunto mais a frente.

A questdo ¢ que, ao “correr atras” de um hipercomputador usando um computador,
estaremos olhando para a computabilidade como uma propriedade absoluta e ndo como uma
propriedade relativa. Um oraculo de primeira ordem é 0 mesmo — a menos de um
isomorfismo ou de uma emulagdo — independentemente da maquina universal de Turing que
use como referéncia. Ndo € possivel fazer um programa qualquer computar um problema
incomputavel que um hipercomputador poderia “computar”. Essa impossibilidade vem,
justamente, ao tomarmos o fato de um problema ser incomputavel como uma propriedade
absoluta. No entanto, assim como a denumerabilidade, como mostrado por Skolem, a
computabilidade também pode depender “de onde se estd olhando”: se de fora ou de dentro do
sistema. Depende do ponto de vista de “quem estd perguntando”. Quando vemos a
incomputabilidade como uma propriedade relativa, abre-se um novo “leque de
possibilidades”.

Portanto, definindo o que seja um subcomputador, que nada mais é do que uma
maquina de Turing que sempre gera um output (e que sempre se detém), a definicdo de
incomputabilidade relativa aparece naturalmente sobre uma nova versao relativa da fungédo
Busy-Beaver®. Além disso, construimos um subcomputador tal que essa nova funcdo Busy-
Beaver € “tdo” incomputavel para ele quanto a Busy-Beaver original € para um computador —
0 que, enfim, nos dd um resultado a favor do pseudoparadoxo metalinguistico da
computabilidade.

Isso fica cristalizado com o resultado final, quando mostramos que existe uma
evolugéo de organismos/subprogramas metabiol0gicos numa natureza computavel “da mesma
forma”, como j& mencionamos no inicio, que a evolucdo de organismos/programas
metabioldgicos numa natureza incomputavel (oracular). A nova natureza, um sistema

computavel, “se comporta como se fosse” oracular, como se fosse um sistema incomputével,

%2 Reconhecidamente como uma fungdo incomputével e usada nas demonstracdes da metabiologia.
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porém, somente em relacdo aos subprogramas. Ela simula, de forma indireta, um oraculo de
primeira ordem de Turing. SO que para seus subprogramas.

Isso ndo quer dizer que emulamos todas as propriedades de um hipercomputador de
primeira ordem. Em outras palavras, o resultado aqui suscitado € um primeiro resultado
positivo quanto a mostrar que a computabilidade é um fendmeno relativo: de um sistema para
um subsistema. Algumas propriedades importantes do incomputéavel®®, mas néo todas, foram
relativizadas. Pelo menos em alguns aspectos, pudemos “imitar” os “deuses”, mas ainda nao
em todos. Neste trabalho, os que conseguimos “imitar” foram apenas os suficientes para fazer
uma metabiologia a la Chaitin, i.e., como se a natureza fosse um hipercomputador.

Olhando a hierarquia de Turing, onde se encontra uma “escada” de
hipercomputadores, o de cima mais poderoso que o de baixo, podemos ver que cada um no
nivel imediatamente acima esta definido justamente pelo que o de baixo (de referéncia) néo
consegue fazer, i.e., ndo consegue computar. Essa hierarquia ¢ sempre construida “de baixo
pra cima”, partindo no nivel zero, que € 0 da maquina de Turing universal, ou seja, um
computador com recursos ilimitados. Porém, nada nos impediria de “olharmos de cima para
baixo”. Como definir uma maquina universal de Turing dado, primeiramente, um
hipercomputador de primeira ordem? E respondendo a essa pergunta que vamos chegar
diretamente na subcomputacao.

Seguindo a proépria definicdo de subcomputador, veremos que uma maquina universal
de Turing nada mais é que um “subcomputador” de um hipercomputador de primeira ordem.
Este ultimo sempre pode decidir se uma maquina de Turing para ou ndo, mas ndo € um
computador e sim um hipercomputador. Portanto, é possivel entender a propria
hipercomputacdo como algo relativo desde o inicio. Desse ponto de vista, o presente trabalho
ndo traz tanta mudanca de perspectiva assim sobre o assunto. Até, poderemos dizer que, caso
consigamos relativizar todas as propriedades de um hipercomputador de primeira ordem,
traduzindo-as para a subcomputacdo, criaremos um grau de Turing negativo, abaixo do
nivel zero, dentro da mencionada hierarquia. E, isso dado, por que ndo especularmos sobre
toda uma hierarquia negativa de Turing? Um campo que poderiamos chamar de

hipercomputacéo relativa recursiva, onde poderiamos emular oraculos dentro de um

% Em nosso caso, estamos nos restringindo aos problemas incomputéveis de primeira ordem, como a fungéo
Busy-Beaver, por exemplo.
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computador, justamente criando subsistemas de subsistemas, e assim por diante. No entanto,
isso ficara para investigacOes futuras.

Talvez, a forma mais adequada de apresentar os resultados desta tese seria ter primeiro
formalizado o que € um grau negativo de Turing, definido a hierarquia negativa de graus e, s6
entdo, usado esse arcabouco tedrico para construir a evolugdo metabioldgica a la Chaitin
numa natureza computavel. Ao invés disso, pulamos essa definicdo mais geral e tentamos
mostrar que pouco Se precisa para conseguir formalizar uma evolucdo metabioldgica
computavel “como se fosse incomputavel” — nosso objetivo principal nesta parte do texto. Isto
e as proprias provocacdes filosoficas desta secdo ajudam a levantar o fendémeno da

incomputabilidade relativa recursiva como algo frutifero e penetrante.

1.4.2 O problema da intuicdo matematica

Portanto, como ja indicado acima, essas ideias ndo tém inspiracdo proveniente apenas
de problemas matematicos. O exemplo que iremos estudar nessa secdo concerne ao
matematico — e ndo a matematica propriamente —, apesar de ser fortemente relacionado com
os teoremas de incompletude. Ou seja, diz respeito a nds humanos. A questdo é: o
matematico™ é completo®™? Ele é capaz de responder a qualquer pergunta sobre a aritmética
ou sobre a teoria dos conjuntos? Muitos dos termos e conceitos que serdo levantados nos
proximos paragrafos careceriam de uma definicdo e uma explicacédo filosofica mais completa,
0 gue optamos por ndo esmiucar aqui, visto que, por enquanto, toda essa discussdo tem um
carater muito mais elucidativo e inspirador do que explicativo.

Nos de fato temos essa intuicdo — bem fundada ou ndo — de que, para qualquer sistema

formal desse tipo, conseguimos construir uma sentenca godeliana, indecidivel pelo proprio

% Apesar da ambiguidade interessante daf advinda, estamos nos referindo a nés, humanos, que fazemos e
estudamos matematica.

% Um sistema axiomatico formal completo seria aquele que sempre pode demonstrar se uma sentenca é falsa ou
verdadeira. Ou, mais formalmente, uma teoria é completa se, e somente se, obrigatoriamente qualquer sentencga
ou sua propria negacao pertencer a essa teoria. Uma teoria é, resumidamente, o conjunto de todas as sentencas
que derivam dedutivamente do sistema axiomatico.
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sistema, mas que sabemos — que intuimos® — se é verdadeira. Parece que temos um
“mecanismo” de criacdo de axiomas em nossa mente. Por exemplo, qualquer extensdo® da
axiomatica de Peano (PA)* feita para demonstrar cada vez mais sentencas indecidiveis — mas
verdadeiras no modelo standard — pela PA, ndo consegue demonstrar sua propria consisténcia.
O que, para nds, parece intuitivo e verdadeiro, por construcdo.” N&o é & toa que criamos
provas da consisténcia da aritmética em sistemas mais poderosos que o dedutivo, aos quais

ndo podemos aplicar os teoremas de incompletude & la Godel *®°

, Sobre as quais voltaremos a
falar logo abaixo.

O problema todo passa a ser, entdo, como decidimos ou intuimos que uma sentenca é
verdadeira ou ndo. O que, em nossa mente, realiza tal tarefa? E quao poderoso € esse processo
mental? Se esse “mecanismo” mental de criagdo de axiomas for equivalente a um processo
hipercomputavel, estaria explicado por que nenhum sistema axiomatico formal que criamos
consegue dar conta de tudo que podemos fazer. Pois, nenhum deles seria capaz de computar
os problemas que esse “mecanismo” mental consegue. A nossa intuicado estaria sempre um
passo’™ & frente da consciéncia, o que é uma ideia muito importante para nés, como
veremos adiante. No entanto, a subcomputacdo e a incomputabilidade relativa mostra que essa
pode n&o ser a Unica opgéo.

Enunciamos e pensamos sobre sistemas formais enquanto dizemos estar conscientes.
Enquanto dizemos, num senso comum — absolutamente ndo tdo infundado —, estar conscientes
de tudo aquilo que nos vém a mente, inclusive, conscientes da prépria matematica. Mas, como
verificar se somos incomputaveis, no que concerne a consciéncia e a intuicdo, pelo menos?

Um modo facil seria comprovar que conseguimos trabalhar com infinitas coisas ao
mesmo tempo. Imagine saber todas as casas decimais de = a0 mesmo tempo ou contar de um

até infinito. Se féssemos capazes desses feitos, poderiamos rodar uma regra infinitaria — por

% De fato, podemos criar um sistema mais forte no qual essa sentenca se torne demonstravel. Mas, assim,
podemos criar outra senten¢a godeliana para este Gltimo, e assim por diante. Esse processo ndo teria fim e, por
iss0, nenhum sistema desse tipo justificaria a sensacdo ou intuigdo que temos de que a sentenga é verdadeira.
%7 por exemplo, usando os principios de reflexao de Feferman, ja mencionados.

% O principal sistema axiomatico para a aritmética.

% Caso achemos intuitiva e verdadeira a consisténcia de PA.

100 por exemplo, a demonstracio de Gentzen. Ver ABRAHAO, F. S. Demonstrando a Consisténcia da
Aritmética. Dissertacdo de mestrado. ed. Rio de Janeiro: Universidade Federal do Rio de Janeiro, 2011.

101 Nesse caso, seria mais apropriado até dizer que estaria infinitos passos a frente.
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exemplo, a la Gentzen ou a la Schiitte — formando um sistema de prova ndo dedutivo'® muito
mais poderoso que PA, no qual ndo vale Godel, e que pode responder a qualquer pergunta
sobre a aritmética, ou seja, que é completo. Uma regra infinitaria € uma regra de derivacdo
I6gica que é capaz de partir de um nUmero infinito de premissas e retornar apenas uma
conclusdo. No caso, é uma regra que ‘“dedutifica” a indugdo: Sse as sentencas
P(1),P(2),P(3),...,P(n), .. sdo vélidas para qualquer n, entdo VxP (x).

No entanto, isso parece fora de nossa capacidade humana, pelo menos, até onde
sabemos. Como verificariamos que a sentenca P(n) é valida para todo n sem percorrer
individualmente cada instanciacdo da mesma? Mas nem tudo esta perdido. Pode ser que esse
processo infinitario ocorra de forma inconsciente, em algum nivel infraconsciente — “abaixo”

do consciente 1%

— dos processos mentais, 0s quais interagem ‘“conosco” somente pela
intuicdo, nos dando a sensacdo ou conviccdo™™ de que uma sentenca é verdadeira ou de que
ndo e.

Parece que estamos presos a raciocinar conscientemente com um numero finito de
conceitos e imagens por vez. Parece que somos finitos a cada instante. Quando nos deparamos
com uma sentenca indecidivel, para termos certeza de que nossa intuicdo sobre ela é
verdadeira ou ndo, criamos outro sistema mais forte que a demonstre. Este, por sua vez,
também possui seus indecidiveis, para 0s quais criamos outro sistema mais forte ainda para
justificar nossa intuicdo. E, assim por diante. Tal processo de “criagdo de axiomas” nao
pararia ou ndo encontraria fim. Por conseguinte, nossa pergunta se transforma em: esse
processo que continua para sempre é computavel?

Para responder que ndo, precisamos excluir a possibilidade de que 0s processos
geradores dessas verdades intuitivas sejam processos computaveis. Caso sejam, isso deve
levar a uma contradicdo. Um exemplo de contradicdo seria a computabilidade desses
processos contra o “fato” de nunca conseguirmos criar um sistema formal que compute esses

processos? Esse “fato” ndo ¢ tdo certo assim. Apenas parece que € valido, considerando nosso

conhecimento até o presente momento.

192 pojs, este sistema é capaz de rodar ndo s6 todas as regras de derivagdo dedutivas mas também a regra
infinitaria.

103 Numa analogia com a computag&o, diriamos que se a consciéncia esta no nivel da linguagem de programacéo,
o infraconsciente esta no nivel das sub-rotinas da linguagem de maquina. Esta num nivel de processos muito
mais de base, 0s quais, dentre outras coisas, “geram ou produzem” a consciéncia do matematico.

194 0 termo mais adequado seria o da filosofia da mente: atitude proposicional.
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Enfim, se conseguissemos criar tal sistema, ndo seria mais possivel construir sentencas
indecidiveis tais que saibamos intuitivamente que elas séo verdadeiras ou falsas. O nosso
processo de “criagdo de axiomas” cessaria'®>. Um sistema formal com essa caracteristica pode
ser chamado de monolito: aquilo sobre o qual nossa mateméatica humana se vé totalmente
ignorante em relagdo a sua consisténcia. Um monolito responderia bastante bem que o
processo de “criagdo de axiomas” humano ¢ computavel, mas, enquanto tal monolito nao
aparece — se € que isto é possivel —, resta-nos tentar responder a ultima pergunta. Colocando-a
em outras palavras: pode nossa intuicdo matematica ser computavel e consistente, mesmo que
nunca consigamos achar'® um monolito?

Voltando ao nosso tema, o interessante € que a subcomputacgédo e a incomputabilidade
relativa dd uma resposta quase totalmente positiva a essa pergunta. Isto é, responde que é
possivel esse processo de criagdo ser computavel enquanto que nunca conseguiremos criar um
sistema formal que compute esse mesmo processo, i.e., enquanto esse proprio processo de
criacdo de axiomas nunca termine. Por qué? Caso a consciéncia seja um subsistema, um
subcomputador, da mente, tal processo poderia ser computavel e, por outro lado,
incomputavel relativamente a consciéncia, ou seja, incomputavel relativamente a qualquer
subprograma. O presente trabalho mostra essa possibilidade. Apesar de existir um sistema
axiomatico que faca tudo que o matematico pode fazer, ele poderia nos ser inalcancavel.

Por exemplo, podemos imaginar a consciéncia como composta por estados mentais*”’,
0s quais S&0 outputs de processos mentais'®, que, por sua vez, sdo programas. No entanto, a
conformacdo desses programas/processos mentais pode ser tal que qualquer sequéncia de
outputs/estados mentais da consciéncia que forme um cémputo seja um subprograma
rodando. Dessa forma, a Unica opg¢do de sabermos a resposta de um problema relativamente
incomputavel pela consciéncia € através da intui¢do, a qual ndo provém de um raciocinio ou
109

juizo™ do consciente. O “pensar de forma consciente” seria subcomputavel, porém, o “pensar

de forma ndo consciente ou intuitiva” pode ser mais poderoso que isso, pode ser

195 Do ponto de vista de um modelo standard.

106 £ mais que demonstrar, porque um monolito s6 pode ser evidenciado como tal pelo teste empirico e/ou
cognitivo — subjetivo em grande parte, com certeza — de que ndo consigamos saber nem intuir se ele é
consistente ou ndo, por exemplo.

197 MCLAUGHLIN, B.; BECKERMANN, A.; WALTER, S. (Eds.). The Oxford Handbook of Philosophy of
Mind. New York: Oxford University Press Inc., 2009. ISBN ISBN 978-0-19-926261.

1% MCLAUGHLIN, B.; BECKERMANN, A. et al, Id. Ibid..

199 Nada impedindo que estes provenham do infraconsciente, portanto.
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computavel *°. E no hiato entre esses dois niveis de pensamento aparece justamente a
incomputabilidade relativa.

O que nos leva de volta a ideia de que a intui¢do estaria sempre um passo a frente da
consciéncia. No entanto, um pouco diferente do que se a intuicdo fosse realmente
hipercomputavel. Neste caso, podemos tomar emprestada a famosa parabola de Zenao sobre
Aquiles com a Tartaruga. Imagine que a tartaruga (nossa intuicao) esteja a uma distancia
suficientemente grande e infinitamente divisivel, mas finita ou limitada, a frente de Aquiles
(nossa consciéncia matematica). Por mais que ele corra**!, nunca chegaré na tartaruga, a qual
estard sempre a uma distancia a frente dele. Pois, mesmo que Aquiles chegue no lugar de
onde partiu a Tartaruga, esta ja tera andado um pouco e estara mais a frente. E esse processo
segue indefinidamente, justamente porque a distancia a se percorrer pode ser divisivel o
quanto se queira. Portanto, para ele alcanca-la, teria que percorrer uma quantidade infinita de
intervalos de distancia e, por isso, numa quantidade infinita de intervalos de tempo. Esse
problema é solucionavel matematicamente por meio do calculo integral, ja que podemos
mostrar que essa soma infinita de intervalos de tempo converge para uma quantidade final
finita, isto é, o tempo para ele alcancar a Tartaruga é, afinal, finito.'** Em nossa analogia,
entdo, a consciéncia sO poderia alcancar a intuicdo se Ihe fosse permitida uma sequéncia
infinita de pensamentos.

Ja no caso computavel, do paragrafo anterior, € melhor usarmos outra parabola: a
imagem do Burro e a Cenoura. Imagine um homem sentado num burro faminto com uma vara
e uma cenoura presa na ponta desta. O homem exibe a cenoura na frente do rosto do burro e
assim faz o faminto burro andar para alcancar a cenoura, mas este nunca a alcanca. Porém,
ndo porque ela estd a uma distancia infinita dele, mas sim porque toda vez que ele anda a
cenoura anda junto. A cenoura esta sempre “um passo” a frente do burro. Em nossa analogia,
a consciéncia corre para alcangar a intui¢do, mas ela nunca tem sucesso porque, por mais que
ela corra, a intuicdo sempre estara um passo a frente em funcéo do que a consciéncia correu.

Sob essa perspectiva, mesmo que um dia cheguemos a um candidato a monolito, ele
nunca poderd computar tudo o que nossa intuicdo pode. O maximo que ele pode fazer é

computar tudo o0 que nossa intui¢do ja computou até 0 momento que o criamos. Portanto, para

19 por ym computador que tenha o respectivo subcomputador como seu subsistema.
111 considerando que Aquiles s6 pode correr uma distancia finita por vez.
112 Qutra forma de solucionar a parabola do Aquiles e a Tartaruga é através dos ordinais de Cantor.
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nos, conscientes, pareceria que nds mesmos (nossa mente) somos incomputaveis, enquanto
ndo realmente sendo — caso algo ou alguém possa nos olhar “de fora”. Ai estaria outro
pseudoparadoxo metalinguistico’*®: 0 “paradoxo” da intui¢io matematica.

E preciso dizer que existem diversos tipos de intuicdes matematicas. Aqui, nos
remetemos tanto a matematica I6gico-formal quanto a computacional, porque elas sao as mais
préximas do nosso tema, alem de serem as areas candnicas da onde brotam os argumentos que
dizem que nossa capacidade humana para matematica ndo € computavel, ou emulavel dentro
de um computador.***

De qualquer forma, podemos dizer que esse “paradoxo” é uma ironia interessante
contra o nosso “antropocentrismo de cada dia”'*°. Estarfamos destinados (programados) a nos
Vermos como ‘“‘superiores” as maquinas, mesmo que, na verdade, sejamos computaveis.
Seriamos algum tipo de “maquina arrogante”, que se faz acreditar completa sem sé-lo. E, de
fato, mais ironico ainda pensar que um possivel “pilar central” da consciéncia®®®, por meio da
qual tomamos ciéncia de ndés mesmos, tenha como base uma espécie de autoengano: a

incomputabilidade relativa’.

1.4.3 A consciéncia como um subcomputador da mente

A ideia da consciéncia''® ser um subcomputador da mente resolve outros problemas
interessantes. A definicdo béasica de um subcomputador é que ele € um computador que
sempre produz output para qualquer input, ou ainda: existe um programa que sempre sabe o0

output de qualquer subprograma de seu respectivo subcomputador. Nés sabemos que

13 56 que, agora, muito mais filoséfico que matemético.

1 HORST, S. The Computational Theory of Mind. The Stanford Encyclopedia of Philosophy, 2011.
Disponivel em: <http://plato.stanford.edu/archives/spr2011/entries/computational-mind/>. Acesso em: 23 Mar¢o
2015.

15 Opviamente, uma ironia apenas valida caso nossa mente seja de fato computavel.

16 Ou da Inteligéncia Artificial Fraca, se quisermos ser mais acurados e respeitar nossas hipéteses filosoficas.
17 Aqui nos baseamos na hipotese da mente computavel. Porém, um “paradoxo” analogo também vale para a se
a mente e a intuicdo forem hipercomputaveis e a consciéncia um hipercomputador de ordem menor (também, um
“subcomputador” da mente).

118 N&o valeré a pena, por enquanto, distinguir entre autoconsciéncia, tomar ciéncia, senciéncia, experiéncia
qualitativa, estado de vigilia e outras propriedades ditas da consciéncia. Para simplificar, consideremos que o
consciente é o estado mental em que todas estas propriedades estdo presentes. O que, provavelmente, se encaixa
no senso comum do que entendemos por consciéncia. Ver MCLAUGHLIN, B.; BECKERMANN, A. et al, op.
cit..
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identificar qualquer processo mental com um computo gera varios problemas filoséficos. Um
exemplo poderia ser a natureza dos fenémenos da consciéncia, ou 0 que sdo nossos estados
qualitativos da experiéncia cognitiva. Esse € um campo muito rico e controverso, mas fugiria
completamente do objetivo do nosso texto. Para fins praticos, vamos nos ater a natureza
processual ou funcional da mente, onde o que importa sdo as relagbes entre as coisas ou
objetos mentais. Se o leitor quiser se aprofundar mais nessas questdes filosoficas, €

119 da mente. Dessa forma,

apropriado dizer que estariamos nos atendo a visdo funcionalista
seria pertinente discutir se a mente computa ou hipercomputa, nos permitindo continuar com
nossa elucidacdo sem maiores problemas.

Por que parece que sempre podemos produzir um conceito sobre tudo aquilo que
tomamos consciéncia?'?’ Por que estamos sujeitos a ilusdes de Gtica, ou ainda, por que a
imagem que vemos, a qual j& seria pré-processada, ndo é a mesma imagem que nossos olhos
captam?™?! Por que sempre podemos fazer alguma escolha — mesmo que n4o saibamos qual a
melhor — se tivermos um limite obrigatério de tempo para iss0?*?? Por que 0s pensamentos
nunca param de vir a nos, enquanto estamos no estado consciente?

Todas essas perguntas dangcam em volta de uma funcdo basica da mente. Estamos
falando dos processos mentais que geram um estado mental dado que outro ocorreu, isto €:
aqueles que geram os pensamentos a consciéncia; aqueles que escolhem algo quando somos
obrigados; aqueles que produzem a imagem e sentido, 0s quais tomamos consciéncia, a partir
dos que os olhos captam; aqueles que sempre produzem um entendimento sobre tudo aquilo
que € objeto da mente. Esses sdo exemplos — ingénuos, porém, ndo menos elucidativos e
gerais — com um simples intuito de mostrar que 0s processos mentais sempre produzem um
resultado final, sempre geram um output, sempre nos ddo outro estado mental, dado que outro
ocorreu. Eles nunca entram em loop, eles nunca param — pelo menos ndo enquanto se diz que
estamos conscientes ou sdos. Essa seria uma funcgéo bésica da mente: manter os pensamentos
fluindo. NoOs sé teriamos acesso aquilo que a mente ja “computou”.

Uma experiéncia mental simples — e profunda do ponto de vista filosofico — que torna

isso evidente é tentar escolher a escolha do agora. Como? Tente escolher aquilo que vocé vai

119 0 funcionalismo, resumidamente, é um ponto de vista filoséfico em que o que importa sio as relacdes entre
as coisas ou elementos de um sistema e ndao do que essas coisas sdo feitas e nem o que sdo.

120 Guardadas as devidas situacées em que néo se considera um individuo plenamente consciente de si mesmo.
121 1ss0 poderia ser estendido a todos os sentidos.

122 salvo quando se diz que o individuo est4 acometido de algum distdrbio mental mais sério.
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escolher pensar. Tente escolher seu proximo pensamento enquanto vocé se predisple a
escolher esse proprio pensamento. Ndo importa se vocé decidiu pensar em bananas ou em
barcos. Vocé s6 toma conhecimento da escolha feita quando o préprio pensamento contendo
sua escolha aparece. Vocé s6 soube que escolheu pensar em bananas ao invés de barcos
quando essa escolha ja se apresentou. Depois, claro, vocé pode mudar sua escolha
indefinidamente, conforme tenha vontade. Contudo, isso ndo muda o aparente fato de que néo
podemos escolher o que escolhemos. A escolha, em ultima instancia, sé pode ser escolhida ou
ndo quando ja nos foi apresentada. NOs s6 temos acesso as escolhas/outputs que a mente ja
“computou”.**® A mente s6 nos da livre-arbitrio até onde ela consegue “computar”. No fundo,

a escolha é feita pela mente'®

antes mesmo de sabermos conscientemente qual ela é.
Qualquer coincidéncia com as teorias compatibilistas **> do livre-arbitrio ndo é mera
coincidéncia, como explicaremos um pouco melhor a seguir.

Partindo da hipétese de que a mente é computavel'®, néo é & toa que isso tudo casa
perfeitamente com a ideia de subcomputacdo. Para manter os pensamentos sempre fluindo,
qualquer processo ou operacdo consciente precisa sempre resultar em algo, isto é, a mente
sempre tem que poder dar algum pensamento resultante desse processo.

Se assumirmos, agora, a hipotese de que a mente é computével, entdo, poderiamos
dizer que a consciéncia € o produto, ou uma sequéncia de outputs de processos mentais
(subprogramas) que os geram. Um dos efeitos colaterais mais interessantes — e, talvez, irbnico
— que pode aparecer, como mostrado aqui, € a intuicdo ter um poder de coOmputo sempre
maior que qualquer operagao consciente: o “paradoxo” da intui¢do matematica, por exemplo.
O que, fortuitamente ou ndo, pode — e poderia para outros exemplos ndo discutidos nesta tese
— também nos dar insights sobre varios problemas da ciéncia cognitiva e filosofia da mente.
Como ja mencionado, um desses “efeitos colaterais” seria 0 aparecimento do livre-arbitrio?’.
NOs nunca conseguimos prever o processo mental infraconsciente que faz a escolha porque

este poderia ser relativamente incomputavel pela consciéncia — esta entendida como um

122 Completando a analogia: o input desse cdmputo pode incluir os estados mentais anteriores & escolha, fatores
fisiol6gicos, bioquimicos, etc.

124 Isto &, pelos processos mentais infraconscientes.

125 MCKENNA, M.; COATES, J. Compatibilism. The Stanford Encyclopedia of Philosophy, 2015. Disponivel
em: <http://plato.stanford.edu/archives/sum2015/entries/compatibilism/>. Acesso em: 14 Abril 2015.

126 Ou hipercomputével, se o leitor considerar que um computador é um subcomputador de um hipercomputador.
127 Na verdade, um livre-arbitrio fraco, em que nossas escolhas parecem livres para nés enquanto que, na
verdade, elas sdo determinadas por rela¢fes causais deterministas.
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espaco de subprogramas rodando. O compatibilismo entre a computabilidade da mente e o
livre-arbitrio seria, justamente, feito pelo fendmeno da incomputabilidade relativa
recursiva. De qualquer forma, toda essa discussdo merece ser investigada com mais
profundidade no futuro.

Sob alguns aspectos, majoritariamente dentro do escopo do funcionalismo, todas essas
ideias, sim, corroboram com a visdo da mente computavel, na qual a mente pode ser
entendida como um sistema fisico-quimico cujas relacdes podem ser emuladas por um
computador suficientemente poderoso ?®. Contudo, sendo mais cuidadoso com nossas
conclusdes, s6 podemos dizer que elas servem para dar um contra-argumento as teorias que
invocam a “aparente” incomputabilidade da mente como justificativa para sua propria
incomputabilidade. No entanto, elas ndo servem para dar “um ponto final” ao assunto, a favor
da hipdtese computacional da mente. A mente ainda pode ser realmente incomputavel, por
motivos outros que ndo a sua “aparente” incomputabilidade. Por acaso, mas ndao menos
intencionalmente, essa opcdo também é explorada, de forma indireta, atraves dos

“hiperorganismos”, nessa tese, N0 capitulo 3.

144 O “paradoxo” da computabilidade biolégica

Vamos, entéo, nos voltar para problemas mais objetivos, ditos das ciéncias naturais. A
biologia é, com certeza, um dos focos de toda a problematica do tema desta tese. Veja a
prépria metabiologia. Simular ou emular num computador o funcionamento de um ser vivo ou
um organismo inteiro, por mais simples que seja, se tornou um programa de pesquisa
importante em alguns campos, e importante dentro da propria biologia. Isto tem tudo a ver
com 0S seres Vivos serem computaveis ou ndo, ou Seja, Se seria necessario um
hipercomputador*?® para emular um ser vivo ou se um computador j& bastaria.

Os organismos sdo conhecidos por serem sistemas altamente complexos, com
intrincados mecanismos quimicos, dos quais ainda se acredita ndo saber como muitos deles

funcionam. Por exemplo, o projeto genoma humano se deparou com numerosas dificuldades

128 por suficientemente poderoso, dentro da teoria da computac&o, entende-se um computador com recursos
energéticos e memoria suficientemente grandes.
129 Também suficientemente poderoso.
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para identificar a funcdo de cada gene. O proprio DNA néo codificante ou “DNA lixo”, como
é chamado uma parte do nosso genoma que se acreditava ndo ter funcdo fenotipica, pode
possuir funcdes de ativacdo e inibicdo dos proprios genes codificadores de proteinas. Mas
isso, a principio, ndo configuraria uma impossibilidade em relacdo a esse sistema (0
organismo) ser computavel. Existem programas tdo complexos que nem chegamos perto
ainda de programa-los. A dificuldade néo é parametro restritivo a esta hipétese. Precisamos de
algo mais substancial, precisamos de uma impossibilidade.

Por isso, a questdo fica em saber qual o poder de cOmputo de um sistema vivo: se é
hipercomputavel ou se é computavel. Isso vem desde se a fisica do universo é digital ou
analogica, até se podem surgir propriedades emergentes ndo computaveis de sistemas digitais
fisico-quimicos. Maiores discussdes e exemplos sobre o assunto podem ser encontrados no
capitulo sobre evolucdo de hiperprogramas. Para o &mbito da subcomputacdo, a questdo
importante se torna saber se, de maneira bastante andloga ao ‘“paradoxo” da intui¢do
matematica, os seres vivos podem parecer incomputaveis para nés, mesmo nao o sendo
realmente?

Se somos um tipo de organismo e a nossa biologia parece para n6s mesmos como
sendo incomputavel, isso quer dizer que o ser humano — enguanto organismo — €
incomputavel? Assumindo, outra vez, um ponto de vista préximo ao funcionalismo®® e ao
fisicalismo™!, teriamos que o nosso “poder de computo mental” ndo poderia ser superior ao
poder de cobmputo do ser humano, enquanto organismo. Visto que, assim, a mente — e também
a consciéncia — humana seria um subsistema do organismo humano.

Pois, entdo, a mente ndo poderia ser um subcomputador do organismo humano? E, por
sua vez, a consciéncia um subcomputador da mente. Vamos dar um jeito simples de
exemplificar isso. Antes, porém, vale ressaltar que ndo é nossa intencdo dizer quais sistemas
fisicos fazem o papel de hardware para os programas que fariam o papel de organismo ou
mente. Primeiro, porque dentro da nossa linha de discussdo, partindo de nossas hipoteses,
especificar qual é o hardware ndo importa. Segundo, porque se trata de um campo de
investigacao ainda muito controverso que escaparia muito do nosso escopo.

Dito isto, sigamos em frente.

130 56 que agora para a biologia.
131 O fisicalismo quer dizer que a mente pode ser completamente explicada em termos da fisica ou das leis do
Universo. No nosso caso, a mente humana seria um subsistema do organismo humano.



68

Podemos imaginar as relacdes bioquimicas do corpo humano configurando um sistema
computavel por algum programa P de uma maquina universal de Turing. Esse programa é
capaz de rodar dentro dele outro programa E,, que emula uma submaquina de Turing U,,, tal
que U,, é capaz de rodar um subprograma M que computa todos 0s programas que computam
0S processos mentais. Por sua vez, o subprograma M do subcomputador U,, é capaz de rodar
dentro dele outro programa E. que emula uma submaquina de Turing U, tal que U, é capaz
de rodar um subprograma C que computa a consciéncia, i.e., que computa todos os coémputos
formados por sequéncias de estados mentais conscientes. Sob esse exemplo, a consciéncia
humana seria emulada por outra emulacéo feita pelo organismo humano: seria um subsistema
de outro subsistema.

Mas o presente trabalho mostra que, se for assim, é possivel que o organismo humano
seja capaz de computar funcdes que a consciéncia humana ndo consegue e, N0 caso acima,
nem mesmo a mente. Por isso, pareceria que a biologia é muito mais complexa que qualquer
computador definido ou programado por ndés mesmos. Seguindo a mesma linha de
pensamento da intuicdo matematica, podemos chamar esse fendmeno hipotético de
“paradoxo” da computabilidade bioldgica. “De dentro” a biologia parece incomputavel,
mas “de fora” ela pode nao ser.

O problema é que, dessa forma, estariamos fadados a nunca conseguir emular um
organismo — pelo menos, quase tdo complexo quanto o humano — num computador tao
poderoso quanto nds. Na verdade, ndo conseguiriamos que um programa suficientemente
comprimido “desse conta do recado”. Para resolver no consciente todos os problemas que as
funcBes computadas pelo organismo consegue, precisariamos ir aumentando cada vez mais o

tamanho do subprograma **?

(ou ainda, da teoria cientifica). Nenhuma teoria cientifica
elaborada por nés seria suficientemente abrangente. Isso casa perfeitamente com os resultados
de incompletude e/ou incomputabilidade classicos e nos faria suspeitar, com certeza, de que a
biologia é de fato incomputavel.

Mas quer dizer que os bidlogos ou os esfor¢os de criar vida artificial estariam fadados
ao fracasso? N&o necessariamente. Por qué? E preciso notar que quando estamos lidando com
a subcomputagdo — mais ainda, do jeito que ela foi aqui definida —, o fato de existir um

programa P maximamente comprimido num nivel superior ao subcomputador que pode

132 0 suficiente para que ele escape de ser abrangido pela BB*, por exemplo.
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computar esse problema ndo quer dizer que o programa P ndao é um subprograma. Ele é,
porém, ndo produz output para todos os valores de entrada. Ou, se produz, é um que
representa o fato de seu coOmputo ndo ter terminado, onde o tempo de computo ndo foi
suficiente.

Portanto, uma hipotética teoria cientifica que seja suficiente para explicar o
funcionamento de um organismo tdo complexo quanto 0 nosso nio poderia ser “rodada” em
nossa consciéncia, pois o tempo de cémputo nesta é limitado. No entanto, nada impede que
ela possa ser “rodada” em outro “hardware” que n@o seja nossa mente e que ndo esteja
limitado pelo nosso poder de cobmputo — quem sabe, talvez, um computador de silicio usual
suficientemente poderoso. Para conseguirmos emular a biologia “em nossas cabegas”, as
teorias cientificas seriam sempre ndo complexas o0 bastante e pequenas para podermos prever
todas as consequéncias dela conscientemente, mas nao quer dizer que ndo possamos tomar
conhecimento de uma teoria cientifica que possa ser complexa o suficiente em relacdo a
outros “hardware”. Entender € diferente de prever. Saber qual programa é diferente de poder
roda-lo. Essa diferenca surge mais forte na discussao do item a seguir. Enfim, mesmo com as
hipbteses sob as quais a subcomputacao nos imporia limites ao conhecimento, emular um ser
vivo em algum aparato artificial (por exemplo, um computador) ainda é uma possibilidade.

Vida artificial e o “paradoxo” da computabilidade bioldgica podem conviver.

145 O “paradoxo” da computabilidade do Universo

Ainda podemos levar mais além essa linha de pensamento. E se 0 Universo — ou todas
as leis da fisica — for um gigantesco computador dentro do qual tudo é um subcomputador
seu? Entender os processos fisicos como computos é também um dos grandes temas de
discussdo presentes na literatura atual.** Se assim for, podemos derivar que o Universo é um
computador. Seguindo essa hipdtese, ja mostramos que pode ocorrer o fendbmeno da
subcomputacdo e a incomputabilidade relativa recursiva dentro de computadores e, por esse

motivo, pode ocorrer dentro do Universo. Assim, temos carta branca para pensar na

133 57UDZIK, M. The Computable Universe Hypothesis. arXiv, Dezembro 2010.
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possibilidade de qualquer subsistema fisico em nosso Universo ser um subcomputador dele.
Vamos partir dessa hipotese.

Por argumentos analogos ao ja feito para a intuicdo matematica e para a
computabilidade bioldgica, pode ser que o funcionamento dos processos fisicos ou as leis da
fisica parecam complexos demais para qualquer teoria cientifica que elaboremos. Pode ser
que estes nos parecam incomputaveis. E, no entanto, ndo sé-lo de fato. Justamente, porque
podemos ser subcomputadores de outro subcomputador, e assim por diante, até chegar ao
nivel maximo computacional do Universo. Por exemplo, pegue a sequéncia encaixante de
subcomputadores exemplificada na computabilidade biolégica e ponha o programa P como
um subprograma de uma submaquina Uy, tal que Ug é emulavel por um programa Ez rodado
dentro de um programa Pr que computa todas as relacfes fisicas. Aqui também valem todas
as ressalvas feita para o problema 1.4.4.

Até aqui tudo que vale para o problema da computabilidade bioldgica vale para
também para a computabilidade do Universo. Apenas estendemos o argumento. O que nos
obriga a nomear um novo e totalmente analogo “paradoxo”: o pseudoparadoxo da
computabilidade do Universo.

Contudo, surge uma nova problematica. Supondo que todo subsistema do Universo
seja um subcomputador, fica vetada a possibilidade de um dia acharmos uma teoria cientifica
gue possa emular o funcionamento do Universo em algum aparato inventado por nés. Isto, ao
contrério, € permitido no caso da computabilidade bioldgica. Por que é diferente agora?
Porque esse aparato qualquer, por exemplo, um computador eletrénico ou até mesmo um
computador quantico, sera também um subsistema/subcomputador, e, assim, estara sujeito as
limitagcbes da incomputabilidade relativa. O que impede que ele também consiga “rodar”
nossa teoria cientifica escolhida. N&o havera, também, tempo de computo suficiente.

Portanto, sob essa nova hipdtese computavel do Universo, ficamos com duas opgdes
nas maos: ou nunca poderemos conhecer todas as leis da fisica, mas ainda podendo usar as
gue sabemos para prever, com a ajuda ou ndo de outros aparatos fisicos, alguns fenbmenos;
ou, caso consigamos colocar todas essas leis numa teoria cientifica, nunca poderemos usa-la
para prever todas as suas consequéncias e nem emular o nosso préprio Universo sob o qual
vivemos — nem com a ajuda de outros aparatos fisicos. Ficamos entre conhecer e prever.
Nunca os dois ao mesmo tempo. Ou ndo conhecemos tudo, mas podemos prever sobre aquilo
que conhecemos, ou conhecemos tudo e ndo conseguimos prever sobre aquilo que
conhecemos. Essa disjun¢do exclusiva funcionaria como uma espécie de “lei de ignorancia”

para qualquer subsistema/subcomputador do computador maior: o Universo e suas leis. A este
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resultado com carater muito mais epistemoldgico que cientifico, guardadas as devidas
hipdteses, chamaremos de principio de incerteza do Universo computavel. Logo
explicaremos por qué.

Esse resultado tem um “cheiro” muito provocador. Ele nos lembra, por uma analogia
vaga ou ndo, alguns outros resultados do mundo cientifico. Primeiramente, os proprios
teoremas de incompletude. Estes dizem que ndo se pode ter um sistema axiomatico formal,
forte o suficiente para carregar grande parte da aritmética, que seja a0 mesmo tempo
consistente e completo. Isto é, que nunca gere duas sentencgas contraditorias, mas que sempre
gere uma das duas opc¢Oes, para quaisquer sentencas. De novo, temos apenas duas opgoes: ou
temos um sistema consistente, porém, com sentencas totalmente independentes (sobre as
quais o sistema ndo sabe dizer que “sim” ou que “ndo”); ou temos um sistema completo,
porém, que a qualquer momento gerara duas sentencgas contraditorias.

O “paradoxo” da computabilidade do Universo deriva de um fendmeno bésico na
matematica: a incomputabilidade relativa recursiva. Além disso, como ja falamos, a
incomputabilidade classica tém, em seu “corac¢@o”, profunda semelhanga intuitivo-matematica
com os resultados de incompletude da aritmética (ou até mesmo da teoria dos conjuntos). Sao
teoremas “irmaos”, como ja bem estabelecido na literatura. Logo, se o leitor perceber que a
definicdo de incomputabilidade relativa é praticamente a mesma da incomputabilidade
classica, s6 que tomando como referéncia uma submaquina de Turing € ndo uma maquina
universal de Turing, a relacdo intima entre a incompletude e o principio de incerteza do
Universo computavel fica bastante evidente. Mesmo assim, achamos que o assunto ainda
pode pedir mais reflex6es em investigacdes futuras.

A semelhanca com o principio de incerteza de Heisenberg, o qual proibe que se
saiba, com precisdo, a posicdo e o0 momento linear de um observavel subatémico também é
tentadora. Aqui, também temos uma disjungdo exclusiva: ou sabemos a posi¢do, com uma
margem de erro suficientemente pequena, mas ficamos impossibilitados de medir o momento
linear com a precisao desejada; ou sabemos o momento linear, mas ficamos impossibilitados
de medir a posicdo com a precisao desejada.

Contudo, é preciso dizer que, no caso da incompletude, parece ficar mais facil fazer
uma analogia entre: consisténcia e saber todas as leis da fisica com a completude e poder
prever; ou consisténcia e poder prever com completude e saber todas as leis da fisica. J& no
caso da incerteza da mecénica quéntica, talvez possamos fazer essa ligacdo, porém, o préprio
principio de Heisenberg nos da um resultado fundamental que proibe qualquer tipo de aparato

que possa prever completamente, em nivel subatdbmico, o comportamento de um sistema
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fisico, pois precisariamos saber com precisdo suficiente a posicdo e o0 momento linear das
particulas. Portanto, a op¢do de poder prever ja ficaria vetada.

Se admitirmos um Universo computavel com subcomputacdes dentro dele, o melhor
que poderiamos fazer, de qualquer forma, seria conhecer todas as leis da fisica. Prever tudo ja
seria impossivel. Uma forma ingénua, talvez, de especularmos sobre o fato seria: como
qualquer aparato fisico € um sistema composto de particulas subatdémicas, este sistema sé
pode ser um subsistema do sistema que rege o comportamento de particulas subatdmicas.
Logo, qualquer sistema fisico numa escala suficientemente grande seria um subcomputador
de um computador que € capaz de rodar a mecéanica quantica. Ao medir uma particula
subatdmica, se experenciaria 0 fendbmeno da incomputabilidade relativa recursiva. N&o
teriamos variaveis escondidas, teriamos informacdo inacessivel. Além disso, sabemos que 0

fendmeno da incomputabilidade esta intimamente ligado com o da aleatoriedade'®*

, por isso,
somos tentados a especular sobre se essa explicacdo através da subcomputacdo ndo teria algo
a ver com a natureza indeterminista descrita pela mecéanica quantica, inerentemente descrita
por ondas de probabilidades. Poderiamos pensar em aleatoriedade relativa recursiva, em
que um numero é aleatério em relagcdo a um subcomputador, mas ndo o é em relagdo a um
computador. Outro problema para o futuro.

Com certeza, toda essa discussdo é ainda incipiente demais para tirarmos maiores
conclusOes. Pode ser que essas migragdes conceituais ndo cheguem a lugar nenhum — o que
achamos improvavel. No entanto, acreditamos que urge uma investigagdo vindoura sobre isso.

Enfim, ndo estamos tentando aqui exaurir as explicacOes para essas questdes mais
filoséficas. Estamos nos atendo ao campo das hipoteses, por enquanto. Ademais, nem tivemos
a oportunidade de defini-las melhor. De qualquer forma, pretende-se que fique claro o quéo
proficuo e inspirador pode ser essa ideia do pseudoparadoxo metalinguistico (sistema e
subsistema) quando trazida para o campo da computabilidade.

Mesmo que os resultados matematicos a seguir apresentem algum erro ou problema,
as ideias que estdo por tras sdo muito mais importantes e pungentes. Quem sabe, mesmo que
esse trabalho falhe em provar a existéncia do “paradoxo” da computabilidade, alguém num

futuro préximo conseguira fazé-lo. E a nossa aposta. Esse fendmeno, depois de concebido,

13 CALUDE, C. (Ed.). Randomness and Complexity. Singapore: World Scientific Publishing Co. Ptc. Ltd.,
2007.
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possui grande pregnancia em nossa razdo matematica, cientifica ou filosofica — se € que, em

ultima instancia, podemos separa-las.
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2 DEMONSTRANDO A EVOLUCAO DE SUBPROGRAMAS

2.1 INTRODUCAO

Este capitulo vai se dedicar totalmente a demonstracdo da evolucdo dos subprogramas,
ja iniciada no capitulo 1. Porém, 14, nos dedicamos a introdugdo dos conceitos, as definicoes,
a dar as ideias centrais da prova, e a linka-los aos problemas filoséfico-cientificos
considerados mais relevantes. Agora, o leitor poderd verificar matematicamente o que foi
construido até aqui — o que sera feito em dois estagios. Até a secdo 2.14, explicaremos em
detalhes a prova. Na secdo 2.15, deixaremos o0s lemas e teoremas que julgamos necessarios
para certificar o nosso resultado, caso se queira verifica-los ou apenas se aprofundar na
matematica por tras do problema.

A demonstragédo da nossa verséo do projeto inteligente pode ser vista no item 2.13 e a
da evolucdo cumulativa no item 2.14, os quais sdo as uUltimas provas antes da se¢do 2.15.
Escolhemos comegar logo definindo a versdo relativa da funcdo Busy-Beaver e a mostrar
como dela deriva diretamente — quase de modo trivial — o fenémeno de incomputabilidade
relativa recursiva. Mais tarde, definiremos a versdo relativa do numero Q (a halting
probability) que chamaremos de time limited halting probability, denotada por Qp-. .
Olhando Qp-,. em relacdo a definicdo de submagquina de Turing Up-,., que sera dada logo apos,
pode-se observar que estdo atrelados, da mesma forma que Q e a maquina universal de Turing
U.

Dito isto, comecaremos a definir os programas necessarios para construir a desejada

submaquina Up+« N&o ha mistério sobre esses programas. Na verdade, eles podem ser

ToPT"
facilmente programados. Assim, apenas indicamos declarativamente o algoritmo deles. Os
programas Pr ou P’ denotam programas arbitrarios que computam fungées totais quaisquer,
respectivamente. A demonstracdo se baseia em tomar um programa P, qualquer como base e

sobre ele construir P**; o P, que também é total se P, computar uma funcdo total.
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Poderemos notar que, para 0s nossos resultados, ndo faz diferenca se essas funcbes sao
provadamente totais ou n3o,"* basta que sejam computéveis e totais.

No item 2.11 estd a definicdo do subcomputador Up« 0 qual prescinde do

TOPT 1

subcomputador Up,..p..p, definido no item 2.10. O subcomputador Up«- nada mais € que

ToPT

0 subcomputador Up+. ..p... uando este coloca P**+ o P» no lugar de P'~. Em outras
P roP’poPT T T T

palavras, nada mais é que quando Ups« chama a si mesmo no lugar de P’z em Up+_oprop;-

ToPT
Portanto, é entre essas duas submaquinas que fazemos a autorreferéncia para construir uma
maquina que “se autodiagonaliza”. E, por causa disso, aparece o0 cerne da questdo que é
provar que P**; o P computa, de fato, uma funcdo total, se P, for total. Ou ainda, que

Up+ e de fato uma submaquina se Up_também o for. Para isso, faremos a prova no item

T°PT
2.12 e a repetiremos com um pouco mais de detalhes no teorema 2.15.18.

Com essas demonstracdes em maos, acreditamos que ja seja suficiente para o leitor
“amarrar o lago”, mencionado na se¢do 1.3, e finalizar a prova nos itens 2.13 e 2.14.
Esperamos que néo seja tortuoso ler nossas demonstracfes apesar da notagdo carregada. O
que, por sinal, ja € algo comum em teoria algoritmica da informac&o ou teoria da computacéo.
Tentamos introduzir o minimo possivel de nota¢es novas. Muitas delas, juntamente com
outras definicdes, ja estdo no capitulo 1. Dessa forma, a leitura do capitulo anterior é premissa

essencial para entendermos este.

2.2 A FUNCAO BUSY-BEAVER PLUS

Seja P’y uma fungéo total. Vamos definir a fungéo BB*p-.(N), a fungéo Busy-Beaver

Plus, pelo seguinte processo:

Q) Gera uma lista de todos os outputs de Up-..(w) tal que |w| < N;

(i)  Toma o maior numero dessa lista;

(i)  Soma 1,

135 para mais sobre funcdes provadamente totais, ver: DORIA, F. A.; CARNIELLI, W. A. Are the Foundations
of Computer Science Logic—Dependent? Dialogues, Logics and Other Strange Things, 20 Outubro 2008.



76

(iv)  Retorna esse valor.

O proprio nome dessa funcdo ja foi pensado para lembrar o nome da funcdo Busy-
Beaver e, consequentemente, ndo é por coincidéncia que as duas tém quase a mesma
definicdo. Se tirarmos o passo (iii), ela se torna exatamente a funcdo Busy-Beaver para
subcomputadores, aqui denotada por BBp-..(N).

De maneira inversa, também podemos definir a funcdo Busy-Beaver Plus para

maquinas universais de Turing U, denotando-a por BB*(N), apenas trocando Up-.(w) no

passo (i) por U(w). Portanto, ja deve ficar claro que:

BB*(N) = BB(N) + 1

BB*p. (N) = BBp (N) + 1

Mas por que usar a funcdo BB* ao invés da BB? Essa deve ser, supomos, a pergunta
imediata do leitor. Como estamos lidando com submaquinas de Turing e P’ é arbitrario,
pode existir um programa de P, com N como input, que computa o maior valor dado por
qualquer outro programa de P’y que tenha tamanho < N. Quando estamos lidando com uma
maquina universal de Turing U , isso ndo pode acontecer. Porém, com submaquinas pode.
Entéo, a funcdo BB* . € acionada para nos garantir que ela mesma néo seja computavel por
nenhum programa de Up-,., apesar de sé-lo por algum programa de U, como veremos adiante.
A Busy-Beaver contém a ideia do maior output de qualquer programa de tamanho < N; j& a
Busy-Beaver Plus contém a ideia de superar, ao menos por 1, qualquer programa de tamanho
< N. Respectivamente, a primeira nos dd uma maximizacdo e a segunda, uma superacao
minima.

Seguindo essa linha de pensamento, para simbolizar essa fun¢cdo podemos evocar outra
vez a imagem do homem sentado num burro guiando o animal com uma cenoura presa na
ponta de sua vara de pesca. Ndo importa o quanto o burro ande em dire¢do a cenoura, ela
sempre estard a mesma distancia dele, inatingivel. Porém, isso ndo acontece porque a
distancia do burro e a cenoura € infinita, mas sim porque toda vez que o burro anda, a cenoura

anda junto, sempre se mantendo a sua frente. Por mais crescente que seja a funcdo P';, 0
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programa de U que computa BB* - .(N) apenas se baseia no que Up-, fez para supera-lo o
minimo possivel.

E importante o leitor notar que, analogamente & Busy-Beaver, a BB* pr(N) serve para
medir a criatividade ou a sub-program-size complexity dos subprogramas em relagdo ao
subcomputador P’;. Por qué? Pela prépria definicdo da mesma, se um subprograma gera um
output > BB*p(N), ele precisa ter obrigatoriamente um tamanho > N. Ele precisa ter mais
de N bits de informacdo incompressivel, ou seja, mais de N bits de criatividade. Claro,
podemos construir um programa que compute a fungéo BB*p-.(N) — caso a fungéo P’y seja
computével. O que permitiria que existisse um programa de tamanho bem menor que N — por
exemplo, de tamanho < C + (1 + €) log, N. Mas isso ndo é uma contradi¢do, pois, esse
programa nunca podera ser um subprograma de Up-,, isto €, nunca podera ser um programa
que rode em tempo de computo dado por P';. Se for, entrard em contradigdo direta com a
definicdo de BB*PIT, tornando o programa P’ ndo definido para qualquer input, isto €, uma
funcdo néo total.

Podemos dizer, sem ddvida, que essas duas funcdes tém um espirito diagonalizador,
vindo de Cantor, mas, a BB* tem, como explicado acima, um poder diagonalizador um pouco
maior que a BB. Maior o suficiente para evitar que ela ndo seja computavel por qualquer
submaquina de Turing que a defina. Portanto, as duas crescem com extrema rapidez, mas a
Busy-Beaver Plus cresce um pouco mais rapido que a Busy-Beaver.

Mais a frente o leitor podera constatar que essa funcdo € a mesma que a dada pela

funcdo computavel U (n’Q o P70 01UPzPTMI1 0 y(Pg o Py N)) .1 Isso é proposital,

pois faz com que 1’ e BB* - .(N) se assemelhem bastante a € BB"(NV), respectivamente.

2.3 INCOMPUTABILIDADE RELATIVA RECURSIVA

Antes de continuarmos com a demonstracdo da evolucdo, vamos analisar mais um

pouco a fungéo BB p-.(N), provando um resultado crucial e simples que rege todo o espirito

1% De novo, P’ precisa ser uma fungdo computavel total.
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deste trabalho. Podemos dizer que este traduz quase tudo que queremos dizer por
incomputabilidade relativa.

Seja P’y uma funcdo total e Up-. uma submaquina de Turing. Entéo, podemos provar
que a funcdo BB*-.(N) € relativamente incomputavel por qualquer programa de Up-... Mas
0 que quer dizer ela ser relativamente incomputavel? Podemos dizer que tal coisa se deve ao
fato de ndo existir um programa que compute o resultado final da funcdo em questdo para
qualquer valor que o apliqguemos. Usando termos mais matematicos, ndo existe um programa
que, para qualquer elemento do dominio da funcao, retorne o respectivo elemento da imagem.
Ou ainda: ndo existe programa que, para todo input N, 0 output correspondente seja igual a
BB*p..(N). E verdade que alguns programas podem calcular uma quantidade enorme de
valores de N, mas nunca para todo N — em algum momento ele ir4 falhar, retornar uma
resposta errada ou nunca retornar resposta alguma.

Uma forma mais intuitiva de entender o que se passa é buscar um programa e “colocar
ao seu lado” o seu input, como por exemplo, Up-.(P * N). Onde * denota uma concatenagao
qualquer, e ndo necessariamente a “concatenagao” “o” com a qual estamos trabalhando aqui.
Na verdade, isso vale para qualquer maneira de comprimir a informacdo de P e N num
programa qualquer (ou subprograma). Portanto, ele pode ndo ter a forma P * N. De todo
modo, vamos provar o teorema para a “concatenagdo” — ja& mencionada neste paragrafo — que

importa para nés. Fica a cargo do leitor demonstrar para qualquer forma de informar N como
input de P, bastando para tal notar que H (Upr(P * N)) < |PoN].

Vamos nos valer da mesma ideia utilizada na demonstracdo do teorema de
incompletude de Chaitin, sendo desta vez para mostrar uma incomputabilidade — uma
incomputabilidade relativa a submaquina Up-,..

Quando N é dado como input a um programa P qualquer, ele vem na sua forma
comprimida com tamanho = H(N)137, donde |[P o N| = C + H(N). Mas, como j& sabemos
pela AIT, para qualquer constante C, existe um N, suficientemente grande tal que C +
H(Ny) < Ny. Logo, pela definicdo de BB*p-., 0 output de P o Ny, quando rodado pela
submaquina Up-., vai ser levado em conta quando calcularmos a BB*p-.(Ny ). Assim,

obrigatoriamente,

137 Na verdade, vamos usar a propriedade de que [P o N| < C + |P| + C" + log, N + (1 + €) log,(log, N).
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BB*p. (No) = Up (P o No) + 1> Up-.(P o Ny)

O que nos levara a uma contradigéo, caso P compute BB* p-. quando rodado pela submaquina
Up-,.

Também, segundo o mesmo argumento, pode-se demonstrar trivialmente que

BB*p.(N) € uma fungéo relativamente incompressivel por qualquer subprograma de
tamanho menor ou igual a N. Isto é, a partir de certo tamanho Ny, nenhum programa de

tamanho N > N, quando rodado por P’ dara valor maior ou igual a BB* p-.(N).

- Demonstracao:

Queremos demonstrar que:

VPIN,VN(N = Ny = Up. (PoN) < BB*p. (N))

Vamos comecar tomando um programa P arbitrario.

Pela definicdo da linguagem L e de U, temos que para todo N:
|[PoN|<C+|P|+C +1log, N+ (1+¢€)log,(log, N)

SejaC+ |P|+C" =C".

Sabemos que INyVN(N = N, = C” +log, N+ (1 + €)log,(log, N) < N).

Logo, IN,YN(N = N, — |P o N| < N).

Consequentemente, pela definicéo de BB* p-, teremos que:

INgYN(N = Ny = Up.(PoN) < Up. (PoN)+1<BB*p (N))
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24 O PROGRAMA Ps

Vamos entender outro programa crucial para nos.

Seja Py, 0 programa que pega P’z o N como input e calcula a soma binaria de todas as
probabilidades algoritmicas dos programas de L com tamanho < N que param em tempo de
computo dado por P’ (ou, se preferir, que Up-.(w) # 1,).7%8 Se N = 0, entdo ele retorna 0.

Caso P’y ndo seja uma funcdo total (isto €, ndo pare para algum input w), Py também
ndo estara definido para todos os inputs. Caso P’y seja, entdo, obviamente, Py, sera.

Vale lembrar novamente que estamos numa linguagem autodelimitada. Logo, o output
de Py sempre sera um nimero real binario entre O e 1.

Mas o que acontece se aumentarmos o nimero N cada vez mais? Como a soma de
todos os programas de L € 1, existira o limite de U(Py o P’y o N) quando N tende para o

infinito (contanto que P’; seja uma funcdo total). O que esse limite nos diz?

2.5 O NUMERO DE CHAITIN RELATIVO

Pela construgdo do programa Py, € possivel notar facilmente que Py calcula a soma

de todos os programas de L que param em tempo de computo dado por P’;. Com isso,
obtemos uma analogia direta com o namero Q de Chaitin: conseguimos um ndmero que € a
soma de todos os programas que param, porém, agora, em tempo de computo limitado por
uma funcdo computavel. O que nos leva a chamar esse ndmero de time limited halting
probability.

Seja P’ uma funcao total.

Denotamos por (2, a time limited halting probability dada por:

138 Ver definicao 2.15.5.
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Qp. = Z 2-Ip|

T
p é um programa de L que se detém em tempo de computo <U(P’reop).

Em outras palavras, p é contado nessa soma se, e somente se, existe o valor de U(p) e,
para todoyex, se U(Teop) =xeU(P rop) =1y, entdo x < y. Dessa forma, quanto mais
crescente for a funcdo dada pelo programa P’;, mais proximo de Q chegamos. Além disso,
excluimos de vez os programas p que ndo param: depois de y cOmputos, se 0 programa p ndo
tiver parado ainda, ele s6 pode nunca parar ou parar em tempo x com x > y.**

Na verdade, ndo precisamos realmente da condicdo de que P’y seja total. Se U(P' o
p) nao estiver definido, de qualquer forma, U(p) precisa estar definido, entdo p estara incluso

em Qp-.. Por exemplo, se P’ for um programa que nao se detém qualquer input, entao

Qpr, = Z 2-IPl =@

Trata-se apenas de uma formalidade de um caso extremo. Para nos, importarad somente
0 caso em que P’y é, de fato, total. Além disso, se P’ ndo for total, Qp-. podera ser um

namero incomputavel.

2.6 SUBMAQUINAS DE TURING

Devemos definir, entdo, uma submaquina de Turing usando essa no¢do de tempo de
computo limitado. Iremos fazer da maneira mais intuitiva, aproveitando nossa definicdo bem
geral de submaquinas.

Seja P um programa arbitrario que calcula o tempo maximo de cémputo para um

programa w qualquer. Ou seja, P pode ser uma funcéo total qualquer.

139 F jsso é decidivel.
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Entdo, existe uma submaquina de Turing definida pela funcdo de tempo de computo

P;. Ou seja, existe u / Py © Py Mas como a programamos?

Ps), € um programa que recebe P e w como inputs, roda U (Pr o w) e retorna:

0] l;, se U(w) néo parar em tempo de computo < U(Py o w);

(i) k41, Se U(w) parar em tempo de computo < U(Prow) e U(w) = [;

Esse programa define um subcomputador (uma submaquina de Turing) que nos

retorna um simbolo conhecido (no caso, 0

) quando um programa de w ndo parar em tempo
< U(Py ow) ou retorna 0 mesmo output (a menos de uma bijecéo trivial) de U(w) quando
este parar em tempo < U(Pr o w).

Para ser uma submaquina de Turing, ela precisa estar definida para todas os inputs.

Isso ocorre pelo fato de P ser total.

Vamos denotar somente por Up,. a submaquina de Turing U/PSM o Py de tal modo

que:
Yw( Up,(w) = U/PSM o Pp (W) = U(Pspy © Prow))

Diremos que uma fungdo ou um numero é x-computavel se ele for computavel pelo
computador U,.. Assim como um 0-programa é um programa quando rodado por U, um x-

programa é um programa quando rodado por U,.

2.7 0S ORGANISMOS/SUBPROGRAMAS 1'q o P’z 2 0Pl10p

Primeiramente, expliquemos o programa m’g o P';- 0 01°11 0 p. O que esse programa

faz? Ele é quase o mesmo programa g usado por Chaitin em seus modelos iniciais. Porém,

140 |_embre da definicdo 2.15.5.



83

ele toma como referéncia a submaquina de Turing Up-, a0 invés da maquina U. E mais: ele
ndo retorna indices de aproximagdes a 2,-., mas sim aproximagoes a BB*(N).

Enfim, "o 18 a bit string P, o 01?1 o p e soma todas as probabilidades algoritmicas
dos programas de tamanho < n que param em tempo de computo dado por P’;.*** Comeca
comn = 1 e continua até k tal que a soma de todas as probabilidades algoritmicas de todos 0s
programas de tamanho < k se iguale ou ultrapasse o valor de p. Entdo, calcula 0 maior output
desses subprogramas de tamanho < k, soma 1 a ele e retorna esse valor. Se p = 0, entdo ele
retorna 0.

Note que se p > Qp-, €sse programa nunca parara. Caso p = Qp-,. — 0 que seria uma
possibilidade ideal —, ", também podera ndo parar. Contudo, por outro motivo. Nesse caso,
T’ nunca terminaria de ler seu input, pois Qp-. pode ter tamanho infinito.

Dai podemos dizer que i’ pega uma aproximagcao finita e inferior a Q- e calcula um

valor que supera o valor de qualquer output produzido por qualquer programa envolvido™* na
soma que resulta na aproximacao inferior em questao.

Entdo, de maneira quase direta, € possivel mostrar que
U(n'goPro0Pl10p)

sempre para (ou esta bem definido) quando p” < U(PZ oP'po N), para qualquer valor de N.
E ndo importa se |p’| > |U(PZ oP'ro N)|, pois estamos lidando como numeros reais entre 0

e 1. Por exemplo, os zeros & direita ndo afetam o fato de p” < U(Ps o P’y o N). Isso serd

importante para as demonstragdes seguintes.

2.8 O SUBPROGRAMA Py,

Voltando-nos para as mutacdes, queremos que o programa P*"yy o P'r ok o P’y 0o P'f o

w seja rodado em Up«_..p-,.op,. ESSE programa sera nossa mutagdo M,, onde w € o organismo

11 Ou seja, de todo subprograma com tamanho < n de Up-,. cujo output seja diferente de /.
142 por ordem crescente de tamanho.
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anterior a ser mutado. Para chegarmos ai, vamos dividi-lo em dois: P";; o P’ o w sera input
de Py o P’y o k. Ambos, separados ou acoplados, serdo permitidos em Up+ .op'ropy, COMO
mostraremos a seguir.

O programa P’ recebe P’ o w como input, 1€ a si mesmo e, entdo, roda U(PZ oP'ro
n) paran = 1,2,... testando em cada caso se U (n’Q o P o 0lUPzPTml o y(Pgo Prpo
n)) > Up-.(w). Quando achar o primeiro n que isso seja verdadeiro, toma o valor N =n — 1

e constréi U(Py o P’y o N). Entdo, retorna ' o Py 0 01V(PxPT*N)I1 o y(P5 o P/ o N).

Além disso, pela defini¢éo da funcdo BB p-., teremos que

U (n'Q o P’y 0 01VPsPTMl1 o (P o P/ o N)) = BB*p (N) < Up, (W)

<U (n’ﬂ o P’y o OlU(PEoPToN+1)[1 o U(PgoProN+ 1))

Utilizaremos esse resultado mais adiante justamente para mostrar que a sequéncia de
mutacbes My, M5, ... M, sempre nos leva a uma aptidéo > BB* p-.(k).

E claro que se P’ for total, P",, também serd. Por qué? Basta perceber que quando
P’, testar para n = |w| obrigatoriamente o output de 7o P’y o 0lU(PzeP TRl
U(Py o P’y on) sera maior que Up.(w). Portanto, N < |w|. O que nos diz que P’y s6
precisa testar os programas de tamanho < |w| < |P'y o P’z ow|—1 para retornar um
valor.*®

Por isso, note também que se P’; estiver definido para todo w’ tal que 1 < |w'| <
|P 3o P'pow|—1, entdo U(P'y o P’y o w) também estara bem definido — fator de suma

importancia mais adiante.

2.9 A MUTACAO/SUBPROGRAMA P”,

%3 |_embre-se da definicdo da linguagem L.
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J& o programa P”*), recebe P’;, k e w como inputs, onde k é um nimero natural*, e

roda Up-.(w), obtendo y tal que y = Up-.(w). Em seguida, cai numa das duas opgdes:

(1) Caso y seja da formam’g o P’ o 0lP11 0 p, onde p € um ndmero real positivo binério
entre zero e um, P”p soma 1/2k ao numero p gerando outro numero p” .
Especialmente se p = 0, entdo apenas toma p”* = U(PZ oP'ro (1)). Depois, adiciona
uma quantidade suficiente (ou nenhum) de zeros a direita de p”" até que |7r’Q oP'ro
01P°0-0116p"00..0| =1 = U(PysoP'rolpl) e |nqoP o0 0-0l10p0
0..0| =1 = U(Pys o P’y o k). Por fim, retorna’q o P’y 0 01P"0-0110 p” 0 0...0.

(i) ~ Caso y ndo seja dessa forma, retorna Up-,.(w).

Note que, pela definicdo da linguagem L, existe um programa que sempre decide se
qualquer programa se encaixa no caso (i) ou no caso (ii). Logo, caso P’y seja uma fungéo
total, sempre havera um y tal que y = Up-.(w). Note também que k é informado no input e
|p| € informado por y.

Assim, sempre se pode calcular o output do programa P,;5.** Por qué? Apesar de ele
estar em funcdo de P';, 0 coOmputo de P’y ndo importa em nada para o ouput de P,s. O que
importa é somente a prépria bit string P’ Isso s6 é possivel pelo fato de a linguagem L ser
computavel e completa. Dessa forma, o somatorio de todos os programas que param em
tempo dado por P*; o P o Py, caso P’y seja total, vai ser menor que 1 e tendera a um
namero real no limite quando levarmos em conta todos os programas. As propriedades do
limite fardo com que o programa P,,s se detenha sempre, independentemente de P’ ser total
0u néo.

Por isso, Py, o P’ o k o w sempre parara. Além disso, basta que P’} esteja definido
paraw para que U(P""y; o P’y o k o w) esteja bem definido.

Né&o € coincidéncia que P"",, se acople com P’,,. Os dois programas foram concebidos

para esse fim. Para visualizar isso, substitua P"y; o P’z o w no lugar dew em Py, o P'rok o

44_embre que n&o h& problema em se admitir nimeros naturais como inputs, vide a notago 2.15.1.d).
145 Ver teorema 2.15.13.
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w gerando o programa P”"y, o P’y ok o Py, 0 P’ ow. ESSe programa composto pega um
programa w de Up-. € leva num outro da forma m'q o P’z 00”110 p", onde p"=p”~ o
0..0=p"= 1/2k +p e mgoP 00P1op sempre calcula um nimero maior que
Up, (W), caso p” < Qp-,.

Novamente, o leitor deve estar se perguntando o porqué dos zeros a direita. Eles
servem para aumentar o tamanho de m'q o P’y 0 01711 0 p” até um ponto em que P*y o P’y o

P — o qual iremos definir logo abaixo — deixa que ele rode o tempo que for necessério se, e

somente se, p” < Qp-,.. I1sso pode ser melhor averiguado no lema 2.15.16.

2.10 A SUBMAQUINA Up-_op'.opy,

Agora, vamos definir a submaquina de Turing Up+_.p-,..p,. Vale lembrar novamente
que P’; e Py sdo duas funcbes totais, por suposicdo. Isso se mantera até chegarmos na
submaquina Up++.p,., ONde Pr ainda continua total por suposicdo, mas no lugar de P’y entrara
0 proprio P** o Pr.

Lembre também do programa T que recebe w como input e retorna o tempo de
computo de U(w). Obviamente, ele s6 estad definido para aqueles inputs w tais que w sdo
programas que param. Porém, isso ndo afetara o programa P* abaixo porque sO precisaremos
rodar o programa T quando w for um programa que sempre para.

O programa P~ recebe P’;, P e w como inputs e retorna:

(i)  U(Tow), sewfor daforman’ge Py 0P10pe, além disso, U(Py o P’y o (|n'g o
Pro0Pl1op|—1)) = peU(Tow) > U(Prow);

(i) U(T ow),sew fordaforma Py o P'pow’ e U(T ow) > U(Pr o w);

(iiiy  U(Tow),sewfordaformaP”yoP'y ockow eU(T ow) > U(Ppow);

(iv)  U(Pr o w), caso ndo se encaixe nos casos (i), (ii) e (iii);
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Aqui, estamos montando um programa sobre duas funcdes totais: P’ € Py. O primeiro
passo para verificar se P*; é total é notar que existe um programa que decide sempre se w
entra no caso (i), (ii), (iii) ou (iv). Esse programa precisa primeiro verificar a forma'*® do
programa w, uma vez que ’'q, P, P'); € P”"), ja podem ser conhecidos por P* . Além disso,
pelas definicdes de ', Py, € P*"), € pela suposicdo de P’ ja ser uma funcdo total, teremos
que U(T o w) estara sempre bem definido sobrando apenas decidir se U(T o w) > U(Pr o w),
isto é, outra coisa decidivel. O caso (iv) sai direto do fato de P, também ser total.

E importante prestar atencdo também ao fato de que P*; o P’ o Pr € um tempo de
computo suficiente para computar qualquer coisa que Up, computa. No caso (iv) € Gbvio.
Caso seja um programa da forma (i), (ii) ou (iii), a condi¢do U(T o w) > U(Pr o w), que esta
sempre presente, nos garante que P*; o P’ o Pp sempre seja uma extensdo de Py, nunca uma
restricéo.

Resumindo o que P*r o P’y o Py faz: no caso (i), Up+,..p-pop, PErMite Um programa da
forma m'gq o P'7 0 0/P11 0 p que calcula um valor sempre superior a qualquer output de
qualquer programa de Up-. com tamanho < |m'go P'ro 0°11op|—1; no caso (ii),
Up* op'ropy f€CAI NO Caso (i); 0 caso (iii) sempre modifica p caso o output do programa w em
Up-,, tenha um output da forma n’g o P’y o 0711 o p, caso contrério, o caso (iii) retorna o
préprio w.

E claro que, como para todo w, U(Ppow) <U(P*roP'proProw), entio
Qp*oppopy = Qp, . Contudo, e se quisermos que U(PZ oP'ro N) seja sempre uma
aproximagdo ao proprio Qp+ ..p-..p, a0 iNVEs de ser uma aproximacgdo a Qp-.? Isto €, que no
caso (i), Up+ oprpop, PEMMIta UM programa m'q o P’z o 0/P11 0 p calcular um valor sempre
superior a qualquer output de qualquer programa do proprio Up: .p...p, COM tamanho
< |m’gq e P70 010 p| —1? Qual programa colocar no lugar de P";? Ele existe? Aqui ficara
evidente o emprego da autorreferéncia, um elemento “diagonalizador” dentro do préprio

programa, para construir o proprio programa P**r.

148 |_embre-se da definicdo da linguagem L.
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2.11 A SUBMAQUINA Up+_.p..

O programa P**; recebe P, e w como inputs, 1é a si mesmo, a P, e a w, monta*’

P*roP™poPpoProwerodaU(P*y o P*™ o Pro Prow), retornando:

(i)  U(Teow), sew for da formam’g o P**z o Pro0Pl10pe, além disso, U(Ps o P**1 o
Pro(|n’qoP*roPro0Pllop| —1)) = peseU(T ow) > U(Prow);

(i)  U(T ow),sew fordaforma P’y o P**roProw’ ese U(T cw) > U(Prow);

@iii)  U(T ow),sew fordaforma Py o P**roProkow ese U(T cw) > U(Py ow);

(iv)  U(Pr o w), caso ndo se encaixe nos casos (i), (ii) e (iii);

A grande questdo estd em saber se esse programa € uma funcdo total. Nao sera téo
simples como nos casos anteriores. O caso (iv) permanece trivial, visto que so depende de Py.
Nos outros, o problema é que, quando introduzimos uma autorreferéncia, podemos cair num
programa que entra em loop. Para provar que esse “referir a si mesmo” dentro de P** nunca
gera um loop eterno, para qualquer w, vamos fazer uma prova por inducao.

Note que, como t’q, P"), € P”, sdo predeterminados, eles ttm um tamanho minimo e,
logo, existira um tamanho méximo para w tal que U(P** 1 o Py o w) nunca caira nos casos (i),
(ii) ou (iii). Com isso, como P; é dado como total, P** o P, sempre estard bem definido para
esses w’s suficientemente pequenos.

Para finalizar a prova por inducdo bastara verificar que, se P**; o P estad bem definido
para qualquer w de tamanho < k, entdo P**; o P, estara bem definido para qualquer w de
tamanho k + 1. E isso que faremos no teorema abaixo.

Se conseguirmos demonstrar que P**; o P, é total, conseguiremos montar uma

BB p+sop . (N) € UM Q2p+=_,p., de forma que BB p«_,p,.(N) € tdo incomputavel em relagéo a

Up+ quanto BB(N) é em relagdo a U. O que é analogo ao que acontece quando estamos

T°PT

lidando com U e BB’(N), correspondentemente no lugar de Up+= e BB*p_.p..(N). Note-

T°PT T°PT

se que BB* p+_.p,.(N) também servira para medir a complexidade dos programas de Up+_..p.:

47 Na verdade, P**; o Py é posto como se fosse um programa s6 no lugar de P’ dentro de P*; o P'y o Pr. A
forma correta de simbolizar isso seria P* o (P**1 o Py) o Py o w. Porém, por razbes praticas, vamos no abster
dos parénteses.
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0 output (ou aptid&o) igual ou superior a BB p=_.p.(N) ndo pode ser atingido por nenhum
subprograma de tamanho < N.

Outra propriedade essencial que conseguimos reproduzir é que existem programas de
Ups

que usam aproximacdes de 2p« para se aproximar, cada vez mais, de

TPT ToPT

BB*p_.p.(N). E como se a maquina que computa a fungio BB p«_,p..(N) fosse uma

ToPT ToPT

magquina de Turing oracular de primeira ordem, so que agora em relacdo a Up+ .p,.
Colocamos P como input de P** somente para deixar claro que cada P define uma
funcdo P**; o P, diferente que calcula o tempo de cdmputo a partir de w. Mas, se o leitor
quiser, ou achar mais facil de formalizar a prova, pode deixar P; incluso (e ndo como um
input) na programacéo de P** e P* ;. Dessa forma, P** passaria a rodar U(P* o P** o w)

ao invésde U(P*y o P*™ o Py o Prow).

2.12 A SUBMAQUINA Up: ESTA BEM DEFINIDA?

T°Pr
Seja Pr uma funcéo total.
Entdo, para qualquer w € L, U(P** o P o w) é um valor bem definido.

Ou seja, U(P** 1 o Py o w) € uma funcéo total em w.

- Demonstragéo:
a) Caso vélido para todo w tal que |w| < ky:

Como 'y, P’y € P”"y, S0 programas conhecidos, eles possuem um tamanho (dentro
da linguagem L de nossa escolha). Além disso, conhecemos também o programa P**; o Py, O
qual também terd, por isso, um tamanho.

Logo, existe um k, tal que, para qualquer bit string w com |w| < k,, w nunca sera da

formam’q o P** ;o Pro0Pl10opouP’y o P*roProw OUP 0P poProkow’. ISSO se
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deve ao fato de os prefixos w'q e P**ro P, Py 0o P 0oP.e P, 0o P o P terem um
Q T T M T T M T T

tamanho minimo*

. Mesmo quando colocamos tudo na linguagem autodelimitada.

Pela definicdo da linguagem L, saber se w é da forma m’g o P** 7o Pro0PI10
pOUP yoP roProw oUP” yoP™roProkow” € um problema decidivel. Logo, se
lw| < ky, entdo P** sempre decidird que w esta no caso (iv). E, como P, é total, entdo

existe y tal que U(P**; o P o w) =y, 0 que fecha nosso caso a).

b) Caso valido para todo w tal que |w| < k:

Queremos demonstrar que serd valido também para qualquer w com |w| = k + 1.

Em primeiro lugar, tome um programa w arbitrério de tamanho k + 1.

Temos que w é da forma m'go P ;o Pro0Pl1op, PyyoP*roProw’, P7yo
P* o Prok”ow’ oude qualquer outra forma.

Igualmente ao caso a), saber se w = m'g o P*roPro0Pl1op , w=P ) 0P o
Prow ,w =Py 0P 0Prok”ow’,ou nenhum dessas, & um problema decidivel. Logo,
P**r pode sempre decidir corretamente sobre qualquer uma dessas opg¢des. Vamos analisar

abaixo cada possibilidade em separado.

0] Casow =1’ o P o Pro0lPl10p:

Basta P**; calcular U(PyoP*roPro(|mgeP™roPro0Pllop| —1)) e
verificar se U(Py o P** o Pro (|n'g e P** o Pro0IPI10p| — 1)) > p.

O cerne da questdo é que U(P** o Py o w) precisa estar definido para todo w,
onde |w| < |n'g e P*r o Pro0lPl1op| —1, para que Py o P o Pro(|mgo P ro

Py o 0P11 0 p| — 1) sempre pare.

148 No caso em que, porventura, U seja uma méquina universal na qual 7’ o P** o Py 0 01?110 p ou Py, o
P oProw 0U Py 0 P 0 Prokow’ possa ter tamanho 1, podemos usar outros programas equivalentes,
sem sacrificios para que isso ndo aconteca.
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Porém, pela hipotese indutiva, U(P**; o Py o w) esta bem definido para todo w
com |w| < k. Por isso, como |n'g o P**7 0 Pr o 0IP110 p| = k + 1, entdo U(P**1 o Py o
w) esta definido para todo w, onde |w| < |'q o Pz o Pro0Pl10p| —1 = k.

Logo, quando P** rodar Py o P** o Pro (|’ e P**r o Pr o 0lPl10 p| — 1), ele
ird parar, nunca entrando em loop.

Ademais, como p é dado por w, U(Py o P**1 0 Pro(|m'goP**poPro0lPl1o
p| — 1)) é calculavel. E resolver se um nlmero natural é maior ou igual ao outro é um
problema decidivel, entdo P**; poderd verificar corretamente se U(PZ o P™poPro
(Im'q o P**r o Pro0Pl1op| — 1)) = p.

Caso néo seja, entdo iremos ao caso (iv).

Caso seja, pela definicdo de ', temos que, para todo p’, se U(PZ o P*™ o Pro
(Jm'qo P poPro0Pl1op’| —1)) = p’, entdo m'q o P*1 o Pp o 0P11 0 p” sempre ira
parar.

Logo, se U(PgoP*poPro(|ngeP ™ roPro0lPllop|—1))=p, U(To
w) = U(T om’q o P**1 o Pp 0 01P11 0 p) sempre estara bem definido.

Como também, pelo fato de P, ser total, é possivel decidir sempre se U(T o

w) > U(Pr o w) ou néo.

(i) Casow =P pyoP™poProw”

Basta verificar que U(Py o P** o Pro (|[P"y o P** 1o Prow’| — 1)) estd bem
definido. Na verdade, estar definido para todo programa com tamanho menor ou igual a
|w’| j& bastaria. De qualquer forma, pela definicdo da linguagem L, |w'| <
|P'yoP™poProw’|—1. Como ja foi dito, quando P’), testar para n = |w’|
obrigatoriamente o output de 7’g o P’y o 01Y(PsPTM1 o y(Pg 0 P71 o m) serd maior
que Up-.(w"). Portanto, N < |w’|. O que nos diz que P’y SO precisa testar os programas
de tamanho < |w’| < |P"y; o P'r o w’| — 1 para retornar um valor.

Pois, entdo, vamos provar isso. Note que, pela hipotese indutiva, U(P**; o Py o

w) estd bem definido para todo w com |w| < k. Por isso, como |P"y o P** o Py o

w’

=k+1, entdo U(P**; o Prow) estd definido para todo w, onde |w| <
IP,MOP**TOPTOW'|—1=I(.
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Logo, o programa Py o P**1. o Py o (|P"y o P*™ 7 o Pr o w’| — 1) se detery, isto €,
produzira um output. O que automaticamente implica que Py o P**7 o Py o s também se
detém para todos os programas s tal que |s| < |w’|.

Entdo, U(P’); o P**; o Py o w") estard bem definido.

Consequentemente, U(T ow) = U(T o P’y o P**; o Prow’) também estara
bem definido.

Por ultimo, teremos que, pelo fato de Py ser total, sera possivel decidir sempre se
U(T ow) > U(Pr o w) 0u ndo.

(iii) Casow =P"y 0P poPpok ow”

Novamente, precisaremos da hipdtese indutiva.

Temos que, pela definigdo de L, para qualquer w,
lw| < |P”ppo P poPprok’ow|

Pela hipétese indutiva, U(P**; o Py o w) estd bem definido para todo w com
lw| < k. Por isso, como |P" "y o P**poProk’ow’| =k +1, enthio U(P** o Prow’)
esta definido, pois |wW'| < |P"y o P poProkow’| —1=k.

Consequentemente, U(Pgy © P** 1 o Pr o w”), quando rodado por P*",, produzira
um output y.

Temos também que: verificar se y é da forma’g o P’ o 0/P11 o p ou ndo é um
problema sempre decidivel, dando o numero y previamente. Além disso, somar um
numero dado outro também é.

Em nossa linguagem de programacdo, para qualquer k" e w’, |P”"yy o P**p o Py o
k'ow’|—1>1. Entdo, obrigatoriamente U(Py o P’y o (1)) estara também bem
definido.

Temos que, pelo teorema 2.15.13, U(Pys o P’y o Pro|p|) e U(Pys o P’y o Ppo
k) estdo sempre bem definidos, pois s dependem da linguagem L e de Py ser total.
Como k e |p] ja sao dados dentro de w, entdo P"",, sempre podera calcular os valores de
U(Pys o P'roPrel|p|)eU(PyseProProk).
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Por isso tudo, teremos que U(P""y; o P** 7 o Py o k" o w”) estard bem definido. E,
por isso, U(T cw) = U(T o P*p; o P*™* o Py o w") também.
Ademais, pelo fato de Py ser total, sera possivel decidir sempre se U(T o w) >

U(Py o w) ou ndo.

(iv)  Caso w néo se encaixe nos casos (i), (ii) e (iii):

Segue diretamente do fato de P; ser total.

Logo, para qualquer w com |w| = k + 1, U(P** o Py o w) estard bem definido.

c) Finalizando a inducao:

Por a) e b), teremos, por inducédo, que U(P**; o Py o w) esta bem definido para qualquer w tal

que [w| > 0. Como corolario, relembrando a definicdo de Py, teremos que Up_..p, € UMa
submaquina de Turing ou um subcomputador. Pois, U(Pys o P** o Py o w) sera total em w.

2.13 O PROJETO INTELIGENTE NUMA NATUREZA COMPUTAVEL

Agora vamos provar que o tempo de evolugdo no projeto inteligente de subprogramas
com a natureza computavel é analogo ao projeto inteligente no primeiro modelo de Chaitin**°.
O que isso quer dizer especificamente? A quantidade média de mutag¢6es/subprogramas para

se atingir uma aptiddo > BB~ p+_.p..(N) sera aproximadamente N, isto é, linear.

Y CHAITIN, G. Life as Evolving Software. In: ZENIL, H. A Computable Universe: Understanding and
Exploring Nature as Computation. [S.1.]: [s.n.], 2012. p. 277-302. ISBN 978-9814374293.
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Basicamente, no projeto inteligente, a natureza toma a sequéncia das mutagdes que
adicionam sempre um bit de informacao, ou de complexidade, ao organismo anterior.™>® Em
outras palavras, ao final de k mutagcdes, o organismo final deve ter uma aptiddo >
BB* p_.p. (k). Por exemplo, se o organismo anterior possui aptiddo BB p« .p.(k), @&

(k+1). O que

ToPT

proxima mutagéo deve leva-lo a um outro organismo com aptiddo BB* p_.p,.

€ 0 mesmo que dizer que: se 0 organismo anterior possui uma aptiddo que nenhum
subprograma de tamanho < k consegue calcular, entdo o proximo organismo deve possuir
uma aptid&o tdo grande que nenhum programa de tamanho < k + 1 pode calcular.

As mutacdes M, definidas por Chaitin cumprem esse papel.* Por sinal, elas também
sdo cruciais para provar a evolucdo no modelo cumulativo. Portanto, precisamos de um
analogo delas para nosso modelo. E por isso que construimos o programa P*"y, o P** o Py o
koP'yyoP™,0oP;, — que estd em funcdo de k, somente. Vamos chama-lo, entdo, de
programa M’j,. Por conta disso, teremos que g o P**7 o Pr o 01P11 0 p” = Upee p (P o

P**TOPTOkOP,MOP**TOPTOW):Up** (M,kOW).

T°PT
Faremos mais uma prova por inducdo. Para k = 1 o resultado se mostrara quase
trivial. Cabera, entdo, mostrar que se é valido para k, entdo é valido para k + 1.

Isso sera possivel porque podemos mostrar que Up+ ..p,. SEMpre deixa certo tipo de

programa — que usa aproximacgoes sempre melhores a 2p+ para calcular nimeros cada

ToPT
vez maiores — rodar. Essas aproximacfes cada vez melhores sdo dadas justamente pelas
mutacdes M’ as quais adicionam as aproximacdes anteriores uma quantidade suficiente para

determinar o proximo bit de 2p« A cada vez que uma delas é aplicada, se 0 préximo

ToPT"

organismo ndo for resultante de uma melhor aproximacao inferior a £2p« — isto €, se

ToPT

p > Qp — 0 output desse organismo sera sempre menor**? que o do anterior. E, por isso,

ToPT
ele ird ser descartado pela natureza, permanecendo o organismo anterior. Caso contréario, ele
obrigatoriamente produz um novo programa com complexidade maior, que calcula o préximo

numero da imagem da funcéo BB*F**TOPT.

150 Essa sequéncia pode ser escolhida pela prépria Natureza ou por algum subsistema dela, um subcomputador.
Além disso, pode-se argumentar: sera essa é a melhor sequéncia possivel? Isso € uma questdo em aberto.
L CHAITIN, 1d. Ibid..

152 No caso, fizemos com que seja sempre zero, pois ' o P**1 o Pr. o 01°11 o p” nunca se detera.
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Em mais detalhes, o programa M’ foi construido para que: p” < Qp+ se, e

ToPT

somente se, U(Py o P**1 o Pro(|m'goP** 1o Pro0Pl10p’| —1)) > p". Isso é verdadeiro

porque a mutacdo M’ gera um m'gq o P**; o Pro 0110 p” com um tamanho grande o
suficiente — adicionando zeros a direita de p”” — para que, quando a maquina calcular U(PZ o
P*poPpo(|n'goePpoPro0lPl1op’ casas binarias

de .QP**

— 1)), obrigatoriamente, suas |p”’

154

estardo corretas'> e, logo, poderemos decidir sempre se p’ = p” < Qpe_op..

ToPT

Ja o programa P~ foi construido para que Up+ .p+ deixe sempre m’g o P** o

ToPToPT

Pr 0017110 p” rodar quando U(Py o P*"7 o Pro (|n'g e P*p o Pro0P110p’|—1)) > p". O

que faz com que: p’” < 2ps_op, S€, € somente se, Up+ op oprop,(Tq © P**1 0 Pro 0”110
p’) = Upropp (g o P*poPro0lPllop) =U(n'go P roPro0Pllep) . Pois, note

que, quando p" > Qp+ teremos que Ups p. (g o P™roPro0lPl1op’) =

ToPT
Up (mqoP*roPro0Pllop) e U(n'geP™roPro0lPl1op’) ndo assumird valor
nenhum, jé que ’g o P**7 o Py 0 01711 o p” nunca parara.*

Como P**r o Pr € total, relembrando as definicGes de m’g, Py € BB p+ se

ToPT ?

tivermos um organismo w tal que Up+, .p..(W) = BB* p=_.p. (k), entdo a mutacdo M"; .,

ToPT ToPT

produzird um organismo novo da forma m’g o P* o Pro0P110p” onde: p” < Dp*s opy
implica U(n'qeP*roPro0Pl10p)>BBYpe p(k+1) € p’ > 0peop. implica

UP** (W) 2 BB+P**T°PT(k + 1)

ToPT

Isso, aliado aos resultados do paragrafo anterior, demonstra que se Up+ .p..(W) =

ToPT
BB pes opp.(k), €NtA0 Ups op., (U,wTopT(M’k+1 ° w)) > BB pesop . (k +1). A néo ser que
Uppopp(W) = BBT pes_op.(k + 1), 0 que ja nos da trivialmente que a mutacdo M’y elevou
a aptiddo para BB*p«_.p.(k +1), mesmo que 0 novo organismo seja descartado. De

qualquer forma, isso nos prova que se é valido para k, entdo é valido para k + 1.

Agora s0 falta mostrar que é valido para k = 1.

153 Note que o tamanho do nimero real binério p”* pode ser bem menor que o de p”. Porém, o valor de um é igual
ao outro. O que muda é sua representacdo enquanto bit string.

> Ver lema 2.15.19.

% Ver lema 2.15.19.
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Vamos olhar o que a mutacdo My = P"p; 0o P**p o Pp o100 P’y o P o P; faz com o
organismo w . Caso Upw op, (W) = BB pes .p (1), nada mais temos a fazer. '™ Caso
Up+tpopp (W) < BBT peop..(1), pela definigdo de m’, P € P*y, teremos que P’y o P™r o
Prow nos dard m'go P oPr 0001100 e, por isso, P”y 0o P*poProloP 'y 0P o
Prow retornard m'g e P*r o Pro 0110 p” onde Upw op (g o P oPro0Pl1op’) =

U (o P roPpo0lV(PseP roPreMlg o y(Py o P**p o Pro (1)) = BB* poeppy(1). O que

ToPT
nos prova que a mutagdo M’; leva, de qualquer jeito, qualquer organismo/subprograma em
outro com aptiddo maior ou igual a BB p=_.p.(1) — claro, quando submetido & “selecido

natural” feita pela natureza/computador.

2.14 O MODELO CUMULATIVO NUMA NATUREZA COMPUTAVEL.

Como originalmente no modelo de Chaitin, as muta¢des M";, desempenharédo o papel
central na prova da evolugdo no nosso modelo cumulativo. O argumento usado é também — e,
talvez, mais — analogo ao usado por Chaitin. Como a natureza nunca deixa a aptiddo dos
organismos diminuir, em qualquer lugar que a mutagédo My, ocorrer depois da mutacdo M’
ter ocorrido, isto nunca sera menos “benéfico”™’ do que se ela tivesse ocorrido logo depois™®.
Por isso, a quantidade média de mutagdes necessarias (ou tempo de mutacéo) serd também

equivalente. Ou seja, o tempo de mutacdo para se atingir a aptiddo BB* p+_,p..(N) sera

ToPT

aproximadamente n?(log, n)'*€, onde € é uma constante.**

Como calculamos a probabilidade de ocorrer a mutagdo M’ ? Primeiramente, lembre
que My, =P o P poProkoP’y 0o P 0Pr. L0go, a Unica coisa que varia nesse
programa é k.

Teremos, pela definicdo da linguagem L, que |M"| = |P" " yyo P poProkoP'y 0

P** o Pr| < C X6+ |P™r| +|Pr| + [Pl + |P'y| + |P*7| + |P;| , onde P, é o menor

156 A natureza s6 permite a aptidéo, isto &, o output, aumentar.

137 Isto €, nunca aumentara menos a aptiddo do organismo final.

158 Como ocorre no projeto inteligente.

19 Da mesma forma, isso é um limitante superior. Nada impede que essa evoluc&o possa ser mais rapida. Quéo
mais rapida ela pode ser é outro problema fora do escopo deste estudo.
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programa de U que calcula k. Logo, existe C” tal que |M’,| < C" + H(k). Porém, pela

defini¢do da linguagem L, existe constante €, H(k) < C” + log, k + (1 + €) log,(log, k).
Portanto, existe outra constante C° tal que |M"| <C"" +log, k+ (1+

€) log,(log, k). Assim, a menos de uma constante'®® C,, j4 podemos estimar uma cota

inferior para a probabilidade de M, ocorrer.

2=IM'k|=C4 > 9=(C""+log; k+(1+€) loga(logz kK))~Cs — l/C k( k)1+6
- 511082

A partir daqui, todo o resto se torna completamente analogo a prova chaitiniana. Basta
somar o tempo médio para ocorrer cada mutacdo, na ordem, individualmente. Ou seja,
Cs1(log, 1)1*€ + Cs2(log, 2)1t€ + -+ + Csn(log, n)tte

No fim, teremos que o tempo de mutacdo serd limitado superiormente por

n_, Csk(log, k)T = 0(n?(log, n)1*€). O que finaliza nossa demonstragéo.

2.15 DEFINICOES, LEMAS E TEOREMAS

2.15.1 DefinicGes

a) Dizemos que uma linguagem de programacao, definida sobre uma maquina de Turing
universal U, é recursivamente funcionalizavel se existir um programa tal que, dada
quaisquer bit strings P e w como inputs, ele retorna uma bit string, a qual vamos denotar por
P ow, com a qual U(P » w) = o resultado da computacdo do programa P quando w é dado
como seu input. Lembre que tem de existir um programa que decide se uma bit string € da

forma P o w, quaisquer que sejam P e w.

180 Essa constante pode simbolizar algum fator de correcdo para fazer a linguagem L ser completa. Isto é, fazer
com que o somatorio de todas as probabilidades de todos os programas seja igual a unidade.
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Analogamente, vamos definir a concatenacao P o w; o ... o wy,, COMO 0 programa P recebendo

Wy, ... € W), COMO inputs.

b) W é o conjunto de todas as bit strings finitas tal que existe uma enumeragdo

computével dessas bit strings da forma [, 15, 5, ..., I, ...

Para fins praticos, podemos adotar uma linguagem em que [; = 0.

c) Sejaw € W.

|w| denota o tamanho ou a quantidade de bits que w possui.

d) Vamos simbolizar apenas por N o correspondente programa na linguagem em questao
do ndmero natural N. Por exemplo, P o N denota o programa P o w, onde w € 0 nimero

natural N na linguagem L.'®*

e) Sejar e Rtalque0 <r < 1.

Denotamos por r|,, 0 numero real no qual todos os algarismos depois da n-ézima casa
depois do primeiro ponto (isto €, depois da n-ézima casa binéria) sdo zero.

Logo, se r for um numero binario entre 0 e 1, por exemplo, r|,, € composto somente

dos seus n + 1 algarismos.

f) Se uma funcdo f é computavel pelo programa P entdo podemos também chamar f de

fungéo P.

9) Seja x um numero real e k um namero natural.

181 A definicdo da linguagem L vira logo a seguir.



99

Entdo, denotamos por (x)|; 0 nimero real composto somente pela parte inteira de x e

pelas k casas binarias ou decimais depois da virgula de x.

2.15.2 Definicdo: (linguagem L)
Seja U uma maquina de Turing universal usual sobre uma linguagem L binaria,
autodelimitada, recursiva e recursivamente funcionalizavel tal que existem constantes €,

C e C’, paratodo P e w, tal que

lwi| <|Powyo..owg|,parai=12,..0uk

[Pow;o..ow| <CXk+|P|+ |wi|+|wy|+ -+ |wg]

H(N) < C" +log, N + (1 +€)log,(log, N)

Além disso, ela deve ser uma linguagem completa, isto é, que a probabilidade de

ocorrer um programa qualquer seja 1. Em outras palavras,

z 2-lpl =1

p EL

2.15.3 Defini¢do: (subcomputador ou submaquina de Turing)

Seja Pr um programa de U que computa uma funcdo total f tal que f: L — X S W.
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Definimos o subcomputador (ou uma submaquina de Turing) U/f como sendo a

maquina de Turing onde, para toda bit string w na linguagem de U, U/f (w) = U(Pf ° w).

- Observacdo:

A linguagem W né&o precisa ser, necessariamente, autodelimitada.

2.15.4 Lema

Existe um O-programa T que recebe w como input e retorna o tempo computacional de
U(w).

- Observagéo:

Caso w seja um 0O-programa que nunca pare, entdo T o w nunca para também.

2.15.5 Lema

Seja Pr um 0-programa arbitrario que calcula o tempo maximo de computo para um
programa w qualquer — ou seja, Pr € uma funcéo total qualquer.

Entdo, existe uma submaquina de Turing definida pela funcdo de tempo de computo
Pr.

Ou seja, existe U/PSM o Py onde um Pg,, € um 0-programa que recebe Pr e w cOMO

inputs, roda U (P o w) e retorna:

0] l;, se U(w) néo parar em tempo de cOmputo < U(Py o w);

(i) li+1, S€ U(w) parar em tempo de computo < U(Ppow) e U(w) = [i;
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- Observagéo:

Esse programa define um subcomputador (uma submaquina de Turing) que retorna um
simbolo conhecido (no caso, zero) quando um programa de w ndo parar em tempo < U(Py o
w) ou retorna 0 mesmo output (a menos de uma bijecdo trivial) de U(w) quando este parar
em tempo < U(Pr o w).

Para ser uma submaquina de Turing, ela precisa estar definida para todas os inputs.

Isso ocorre pelo fato de P ser total.

2.15.6 Notacado

Vamos denotar somente por Up,. a submaquina de Turing U/PSM o Py tal que:

vw(Up, W) =Y/p o p (W) =U(Psy o Prow))

Além disso, dizemos que uma fun¢do ou um ndmero € x-computével se ele for
computavel pelo computador U,. E, portanto, um 0-programa é um programa quando rodado

por U. Um x-programa é um programa quando rodado por U,.

2.15.7 Definicéo

Seja P’ uma funcdo total.
Vamos definir a fungdo BB*p. . (N), a fungdo Busy-Beaver Plus, pelo seguinte

[processo.

0] Gera uma lista de todos os outputs de Up-.(w) tal que |w| < N;

(i)  Toma o maior numero dessa lista;

(i)  Soma 1,
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(iv)  Retorna esse valor.

2.15.8 Teorema

Seja N um numero natural arbitrario.
Seja P’ uma funcéo total.
Seja Up-,, uma submagquina de Turing.
Entdo, a fungéio BB*p-.(N) é incomputavel por qualquer programa de Up-..
Isto &,
VPANGVN(N = Ny > Up. (P o N) < BB*p. (N))

- Demonstracéo:

Tome um programa P arbitrario.

Pela definicdo da linguagem L e de U, temos que:

|[PoN|<C+|P|+C +logy N+ (1+¢€)log,(log, N)
SejaC+ |P|+C" =C".
Sabemos que INGVN(N = N, = C” +log, N + (1 + €)log,(log, N) < N).

Logo, IN,VN(N = N, = [P o N| <N).

Consequentemente, pela definicéo de BB* p-, teremos que:

INgYN(N = Ny = Up.(PoN) < Up. (PoN)+1<BB*p (N))

2.15.9 Lema
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Seja P’ uma funcao total.

Existe um 0-programa Py que recebe P’z e N como inputs e roda Up-.(w), para todo
w € L com |w| < N. Com isso, Py pega aqueles cujos outputs séo diferentes de zero [; e

soma. Por fim, retorna o valor dessa soma.

2.15.10 Definicéo

Seja P’ uma funcao total.

Denotamos por (2, a time limited halting probability dada por:

Qp = Z 2-Ipl

T
p é um programa de L que se detém em tempo de computo sU(P’rop).

- Observacao:

Quanto mais crescente for a funcdo dada pelo programa P’, mais proximo de Q

chegamos.
Na verdade, ndo precisamos realmente de fato da condicdo de que P’ seja total. Se
U(P’r o p) ndo estiver definido, entdo U(p) pode até ndo parar, pois ele estard incluso em

Qp-.. Por exemplo, se P’7 for um programa que ndo se detém para qualquer input, entdo

Qpr, = Z 271l =1

pEL.

De qualquer forma, a condigdo de que P’y seja total nos garante que Qp-, SO inclua

programas que param.
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2.15.11 Lema

Seja P’ uma funcao total.
Seja p um numero binario real positivo fracionario.
Existe um 0-programa ", que recebe P’ e 0111 o p como inputs. Entdo, ele comeca

a testar U(Py o P’y o N) para N = 1,2,3,..., k, ... € para quando k for o primeiro nimero tal
que U(Py o P’y o k) = p. Em seguida, 7", pega 0 maior output do conjunto {Up-.(w) | [w| <

k} e soma 1. Por fim, retorna esse ultimo valor.

2.15.12 Lema

Seja P’ uma funcdo total.

Existe um programa P’ que recebe P’ o w como input, 1€ a si mesmo e, entdo, roda
U(Py o P'ron) paran =1,2,... testando em cada caso se U (T[,Q o P’y o 0lU(PEePTon)|q o
U(PZ oP'po n)) > Up-.(w). Quando achar o primeiro n que isso seja verdadeiro, toma o

valor N=n—1 e constréi U(PyoP'roN). Entdo, retorna m’'qo P’y o 0lU(PzePToN)l1 o

U(PyoP'roN).

2.15.13 Teorema

Seja Pr uma funcéo total.

Seja k um namero natural qualquer.
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Seja Hp* op'rop, O CONjunto de todos os programas p de L que param em tempo de
computo < U(P*y o P’y o Py o p), caso P’y seja total.*%

Existe um O-programa P, que recebe P’y , Py, k como input e que sempre
(independetemente de P’ ser total ou ndo) se detém retornando um valor mg tal que, se P’
for total e P*; o P’ o P computar exatamente a mesma funcdo que P’r, para todo m > mg

teremos que

2-Ipl = (QP*ToP'ToPT)|k

lpI<m; p€Hps opropy k

- Demonstracéo:

Como L é uma linguagem recursiva, entdo existe um programa P, que recebe P';, P, k

como input e, para i = 2,3, ..., comeca iterando, do menor para 0 maior, 0 somatério

2-Ipl
Ipl<i; peH;

Onde H; é o conjunto de todos os programas de L com tamanho < i que param em tempo Py
ou tem a forma P o P'row’, a forma Py o P’y okow” ou tem a forma m’g o P’y o

0?1 o p, onde

Ipl<|n’qoPro0lPl10p|=j<i; peH;

ej=1.

Ele continua essa iteracdo até que ache o primeiro i” tal que

182 Se P, e P’ forem totais, obrigatoriamente P*; o P"y o P, também sera.
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21l 4 z I | Z 2-lly

Ip|zi"; peL Ip|<i’; peH; Ipl<i’; peH;

Entdo, retorna esse i’.

Agora, primeiramente, temos que nos perguntar se esse programa sempre se detém, se ele esta
bem definido.

Saber se uma data bit string é da forma P*; o P o P, ou ndo € um problema decidivel, pela
definicdo da linguagem L.

Note que sera somente a partir de um tamanho minimo que aparecerd um programa da forma
PpyoP row P yoP rokow oumgoP ro0P10p. Logo, como Py,s comeca iterando
dos programas de tamanho menor para 0s maiores, até ele chegar a esse tamanho minimo,
apenas contara para o somatorio 0s programas que param em tempo Py.

Além disso, pode-se ver que se 0 somatério esta definido para i, entdo ele estara definido para
i+ 1. Por qué? Um programa de tamanho i + 1 — 1 = i pode parar em tempo P, ser da
forma P’y o P'row’ ou P 0o P’ ok ow’. Até aqui saber se ele é somado ou ndo no
somatorio € um procedimento trivialmente recursivo, dado que P ¢ total. J& se ele for da

formam’ o P’y 0 0111 o p, basta verificar se

p< Z 2-Ipl

Ipl<|m’qePro0lPl10p|=i; peH;

- s . . _|p| -7 .
Mas, pela hipétese indutiva, teremos que Z|p|<|n,Q°P,T°0|p|1op|=i;pEHl_2 Ja foi calculado.
Logo, Py pode verificar se p € menor ou igual a esse somatorio.

Entdo, por uma inducdo simples, teremos que P, pode calcular Z|p|<i;pEHi2‘|p| para
qualquer i.

Porém, assim, nosso programa em questdo pode continuar indefinidamente a iteragdo sobre i

e nunca parar. Resta saber, por isso, se alguma hora
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21l 4 z I | Z 2-lly

Ip|2i’; peL Ipl<i’; peHy Ip|<i’; pEH;

Note, pela defini¢do da linguagem L, que

0 < lim E 27IPl < 1
L—>00
Ipl<i;peH;

Como esse somatdrio é crescente, pela definicdo de limite, teremos que, para todo €; > 0,

existe i, suficientemente grande tal que, para todo i > i,, (limi%o lelq;pe,{iz"p') —

=Ipl
Z|10|<l';p€Hi2 < €.

Outra vez, pela defini¢do da linguagem L, temos que

lim 2Pl =0
L—00
Ip|zi; pEL

Por isso, para todo €, > 0, existe i; suficientemente grande tal que, para todo i > i,

lelzi;pEL 2—|p| <é€.

Como estamos lidando com um ndmero binario estritamente entre 0 e 1, é importante notar
que Lim = limi_>002|p|<i;pEHi2‘|P| pode ser um numero com um numero de casas finito
depois da virgula ou, entdo, com o um numero infinito enumeravel. Como Lim é um nimero
binério estritamente entre zero e 1, mesmo se tiver uma quantidade finita (por exemplo, n) de
algarismos depois da virgula, o somatorio X, <, pen; 2717l ir4 apresentar, a partir de um certo
i, uma sequéncia infinita de 1°s. Em particular, ele sera uma dizima da forma (Lim —
27™™)|, * 111 ... A iteracdo converge para um numero desse formato e ndo para um nimero
com um numero finito de casas depois da virgula. No limite, esse nimero de infinitos
algarismos (de infinitos 1°s) depois da virgula sera 0 mesmo Lim de antes com finitos

algarismos depois da virgula.
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Em qualquer um dos casos podemos tomar um valor suficientemente pequeno e, tal que
(Lim + €)| = Lim|, ou ((Lim — 27™)|,, * 111 ... 4+ €3) | = Lim|y.

Temos que

2-Inl 4 2 2710l — Lim + z 2-Ipl
|pl<i; p€H; Ipl=i; pEL |p|=i; pEL/H;

Onde L/H; é o conjunto de todos os programas de L que ndo pertencem a nenhum H; tal que
j=>i

Temos também que X, s, per/m; 277 < Dipjsi; per 277,

Logo, para todo i = iy, ¥jpjsi; persm;, 277! < €.

Portanto, pela defini¢do de limite, no caso de Lim ter tamanho infinito, teremos

27IPl < Z 271l 4 Z 27IPl < Lim + ¢,
Ip|<i;p€H; |pl<i; p€H; Ip|zi; pEL

Como estamos lidando com nimeros binarios estritamente entre 0 e 1, juntamente com nossa

escolha de €,

(Y 2 < Y 2P Y 2lh) < @im+ el = Liml

|pl<i; peH; |p|<i; peH; |plzi; peL

Por outro lado, tanto no caso Lim - o caso (Lim —2™™)|,, * 111 ... = Lim serd deixado a
cargo do leitor -, podemos tomar €, suficientemente pequeno tal que Lim — €; = Lim|,. Ou
ainda, que (Lim — €;)|, = Lim|y.

Temos, pela definicdo de limite, que, para todo i > iy,

lim Z 2ol | _ ¢, < 2-Ipl
L—00

|p|<i; p€H; Ip|<i; p€H;
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Logo,

(| lim Z 27l —e)| << Z 2-Iph

| =Yo)
Ipl<i; peH; Ip|<i; p€H;

k

Mas, pela nossa escolha de €;,

Lim|, < (| lim Z 27 —en| < Z 2-Iply
L—00

Ip|<i; p€H; K Ip|<i; p€H; k
<( Z 21l 4 z 2-Ily
Ip|<i; p€H; Ip|zi; peL X

Tome, entéo, i, = max{iy, i, }.

Logo, para todo i > i,,**

Lim|;, < ( Z 2-IPh < ( Z 2-Ipl 4 Z 27IPh| < Lim|,

Ipl<i;peH; Ipl<i;peH; Iplzi; pEL

Na verdade, no caso de Lim ser um numero com finitos algarismos depois da virgula, o qual

deixamos a cargo do leitor, teremos a desigualdade:

163
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((Lim =27") |, * 111 .. < ( Z 27IPl— 2" 4 0..0%1..1)

Ipl<i; peH; x
<( Z 27IPl 4 Z 27IPl— 24+ 0..0%1..1)
Ip|<i;p€H; |p|=i; pEL .

< (Lim =2, * 111 .)x

Portanto, para todo i” > i,,

2-Ipl 4 Z 2ol || = ¢ Z 2-Ieh| = Lim],

Iplzi’; pEL |pl<i’; peH; K Ipl<i’; peH; k
Ou
2Pl 4 Z 27l —2m 4 0..0%1...1
Ip|zi"; peL Ip|<i’; peH; X
= ( 27l —2 4 0..0+1..D)| = (Lim—2"")], *111..)|,
|pl<i”; peH; Kk

O que, de qualquer forma, nos diz que programa P,,;s Sempre para.

Além disso, paratodo i > i" > i,, (Z|p|<i1;pEHi,2‘|P|)|k = Lim|y.

A Ultima parte do teorema é mostrar que Lim = Qp-+ caso P’y seja total e P’y

TP ToPT *
computar a mesma funcéo que P*y o P’y o Pr.
O que decorre trivialmente da defini¢do do programa P*;, pois 0 programa P*; recebe P'r,

Py e w como inputs e retorna:

(i)  U(Teow), sew for da formam’'q o P’z 0 0Pl10pe, além disso, U(Py o P’y o

(It qePro0P1op| —1)) = peU(T ow) > U(Prow);
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(i) U(T ow),sew fordaforma Py o P'row e U(T ow) > U(Pr o w);
(iii)  U(T ow),sew fordaforma Py o Py ckow e U(T ocw) > U(Pr o w);

(iv)  U(Pr o w), caso ndo se encaixe nos casos (i), (ii) e (iii);

Mas se P*r o P’y o Py for igual a P'z, entdo U(Py o P'ro(|n'gePro0Pl1op| —1)) =
U(PgoP*roProPro(|mgePro0Pl1op|—1)).
Logo, todos, e somente, os programas de L que pararem em tempo P, tiverem a forma

Py oP row  aformaP”y o P’y ok ow outiveremaforman’g o P’y o 0?10 p, onde

|P|<|7T'Q°P'T°0|p|1°P|=]‘ ; PEHjEHp*Top'TopT

irdo ser contados em Lim. E isso independe do fato de P’ ser total ou ndo. E verdade que

Qp+roprropy SO €Stara bem definido quando P’ for total, porém, o valor Lim independe disso.
Ele ndo depende do tempo que os programas P’y o P'row’ , P yyoP'r okow OUT o

P’7 2 0/P11 o p levam para rodar. O que, apesar de inusitado, é fundamental.

2.15.14 Lema

Seja P’ uma funcdo total.

Seja k um numero natural qualquer.
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Existe um programa P""), que recebe P, k e w como inputs, onde k € um ndmero
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natural™, e roda Up-,.(w), obtendo y tal que y = Up-.(w). Em seguida, cai numa das duas

opcoes:

(1 Caso y seja da formam’g o P’ 0 0lP11 0 p, onde p € um namero real positivo binério
entre0e 1, P, soma 1/2k ao numero p gerando outro nimero p”’. Especialmente se
p = 0, entdo apenas toma p”’ = U(PZ oP'ro (1)). Depois, adiciona uma quantidade
suficiente (ou nenhum) de zeros a direita de p”” até que |['q o Pz 0 01P°0-0110 p” o
0..0|—1=U(PysoProProlp]) € |mqoP00P0010p"00..0/—12>

U(Pys © P’y o Ppo k). Por fim, retornam’g o P’y 0 017700110 p” 0 0 ... 0.

(i) Caso y ndo seja dessa forma, retorna Up-.(w).

2.15.15 Lema

Sejam P’y e Py duas fungdes totais.

Existe um programa P* que recebe P';, P e w COMO inputs e retorna:

(i)  U(Tow), sew for da forman’q o P’z 0 0Pl10pe, além disso, U(Py o P'ro (|m'g o
Pr0o0P1op|—1)) = peU(Tow) > U(Prow);

(i) U(Tow),sewfordaformaP’y o P row eU(T ow) > U(Prow);

(iii) U(Tow),sewfordaformaP” 'y oP'r okow eU(T ow) > U(Pyow);

(iv)  U(Py o w), caso néo se encaixe nos casos (i), (ii) e (iii);

2.15.16 Lema

164 _embre que n&o hé& problema em se admitir nimeros naturais como inputs, vide a notagéo 2.15.1.d).
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Sejam P’ e P, funcBes totais tais que P*; o P’y o P, computa exatamente a mesma
funcdo que P’.

Sejaw € L.

SejaU(P”yyoP rokoP yyoP row)=mqoP r0o0Pl10p".

Entao,

p S QP*TOP'TOPT «

o p' SU(PgoP'roProPro(lrgo o0l lop]—1))

- Demonstragéo:
Seja s = max{|p|, k}.

(i) Caso  p < Qperoprpopy @ P S U(PgoPrroP roPro(ImgoP ro0Pl1ep]—
1):

Suponha que p* < Qp+ opropy-
Teremos que p" =p + 1/2k =pls + 1/2k =p’, onde p < U(PZ oP'ro(|P'pyyoP'row|—
1).

TemOS que U(PZ o P*T o P,T o PT o (lnlﬂ o P,T o Olplll o p,| - 1)) < QP*TOP’TOPT.

E, pela definicdo de P"",, e pelo teorema 2.15.13, teremos que

27wl = (QP*T°P'T°PT)|5

|p|<|n—,Q°P,T°O|p Ilop'l ; pEHP*ToP'ToPT

Logo, pela definicao de Py e pelo teorema 2.15.13, (U(PZ oP*roP'poPpro(m’goPypo
0|p'|1 ) p'l — 1)))|S = (QP*TOP,TopT)ls'
Como estamos lidando com ndmeros binarios entre 0 e 1, pela nossa suposicdo teremos

obrigatoriamente que p” = p|s + 1/2k < (QP*TOFT(,PT)|S. Note que |p| é sempre finito.
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Consequentemente, p =pls+ 1/2k = (U(PZ oP*roP'roPro(|mgoP ro 0”11 o

pI=D)| <UPy oP'roProPro(|mqgeP o0 10p]~1))

(i) Caso p < Qpeopropy « P SU(PgoP*roP roPro(|ngoP ro0Pl1ep]—
1)):

Suponha que p* > Qp« opropy:
Teremos que p" = p + 1/2k =pls + 1/2k =p'ls, onde p<U(PgoPro(IPyoPro
w| —1)).
O que nos traz obrigatoriamente pela nossa suposicdo que p” = p + 1/2k =pls + 1/2k =
pls > (QP*TOP'TOPT)ls-
Temos, pela definicdo de P"y, e pelo teorema 2.15.13, que (U(PZ oP*roP'poPro

(I’ oPpo0P 10 p | = DN = (Qproprper,)]

Entdo, p"=p + 1/2k =pls + 1/2k =(p+ 1/2k)

P'po 0110 p7 = 1)) .

> U(Py oP*poPrpoPro(|nge
S

Logo, como sdo nimeros entre 0 e 1, p"=p+ 1/ =pls+ 1/, = (0 + 1/2,€)| >
S

U(Ps oP*poPpoPro(|mgoePro0lPllop]—1)).
Entdo, por reducdo ao absurdo, demonstramos que p" < Qpr oprop, < PTS

U(PyoP*roProPro(|mgoPro0P110p]—1)).

2.15.17 Lema
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Seja Py uma funcéo total.
Existe um programa P**; que recebe P, e w como inputs, I a si mesmo, a Pr e aw,

monta P*; o P** o Pp o Ppow eretorna U(P*y o P** o Py o Pp ow). Isto é, retorna:

(i)  U(Tow), sew for da forman’g e P** o Pro0IPI10pe, além disso, U(Py o P**7 o
Pro(|n’qoP*poPro0Pl1op|—1)) = peseU(T ow) > U(Pyow);

(i) U(Tow),sew fordaforma P’y o P*roProw’ ese U(T cw) > U(Prow);

(i) U(Teow),sew fordaformaP” "y o P*roProkow eseU(T cw) > U(Ppow);

(iv)  U(Py o w), caso ndo se encaixe nos casos (i), (ii) e (iii);

2.15.18 Teorema
Seja Pr uma funcéo total.
Entdo, para qualquer w € L, U(P** 1 o Py o w) é um valor bem definido.
Ou seja, U(P** 1 o Py o w) € uma fungdo total em w.
- Demonstracao:
a) Caso valido para todo w tal que |w| < ky:
Como m’g, P’y € P”"y, s@0 programas conhecidos, eles possuem um tamanho (dentro da
linguagem L de nossa escolha).
Também conhecemos o programa P**; o Py, 0 qual também terd, por isso, um tamanho.

Logo,

Hko(ko:min{lﬂ,ﬂop**TOPTOWLlP,MOP**T°PT°W|,|P”M°P**T°PT

ow|,para qualquer w € L} — 1)

Por isso,
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vw(lw| < kg o w# T qoP*r0Pro0Pl1op A
W?‘:P'MOP**TOPTOW'/\

Pela definicdo da linguagem L, saber sew = t'qg o P**p o Pro 0Pl 1op v w =Py 0 P o
Prow Vw=P yoP* 0Prokow V(W#m goP*roPro0Pl1op Aw=P,o
P poPprow Aw#P7yoP™0Ppokow’) setorna um problema decidivel. Logo, P**
pode sempre decidir corretamente sobre qualquer uma dessas opcoes.

Entao,

vw(lw| < kg > U(P"*p o Prow) = U(Pr o w))

Como, por suposicdo inicial, P, € uma funcéo total, entdo

vway(lw| < ko > UP™roProw) =y)

Isso finaliza a primeira parte da demonstragéo.

b) Caso valido para todo w tal que |w| < k:

Queremos demonstrar que serd valido também para qualquer w com |w| = k + 1.
Primeiramente, tome um programa w arbitréario de tamanho k + 1.

Temos que w é da formam'g o P** o Pro0Pl1op P’y o P*roProw’, P70 P*proPro
w’ o k ou de qualquer outra forma.

Igualmente ao caso a, saber se w=m"qgoP*roPro0P1op v w=P 0P 0Pro
W VWw=P yoP* oProwok V(W#mgoP*roPro0Pllop Aw=#PyoPr0
Prow A w# Py oP™r0Prow ok)é um problema decidivel. Logo, P** pode sempre
decidir corretamente sobre qualquer uma dessas opgOes. Vamos analisar abaixo cada

possibilidade em separado.
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(1) Casow =1’ o P 0 Pro0lPl10p:

Basta P**; calcular U(Py o P**1 0 Pro (|’ o P**p o Pro0Pl10p| —1)) e verificar
se U(Py o P**roPro(|mgoeProPro0Pllop| —1))>p.

O cerne da questdo € que U(P**; o Pr o w) precisa estar definido para todo w, onde
lw| < |m'qoP*roPro0Pllop|—1, para que PyoP*™roPro(|mgoP ™ r0Pro
0/P11 0 p| — 1) sempre pare.

Porém, pela hipétese indutiva, U(P**; o Py o w) estd bem definido para todo w com
lw| < k. Por isso, como |’q o P** 0 P o 0P110p| = k + 1, entdo U(P**1 o Pp o w)
esta definido para todo w, onde [w| < |n'q o P** 7 o Pr o 0IP110p| — 1 = k.

Logo, quando P**; rodar Py o P**7 o Pro(|m'go P*roPro0Pllop| —1), ele ird
parar, nunca entrando em loop.

Ademais, como p é dado por w, U(Py o P**1 o P o (|n'g e P** 1 o Pp o 0IPI10 p| — 1))
é calculavel e decidir se um numero é maior ou igual ao outro é um problema decidivel,
entdo P**; podera verificar corretamente se U(PZ oP*roPro(|m’goe P poPpo
0lPl10 p| = 1)) = p.

Caso ndo seja, entdo iremos ao caso (iv).

Caso seja, pela definicdo de ', teremos que, para todo p’, se U(PZ o P™ o0 Pro
(Jn'qo P poPro0Pl1op|—1)) >p’, entdo ' o P**1 0 Pro 0P110 p” sempre ird
parar.

Logo, se U(PgoP*roPro(|mqgeProPro0Pllop|—1))>p , UTow)=
U(T om’q o P*1 o Pp o 0IP11 0 p) sempre estara bem definido.

Com também, pelo fato de P; ser total, € possivel decidir sempre se U(T e w) > U(Py o

w) Ou ndo.

(i) Casow =Py oP"poProw”

Basta verificar se U(Py o P** o Pr o (|P"y o P**1 o Pr o w’| — 1)) esta bem definido.
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Para isso, note que, pela hipotese indutiva, U(P**} o P; o w) estd bem definido para
todo w com |w| < k. Assim, como |P"p; o P**p o Prow’| =k + 1, entdo U(P** 1 o Py o
w) esta definido para todo w, onde |w| < |P"p o P**p o Prow’| —1=k.

Logo, o programa Py o P**r o Pro (|P'yoP™roProw’|—1) se detera, isto e,
produzira um output.

Entao,

U(P,MOP**TOPTOW,) =
N T ————

oU(PgoP*roPro(|PyoP"roProw]|—1))

Consequentemente, U(T o w) = U(T o P’y; o P**; o Py o w") estara bem definido.
Por ultimo, teremos que, pelo fato de P, ser total, sera possivel decidir sempre se
U(T ow) > U(Py o w) ou ndo.

(i) Casow =P "y oP™poProkow’

Outra vez, precisaremos da hipétese indutiva apenas numa das operagdes de P™",. As
outras sdo trivialmente bem definidas em qualquer situagcdo. Ou seja, precisamos

verificar se Up+_,p..(W") produz output ou se ndo se detém.

T°PT
Temos que, pela definigdo de L, para qualquer w, |w| < |P""yy o P**p o Pr ok o w].

Pela hipotese indutiva, U(P**; o P; o w) esta bem definido para todo w com |w| < k.
Por isso, como |P"y o P*roProkow|=k+1, entdo U(P* ;o Prow’) esta
definido, pois |[w’| < |P”" o P*poProkow’| —1=k.

Consequentemente, U(Pgy © P** 1 o Pr ow”), quando rodado por P, produzira um
output y.

Temos também que verificar se y é da forma m'q o P72 0P!110p ou ndo é um
problema sempre decidivel, dando o numero y previamente. Além disso, somar um
namero dado outro, também é.

Ja provamos que U(Pys o Py o Pro|p|) € U(Pyg o P™ 1 o Pr o k) estdo sempre bem

definidos, pois s6 dependem da linguagem L e do fato de Py ser total. Como k e |p], ja
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séo dados dentro de w, entdo P*"), sempre podera calcular os valores de U(Pys © |p]) €
U(Pys ° k).

Logo, U(P"pyo P 0o Prokow”) estara bem definido. E, por isso, U(T ow) =
U(T o P’y o P™ o Py o w") também.

Ademais, pelo fato de P ser total, sera possivel decidir sempre se U(T o w) > U(Pr o

w) Ou nao.

(iv)  Caso w néo se encaixe nos casos (i), (ii) e (iii):

Segue diretamente do fato de P; ser total.

Logo, para qualquer w com |w| = k + 1, U(P** o P; o w) estard bem definido.

c) Finalizando a inducao:

Por a) e b), teremos, por inducdo, que U(P**; o Py o w) esta bem definido para qualquer w tal

que [w| > 0.

2.15.19 Teorema

Seja Py uma funcéo total.
Sejaw € L.

SEja UP**TC’PT(P”M o P**T o PT oko P,M o P**T o PT o W) = 77_"9 o P**T o PT ° 0|P|1 °
Entao,

p, S QP**

ToPT
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“ UP**TOPT(T[,Q o P**T o PT o 0|p|1 o p') = U(T[,Q o P**T ) PT o O|P|1 o p')

- Demonstragéo:

Como, pelo teorema 2.15.18, P**7 o Py € total, entdo Up+ op, (P 'y o P p o Proko P’y o
P poProw) = UP*ToP**ToPToPT(P”MOP**TOPTokOP,MOP**TOPTOW) =
UP” pyyoP*poProkoP yyoP*0Prow).

Entédo, pelo lema 2.15.16 temos que

P" = Qproprropropy €

& p' <U(PgoP'poP"poProPro(mgoP roPro0fllop|~1))
Mas, pela construcdo de P**, temos que,

p"<U(Py oPpoP*”poProPro(|n’goP ™ roPro0Pl1op]—1))

=U(PZ°P**T°PT°(|7T'Q°P**T°PT°0|’D,|1°P,|_1))_)

’ ’ ’ _ ’ K% ’ ’
- UP**TOPT(T[ Qe P rePro 0lFl1o p ) = UP*TOP**TOPTOPT(T[ 0P roPro 0lFl1o p )

= U(T[,Q o P**T o PT o 0|P|1 o p')
Logo,

, _ . *x lp’l g
P < Qpropp = Qprrop™popropy = UP**TOPT(T[ Qo P7poPro0Pllop )

= U(T[,Q o P**T o PT o 0|p|1 o p')
Para provar o sentido inverso, note que

’ _ ’, K% . ’
P > Qprop*ropropy = Lprop, = UPT(Tf aoProPro0lPl1op )

* U(T[,Q o P*poPpo 011 o p')

Isso se d& porque, quando i’ comecar a calcular o somatério de todas as probabilidades de

todos 0s programas que param em tempo < U(P**; o Py o w) para averiguar se este se iguala
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ou ultrapassa p’, esse processo nunca cessara. Pois, 0 somatério de todas as probabilidades de

todos os programas que param em tempo < U(P**; o Py ow) é igual a Qp+= e este €, por

ToPT
suposicao, menor que p”.

Na verdade, como m’q o P** o Py o 0P110p” serda um programa que nunca para, entdo
U(r'q o P** 1o Ppo0Pl10p") ndo assumird valor nenhum, ndo esta bem definido. Isso ja
nos daria que Up+,op oppop (Tq @ P10 Pr o 0P 110 p”) = U(m' g o P'r 0 01P11 0 p), pois,
P*p o P* o Py o Py é total quando P**; o Py e P, também o séo.

Porém, se quisermos, ainda assim usar o Lema 2.15.16, teremos que

P> Qproppoppory = Qpripopy = Upp (g 0 P*p o Pro 0P 110 p7)
#U(n'qoP™roPro0Pllop)A p’
> U(Py oP*™poPpo(|nqgoP*roPro0P110p]—1))
=U(Py oP'poP*roProPro(jnge P roPro0P1op]~1))

Contudo, pela definicdo de P**, temos que

UPT(T[IQ o PpoPro0lPliop) £ U(nqgo P roPro0lllop) A p’
> U(PZ o P*poPpo(|mge P poPro0Plop]| _1))
N UP**T"PT(T[,Q o P*roPro0lPl1o p')
= Up*pop*poppopp (M0 © P**p 0 Pr 0 017110 p”)

= Up,(Wqo P oPpo0Pliop’)
Logo,
p' > ‘QP**TOPT - UP**TOPT(T[,Q o P**T o PT o O|p|1 o p') = UPT(T[,Q o P**T o PT o O|p|1 o p')
+ U(T[’Q o P**T oPro 0|P'|1 ) p')
Entdo, por reducgéo ao absurdo,

p, S QP**

ToPT
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< UP**T°PT(T[,Q o P oPro0llop’) =U(n'go P roPro0lfllop’)

O que finaliza nossa demonstracdo. m

2.15.20 Teorema

Seja N um numero natural.
Seja P uma funcéo total.
Entdo, para todo N, existe um programa da forma g o P**1 o P;. 0 0110 p, tal que

UP**ToPT(T[,Q o P*roPro0lfllo P) = BB prpopp (N).

- A ideia da prova:

Vamos usar o fato de Qp+ ser um numero que contém informacdo necessaria

(N). O que,

ToPT

sobre os programas de Up«- para que se compute a funcdo BBt p«

ToPT ToPT

propositalmente, € analogo a Q e BB(N). Além disso, P** foi construido para permitir que

aproximacdes inferiores a Qp++_..p,. Sejam utilizadas para Up++_..p,. poder calcular algum valor

da imagem da fungéo BB* p+_.p..(N).

- Demonstragéo:

Pelo teorema anterior, provamos que, para qualquer input w, P** o P, o w se detém. Isto &,
VWEly( U(P**T o PT o W) = y)
Segue, de imediato, que a fungdo U(Py o P*7 o Py o N) também estara bem definida para

qualquer N.

Tomemos, entdo, N como sendo um ndmero natural arbitrario.
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Teremos que U(Py o P™ o Pro N)nos da um nimero real binario entre 0 e 1, o qual é

uma aproximagao inferior a Qp+_op...

Temos, também, pela defini¢cdo do programa ', que
U(mqo Py oPpo VP rPrMly o y(Pyo P*"p o ProN)) = BB peepop, (N)
A clausula (i) do programa P** nos garante que se
U(PZOP**TOPTO(lﬂ,QOP**TOPT(’O'pllOpl _1)) =p
entéo
Uprepopp (Mg o P p o Pro0Pllop) =U(m'g o P p o Pro0lPl1op)

Vamos, entdo, aumentar o tamanho de U(Py o P**y o Py o N), caso seja necessario, pelo

procedimento seguinte:

Tome o namero real entre 0 e 1 dado por U(Py o P*r o Pr o N) e adicione (caso seja

necessario) zeros a direita o suficiente até que

|0 0 Py o Pro0lU(Ps P roPren)0-0ly o y(py 0 P**roProN)00..0| - 12 N
Temos que, para quaisquer k, k", se k" >k, entdo U(Py oP**;oProk’)>U(Py o
P**r o Prok).

Logo,

U (PZ o P roPro(lm'goP™roPpo 0lU(Py oP*"rePToN)°0..0[1 o U(PZ oP*™rpoPro

N)oo...0|—1)) >U(Py oP*poProN)=U(Py oP*";oProN)o0..0

Ent&o, pela clausula (i),
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UP**TopT (Tl',Q ° P**T ° PT o 0|U(PZ °P**T°PT°N)°O"-O|1 ° U(PZ ° P**T ° PT ° N) o
0.. 0) = U(n'q o Py o Ppo0lU(Py oPTrePreN)o0.0l1 o j(ps. o P** 0 ProN)o

0...0)

Mas, como 0lU(Pz °P"roPreN)e0.0[1 , U(Psy oP*roProN)o0..0 e U(Py oP™ro

Pr o N) séo dois nimeros reais iguais, entdo

UP**TDPT (T[,_Q o P**T o PT o 0|U(PZ oP**ToPTON)oO...Oll ° U(PZ ° P**T ° PT o N) o
0 0) =U (nIQ o P**T ° PT o 0|U(PZ oP**ToPTON)OO...Oll ° U(PZ ° P**T ° PT o N) o
0.. 0) =U (n'ﬂ o P10 P o 0IU(PEP 1oPrN)|1 o J(Py o P** 1 0 Py o N)) =

BB+P**T°PT(N)

Dessa forma, conseguimos o nosso desejado programa da forma m’g o P** ;o Pro0Pl10p

que calcula BB* p+_.p..(N) quando rodado pela submaquina Up«_p...
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3 A EVOLUCAO DE HIPERPROGRAMAS

3.1 INTRODUCAO

Podemos entender, de forma geral, a metabiologia como sendo uma teoria matematica
para a evolucéo de programas, de software. Ela se inspirou nas teorias da evolucdo biol6gica,
assim como, pelos conceitos de complexidade e de probabilidade algoritmica, ambos da teoria
da informacdo algoritmica. Organismos evoluindo seriam programas que aumentam de
complexidade. O que, grosso modo, quer dizer que se pode ir computando problemas que
necessitariam cada vez mais de programas maiores para computar.

Dessa forma, ja nos ambientamos com o panorama geral que iremos tratar neste
capitulo e ndo nos aprofundaremos no que seja a metabiologia, nos seus fundamentos e nem
sobre seus resultados. Queremos focar num desdobramento dela, ou melhor, num vislumbre
do limite ante o qual consideramos comumente como verdadeiro: a matematica.

Antes de chegar — ou de se aproximar — nesse ponto, vale a pena dizer rapidamente o
gue se entende por um programa: € uma bit string (uma cadeia finita de 0"s e 1°s) numa fita de
uma maquina de Turing universal. Essa € a forma mais geral de definirmos matematicamente
um programa — ou, se desejar, um algoritmo. Em esséncia, 0 que é computavel o é por um
programa, ou seja, existe um programa que pode realizar a operagdo desejada (por exemplo,
decidir se um nimero natural pertence ou ndo a um conjunto).

Sabemos, como mostrado por Chaitin, que é possivel a evolucdo de programas,
levando-os a se aproximarem cada vez mais da complexidade de Q, a qual é infinita.'®® Nesse
modelo ja apresentado na metabiologia, 0s seres vivos e as mutagdes (estas, aleatoriamente
geradas) sdo programas. A natureza € capaz de saber todos os digitos de £, isto &, ela seria 0
equivalente a uma maquina oracular de Turing, e é assim justamente porque é capaz de
decidir sempre se um programa arbitrario se detém ou n&o.*®°

Isso posto, podemos dizer que conseguimos um resultado positivo para uma evolucao

por mutacdes algoritmicas aleatorias de sistemas computaveis. Porém, sempre devemos nos

185 O ntimero 6mega é um nimero real entre 0 e 1 cujos digitos depois da virgula sio incomputaveis.
186 Note que computar o nimero dmega e resolver o problema da parada se equivalem.
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perguntar se esse modelo de fato pode nos ajudar na compreenséo da evolugdo da vida e quais
seriam 0s seus pontos fracos. Afinal, como o préprio nome induz, a metabiologia, como
teoria, tem pelo menos “um olho voltado” para a biologia. Tal assunto ird ser discutido um
pouco melhor na segéo 3.7.

Avancando sobre esse pensamento, podemos nos perguntar: e aquilo que ndo é
computavel? Se os seres vivos, em alguma instancia ou estagio evolutivo, ndo forem sistemas
computaveis, a metabiologia cairia por terra ou ficaria sem propdsito empirico como
entendimento da vida e sua evolu¢do? Se sim, ndo faria sentido um modelo matemético de
evolugéo dos seres vivos baseado na evolugdo de programas.

Contudo, podemos estudar matematicamente a evolucdo de sistemas capazes de
“computar” o ndo computavel? O objetivo principal do presente estudo é mostrar que a
metabiologia ainda d& resultados Uteis e proficuos, mesmo nesse caso — talvez — menos
palpavel e mais abstrato: quando “engolimos” o ndao computdvel para dentro de uma
formalizacdo. Na verdade, essa possibilidade tem sua retumbancia na matematica. Ndo é nada
inédita a formalizacdo de maquinas teoricas (por exemplo, as maquinas oraculares de Turing)
capazes de executar tais tarefas, mas, no que concerne a metabiologia, precisamos saber se é
possivel esses sistemas incomputaveis irem ganhando complexidade suficiente para serem
capazes de resolver mais e mais problemas indecidiveis.

De inicio, iremos definir o que chamamos de hiperprogramas, que nada mais sdo que
programas de maquinas de Turing oraculares. Entdo, discutiremos se é possivel 0s

organismos/hiperprogramas irem evoluindo*®’

de forma a conseguirem computar problemas
aritméticos cada vez mais ndo computaveis.

Vale lembrar que existe uma hierarquia de problemas indecidiveis. Por exemplo, da
mesma forma que existe o problema da parada para os computadores comuns, existe um
segundo problema da parada relativo as maquinas oraculares, capazes de computar o primeiro
problema da parada. De modo anélogo, podemos montar um terceiro problema da parada
relativo as maquinas oraculares que sdo capazes de computar o segundo problema da parada.
E assim por diante, formando uma hierarquia de problemas cada vez mais indecidiveis. A

subida dessa escada do inalcangavel caracteriza o adjetivo “cantoriano” — que sera mais bem

explicado adiante — no espirito de todo nosso texto. Note, entdo, que computar Q ainda ndo é

187 Isto ¢, ganhando complexidade e/ou ordem.
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suficiente para nos dar todas as verdades matematicas. Na verdade, podemos montar uma
hierarquia de problemas indecidiveis e uma hierarquia de numeros O6mega. Ambas,
estritamente ligadas, uma a uma.'®®

Pode-se dizer, inclusive, que a demonstracdo desse capitulo também se sustenta sob o
fendmeno da incomputabilidade relativa, assim como a da evolugdo de subprogramas. Na
verdade, a incomputabilidade estd intimamente ligada a forma como medimos o ganho de
complexidade dos seres metavivos, através da funcdo de aptiddo. A diferenca é que a versdo
chaitiniana lida com a incomputabilidade cléassica. A evolucdo de subprogramas lida com a
incomputabilidade relativa recursiva e a evolugdo de hiperprogramas lida com a
incomputabilidade relativa oracular, a qual ja € bem conhecida na literatura.

Em outras palavras, neste capitulo estudaremos uma evolucdo de sistemas ndo
computaveis em que os seres “vivos” — metavivos — vao sendo capazes de resolver mais e
mais problemas indecidiveis sobre a aritmetica. Queremos, com isso, saber se tal modelo
evolutivo pode “dar conta” de qualquer verdade aritmética. EStamos procurando uma
evolucdo metabioldgica que leve, no limite, a completude da aritmética.

Da mesma forma que, no modelo proposto originalmente por Chaitin, a natureza é
capaz de computar o objetivo final dos organismos (no caso, saber todos os bits de Q), nosso
modelo precisa que a natureza seja capaz de computar todas as verdades aritméticas, nosso
objetivo final.

Nosso desejo é formalizar uma prova que pareca uma extensdo natural do modelo que
ja se conseguiu na metabiologia. O que também fizemos nos capitulos 1 e 2. Em particular, a
prova desse capitulo serd uma verséo da busca exaustiva para hiperprogramas. N&o faremos
provas para o projeto inteligente nem para a evolucao cumulativa.

Se conseguirmos que esses hiperprogramas evoluam, toda a hierarquia de problemas
indecidiveis serd contemplada por esse processo interminavel de evolucdo dos
hiperprogramas. O que possibilita aos hiperprogramas/organismos responderem a qualquer
pergunta sobre a aritmética, conforme a evolugdo vai ocorrendo. A evolucdo dos
hiperprogramas seria completa (no sentido l6gico matematico).

Como ja dissemos, o0 que almejamos é chegar a algum resultado analogo aos ja obtidos

na metabiologia, o que pode ser traduzido pelas perguntas: para todo n, existem sequéncias de

188 CHAITIN, G. J. Exploring Randomness. Londres: Springer-Verlag London Limited, 2001. ISBN 1-85233-
417-7.
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mutacdes hiperalgoritmicas que levem qualquer organismo inicial a um organismo final que
seja capaz de decidir se qualquer hiperprograma de ordem < n se detém ou ndo? Qual a
quantidade média de tentativas que devemos esperar para que ocorra uma dessas sequéncias
de mutagGes?

Uma demonstragédo positiva para responder a essas perguntas acarretaria o fato de que
a evolucdo dos seres vivos metabioldgicos (podemos chaméa-los de seres metavivos) eleva a
complexidade dos seres para que eles sejam capazes, eventualmente, de saber se qualquer
sentenca aritmética é falsa ou verdadeira. Mesmo que a cada estagio de evolugdo ndo se possa
ter a resposta para todas elas, teriamos apenas que esperar um tempo razoavel a fim de que a
evolucdo nos levasse a poder decidir uma nova sentenca, antes indecidivel. Um processo
interminavel e progressivo que nos daria todas as verdades aritméticas conforme as mutacdes
vao sendo aplicadas ao longo do tempo.

Isso ndo nos lembra do sentimento — e que esta bem longe de ser uma constatacdo — de
que sempre podemos resolver os problemas matematicos dando tempo suficiente? Sentimento
tdo defendido por muitos como sendo uma das coisas que nos diferencia das maquinas. Numa
natureza desse tipo que estamos lidando aqui, talvez, os seres humanos ndo sejam capazes de
serem completos, mas a evolugdo iria nos levar assimptoticamente a isso - nos, seres vivos
como um todo. Sugerimos que o leitor veja o contraponto disso na proposta da se¢éo 1.4.2.

Caso contrario’®®, mesmo com uma natureza dessa magnitude, os seres metavivos
nunca chegariam a completude da aritmética — apesar de serem capazes de ultrapassar a
barreira do computével. Eles nunca poderiam nem se aproximar assimptoticamente da
complexidade da natureza. O que é analogamente diferente do que ocorre, por exemplo, com
Q, pois existe um programa que converge para ele se for deixado rodar de modo indefinido. E,
por isso, diferente do que ocorre com os modelos ja estabelecidos por Chaitin. Um resultado
desse tipo colocaria a completude ainda mais distante da computacao.

Enfim, dada essas duas opc¢des e mais uma terceira, que seria a de que ndo podemos
demonstrar “nem que podemos, nem que ndo podemos”, ficariamos esperando uma resposta
vinda da matematica da metabiologia. Porém, parece que essas duas Ultimas opc¢des ndo se

aplicam. A partir do exposto neste capitulo, de fato, pode existir a evolucdo de

189 Caso se demonstre que ndo ha tais sequéncias de mutagdes hiperalgoritmicas para todo n.
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hiperprogramas em direcdo a completude aritmética. E para esse intuito que as demonstracdes
abaixo se devotam.

Basicamente, nossos organismos e mutacdes serdo sistemas ndo computaveis que
vamos chamar de hiperprogramas. A natureza serd um hiperprograma — de ordem superior a
qualquer organismo e mutacao — capaz de resolver qualquer problema aritmético.

Assim, dada uma sentenca aritmética de ordem qualquer, queremos estimar qual a
guantidade média de mutacGes para que o organismo final seja capaz de decidir se essa
sentenca € verdadeira ou falsa. Para isso precisaremos definir uma hierarquia dessas sentencgas
e um objetivo final para os organismos analogo a funcdo BB'(N): em nosso caso sera a
fungdo BB, (N). Uma funcéo a la Busy-Beaver que nos da uma maximizacéo de computo em
relacdo a todos os hiperprogramas de ordem finita. Diferentemente da Busy-Beaver usual, que
da uma maximizacao de computo em relacéo a todos os programas (hiperprogramas de ordem
zero). Usaremos, entdo, essa nova fungdo como funcéo de aptiddo, a mesma que usamos para
medir a complexidade ou criatividade de nossos organismos/hiperprogramas.*”

De inicio, definiremos os hiperprogramas e a probabilidade sobre o espaco de todos
eles. A natureza sera o hiperprograma de ordem maior convenientemente escolhido para que
seja capaz de saber se qualquer hiperprograma de ordem finita se detém ou ndo. O que sera a
mesma coisa que resolver qualquer problema aritmético, ou seja, qualquer problema
incomputavel por hiperprogramas de ordem finita.

A demonstracdo consiste em que, para todo valor de BB, (N), existe uma muta¢do —
em particular, algoritmica — com certa probabilidade que leva qualquer organismo num outro
capaz de retornar o valor de BB, (N) e cuja ordem é suficiente para resolver os problemas
aritméticos contemplados em BB, (N). Esta é a nossa versdo do modelo de busca exaustiva.
E, basicamente, um problema de nomeac&o recursiva de maquinas oraculares de Turing a
partir da hierarquia aritmética, porém, numa “roupagem” da teoria da informacao algoritmica
e usando conceitos da metabiologia.

Nesta parte da tese, as demonstracdes matematicas serdo mais informais. Espera-se
que ndo haja dificuldade em entendé-las e verifica-las tomando como base a literatura
sugerida. Por esse motivo, nos abstivemos de provar alguns lemas. Ora porque esmiuca-los

nos levaria a um formalismo que tiraria o leitor do foco do texto, ora porque eles séo bastante

170 Mais sobre o assunto na se¢éo 3.5.
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triviais, e ora porque consideramos esses resultados como “esperados™ . De qualquer forma,

o leitor é sempre convidado a verificar formalmente cada passo.

3.2 CONSIDERACOES INICIAIS

3.2.1 Ultrapassando o computavel

Vamos ampliar a no¢do de programa, estendendo a no¢do do que seja uma maquina de
Turing universal U — diremos que esta € uma maquina de Turing oracular de ordem 0 (U =
Uy).

Entdo, uma maquina de Turing oracular de ordem 1 (U,) ser4 uma maquina de Turing
oracular de ordem 0, a qual tem acesso a um oraculo que pode dar as respostas para 0O
problema da parada relativo a U,. E, assim por diante.

Por exemplo, podemos usar a hierarquia dos nimeros £ de Chaitin, criador também da
metabiologia, para servir como oraculos. Assim, os hiperprogramas nada mais sdo do que
programas com sub-rotinas capazes de consultar qualquer bit de nimeros reais (na forma
binaria) aos quais ele tem acesso (no nosso caso, 0s ndimeros 6mega). Note que, como
hiperprogramas sao bit strings finitas, a quantidade maxima de nimeros reais a que eles tém
acesso tem que ser enumeravel. Assim, um hiperprograma de ordem 1 tem acesso — ou pode
chamar — a qualquer bit do nimero Q. Um hiperprograma de ordem 2 tem acesso a qualquer
bit dos numeros Q e Q,. Um hiperprograma de ordem 3 tem acesso a qualquer bit dos
nameros £, Q, e Q5. Esse processo continua para toda ordem finita. Dessa forma, U; = Uy,
U, = Ugq,, Us =Uqg,q, -

Portanto, um hiperprograma serd um programa de uma U,,, para qualquer n > 0.
Possivelmente, a visualizagdo de um hiperprograma se torne mais facil usando os nimeros Q

como oraculos, justamente, porque consultar bits de nimeros reais (no caso, nUmeros Q) pode

11 Com certeza, menos inusitados do que os resultados dos capitulos 1 e 2.
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ser mais intuitivo do que consultar funcdes. A formalizacdo que usaremos aqui para as
maquinas oraculares de Turing sera4 bem préxima da original, criada por ele.*"

Maquinas universais de Turing com diversas fitas sao bem conhecidas na teoria da
computacdo, sabemos muito bem como defini-las.'”® Portanto, uma maquina oracular de
ordem 1 ¢é apenas uma maquina universal de Turing com duas fitas. No entanto, s6 uma delas
recebe digitos do “programador™*. A chamaremos de fita principal e nela reside o programa
da maquina oracular de Turing. A outra fita tem que ja estar preenchida — nesse caso, ela sera
preenchida pelos digitos do nimero Q. Quando a fita extra estiver preenchida por um nimero
oracular, como (), passaremos a chamar o programa na fita principal de hiperprograma e a
maquina de Turing composta por essas duas fitas de maquina oracular de Turing de
primeira ordem ou hipercomputador de primeira ordem.

Conforme formos adicionando nelas fitas extras e colocando, respectivamente, Q,, Q,
..., construiremos hipercomputadores de segunda ordem, terceira ordem, ou de qualquer outra
ordem finita.!”® Note que o que varia de uma méquina oracular para outra de mesma ordem é
apenas o contetdo na fita principal, o qual € sempre um programa finito ou autodelimitado.
Este usa as sub-rotinas contidas na tabela de estado definida para a maquina universal de
Turing de multiplas fitas para consultar o0 que esta escrito nas outras fitas. E o0 que esta escrito
nelas é sempre um numero real que serve de oraculo para algum grau de Turing
correspondente.

Em esséncia, os graus de Turing denotam que nivel de oraculos precisamos para
computar (ou decidir) um conjunto de nameros naturais. O grau 0 é aquele de todos os
conjuntos naturais que podem ser computados (ou que sdo recursivos). O grau 1 ou 0° ¢
aquele de todos os conjuntos de niUmeros naturais que podem ser computados se for dado um
oraculo para o problema da parada. Por sua vez, o grau 2 ou 0" é aquele de todos os

conjuntos de numeros naturais que podem ser computados se for dado um oréculo para o

2 TURING, A. Systems of logic based on ordinals. Proceedings of the London Mathematical Society, 1939.
161-228.

3 LEWIS, H. R.; PAPADIMITRIOU, C. H. Elementos de Teoria da Computacao. 22. ed. Porto Alegre:
Bookman, 2000.

174 Na metabiologia, 0 papel de programador pode ser feito pela natureza juntamente com as mutacées aleatorias.
Ou seja, ndo importa quem ou o que coloca os bits na fita.

175 Na verdade, a quantidade méxima de fitas que podemos adicionar é enumeravel e ndo apenas finita. Nossa
natureza serd uma maquina de Turing com acesso a infinitas fitas, por exemplo. Explicaremos isso melhor
adiante.
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problema da parada relativo a U;. Essa ordenacdo de graus continua e corresponde,
intencionalmente, a nossa hierarquia de hipercomputadores U;, U, Us, ...

Se um ser vivo for um sistema capaz de computar o problema da parada, por exemplo,
podemos representa-lo por um hiperprograma de uma Ugy. Se um ser vivo for um sistema
capaz de computar o problema da parada para Uy, podemos representd-lo por um
hiperprograma de uma U,. Esse processo interminavel nos leva a construir uma hierarquia de
hiperprogramas, cada vez com ordens maiores que as outras, capazes de computar cada vez
mais problemas incomputaveis para os anteriores. Note que Q,,, é tdo aletério para U,
guanto Q € para U. Logo, uma mutacdo subir a ordem de um hiperprograma/organismo em 1

176

é equivalente™" a se injetar uma quantidade infinita de informacdo de uma so vez.

Se conhecermos razoavelmente bem essa teoria, ndo sera dificil ver que os modelos

para a evolucio metabioldgica, dados por Chaitin'’’

, podem ser provados também para uma
natureza sendo um hiperprograma de ordem n+ 1 e 0s organismos e mutagdes sendo
hiperprogramas de ordem n. Basta notar que Q,,,, é tdo aletdrio para U,, quanto Q é para U.
Isso ja nos permitiria a evolucdo de sistemas complexos o bastante para superar
qualquer computador, como se conhece hoje em dia. Note que, ainda no caso acima, teriamos
um limite (um namero natural n) para a ordem que os hiperprogramas poderiam alcancar.
Dai, talvez, sejamos impelidos a ir além; talvez sejamos tomados por um espirito cantoriano

provocador. Podemos mesmo ultrapassar este limite?

3.2.2 Emdirecéo a completude

O matematico Georg Cantor foi o criador dos nimeros transfinitos. E o fez visando
“subir as escadas” até “Deus”, até o “tudo”. Basta notar a ordenacdo de infinitos cada vez
maiores que ele nos deu com alguns dos mais famosos de seus teoremas. Tal processo

interminavel culmina em algo que é tdo grande que ndo pode ser nem um conjunto, como ele

176 porém, néo é exatamente a mesma coisa. Lembre que hiperprogramas so finitos em qualquer ordem e que
eles apenas consultam os nimeros oraculares. Explicaremos melhor adiante.

YT CHAITIN, G. Life as Evolving Software. In: ZENIL, H. A Computable Universe: Understanding and
Exploring Nature as Computation. [S.1.]: [s.n.], 2012. p. 277-302. ISBN 978-9814374293.
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mesmo demonstrou.’”® Sem nos alongar sobre esse assunto, queremos ‘“pegar carona’ nessa
ideia e perguntar se € possivel os organismos da metabiologia serem capazes de atingir uma
complexidade necessaria para “resolver tudo”. Obviamente, precisamos explicar melhor o que
queremos dizer por ‘resolver tudo’.

Assim, vamos importar, também da Idgica matematica, o conceito de completude.
Apesar de o desejo de se conseguir um sistema completo para toda a matematica dos numeros
ser, em geral, atribuido a escola hilbertiana, 0s processos e as ideias aqui expostos estdo longe

desse projeto de Hilbert.!”

A nocdo de sistema axiomatico finito é totalmente atropelada
pelos hiperprogramas, e a completude advinda da “subida” pelos problemas indecidiveis ja é,
em si, algo contraditério com a completude dos axiomas de Peano®®. Poderiamos dizer,
talvez com mais pertinéncia, que o espirito deste trabalho estd mais proximo de um “programa
cantoriano de completude”. Podemos dizer que para 0 primeiro programa de pesquisa se quer
o0 todo a partir do finito e para este Gltimo se quer o todo a partir do infinito.

Enfim, sabe-se que ndo ha programa que possa nos dar todas as respostas para todas as
perguntas sobre aritmética, sobre a teoria dos conjuntos ou sobre qualquer sistema axiomatico
finito que seja poderoso o suficiente para lidar com grande parte da matemética'®’. Mas e
nossos hiperprogramas? Eles poderiam nos dar essas respostas?

Um sistema completo, em nosso caso, seria aquele capaz de responder sempre a
qualquer pergunta sobre a aritmética ou sobre qualquer computacdo. Mas, acontece também
que, para conseguir esse poder, nenhuma maquina de Turing oracular de ordem finita é
suficiente. Nenhuma sequéncia de numeros 6mega Q, Q,, Qs, ..., Q,, com n sendo um numero
finito, é capaz de dar todas as respostas. Por conseguinte, precisamos estabelecer qual a ordem
minima do hiperprograma que faria o “papel” da natureza, € que deve, por suposic¢ao, nos dar
a completude da aritmética.

Resta, entdo, perguntar: saber 0s primeiros enumeraveis nimeros dmega bastaria para
termos todas as respostas que queremos? E mais: seria possivel que os organismos podem ir
evoluindo e ganhando complexidade suficiente para responder a qualquer pergunta que possa

ser feita sobre a natureza? Lembre que a natureza também € um hiperprograma e que estamos

178 E possivel formalizar esse infinito como sendo uma classe prépria de elementos, por exemplo.
1 De modo resumido, tal projeto consistia em provar a consisténcia dos axiomas de Peano.

180 Os axiomas de Peano séo a referéncia comum para uma axiomatica da aritmética.

181 Esses resultados vem dos teoremas de incompletude de Gédel.
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partindo do principio de que qualquer pergunta precisa ser formulada nessa mesma
linguagem, envolvendo apenas computacfes (ou nUmeros naturais).

Uma coisa imprescindivel ao analisar os modelos de evolucdo de Chaitin é lembrar
que a natureza sempre tem de ter complexidade irredutivel a qualquer outro ser vivo ou
mutacdo. Seja de forma relativa, como no capitulo 1, ou de forma absoluta. Isto ¢, a natureza
tem quer ser uma maquina de Turing oracular de ordem superior a qualquer organismo ou
mutacdo. Por conseguinte, precisamos estabelecer qual a ordem minima do hiperprograma
que seria a natureza, na nossa versdo do modelo por busca exaustiva, que nos daria a
completude da aritmética.

Usando o resultado que liga a hierarquia aritmética aos graus de Turing (que séo,

grosso modo, a ordem de nossas méaquinas oraculares)*®?

, para toda pergunta na linguagem da
aritmética existe um n finito tal que existe um conhecido hiperprograma de U,, que pode
decidir se ela € verdadeira ou falsa no modelo standard da aritmética. Portanto, uma natureza
que pudesse consultar qualquer oraculo de ordem finita seria capaz de decidir qualquer
sentenca aritmética e seria um sistema completo. Com esse intuito, usando indices ordinais,
podemos considerar a natureza como sendo um hiperprograma de Ug, o, q,,.. = Uy, onde w é
o primeiro ordinal limite, o primeiro ordinal maior que qualquer ndmero natural.'® A
natureza serd um programa de uma maquina universal de Turing com acesso a um ndmero
infinito enumeravel de fitas extras, cada uma delas preenchida com 0s seus respectivos
numeros dmega, configurando, portanto, uma maquina oracular de Turing de ordem w.

Temos que dizer que maquinas com um ndmero infinito de fitas ndo é algo usual na
literatura. Porém, ndo é dificil verificar que o mesmo procedimento recursivamente
enumeravel nas sub-rotinas da tabela de estado para indexar cada fita, usado no caso com
finitas fitas, pode ser aplicado para indexar uma quantidade enumeravel de fitas.

1'% metabiolégico de natureza chamaremos de

A esse hiperprograma que fard o “pape
hipernatureza. Tal natureza seria, assim, uma maquina oracular capaz de computar qualquer

nimero 0mega de ordem finita e, portanto, capaz de decidir se qualquer mutagdo ou

182 ROGERS, H. Theory of recursive functions and effective computability. 3 ed. [S.1.]: MIT Press, 1992.
ISBN 0-262-68052-1.

183 Como a quantidade de nGimeros oraculares de Q até ), é enumeravel, os hiperprogramas de ordem w ainda
podem ter tamanho finito.

184 0 analogo para natureza do ser metavivos para 0s 0rganismos.
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organismo (hiperprogramas de ordem finita) se detém ou ndo. O que nos permite assumir uma
natureza, ou melhor, uma hipernatureza, completa.

Os organismos ou seres Vvivos metabioldgicos evoluiriam por meio de mutacdes
algoritmicas aleatorias para chegar cada vez mais perto do poder computacional da natureza?
As mutacgdes sdo capazes, como ja sabemos pela metabiologia, de adicionar complexidade aos
seres, porém, como as mutagdes iriam mudar a ordem dos hiperprogramas? Note que pular a
ordem em 1 é equivalente a injetar uma quantidade infinita de complexidade (ou informacao
algoritmica) de uma s vez. Isso, a primeira vista, poderia servir como um empecilho a tais
mutacdes. Contudo, o truque esta no fato de que os hiperprogramas sao strings finitas, logo,
por definicdo, eles ndo carregam toda essa complexidade com eles. Apenas € necessario que
as mutacGes mudem a forma da bit string de um hiperprograma de ordem n para que ela passe
a ser da forma de um hiperprograma de ordem n + 1. Quando este for rodado, a natureza dara
cabo de informar os bits dos nimeros oraculares.

Outra questdo seria como definir uma probabilidade sobre os hiperprogramas, mesmo
estes sendo autodelimitados e completos'®. Da teoria algoritmica da informacéo, teriamos
que a soma das probabilidades de todos os hiperprogramas de ordem n daria 1. Logo, a soma
das probabilidades de todos os hiperprogramas de qualquer ordem finita daria 1 + 1 + --- +
1+ .- =oo. Portanto, assim como no inicio da teoria algoritmica da informacdo foi
necessario introduzir o conceito de programa autodelimitado, aqui, possivelmente, se fard
necessario o conceito de hiperprograma auto-ordenado. Isto é, aquele que informa sua propria

ordem em sua bit string. O que sera explicado logo adiante.

3.3 DEFINICOES

3.3.1 Um hiperprograma € uma bit string finita de uma maquina oracular de Turing de
qualquer ordem. Em outras palavras, um hiperprograma € um programa de maquina oracular

de Turing.

185 \er secdo 3.4.
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NO6s podemos definir mais precisamente 0s hiperprogramas apenas por programas com
sub-rotinas que podem chamar qualquer n — ézimo bit de um numero real. Esses nimeros
reais precisam ser oraculos, correspondendo aos graus de Turing. Pode-se formalizar uma
méquina universal de Turing de vérias fitas,'® em que todas, menos a primeira, sdo
preenchidas com nimeros reais oraculares. O nimero de fitas, alem da primeira, dita a ordem
da méquina oracular de Turing."®’

Por exemplo, um hiperprograma de ordem 1 pode ter acesso ao nimero Q de Chaitin

como seu oraculo. Um hiperprograma de ordem 2 tem acesso a £ e a 2. E assim por diante.

3.3.2 Dado um grau de Turing n, n6s denotamos a maquina oracular de Turing de ordem n

por U,,.

3.3.3 Dizemos que uma maquina oracular de Turing de ordem 0 é a maquina de Turing

universal usual.

3.3.4 Dada uma hierarquia de nimeros 6mega de Chaitin Qg, Q4,Q,, ... nds definimos a
correspondéncia: U = Uy, U; =Uq, U, = Uqq,, U3 = Uqq,q, & assim por diante. Os
respectivos ndmeros 6mega podem ser usados como ordculos para seus respectivos

hiperprogramas.

3.3.5 Denotamos um hiperprograma h de uma maquina oracular de Turing de ordem n por
h(v,

18 O que é bem conhecido na literatura.
187 No caso do problema abordado neste capitulo, todos os “organismos” terdo acesso somente a um numero
finito de fitas. Ja a natureza pode ter acesso a um nimero infinito enumeravel de fitas.
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3.3.6 Dizemos que um conjunto de hiperprogramas ¢é auto-ordenado se existir um programa
(hiperprograma de ordem zero) que pode sempre decidir qual € a ordem de cada
hiperprograma desse conjunto (que sdo bit strings finitas) quando cada um é dado como input

a esse programa.

3.3.7 SejaSyp = (hy, hy, hs, ...) uma sequéncia recursiva de hiperprogramas de ordem finita

tal que estes sdo autodelimitados, auto-ordenados e*®

Z 2-lhil = 1
i=1

3.3.8 Dizemos que um hiperprograma h(® se detém se existir uma bit string x tal que
Un(h(n)) = x. Isto é, um hiperprograma para se, e somente se, ele parar em sua respectiva

maquina oracular de Turing.

3.3.9 Dizemos que um hiperprograma h” de Sy, é recursivamente construtivel a partir de
X Se existir um programa que retorna a bit string h” como output quando x € dado como input.

Isto é, existe h(® tal que Uy(h(®” o x) = R,

3.4 PRELUDIO DA PROVA

Antes de comegarmos a demonstracdo, € imprescindivel entender a definicdo 3.3.7. As

nogdes de programa autodelimitado e a soma das probabilidades algoritmicas ja sé&o

188 Mostraremos adiante que essa definic&o ndo é vacua, pois podemos definir uma sequéncia de hiperprogramas
satisfazendo a esses trés requisitos.
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conhecidas e facilmente estendiveis a definicdo de hiperprogramas, ja que estes sdo também
bit strings finitas.

Mas introduzimos um termo novo: hiperprograma auto-ordenado. Assim como a
autodelimitacdo, a auto-ordenagido também ¢ uma clausula de “boa formagdo” das bit strings
(algo analogo as well-formed formulas da I6gica matematica). Da mesma forma que existe um
programa tal que, dado qualquer programa autodelimitado como input, ele pode decidir se
este € um programa autodelimitado, dadas certas regras de linguagem previamente, e informar

seu tamanho (sem ter que rodar o programa'®®

), existe um programa tal que, dado qualquer
hiperprograma auto-ordenado como input, ele pode decidir se este € um programa auto-
ordenado conforme as regras da linguagem e informar sua ordem sem ter que rodar o
hiperprograma.

De qualquer forma, um exemplo trivial de linguagem base de programacéo
satisfazendo as trés condicbes seria a concatenacdo de 0..01oP, onde P é um
hiperprograma autodelimitado ndo auto-ordenado de uma linguagem completa e o nimero de

zeros antes do primeiro nimero 1 diz a ordem de P.** Como a soma de bit strings
.. . , 1 1 1 ~
autodelimitadas de uma linguagem completa da 1 e vale a soma aAtptat= 1, entdo

a soma das probabilidades algoritmicas de todos os hiperprogramas da forma 0 ...01 o P dara
também 1.

Para especificarmos mais ainda nossa linguagem de programacado, fazemos com que
U,, reconhega sempre hiperprogramas de ordem > n como bit strings “mal formadas”, que
ndo sdo hiperprogramas validos para serem rodados. Obviamente, um hiperprograma de
ordem n pode computar qualquer hiperprograma de ordem < n. Note que, como a natureza é
um hiperprograma de ordem w, ela reconhece qualquer hiperprograma de ordem < w como

uma bit string bem formada.

3.5 A COMPLEXIDADE DA COMPLETUDE

18 Como é mais comum de se definir a linguagem. Ver CHAITIN, G. J. Algorithmic Information Theory. 32.
ed. Yorktown Heights: IBM, P O Box 218, 2003.

1% portanto, um hiperprograma de ordem zero teria a forma 1 o P, um hiperprograma de ordem 1 teria a forma
01 o P, um de ordem 2 teria a forma 001 o P e assim por diante.
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Assim como a natureza nos primeiros modelos de Chaitin tem sua funcdo de aptidao
BB’(N), nossa natureza terd a fungcdo BB, (N).

A funcdo de aptiddo BB, (N) é definida justamente para lancar mao da mesma ideia
que a Busy-Beaver possui de nos dar uma forma de medir a complexidade de um programa.
Cabe lembrar também da secdo 1.2.3 desta tese. Ali, podem ser encontradas maiores
explicacOes sobre o assunto. Se um hiperprograma de ordem finita possui um output maior ou
igual a BB,,(N) , quer dizer que nenhum programa de tamanho < N pode produzir um output
que seja maior que o dele. Além disso, se um hiperprograma de ordem finita possui um output
estritamente maior que BB, (N), quer dizer que nenhum programa de tamanho < N pode
produzir um output que seja maior ou igual ao dele. Ou seja, para atingir uma aptiddo maior
que BB, (N), obrigatoriamente, precisamos de um hiperprograma de ordem finita com
tamanho maior que N. E BB, (N) ndo podera ser comprimido por um hiperprograma de
tamanho muito menor que N . Portanto, a partir da comparacdo do output de um
hiperprograma com a fung¢éo BB,,(N), podemos “medir” a complexidade ou “criatividade”
desse hiperprograma.

E importante relembrar que a medida que o valor de BB, cresce, maiores
hiperprogramas serdo obrigatoriamente contemplados e, por isso, também hiperprogramas, de
ordem finita, cada vez maiores. Com isso, conforme essa fungéo cresce, obrigatoriamente
passaremos por um hiperprograma com ordem e complexidade suficientes para resolver
qualquer problema em qualquer grau de Turing finito. Em outras palavras — fazendo a
correspondéncia com a hierarquia aritmética —, conforme essa funcdo cresce,
obrigatoriamente, passaremos por um hiperprograma com ordem e complexidade suficientes
para resolver qualquer problema aritmético.

Logo, se a evolucdo de hiperprogramas por mutagdes aleatérias leva-los a calcularem
maiores e maiores valores de BB,,, entdo essa evolucdo estara sempre nos levando em direcéo
a completude da aritmética. O que é nosso objetivo.

Feito isso, para qualquer N que se queira, vamos nos focar em estimar a quantidade

média de mutac¢Oes necessarias (0 tempo de mutagédo) para se chegar a uma aptiddo BB, (N).

3.5.1 Definicéo

Seja P,g’,) 0 programa que enumera 0 conjunto Syp.
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- Nota:

Lembre que Syp também é recursivamente enumeravel. Logo, a defini¢do ndo é vacua.

3.5.2 Definicdo

Seja BB, (N) uma funcdo que retorna o maior output de qualquer hiperprograma
h € Syp tal que |h| < N.

- Nota:

Para essa funcdo estar bem definida basta que as maquinas oraculares de Turing U,,

U,, U,, ..., U, também estejam bem definidas sobre a linguagem S;p.

3.6 ASIDEIAS CHAVES DA PROVA

Podemos dividir o problema central da prova em dois. Primeiro, precisamos construir
um hiperprograma de ordem o,,, + 1 que seja capaz de decidir se qualquer hiperprograma de
ordem < o,, se detém ou nio, e seja capaz de calcular BB, (N) .*** Essa ordem o,, é dada
pelo programa no lema 3.9.1 Basicamente, a maior ordem que os hiperprogramas de tamanho
< N possuem. Dessa forma, o,, + 1 se torna a ordem minima necessaria para calcular, em
todos os casos, BB, (N). Segundo, precisamos mostrar que um programa, com N dado como

input, pode construir — ou nomear — (por isso o termo “construido recursivamente”) esse

191 Iremos definir a ordem méxima o,,, logo abaixo.
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hiperprograma de ordem o,,, + 1 (para construir uma bit string ndo quer dizer que o programa
precise ser capaz de roda-la).

Podemos comecar perguntando se existe um programa que, dado N como input, pode
retornar a ordem o,,, necessaria para cobrir todos o0s hiperprogramas que param envolvidos em
BB, (N). A resposta € sim. Para tal, basta saber qual a ordem maxima dos hiperprogramas de

tamanho < N. E justamente isso que o programa PA%) faz.

Em seguida, definimos outro programa P,f,(\’,) que, com N e com o valor dado por P,\E,(g
como inputs, retorna todos os hiperprogramas de Syp com tamanho < N e ordem < o,,. Pela
construcdo de o,,, esse programa retornara todos os hiperprogramas de tamanho < N.

Assim, tomemos agora um hiperprograma PIS"’"“) que pega essa sequéncia de

hiperprogramas dada por P,f,?,), roda todos esses hiperprogramas e retorna 0 maior output que

eles calcularem. Caso algum deles nunca pare, o oraculo de ordem o,, + 1, ao qual P,§°m+1)
tem acesso, pode responder.
Como P,§°m+1) é capaz de contemplar todos os hiperprogramas de tamanho < N,

192

podemos montar—- outro programa PT("’”“) que, com N como input e baseado na quantidade

de hiperprogramas dada por P{°™*", nos retorne um valor > BB,,(N).** Em notagio mais

precisa, teremos:

(vo(PizoeN)+1) (n+1) ©
O ) BT RO

Uo(BSy o N) e N))) = BB, (N)

O que finaliza a primeira parte da prova.
Para demonstrar a segunda parte, isto é, que PT(O’”“) € uma bit string que pode ser
construida por um programa PP(:) a partir de N como input, basta notar que 0s processos que

efetuamos (e que deixamos omitidos por ja serem conhecidos na literatura) para provar que

existe tal e tal hiperprograma, nos diz como deve ser 0 programa ou quais sub-rotinas que

192 \er definigdo 3.4.9.

(0)
i H ) Ug(Pr,AoN )+1
193 A rigor esse hlperprograma sera da forma PT( 0( Mo ) )
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chamam ndmeros oraculares. Além disso, o,, € um valor construtivo de forma trivial a partir

de um programa com N como input. Note que para montar o hiperprograma PFE"’””) ndo é
necessario saber os bits dos nimeros oraculares, s se precisa saber o0 programa que chama os
n primeiros bits de um numero real binario. Isto é, s6 precisamos montar um programa de
uma maquina universal de Turing com varias fitas (a principal, onde vai o programa, e outras
extras, as quais podem conter bit strings infinitas arbitrarias), de forma que as fitas extras

sejam preenchidas, no nosso caso, por numeros oraculares.

Por fim, seja P" o PP(;)) o N um hiperprograma (de ordem zero) que ignora seu input e
que retorna UO(PFSS) oN ) Ou seja, retorna a bit string PT("’"“) o N, a qual passara a ser o

proximo organismo.** Como P’oPP(;f) o N é um hiperprograma (em particular, de ordem
zero), ele pode ser uma mutacéo algoritmica. Seu tamanho ser& da ordem de C + H(N), onde
C é uma constante. Por uma estimacgdo ja conhecida na teoria da informacdo algoritmica,

teremos que a probabilidade desse hiperprograma de ordem zero ocorrer sera

1
>
C"* N * (log, N)1+€

onde C’ e € sdo constantes. Logo, a quantidade média de tentativas para que ocorra essa
mutacdo serda < C” * N * log, N1*€. Um tempo bem préximo de ser linear, o que é bem rapido
se comparado com o primeiro modelo de busca exaustiva, e mesmo com o modelo de
evolucdo cumulativa, os quais Chaitin ja apresentou. Ou seja, 0 modelo de busca exaustiva

para hiperprogramas é, aproximadamente, tdo ou mais rapido que uma funcao linear em N.

3.7 PROVOCACOES A UM UNIVERSO NAO COMPUTAVEL

194 E bom lembrar que todo organismo é um hiperprograma de ordem finita a ser rodado pela natureza, um
hipercomputador.
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A primeira coisa que um leitor poderia, agora, se perguntar é que tipo de biologia ou
natureza suportaria seres vivos com tamanha capacidade de computo? Tomando como
verdadeira a hipotese de que o modelo para a evolugdo da vida proposto neste capitulo é
fidedigno a biologia do “mundo real”, os organismos seriam, no minimo, sistemas nao
computaveis. Seriam sistemas fisico-quimicos tdo complexos que nenhum computador, por
mais poderoso que fosse, poderia dar conta de emula-los.

Nesta secdo langaremos algumas provocacdes acerca dos resultados alcancados neste
capitulo. Por essa razdo, torna-se mais importante para nos apresentd-las e coloca-las em
relacdo com o presente trabalho do que discutir a fundo cada item aqui mencionado. Ademais,
muitas delas, por serem posicOes filosoficas e/ou objetos de investigacdo cientifica, ainda
propagam profundas discussdes em suas respectivas areas.

Primeiramente, devemos voltar a dizer que, aqui, estamos deixando de lado qualquer
outra propriedade qualitativa que possa emergir dos sistemas bioldgicos, da mesma forma que
discutimos na secdo 1.4, a qual também estd intimamente ligada com as questdes de agora.
Por exemplo, deixamos de lado propriedades hipotéticas como “alma”, “espirito” ou qualquer
tipo de dualismo que ndo entenda um ser vivo apenas como um sistema de relagdes entre
objetos, conhecidos ou ndo — enfim, que ndo entenda 0s seres vivos como sistemas.

Como ja falamos no capitulo anterior, esse tipo de visdao pode ser chamada de
“funcionalismo’. Mas ndo assumimos essa postura filoséfica porque desconsideramos as
outras e sim porque é a que compete ao campo de discussdo que esta tese abrange. Em ultima
instancia, tanto o computo quanto o “hipercomputo” sdo processos que correspondem a
modificacdo de estados de um sistema. Estados estes que sd0 compostos apenas por “coisas”,
objetos ou entes. Nao importaria do que esse sistema ¢ “feito”, mas somente as relagdes entre
as “coisas” do que ele ¢ “feito”. Tudo isso vale, com certeza, uma investigacao filos6fica mais
aprofundada tanto na biologia, fisica e ciéncia cognitiva, porém, tal propdsito extrapola o
escopo de presente estudo.

E claro que uma das hipdteses que perpassam todo o texto é a tese de Church-Turing.
Aqui, nds a assumimos. O que nos permite passar do ambito algoritmico para o recursivo dos
sistemas formais da légica matematica e, entdo, para o computacional. O caminho inverso
também é valido. Por tratar de algoritmos, ela tem um dos pés fincados na informalidade da
“nao cientificidade”. A no¢do de algoritmo permanece como algo autoevidente para a nossa
intuicdo, a0 mesmo tempo que permanece “ nao formalizavel”. De qualquer forma, por
exemplo, o conceito de maquina oracular de Turing e a prépria equivaléncia entre os graus de

Turing e a hierarquia aritmética — a qual vamos utilizar largamente a partir de agora —
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necessitam, em sua fundamentagédo filosofica, que esta tese seja considerada um ponto de
partida, tacito ou néo.

Dito isto, voltemos a pergunta: 0s seres vivos sdo sistemas incomputaveis? A primeira
coisa a ser considerada é que a incomputabilidade relativa e os resultados do Capitulo 1
corroboram com uma biologia computavel, ao mesmo tempo em que ela nos pareca nao ser. A
segunda, ndo menos importante, € que ndo é porque um resultado corrobora com alguma
hipdtese que essa hipotese é verdadeira ou mais provavel. Tratar o assunto desse modo seria
uma “falacia epistemoldgica” de nossa parte.

Em particular, o fenémeno da incomputabilidade relativa metabioldgica serve como
uma contra-resposta a algumas criticas a computabilidade da vida, i.e., dos organismos. Essa
critica em geral é feita levantando argumentos a favor de uma ndo computabilidade dos
fendmenos bioldgicos. Suscitaremos alguns deles.

Por exemplo, a vida poderia ser analdgica. Por isso, as grandezas que medem as
propriedades fisico-quimicas assumiriam valores dentro dos numeros reais, 0 que, em muitos
casos, tornaria impossivel para qualquer computo capturar todas as relacdes. Se estas tiverem
uma cardinalidade ndo enumeravel, ndo discreta, enquadram-se nesse caso. Um exemplo
matematico dessa possibilidade seria considerar as redes neuronais dos animais como sendo
redes neurais (aquelas largamente utilizadas em computacdo) cujos pesos podem assumir
valores reais. 1sso permitiria a elas realizarem hipercoémputos ou, nas palavras de Siegelmann
e Sontag, permitiria que elas fossem “super-Turing machines”.*®

Obviamente, a vida sendo analdgica implica o Universo ser também analégico, pois o
ultimo contém a primeira. Ai, se iniciam também novas discussdes sobre a continuidade ou
“discretude” da fisica. Por um sentido inverso de argumentacdo, o mundo fisico sendo, de
alguma maneira'®, incomputavel permitiria que os sistemas vivos também o fossem. Uma
possibilidade de construir um hipercomputador real, caso essa hipdtese seja suficientemente
forte, pode ser vista em Doria (2006)'%". Neste caso, um sistema fisico que seja capaz de
realizar computos e solucionar certo tipo de calculo integral, podera superar o limite do

computavel. Mesmo que isso permaneca como uma hipotese — inclusive, sendo de suma

1% SIEGELMANN, H. Neural and Super-Turing Computing. Minds and Machines, n. 13, 2003. 103-114

1% por exemplo, seguindo a hipdtese de Penrose. Ver SZUDZIK, M. The Computable Universe Hypothesis.
arXiv, Dezembro 2010.

DA COSTA, N. C. A.; DORIA, F. A. Some thoughts on hypercomputation. Applied Mathematics and
Computation 178, 2006.
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importancia um teste experimental — ainda cabe a pergunta: por que 0S seres Vivos nao
poderiam ter encontrado um meio de realizar essa ou outra tarefa ndo computavel?

Na prépria biologia existe a afirmagéo famosa de Jaques Monod*® de que a sequéncia
de aminoacidos em uma proteina se apresenta de forma aleatéria. Dada uma cadeia de 200
aminoacidos em uma proteina, mesmo sabendo os 199 primeiros, ndo haveria procedimento
nem regra que possa prever qual sera o ultimo aminoacido. Independentemente da extensao
da validade dessa tese cientifica,'®® vamos supé-la, por um instante, como verdadeira, ou
supor que, pelo menos, é, de fato, dificilimo para n6s e nossos computadores decodificarmos
as proteinas. Entdo, como as proteinas sdo sintetizadas pelo proprio organismo, podemos
dizer que grande parte dela foi codificada pelo “programa®® do organismo ou, em nossas
palavras, codificadas pelo ser metavivo. Algo aleatorio para nés e para nossa computacao,
mas que ¢ “computado” pelo ser vivo nos levando a crer que o0 ser vivo ndo pode ser
computavel. Ele deveria, entdo, hipercomputar.

Tudo isso sdo campos de discussdes, quem sabe, infindaveis do mundo cientifico e
filoséfico atual. Todavia, o que podemos dizer neste trabalho € que os resultados do Capitulo
1 apenas colocam de volta o papel do observador em todas essas questdes: € possivel nos,
seres vivos, “observarmos” o mundo bioldgico ou fisico como ndo sendo computavel, embora
0 mundo biologico ou fisico seja computavel. Por qué? Poderiamos ser subcomputadores, ou
subsistemas, contidos em um sistema fisico-quimico que suporta a vida e que é computavel,
porém, num nivel acima do nosso.?’! O que, por mais esquisito ou irénico que possa parecer,
faria a hip6tese da vida computavel®* ser consistente, inclusive, com os argumentos contra
a computabilidade da vida.

Contudo, podemos defender a posicdo do paragrafo anterior — ou apostar nela? N&o.
Nosso resultado sé diz que existe mais uma possibilidade, mas ndo afirma que é a mais
provavel ou a correta. Portanto, sim, os seres vivos podem ndo ser computaveis, eles podem

ser hipercomputadores. Eles podem nao parecer computaveis e “realmente” ndo ser

1% MONOD, J. Chance and Necessity: An Essay on the Natural Philosophy of Modern Biology. New York:
Alfred A. Knopf, 1971. ISBN 0-394-46615-2.

1% HUNTER, C. Fred Sanger, Protein Sequences and Evolution Versus Science. Darwin’s God, 2013.
Disponivel em: <http://darwins-god.blogspot.com.br/2013/11/fred-sanger-protein-sequences-and.html>. Acesso
em: 17 Margo 2015.

200 A5 aspas estdo aqui porque pode ser, na verdade, um hiperprograma.

201 0 qual, por exemplo, poderia ser capaz de computar funcdes que seriam incomputéveis para nos.

202 A hipGtese de que 0s seres Vivos seriam sistemas computaveis.
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computaveis. E uma possibilidade que devemos considerar de forma equivalente. Pois, essas
duas possibilidades antagonicas nos parecem, até o momento, “equiconsistentes” com a
biologia.

E agora? Como lidamos com isso? Como dito no inicio deste capitulo, é nessa linha
que a investigacao sobre a evolucdo de hiperprogramas se torna necessaria. E foi essa nossa
intencdo: mostrar que é possivel uma evolucdo — por sinal, muito rapida — de
hiperprogramas ou hiperorganismos de forma a cobrir todo o espago de problemas sobre
verdades matematicas usuais, como a aritmética. Uma tarefa consagrada na literatura como
altamente incomputével.

Assim, escolhemos trabalhar com hiperprogramas de ordem finita, correspondendo-os
aos problemas na hierarquia aritmética. A natureza precisa se tornar um hiperprograma mais

poderoso ainda, de ordem infinita®®

, justamente porque ela precisa saber se qualquer
hiperorganismo produz um output ou ndo, e saber calcular qual é esse output. A nossa
hipernatureza precisa ter acesso a todos os oraculos de ordem finita, precisa ser capaz de
rodar qualquer hiperprograma de ordem finita.

Vamos fazer uma ressalva agora.

Para um leitor atento, é natural se perguntar: por que usamos hiperprogramas auto-
ordenados? Sabemos que, na literatura, essa ndo é a forma usual de se trabalhar com maquinas
oraculares de Turing (programas com sub-rotinas que podem consultar oraculos para realizar
seus computos). Nossa demonstracdo necessita dessa propriedade para funcionar. Do
contrério, os hiperprogramas poderiam ser autodelimitados, com a soma da probabilidade de
todos resultando em 1, mas que, somente quando rodados por maquinas oraculares de

204 elas possam saber qual a ordem destes.?®® Assim, o argumento mateméatico deste

Turing
capitulo ndo se aplicaria. Talvez, para esse caso, possamos provar semelhante resultado, ao
qual chegamos, utilizando mutacdes que sejam hiperprogramas de qualquer ordem finita e néo
apenas mutacOes algoritmicas (hiperprogramas de ordem zero). Esse é um problema
matematico a ser investigado no futuro.

Cabe lembrar que a mesma coisa vale para a autodelimitacdo de hiperprogramas.

Podemos, sim, trabalhar com hiperprogramas cujo tamanho sé pode ser determinado quando

293 Sya ordem é o primeiro ordinal limite: w.
24 De ordem igual ou superior.
205 Quando s6 se pode saber a ordem de um hiperprograma rodando-o, diz-se que ele é ordenado on the fly.
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rodados por sua respectiva maquina oracular e ainda assim serem autodelimitados. No
entanto, para o presente trabalho, um caso ou o outro ndo influencia no resultado final, pois,
Syp € recursivo.?®

De qualquer forma, a auto-ordenacdo ndo nos é, de forma alguma, uma escolha
arbitraria para fazer a prova funcionar. Pelo contrario, est4 calcada em hipoteses e teses além
da metabiologia. Podemos elencar alguns argumentos que podem corroborar com a auto-
ordenacdo dos hiperorganismos, porém, com certeza, esses sao temas que ainda carecem de
muita discussdo. Pode ser que um modelo satisfatorio para a evolucdo de hiperseres vivos nao
se baseie em hiperprogramas auto-ordenados. Todavia, vamos deixar essa possibilidade para o
futuro e nos fixar em tentar fundamentar um pouco melhor a hip6tese contréria.

A primeira questdo a favor da auto-ordenacdo € bastante pragmatica em relacdo a
matematica. Note que, desconsiderando somente a propriedade auto-ordenativa, a soma de
todas as probabilidades de todos os hiperprogramas autodelimitados de ordem n sera 1. A
soma de todas as probabilidades de todos os hiperprogramas de ordem n + 1 serd 1. E assim
por diante. Logo, a soma de todas as probabilidades de todos os hiperprogramas de ordem
finita dard infinito e ndo 1. O que é tudo que ndo queremos ao definir um espago de
probabilidades. Por causa disso, realmente, adicionar um prefixo autodelimitado que informa
a ordem méaxima dos oraculos de ordem finita que podem ser consultados pelo hiperprograma
a frente é uma excelente forma de fazer a soma final dar 1 e n&o infinito.?”” Um problema
matematico interessante para o futuro se torna, também, averiguar se a soma final resultar 1
implica ou ndo algum tipo de auto-ordenacgao.

Se formos, agora, pensar em termos de engenharia da computacdo — ou engenharia da
hipercomputacdo, se um dia houver —, podemos adquirir uma intuicdo sobre o assunto que
estamos falando. VVamos fazer, entdo, uma experiéncia mental. Se chegarmos a construir um

208 que é um hipercomputador de ordem 1

hipercomputador de ordem 1, o qual “provarmos
por meios tedricos e cientificos, ndo é absurdo dizer que “saberemos” diferenciar esse

hipercomputador de um computador normal ja conhecido.

2% Claro, Syp pode ndo ser recursivo num modelo mais adequado para 0s organismos. E isso também invalidaria
o0s teoremas deste capitulo. Porém, muitas das justificativas para a auto-ordenacéo também tém respaldos
analogos para a recursividade de Syp. Principalmente a do Gltimo paragrafo desta secéo.

27 \/er secdo 3.4.

2% Que seja algo amplamente aceito pela comunidade cientifica ou geral.
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Mas como “provamos” tal coisa? Se os proprios metodos e hipoteses que nos levarem
a essa convicgdo forem algo que reconhecemos e for algo que consigamos classificar, eles
mesmos ja serviriam como uma forma de diferenciar um hipercomputador de um computador.
Portanto, em tese, poderiamos elaborar um procedimento recursivo — ou algoritmico, se
preferir — que possa diferenciar tal hipercomputador de um computador comum. Se esse
procedimento recursivo existir, entdo o0s hiperprogramas desses hipercomputadores
hipoteticamente reais serdo auto-ordenados. Em particular, pois, existe um programa que
calcula a ordem de seus hiperprogramas. O que cai na definicdo de auto-ordenacdo. Esse
programa é justamente dado pelo procedimento recursivo acima.?*

Continuando nessa linha de pensamento, se construirmos, posteriormente um
hipercomputador de ordem 2 que “sabemos”, pelos mesmos®'® meios cientificos e teéricos,
que é um hipercomputador de ordem 2, entdo seus hiperprogramas serdo também auto-
ordenados, por motivos analogos ao caso do paragrafo anterior.

Fazendo essa experiéncia mental para qualquer hipercomputador de ordem finita,
conseguimos uma hierarquia de hipercomputadores hipoteticamente reais para 0s quais um
modelo com hiperprogramas auto-ordenados faz total sentido. Agora, troque o papel de
“construtor”. Coloque a natureza no lugar de “n6s”, do inicio da vida até hoje. Um modelo
com hiperprogramas auto-ordenados também faria total sentido.

Vamos para um caso extremo agora.

Suponha um espaco de hiperprogramas / hiperorganismos de ordem finita tal que nao
exista nenhum hiperprograma de ordem finita que possa dizer a ordem dos hiperorganismos.
Isto é, a ordem deles s6 poderia ser dita pela prépria hipernatureza, uma maquina oracular de
Turing com acesso a todos os oraculos de ordem finita. Mas lembre-se que a hipernatureza sé
permite hiperprogramas de ordem finita como organismos, portanto, ela precisa excluir todos
aqueles que chamam uma quantidade infinita de oraculos, pois, estes hiperprogramas nunca
parariam. Seria a hipernatureza capaz de decidir sempre se um hiperprograma chama infinitos
oraculos de ordem finita ou ndo? Esse é mais um problema matematico aberto a investigagao.
Se a resposta for negativa, a hipernatureza ndo poderd cumprir seu papel em diversos casos.

Em particular, naqueles em que o hiperorganismo chama infinitos oraculos e ela ndo consegue

209 | embre-se da tese de Church-Turing.
210 N&o necessariamente os mesmos. Mas a teoria envolvida para “provar” a ordem dos hipercomputadores
hipoteticamente reais precisaria ser axiomatizavel ou computavel. O que é ndo é uma hipdtese absurda.
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saber que ele o faz. Ela precisaria “matar” ou “descartar” esses hiperprogramas, mas nao
saberia que deve fazé-lo. Portanto, no caso dessa resposta negativa, se faria necessario algum
tipo de auto-ordenacao.

S&o hipdteses e possibilidades. De qualquer modo, a auto-ordenacgao que usamos evita
esses problemas de forma econdmica e simples. Somente se requer que exista um programa
que possa saber a ordem de qualquer hiperprograma sem precisar rodar esse hiperprograma
numa maquina oracular de Turing. Além disso, tudo o que hiperprogramas de ordem finita
ndo auto-ordenados podem calcular, os hiperprogramas auto-ordenados também podem, e
vice-versa. A guisa de verificagdo, basta adicionar um prefixo de auto-ordenagio — como
fizemos neste capitulo — com a ordem méaxima de um hiperprograma de ordem finita nédo
auto-ordenado a este Gltimo. O hipercobmputo serd o mesmo. Do ponto de vista de
simplicidade e economia de recursos computacionais, ndo haveria mais vantagem para a
natureza de ordem infinita criar a vida com organismos que sdo hiperprogramas nao auto-
ordenados do que com auto-ordenados. Mas ndo fazemos a minima ideia se a natureza
biolégica possui, de fato, essas duas propriedades. Por enquanto, sé poderiamos dizer que,

para nds, isso é mais razoavel, e apenas isso.

3.8 O QUE PODEMOS PENSAR A PARTIR DAQUI?

NOs mostramos que € possivel a evolucdo de hiperprogramas. Em particular,
provamos que existe um programa, com N como sSeu input, que retorna um
organismo/hiperprograma que pode calcular um nimero maior ou igual a BB,,(N) como seu
output. Tal organismo/hiperprograma tem ordem e complexidade suficientes para saber o
output de qualquer hiperprograma de tamanho < N, i.e., se eles param ou n&o.

Para calcular valores cada vez maiores de BB, precisamos de
hiperprogramas/organismos de tamanhos cada vez maiores também. Para todo problema
aritmético existe um grau de Turing finito correspondente capaz de conté-lo; e para todo grau
de Turing finito existe um hiperprograma de ordem finita que é capaz de dar conta dele. Por
isso, conforme BB, cresce, passaremos por todos os hiperprogramas capazes de resolver
problemas aritméticos. Em consequéncia disso, mostramos que é possivel uma evolugdo de
hiperprogramas capaz de nos levar em direcdo a completude da aritmética — e ela ocorre com

bastante rapidez.
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Como o tempo de mutacdo (a quantidade média de mutacdes algoritmicas aleatérias
necessarias) para o programa/mutacao que construimos aparecer aleatoriamente é < C * N *
(log N)1*¢, podemos dizer que a evolugdo metabioldgica de hiperprogramas que definimos
aqui ocorre em tempo quase linear em N, ou até mais rapido.

E sempre importante lembrar que o caso que estudamos neste capitulo foi analogo a

1

busca exaustiva de Chaitin?*!. No entanto, nesta os programas evoluem em direcdo a

complexidade de Q em tempo de mutacdo exponencial *?

em N. O proprio modelo de
evolucdo cumulativa chaitiniano, apesar de mais rapido que o exaustivo, evolui em tempo de
mutacdo pouco maior que quadratico em N. Ao que parece, quando se pdem oraculos no

213 ocorre com mais rapidez.

“jogo da evolugdao” de seres metavivos, a propria evolucao
Obviamente, estudar por que tanta diferenca do caso chaitiniano para o0 caso de
“hiperorganismos”, o qual mesmo com mutacdes “cegas” pode evoluir mais rdpido que em
tempo linear, pode ser um topico interessante de investigacao teorica.

Outra questdo que se pode extrair deste capitulo — talvez até mais filoséfica que
puramente matematica — é que pudemos enumerar hiperprogramas que se aproximam sempre
da completude da aritmética. Mas os problemas aritméticos ndo podem ser resolvidos por
nenhuma funcdo recursiva. Entdo, como pode existir um programa que enumera
hiperprogramas (os quais podemos entender também como funcdes) capazes de resolver o
problema aritmético desejado? Nenhum programa pode ir resolvendo todos os problemas na
hierarquia aritmética, porém, existe uma enumeragdo de hiperprogramas que, por sua vez,
podem! No fundo, essa enumeracdo de hiperprogramas se calca numa enumeragdo de
oraculos.

Fazendo uma metafora: ndo podemos dar infinitos passos, porém, podemos falar sobre
alguém que pode. Talvez, isso esteja intimamente ligado ao “fato” de que mesmo que um
matematico ndo possa sempre saber se uma sentenca aritmética é falsa ou verdadeira, ele pode
definir ou construir um sistema que pode — e isso tem sido feito bastante em ldgica

matematica. >** O capitulo 3 acentua essa hipotese. Programas também podem falar sobre a

11 CHAITIN, G. Life as Evolving Software. In: ZENIL, H. A Computable Universe: Understanding and
Exploring Nature as Computation. [S.1.]: [s.n.], 2012. p. 277-302. ISBN 978-9814374293.

212 Especificamente, de base 2.

23 De hiperorganismos, sistemas incomputaveis.

214 Mais sobre o tema pode ser visto em ABRAHAO, F. S. Demonstrando a Consisténcia da Aritmética.
Dissertacdo de mestrado. ed. Rio de Janeiro: Universidade Federal do Rio de Janeiro, 2011.
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completude, sem serem, na verdade, completos. Aqui, outra vez, nos entrelacamos com as
questdes do capitulo 1. Alem disso, note que mais uma vez nos deparamos com um “danga”
entre lingua e metalingua. Pode ser que tais coisas também tenham a ver com nossos
pseudoparadoxos metalinguisticos. Um campo de investigacdo futuro poderia ser
demonstrar se essa hierarquia de hiperprogramas pode ser relativizada da mesma forma que
relativizamos a incomputabilidade no capitulo 1. Algo que ja chamamos de
hipercomputacdo relativa recursiva.””® E qualquer semelhanca com os problemas da
filosofia da linguagem sobre semidtica e teoria dos conceitos ndo é mera coincidéncia.

Vamos “pensar mais alto” entdo: nds ainda conseguiriamos ir além da complexidade
suficiente para obtermos a completude da aritmética? Existiriam funcBes ainda néo
computaveis por essa “hipernatureza” — um hiperprograma de ordem w? Note que nesse
capitulo os organismos/hiperprogramas estéo limitados para serem sempre de ordem < w.

De fato, por exemplo, existe um nimero ndo enumeravel de subconjuntos dos nimeros
naturais que ndo podem ser definidos por sentencas aritméticas. Isto é, o numero de
subconjuntos dos nimeros naturais sobre 0s quais ndo podemos perguntar € muito maior que
o daqueles que podemos. Nossa “hipernatureza” de ordem w SO € capaz de computar uma
quantidade enumeravel de problemas, o que estaria muito longe ainda do que desejamos
agora. Isso tudo esta refletido também nos graus de Turing, pois existe uma quantidade nédo
enumeravel (do tamanho do continuo) desses graus.?*®

Logo, pulando vérias outras questbes técnicas da matematica, chegariamos a
necessidade de um hiperprograma/natureza de ordem, minimamente, w®. O que supera todos
0s hiperprogramas de ordem transfinita que computam subconjuntos dos nimeros naturais.

Pois, entdo, montamos outro problema maior para a metabiologia: considerando a

natureza um hiperprograma de Ug o, 0,,..0 1,0 2.0 5. = Uye, CONseguiremos uma evolugéo
,02,03,.,Q,,1,0,2,Q 3,

de hiperprogramas (de ordem < w®) capaz de ir computando todos os subconjuntos dos
ndmeros naturais? Note que isso € equivalente a ir computando todos 0os nimeros reais. Seria
0 analogo (e mais abrangente) do que fizemos para a aritmética no presente capitulo: uma

evolucdo capaz de ir computando todas as verdades aritméticas.

215 \/ide secdo 1.4.1.
21 ROGERS, H. Theory of recursive functions and effective computability. 3 ed. [S.1.]: MIT Press, 1992.
ISBN 0-262-68052-1.
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Se o leitor, embarcado no espirito cantoriano desse capitulo, ainda estiver insatisfeito
com tamanho nivel de complexidade para a natureza — uma natureza capaz de computar todo
namero real — e se predispor, inclusive, a ultrapassar a propria concepc¢do majoritaria da fisica
moderna sobre o quao complicado € o universo, ainda podemos ir além: subir a “escada” de
todos os ordinais, como era desejo de Cantor. Qual ordem de hiperprograma seria capaz de

computar todos os conjuntos que a matematica, ou o matematico, poderia conceber? Essa

super “hipernatureza” precisaria ter uma ordem muito maior que w, w®, w®” ou além.
Poderiamos chegar a “computar” todos os conjuntos? Até onde a evolugdo de hiperprogramas
pode nos levar? Qual a maior classe de questdes indecidiveis da matematica que a evolugéao
metabioldgica é capaz de contemplar usando o conceito de hiperprogramas?

Este capitulo alonga muito mais o diametro do “abraco” que a metabiologia pode nos
dar ao entendimento da vida e da Natureza. E o faz trazendo para nos a possibilidade de
estudar matematicamente a evolucdo de sistemas tdo complexos que podem ultrapassar, o
quanto se queira, a fronteira do computavel. E evidente também que essas questdes
reverberam muito nos problemas fundamentais da biologia e, também, da fisica. Justamente,

elas perpassam a discussao sobre vida artificial indo até a computabilidade do Universo.

3.9 EM DETALHES MAIS FORMAIS

3.9.1 Lema

Existe um programa P,V(,OO) que recebe N como input, enumera todo hiperprograma de

Syp com tamanho < N usando P,gg) e retorna a maior ordem o,, que estes hiperprogramas

tém.
- Notas:

Lembre que Syp €, por definigdo, recursivo. Como todo hiperprograma é uma bit

string, existird um programa que da todas as bit strings de tamanho < N que pertencem a Syp.
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3.9.2 Lema

Seja P,f,(\),) 0 programa que recebe n e N como inputs e retorna um array de
hiperprogramas de S, que contém todos os hiperprogramas de Sy, com tamanho < N e

ordem < n.

- Notas:

Lembre que, por definicdo, Syp € um conjunto recursivo, autodelimitado e auto-
ordenado. Logo, decidir o tamanho e a ordem de um hiperprograma € uma tarefa recursiva.
Posto isso, construir esse array como output se torna possivel.

Podemos entender esse array como uma sequéncia de hiperprogramas. Por exemplo, a
primeira bit string autodelimitada informa a quantidade de hiperprogramas subsequentes,
entdo, concatenamos 0 primeiro hiperprograma com essa primeira bit string; dai,
concatenamos 0 segundo hiperprograma; e assim por diante. O resultado é uma bit string
finita contendo os hiperprogramas de Syp que tem tamanho < N e ordem < n. No entanto,

qualquer que seja 0 processo recursivo para se montar esse array ele tem que ser 0 mesmo

que o programa PPE””), a seguir, e programado para reconhecer ao ler seu input.

3.9.3 Lema

Existe um hiperprograma PI§"+1) recursivamente construtivel a partir de n que recebe
como input um array de hiperprogramas e retorna 0 maior output dos hiperprogramas de Syp

com ordem < n que pertencem a esse array.

- As principais ideias dessa prova:
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Esse array de hiperprogramas nada mais € que uma sequéncia concatenada de

hiperprogramas de Sy p tal que ela informa quantos hiperprogramas estdo nela. Caso contrario,
Pg"“) ndo saberia quando parar de ler seu input.

Assim, o hiperprograma Ph(,"“) I a si mesmo identificando sua prépria ordem. Entéo,

I& todos os elementos do array e seleciona apenas aqueles hiperprogramas com ordem < n.

Lembre-se da defini¢do de Syp. Como PPE"“) é de ordem n + 1 ele pode saber sempre se um
hiperprograma de ordem < n + 1 se detém ou ndo. Dai, pode-se calcular qual o maior output

daqueles que produziram outputs.

Para provar que P,§”+1) é recursivamente construtivel a partir de n, basta primeiro
notar que programar um programa para ler a si mesmo e identificar sua propria ordem, a qual
ja esta dentro dos moldes da linguagem S, — que é recursiva por definicao —, €, trivialmente
recursivo. ldentificar as ordens de outras bit strings de Sy, também sera, por motivos
parecidos, um processo recursivo. Portanto, somente precisamos construir um processo que
consulte os oraculos de ordem n + 1 para calcular os outputs desses hiperprogramas de ordem
< n dentro do array. Esse processo de “chamada” nao depende dos oraculos nem do que eles
dizem, depende apenas de como eles estdo indexados (obrigatoriamente de forma
recursivamente enumeravel) na linguagem de programacao.

Vamos explicar melhor. Conhecemos bem o programa Hg que usa (2, por exemplo,
para resolver o problema da parada. E com ele que provamos que é equivalente saber os
digitos de Q e resolver o problema da parada.

O programa Hg, que usa €, para resolver o problema da parada para U; €
essencialmente 0 mesmo, s6 que relativo a U; ao inves de U. Em outras palavras, para

enumerar os hiperprogramas de ordem 1 que param, Hg, roda os hiperprogramas de U; no

lugar dos programas de U (que é o que H faz) — e eles séo basicamente programas de U que

podem consultar uma fita extra qualquer, arbitraria®’

. No nosso caso, por construgéo,
convencionamos que o0 que preenche essa fita sdo digitos de €, porém, essa fita ndo pertence
ao programa Hg,,. Se pertencesse, ele ndo seria um programa e sim uma maquina oracular de
Turing. Quando a fita extra for, de fato, preenchida por Q, entdo esse programa passa a

satisfazer a nossa definicdo de hiperprograma.

27 _embrar da definicdo 3.3.1.



155

Por sua vez, teremos 0 programa Hy,, que sera 0 mesmo que Hg, so que relativo a U,
ao invés de U.?'® Para enumerar os hiperprogramas de ordem 2 que param, Hq, roda os

hiperprogramas de U, no lugar dos programas de U (que é o que H, faz), os quais sao
basicamente, programas de U que podem consultar, agora, duas fitas extras quaisquer.
Esses argumentos valem para todo €2, com n finito, formando uma cadeia Hg, Hg,,,...

de programas®*® que s&o recursivamente construtiveis. Portanto, por um argumento de inducéo

matematica, esse processo de “chamada” e decis@o também se torna um processo recursivo
(n+1) ; ; ; ; (M 4
para qualquer nem P;"" . Isto € a mesma coisa que dizer que, sim, para qualquer n, P, é

uma bit string diferente de P,§n+1). Porém, existe um programa que sabe qual é essa diferenca.

Uma vez resolvida a questdo de quais hiperprogramas h(™ de ordem n param ou nio
por um hiperprograma de ordem n + 1 recursivamente construtivel a partir de n, basta outro
hiperprograma de ordem n 4+ 1 também recursivamente construtivel a partir de n que pega

esses h(™’s que se detém e os roda em U,,. E, depois, seleciona o maior valor.
Portanto, dado n, existe um programa que retorna a bit string P,§"+1). E este que atesta

que PPE"“) € recursivamente construtivel a partir de n.

394 Lema:

Seja PT("“) 0 hiperprograma de ordem n + 1 que recebe N como input e enumera
todos os hiperprogramas de Syp com tamanho < N e ordem < n usando 0 programa P,f,‘\’,).
Ent&o, informa esses hiperprogramas como input para P,§"+1) e retorna o valor desse Gltimo

computo. Ou seja, P+ retorna U4 (Pé”“) o (U(PTS\’,) ono N))).

- Nota:

#* E 0 mesmo vale para Hy,.
219 pois, estdo “despidos” de seus niimeros oraculares.
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A existéncia desse programa depende somente de P,§”+1) e P,S\),). E importante lembrar

que o output de U(P,f,?,) ono N) ja é colocado na forma que P,§"+1) recebe seus inputs.

E natural perguntar agora como 0 programa PT(”“) se relaciona com BB, (N). Na
verdade, ele estd aqui justamente para cumprir o papel de calcular BB, (N). Porém, isso sO
acontecera se n for suficientemente grande, pois precisamos que n seja maior ou igual a maior

ordem presente entre os hiperprogramas de tamanho < N. Para isso, vamos usar 0 programa

(0)
Puo-
3.95 Lema:
P(n+1) 4 . : :
~ é construtivel recursivamente a partir de n.
- Demonstragéo:

O programa P,f,?,) é recursivamente construtivel de forma trivial, pois é um programa. E um

procedimento também recursivo o programa PT("“)

poder ler a si mesmo e a sua propria
ordem para formar a bit string P> o .o N.

Dar o output de U (P,f,?,) onoN ) também € recursivo.

Lembre, pelo lema 3.9.3, que P,§"+1) é também recursivamente construtivel a partir de n.
Logo, o programa que monta 0 programa que recebe N como input e monta P,§n+1) °
w (Pn(,?,) ono N)) também sera recursivamente construtivel a partir de n.

Temos que um hiperprograma h” que roda outro hiperprograma h de mesma ordem tal que
este é recursivamente construtivel também é recursivamente construtivel, pois, ele s precisa
executar as mesmas tarefas que outra bit string na fita principal de U, ,; executa. Como as

sub-rotinas de U, ., sdo bem conhecidas — em particular, trata-se de uma maquina universal
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de Turing com uma fita principal e outras n fitas extras —, pode-se programar um algoritmo

que emule U, rodando h.??° Note, também, que nenhum oraculo — ou nenhuma fita extra — é
consultado até que P™*Y comece a rodar Uy, (P,§”+1) o (U(P,f,?,) omo N))), ie., até que

comece a rodar esse h’.

Portanto, um hiperprograma que recebe N como input e depois roda U4 (Pé”*l)o

w (P,f,?,) °omo N))) € recursivamente construtivel a partir de n.

3.9.6 Teorema:

),
Existe um hiperprograma pT(UO(PMO N)+1)

(vo(Pigpen)+1)
UUO(PI%ON)H <PT " oN| = BB,(N).

que recebe N como input tal que

- Prova:

Basta notar que todos os hiperprogramas de Sy, de tamanho < N estardo no output de

U (P,S\’,) o UO(PAS,OO) 0 N) ° N). Logo, pela definicdo do hiperprograma P+, teremos que o

valor final retornado por

(vo(Pigpen)+1) _ ) ) .
P, o N vai ser obrigatoriamente o maior output dos

hiperprogramas de Syp com tamanho < N. m

3.9.7 Corolario:

220 Obvio, caso esse algoritmo seja rodado por uma maquina oracular de mesma ordem.
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P(Uo (PIS’(),oN)H)

A o N é recursivamente construtivel a partir de N.

- Prova:

Pelo lema 3.9.5, temos que PT("“) é recursivamente construtivel a partir de n.

Como o valor UO(PA%) ° N) e também recursivamente construtivel a partir de N, entéo a

©,
composicao PT(UO(PM M), N também serd. m

3.9.8 Lema:

Existe um programa PFS;D que recebe N como input e retorna o hiperprograma

0,
PT(UO(PMO 1) 4 N como output.

- Prova:

. (vo(PpoeN)+1) , _ ) _
Como, pelo corolario 3.9.7, P, o N é recursivamente construtivel a partir de N,
0
(0) - o (Uo(Piroen)+1)
podemos tomar Py ° como sendo justamente esse programa que constroi Py a

partir de N, e depois o0 concatena com a representacdo de N. m

3.9.9 Corolario:

Existe um programa P’ o Pp(;f) o N que ignora seu input e que retorna UO(PPS;’) oN )

am i (0)
Além disso, UUO(PS%oN)+1 (UO(PPT oN )) > BB, (N).
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- Notas:

] ) (UO(P,%oN)H) ]
Esse resultado final se baseia no fato de P ser recursivamente

T

construtivel a partir de N para sempre garantir que, onde quer que P’ o PP(;)) o N ocorra como
mutacao, o proximo organismo tera aptiddo > BB, (N). Vide o teorema 3.9.6. E isso acontece
mesmo P’ o Pffg) o N sendo um hiperprograma de ordem zero, um programa comum. A ideia é
gue um programa pode nos dizer “alguém” que pode resolver um problema incomputavel,
apesar de ndo ser capaz de resolver esse problema. E um problema de nomeagio de maquinas

oraculares de Turing numa “roupagem” da teoria da informagdo algoritmica.
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CONCLUSAO

Para concluir, vamos primeiro resumir o que foi obtido em cada capitulo. Os capitulos
1 e 2 tratam do mesmo problema e abarcam um modelo de evolucéo diferente do terceiro.
Portanto, pode-se pensar que fomos a duas dire¢des “opostas” nesta tese. Antes, porém, vale
lembrar que os modelos de evolucdo chaitinianos de busca exaustiva, projeto inteligente e
evolucdo cumulativa se baseiam em assumir 0s organismos e muta¢ées como programas ou
como sistemas computaveis. A natureza € também um sistema, porém, incomputavel: um
hipercomputador de primeira ordem. Assim, nosso trabalho tratou de estudar esses modelos
de evolucdo em configuracdes diferentes: primeiro, consideramos a natureza como um
sistema computavel, quando nossos organismos e mutacdes passaram a ser subprogramas;
depois, consideramos 0s organismos como sistemas incomputaveis, como hiperprogramas de
ordem finita, em que a natureza passou a um ser hiperprograma de ordem infinita.

Nos capitulos 1 e 2 comecamos definindo o que é subcomputacdo e a
incomputabilidade relativa recursiva. Como o proprio nome ja indica, um subcomputador
ou uma submaquina de Turing € um subsistema de um computador ou maquina universal de
Turing, de forma que este Gltimo sempre sabe tudo que seu subsistema pode fazer, justamente,
porque o “contém”. Subprogramas sdo programas rodados por subcomputadores. Dai, de
forma totalmente anéloga a incomputabilidade classica na literatura da teoria da computacéo,
surge a incomputabilidade relativa entre 0 que pode ser computado por uma maquina
universal de Turing e, a0 mesmo tempo, ndo pode ser computado por qualquer submaquina de
Turing.

Usamos esse novo fendmeno de incomputabilidade para substituir a
incomputabilidade classica da funcdo de aptiddo Busy-Beaver, que é crucial para 0s
teoremas apresentados por Chaitin na metabiologia. Construimos uma versao relativamente
(N). Para o output

incomputavel em relacdo a Up« dessa funcéo, denotada por BB+ p«

ToPT ToPT

de qualquer subprograma superar ou igualar o valor BB*p«_.p.(N), ele precisa ter

necessariamente tamanho maior que N. Portanto, atingir uma aptidao BB* p+«_,p. (N) ainda

ToPT
quer dizer atingir N bits de criatividade ou complexidade, 0s quais sdo imcompressiveis por

qualquer subprograma de tamanho menor. A submaquina de Turing Up+ também foi

ToPT

construida para conseguir “carregar” (isto €, rodar certos programas) os analogos dos
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programas cruciais que fazem o papel de organismos ou de mutacdo nas demonstragdes
chaitinianas dos modelos projeto inteligente e busca exaustiva.

Por isso, nos baseando no conceito de complexidade ou program-size complexity da
teoria da informacédo algoritmica, sé que aplicado a subcomputacdo, pudemos construir dois
teoremas, isomorfos aos do projeto inteligente e busca exaustiva originais, respectivamente.
Ou seja, os tempos de mutacdo (a quantidade media de mutacbes necessarias) para 0S
organismos/subprogramas atingirem N bits de criatividade ou complexidade sé&o,
respectivamente, limitados superiormente por: N para o projeto inteligente, ou seja, linear;
N?(log, N)*€, onde € é uma constante, para a evolugdo cumulativa. Os quais sd0 0s mesmos
resultados originais mostrados por Chaitin em seus teoremas.

Como tanto os nossos como os resultados originais tratam de limitantes superiores
para 0 tempo de mutacdo, ndo podemos afirmar que o tempo de mutacdo com
natureza/hipercomputador de primeira ordem e com natureza/computador sa0 0S mMesmos.
Como foi dito no capitulo 1, somente algumas propriedades que aparecem entre um
hipercomputador de primeira ordem e um computador foram totalmente relativizadas para
aparecerem também entre um computador e nossos subcomputadores. Justamente, foram
aquelas necessarias para fazermos nossos teoremas a la Chaitin. Talvez, a forma melhor para
se apresentar a incomputabilidade recursiva relativa teria sido, primeiro, definir, de forma
geral — se e que é possivel relativizar todas as propriedades entre dois graus de Turing -, um
grau negativo de Turing na subcomputacédo. E s6 entdo construir uma natureza e organismos
baseando-se nesse arcabouco teorico j& dado. No entanto, pulamos essa defini¢cdo mais geral e
tentamos mostrar que pouco se precisa para conseguir formalizar uma evolucdo metabioldgica
computavel “como se fosse incomputavel”.

De qualquer forma, nosso resultado da evolucdo cumulativa de subprogramas também
serve como algo totalmente a favor da possibilidade de evolugéo de seres vivos, i.e., de
evolucdo de sistemas computaveis, mesmo se a Natureza for computavel. Essa evolucdo
também ocorre movida apenas por mutagdes algoritmicas, as quais sdo aleatorias, e, mesmo
assim, 0s organismos/subprogramas conseguem atingir qualquer nivel de complexidade

221

(irreduzivel para os anteriores®) em um tempo médio bastante razodvel (no maximo, em

tempo praticamente quadratico).

221 para os subprogramas menores.



162

Ja no capitulo 3, tomamos outra dire¢do. Deixamos o “reino das coisas computaveis”.
Permitindo que 0s seres metavivos, N0ssos organismos matematicos, sejam sistemas que nao
podem ser emulados por nenhuma maquina universal de Turing, provamos que € possivel eles
irem evoluindo s6 por meio de mutagGes algoritmicas aleatorias de modo a aumentarem de
complexidade e, atrelado a isso, poderem resolver mais e mais problemas na hierarquia
aritmética. Pudemos fazer essa ligacdo com a hierarquia aritmética por meio do teorema ja
conhecido que faz a correspondéncia desta com os graus de Turing. Por exemplo, para uma
sentenca qualquer na linguagem da aritmética usual que esteja na ordem n da hierarquia,
existe um grau de Turing correspondente, em particular tambeém n, tal que qualquer maquina
oracular de Turing com acesso a um oraculo de ordem n pode decidir sempre se essa sentenca
é verdadeira ou falsa.

Comecamos definindo nossos hiperprogramas: programas autodelimitados de
maquinas oraculares de Turing. E os definimos de forma que eles sdo sempre bit strings
finitas que podem ser rodados por uma maquina de Turing com acesso a nimeros oraculares.
Cada hiperprograma tem uma ordem correspondente a um grau na hierarquia de Turing. E
eles precisam dizer em suas préprias bit strings a qual ordem pertencem (sdo auto-
ordenados). Os organismos/hiperprogramas podem ter qualquer ordem finita. Dai, termos
seres metavivos abrangendo toda a hierarquia aritmética: para qualquer problema aritmético,
existe um organismo/hiperprograma que pode resolvé-lo. Em consequéncia disso, a natureza,
por precisar poder saber sempre se qualquer organismo produz output ou ndo, passou a ser um
hiperprograma de ordem maior que qualquer ordem finita, i.e., de ordem w, 0 primeiro
ordinal limite. Essa natureza/hiperprograma tem acesso a qualquer oraculo de ordem finita,
podendo assim resolver qualquer problema aritmético.

Assim como na evolugdo de subprogramas, também construimos uma versao anéloga
a funcdo de aptiddo Busy-Beaver, no caso, a funcdo BB, (N). Em resumo, ela é a fungéo
Busy-Beaver, s6 que calcula o maior output obtido por qualquer hiperprograma de ordem
finita com tamanho < N . Essa demonstragdo também se baseia no fenémeno da
incomputabilidade, s6 que no da incomputabilidade relativa oracular (a que ocorre entre
diferentes graus de Turing). O modelos chaitinianos se baseiam na incomputabilidade
classica e a evolucdo de subprogramas, como mostramos, na relativa recursiva. A
incomputabilidade desse tipo de funcdo ¢, de fato, o que nos permite “medir” a complexidade
ou criatividade dos organismos, porém, talvez, isso também nos indique que a

incomputabilidade tem um papel central para a evolugéo de sistemas.
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Nosso intuito também foi o de fazer uma demonstracdo parecida as da metabiologia
inicial. Fizemos uma versdo do modelo de busca exaustiva. Porém, chegamos a um resultado
final diferente para o tempo de mutacdo. Assim, provamos que existe um programa que
recebe N como input e que retorna como output a bit string correspondente a um
hiperprograma. Este possui ordem e, por isso, complexidade suficientemente grandes para
retornar como output um valor superior ou igual a BB,,(N). Ou seja, 0 tempo de mutagédo para
se atingir N bits de criatividade aritmeética (uma complexidade aritmeticamente irreduzivel)
é < C’N(log, N)1*€ — também um limitante superior, que é muito menor se compararmos
com a busca exaustiva chaitiniana e ainda também menor que sua evolucdo cumulativa. Em
relacdo ao tempo de mutacdo, o projeto inteligente chaitiniano e a busca exaustiva de
hiperorganismos sdo praticamente os mesmos. O que pode ser um resultado instigante.

E, em esséncia, um problema de nomeacdo recursiva de maquinas oraculares de
Turing a partir da hierarquia aritmética. Porém, numa “roupagem” da teoria da informagao
algoritmica e usando conceitos da metabiologia. Portanto, a ideia basica desse resultado é
poder estimar a probabilidade de surgir aleatoriamente um programa que faz essa nomeacao.

Mesmo com mutacdes algoritmicas aleatorias “cegas”, que descartam completamente
seu input (ou seja, 0 organismo anterior), a evolucdo de hiperprogramas ocorre muito rapido.
Dada qualquer sentenca aritmética, ndo precisariamos esperar um tempo grande para que a
evolucdo por mutagdes algoritmicas aleatdrias levassem 0s organismos/hiperprogramas a
poder resolvé-la. A evolugdo “cega” de hiperprogramas em direcdo a completude da
aritmetica ocorre em tempo quase linear.

Com os dois resultados dos nossos trés capitulos, podemos defender que supor que 0s
seres vivos sdo sistemas que ndo podem ser emulados por computadores ou supor que a
Natureza é emuldvel por um computador — que s&o suposi¢fes incompativeis entre si e com a
metabiologia original —, ndo servem para criticar a metabiologia como inadequada para a
teoria da evolucdo da vida. Obtemos teoremas utilizando os fundamentos da metabiologia que
mostram que 0s organismos evoluem mesmo que a Natureza seja computével ou,
diametralmente opondo, mesmo que 0s organismos ndo sejam computaveis. O que nos coloca
na direcdo de entender a metabiologia como uma teoria matematica para evolucdo de qualquer
sisterma que caia sob nossa definicdo geral e ubiqua de sistema e em nossa definicdo de
aptiddo - seja ele computavel, subcomputavel ou hipercomputavel. Esse foi nosso objetivo
principal.

As contribuicdes desses resultados em si ja nos ddo novos campos de investigacao

matematica. A primeira e, talvez, mais importante, questdo, € estimar os tempos de mutacao
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médios**? em cada um dos trés casos (0s chaitinianos e o dois desta tese) e ndo somente um
limitante superior.

Poderiamos, assim, comparar entre evolucdo cumulativa, projeto inteligente e busca
exaustiva, 0 que ja seria auspicioso. Sobretudo, para a discussdo quanto se a evolugdo da vida
é direcionada (se a natureza ou “Deus” escolhe as mutagdes) ou aleatéria (se é feita por
mutacdes que ocorrem aleatoriamente). Saber os tempos de muta¢Ges médios nos permitiria
averiguar qual é mais rapido ou se podem ser aproximadamente iguais: nos indicaria que a
evolugdo direcionada é diferente da aleatdria ou nos indicaria que elas sdo indiferenciaveis,
respectivamente — nesse ultimo caso, que “Deus” é contingente em relacdo a velocidade da
evolucéo.

Além disso, poderiamos comparar esses tempos de mutacdes médios com 0s outros
nos quais 0s organismos sdo subcomputaveis, computaveis ou hipercomputéveis. Dessa
forma, dando-nos, pelo menos, pistas para diferenciar qual dos trés casos se encaixa melhor
para um modelo da biologia. Por exemplo, ja mencionamos isso quando falamos, aqui mesmo
na Conclusdo, do tempo de mutacdo da busca exaustiva de hiperprogramas em comparacgao
com os trés modelos chaitinianos.

Indo além da parte matematica da tese, também fizemos vérias discussdes que
subjazem, permeiam e se desdobram dos resultados obtidos. Tivemos que nos abster de
perscrutar mais a fundo os conceitos e termos, envolvidos nelas, para satisfazer nosso desejo
que mostrar a relacdo dos mesmos com as teorias e teoremas por nés desenvolvidos. Essas
problematicas, de qualquer forma, defendem, como nosso objetivo secundario, a relevancia
dos temas abordados na tese em relacdo a outros campos da ciéncia ou filosofia.

Por exemplo, no capitulo 1, fomos inspirados a usar o fenébmeno da incomputabilidade
relativa recursiva para solucionar nosso problema da evolucéo sob uma natureza computavel.
Para recriar a incomputabilidade classica da funcao de aptiddo Busy-Beaver, necessaria para
medir o ganho de criatividade ou complexidade (incompressivel) dos seres metavivos ao
longo da evolugdo, tivemos, basicamente, que fazer com Turing, Rad6 e Chaitin a mesma
coisa que Skolem fez com Cantor: relativizar a incomputabilidade da fungdo de aptidéo
atrelada a . Mostramos que depende de estar olhando “de fora” ou “de dentro”. Para tal,

construimos um subcomputador definido sobre um programa que “se autodiagonaliza”.

222 provavelmente, estimar limitantes inferiores também ajudaria.
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Assim, analogamente ao “paradoxo” de Skolem, mostramos que existe 0 “paradoxo”
da computabilidade: “de dentro” uma fung¢do pode ser incomputavel, mas “de fora” ela pode
ser computavel. Como o de Skolem, essa antinomia linguistica, na verdade, ndo constitui um
paradoxo verdadeiro, por isso, as aspas. Além disso, e interessante notar que o fato de néo
haver contradicdo vem da constatacdo matematica de um fendmeno linguistico, o qual permite
que algo seja dito na “lingua” e o contrario seja dito na metalingua. Portanto, chamamos todos
0s nossos “paradoxos” de pseudoparadoxos metalinguisticos. Eles derivam de tomar como
hipotese subsistemas como subcomputadores de outro sistema. Dessa forma, aparece o
fendmeno da incomputabilidade relativa entre o sistema e o subsistema. Existiriam problemas
que o sistema pode resolver e que o subsistema nédo pode.

Esse caminho nos levou, em seguida, ao “paradoxo” da intuicio matematica. Ele
trata de explicar por que, mesmo que a mente, no final, seja computavel, os matematicos
teriam a sensacdo ou conviccdo *® de que sempre podem criar ou decidir sentencas
indecidiveis por qualquer teoria axiomatica formal, as quais eles mesmos tenham criado. Em
resumo, discutimos acerca da pergunta: 0 matematico é completo? Sob as devidas hip6teses,
portanto, para nds — matematicos e conscientes —, pareceria que ndés mesmos (nossa mente)
somos incomputaveis, mesmo que ndo realmente sendo (caso algo ou alguém possa nos olhar
“de fora”). Seriamos programas destinados (ou programados) a nunca achar a nossa
“computabilidade”. Apesar de existir um sistema axiomatico que faz tudo que o matematico
possa fazer, ele poderia nos ser inalcangavel.

Tambeéem fizemos provocacfes sobre a subcomputacdo ser uma das propriedades
constitutivas do fenémeno da consciéncia humana, podendo, inclusive, ser responsavel por
fazer o compatibilismo entre computabilidade da mente e livre-arbitrio.

O proximo “paradoxo” foi o da computabilidade biol6gica. Seguindo o raciocinio
analogo ao de antes, ele levantaria como possibilidade a biologia ou os sistemas vivos
parecerem incomputaveis para nos (tomando a consciéncia como um subsistema do
organismo), mesmo que, “de fora”, ndo sejam de fato. Entdo, relacionamos esse fendmeno
hipotético com a busca de uma biologia teérica completa e com vida artificial.

Estendendo mais ainda o que fizemos para a computabilidade biologica,

argumentamos também sobre o “paradoxo” da computabilidade do Universo.

223 pois, quando estudamos l6gica-matematica e os teoremas de incompletude ficamos, no minimo, tentados a
acreditar nisso.
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Analogamente ao da biologia, as leis*** da fisica poderiam se apresentar a nés (tomando “nos”
como um subsistema do Universo ou do sistema regido por todas as leis da fisica) como
incomputaveis, mesmo que elas sejam, na verdade, computéaveis. Relacionamos isso a uma
disjuncédo exclusiva de cunho epistemoldgico: teriamos que escolher entre conhecer todas as
leis da fisica ou poder usa-las para prever (ou explicar) os fendbmenos. Nunca as duas coisas
ao mesmo tempo. Isso poderia ser caracterizado como uma “lei de ignorancia” ou uma
espécie de “principio de incerteza” epistemoldgico.

No capitulo 3, tratamos da possibilidade de a vida ser verdadeiramente incomputavel,
em que os seres Vvivos poderiam ser sistemas ndo emuldveis por qualquer computador.
Apresentamos alguns argumentos contra a hipotese da vida computavel (a hipotese de que
0S seres Vivos seriam sistemas computaveis), relacionando com as discussdes do capitulo 1.
Inclusive, mesmo a evolucdo de hiperprogramas indo numa dire¢cdo oposta & da evolucéo de
subprogramas (estdo em hierarquias totalmente diferentes), levantamos a possibilidade de os
dois resultados matematicos estarem ligados pela hipercomputacéo relativa recursiva — que
¢ um campo ainda a ser investigado na busca de ampliar a incomputabilidade relativa, ja
obtida nesta tese, para a criacdo de uma hierarquia negativa de graus de Turing.

Outro campo de investigacdo matematica proposto foi averiguar se € possivel construir
uma evolucao de hiperprogramas ndo s6 em direcdo a completude da aritmética, mas também
em dire¢do a “computar” todos os nlimeros reais ou a “computar” todos os conjuntos. Enfim,
estudar a evolucdo de sistemas que ultrapassam 0 quanto se queira a ‘“barreira” do
computavel.

Para finalizar, todas essas provocacdes constituem nosso objetivo secundario. Em
decorréncia dos conceitos novos — ou atualizados — elaborados para resolver o problema da
evolugdo de subprogramas e o da evolucdo de hiperprogramas, mostramos que as
consequéncias cientificas e filosoficas dos nossos resultados matematicos se alastram pelas
questdes fundamentais da biologia e vida artificial, como também, da fisica e da inteligéncia
artificial. Tudo o que foi discutido floresce em nossos anseios como contribuicGes e/ou

provocacdes para o futuro.

#24 Mesmo as que ndo conhecemos ou as que nunca conheceremos.



167

REFERENCIAS

ABDALLA, M. La Crisis Latente del Darwinismo. Asclepio. Revista de Historia de la
Medicina y de la Ciencia, LVIII, 2006. 43-94.

ABDALLA, M. La Crisis Latente del Darwinismo. Sevilla: Publidisa, S.A., 2010. ISBN
ISBN 978-84-937871-1-0.

ABRAHAO, F. S. Demonstrando a Consisténcia da Aritmética. Dissertacdo de mestrado.
ed. Rio de Janeiro: Universidade Federal do Rio de Janeiro, 2011.

ABRAHAO, F. S. Questdes em Metabiologia. Scientiarum Historia, Rio de Janeiro, 2011.
ABRAHAO, F. S. Metabiologia Cantoriana. Scientiarum Historia, Rio de Janeiro, 2013.
ABRAHAO, F. S. Teologia da Informacéo. Scientiarum Historia , 2013.

ABRAHAO, F. S. "Paradoxo" da Computabilidade. Scientiarum Historia, Rio de Janeiro,
2014,

ADAMI, C. Information-Theoretic Considerations Concerning the. ARXIV, 2014.

ALTER, T.; HOWELL, R. A dialogue on consciousness. New York: Oxford University
Press, Inc., 2009. ISBN ISBN 978-0-19-537529-9.

ARKOUDAS, K. Computation, hypercomputation, and physical science. Journal of Applied
Logic, 2008. 461-475.

BANATHY, B. Guided Evolution of Society: A Systems View. [S.l.]: Springer US, 2000.
ISBN ISBN 978-1-4419-3342-3.

BARWISE, J. (Ed.). Handbook of Mathematical Logic. Amsterdam: Elsivier Science
Publisher B.V., 1977. ISBN 0444863885.

BASU, S. On the Structure of Subrecursive Degrees. Journal of Computer and System
Sciences, 1970.

BEKLEMISHEYV, L. D. Reflection principles and provability. Russian Mathematical
Surveys, v. 60:2, p. 197-268, 11 Janeiro 2005.

BERLINSKI, D. The Atheism and its Devil’s Scientific Pretensions Delusion. [S.l.]: Basic
Books, 2009. ISBN ISBN 978-0-465-01937-3.

BERTALANFFY, L. V. General System Theory: Foundations, Development, Applications.
New York: George Braziller, 1968. ISBN ISBN 0-8076-0453-4.

BOOLOS, G.; BURGESS, J.; JEFFREY, R. Computability and Logic. New York:
Cambridge University Press, 2007. ISBN ISBN 978-0-521-87752-7.

BOVYKIN, A. On order-types of models of arithmetic. Tese de Doutorado. ed.
Birmingham: The University of Birmingham, 2000.



168

CALUDE, C. (Ed.). Randomness and Complexity. Singapore: World Scientific Publishing
Co. Ptc. Ltd., 2007.

CAPRA, F. A teia da vida. 12 ed. [S.I.]: Pensamento-Cultrix LTDA, 1997. ISBN ISBN 978-
85-316-0556-7.

CHAITIN, G. Epistemology as Information Theory: From Leibniz to Omega. Alan
Turing Lecture on the European Computing and Philosophy Conference at Mélardalen
University. Vasteras. 2005.

CHAITIN, G. Meta Math!: the quest for omega. [S.l.]: Vintage Books, 2005. ISBN 978-1-
4000-7797-7.

CHAITIN, G. The Halting Probability Omega: Irreducible Complexity in Pure
Mathematics. University of Milan. [S.l.]. 2006.

CHAITIN, G. Metaphysics, Metamathematics and Metabiology. In: ZENIL, H. Randomness
through Computation. [S.I.]: World Scientific, 2011. p. 93-103.

CHAITIN, G. Life as Evolving Software. In: ZENIL, H. A Computable Universe:
Understanding and Exploring Nature as Computation. [S.1.]: [s.n.], 2012. p. 277-302. ISBN
978-9814374293.

CHAITIN, G. Proving Darwin: making biology mathematical. [S.I.]: Vintage Books, 2012.
ISBN 978-1-4000-7798-4.

CHAITIN, G. J. Exploring Randomness. Londres: Springer-Verlag London Limited, 2001.
ISBN 1-85233-417-7.

CHAITIN, G. J. Algorithmic Information Theory. 32 ed. Yorktown Heights: IBM, P O Box
218, 2003.

CHAITIN, G. J. To a mathematical theory of evolution and biological creativity.
Randomness, Structure and Causality: Measures of Complexity from Theory to
Applications, Santa Fe, January 2011.

CHAITIN, G. J. Conceptual Complexity and Algorithmic Information. Federal University
of Rio de Janeiro. [S.l.]. 2014.

CHAITIN, G. J.; CHAITIN, V. M. F. G.; ABRAHAO, F. S. Metabiologia: los origenes de la
creatividad biologica. Investigacion y Ciencia, n. 448, Janeiro 2014.

CHAITIN, G.; CHAITIN, V.; KUBRUSLY, R. E possivel matematizar a biologia?. Revista
Carbono, Rio de Janeiro, n. 02. ISSN ISSN 2358-8047.

CHAITIN, G.; DA COSTA, N.; DORIA, F. A. Gddel s Way: Exploits into an undecidable
world. Londres: Taylor & Francis Group, 2012. ISBN ISBN 978-0-415-69085-0.

CHAITIN, V. Criatividade, aleatoriedade e complexidade: a matematica na vida.
Scientiarum Historia 111, Rio de Janeiro, 2010.

CHAITIN, V. O corpo metabiolégico. Scientiarum Historia IV, Rio de Janeiro, 2011.



169

CHAITIN, V. Metafisica, metamatematica e metabiologia. Revista Tempo Brasileiro, n. n°
189/190, p. 101-114, 2012.

CHAUVIN, R. O Darwinismo ou o fim do Mundo. Lisboa: Instituto Piaget, 1997. ISBN
ISBN 972-771-155-3.

CHURCH, G.; REGIS, E. Regenesis: how synthetis biology will reinvent nature and
ourselves. New York: Basic Books, 2012. ISBN ISBN 978-0-465-02175-8.

COOPER, B. Definability as hypercomputational effect. Applied Mathematics and
Computation, n. 178, 2006. 72-82.

COPELAND, J. Hypercomputation. Minds ad Machines, 2002. 461-502.

COPELAND, J. The Church-Turing Thesis. The Stanford Encyclopedia of Philosophy,
2008. Disponivel em: <http://plato.stanford.edu/archives/fall2008/entries/church-turing/>.
Acesso em: 23 Marco 2015.

DA COSTA, N. C. A;; DORIA, F. A. Some thoughts on hypercomputation. Applied
Mathematics and Computation 178, 2006.

DAVIES, P. The epigenome and top-down causation. Interface focus, 2011.

DAY, T. Computability, Godel’s incompleteness theorem, and a inherent limit on the
predictability of evolution. J. R. Soc. Interface, Agosto 2011.

DENNETT, D. Darwin’s dangerous idea: evolution and the meanings of life. New York:
Simon & Schuster Paperbacks, 1995.

DENNETT, D. Freedom Evolves. [S.1.]: Viking Penguin, 2003. ISBN ISBN 0-670-03186-0.
DORIA, F. A. An introduction to the Shannon coding theorem. [S.1.]. 2007.

DORIA, F. A;; CARNIELLI, W. A. Are the Foundations of Computer Science Logic—
Dependent? Dialogues, Logics and Other Strange Things, 20 Outubro 2008.

DOVAL, D. H. Redes, Sistemas y Evolucién: Hacia una nueva biologia. Madrid:
Universidad Autdnoma de Madrid, 2013.

ENDERTON, H. A mathematical introduction to logic. 28 ed. Boston, MA: Academic
Press, 2001. ISBN 978-0-12-238452-3.

ETESI, G.; NEMETI, I. Non-Turing Computations Via Malament-Hogarth Space-Times.
International Journal of Theoretical Physics, n. 41, 2002.

EWERT, W.; DEMBSKI, W.; MARKS II, R. J. Active Information in Metabiology. Bio-
Complexity, Dezembro 2013.

FERNANDES, A. M. D. R. Inteligéncia Aritificial: no¢des gerais. Floriandpolis:
Visualbooks Editora, 2008. ISBN ISBN 85-7502-114-1.

FODOR, J.; PIATTELLI-PALMARINI, M. What Darwin got Wrong. New York: Picador,
2010. ISBN ISBN 978-0-374-28879-2.



170

FOUKS, J.-D. Towards an algorithmic theory of adaptation. Theoretical Computer Science,
1999. 121-142.

FRANZEN, T. Transfinite Progressions: a second look at completness. The Bulletin of
Symbolic Logic, v. 10:2, Setembro 2004.

GOULD, S. J. Wonderful Life: The burgess Shale and the Nature of History. New York: W.
W. Norton & Company, Inc., 1989.

GRUNWALD, P.; VITANYI, P. Shannon Information and Kolmogorov Complexity.
[S.1.]. 2010.

HORST, S. The Computational Theory of Mind. The Stanford Encyclopedia of Philosophy,
2011. Disponivel em: <http://plato.stanford.edu/archives/spr2011/entries/computational-
mind/>. Acesso em: 23 Marco 2015.

HORSTEN, L. Philosophy of Mathematics. The Stanford Encyclopedia of Philosophy, 29
Agosto 2008. Disponivel em: <http://plato.stanford.edu/archives/fall2008/entries/philosophy-
mathematics/>. Acesso em: 17 fev. 2011.

HULL, D.; RUSE, M. (Eds.). The Cambridge Companion to the Philosophy of Biology.
[S.1.]: Cambridge University Press, 2007. ISBN ISBN 978-0-521-61671-3.

HUNTER, C. Fred Sanger, Protein Sequences and Evolution Versus Science. Darwin’s God,
2013. Disponivel em: <http://darwins-god.blogspot.com.br/2013/11/fred-sanger-protein-
sequences-and.html>. Acesso em: 17 Mar¢o 2015.

JOHNSON-LAIRD, P. N. Mental Models. 6. ed. Cambridge: Harvard University Press,
1995.

KAUFFMAN, S. The Origins of Order: Self-oraganization and selection in evolution. New
York: Oxford University Press, Inc. , 1993.

KIM, J. Philosophy of Mind. 32 ed. Boulder: Westview Press, 2011.

KUNEN, L. A Ramsey Theorem in Boyer-Moore Logic. Journal of Automated Reasoning,
1995, 217-235.

LEISTCH, A.; SCHACHNER, G.; SVOZIL, K. How to Acknowledge Hypercomputation? In:
Complex systems. [S.1.]: Complex Systems Publications, Inc, 2008.

LEWIS, H. R.; PAPADIMITRIOU, C. H. Elementos de Teoria da Computacgao. 22 ed.
Porto Alegre: Bookman, 2000.

LOGAN, R. Que é informacéo?: a propagacéo da informarcéo na biosfera, na simbolosfera,
na tecnosfera e na econosfera. Rio de Janeiro: Contraponto Editora, 2012. ISBN ISBN 978-
85-7866-046-8.

LOPEZ, M. Disefio Inteligente: Hacia un nuevo Paradigma Cientifico. [S.l.]: Organizacion
Internacional para el Avance Cientifica del Disefio Inteligente, 2010. ISBN ISBN 10-
1451514972.



171

MACLENNAN, B. Natural computation and non-Turing models of computation. Theoretical
Computer Science, n. 317, 2004. 115-145.

MARGOLIS, E.; SAMUELS, R.; STICH, S. (Eds.). The Oxford Handbook of Philosophy
of Congnitive Science. New York: Oxford University Press, Inc., 2012.

MARGULIS, L.; PUNSET, E. Mind, Life, and Universe. [S.l.]: Chelsea Green Publishing
Company, 2007. ISBN ISBN 978-1-933392-61-5.

MARGULIS, L.; SAGAN, D. Acquiring genomes: a theory of the origins of species. [S.1.]:
Basic Books, 2002.

MATURANA, H.; VARELA, F. Autopoiesis and Cognition. Dordrechet: D. Reidel
Publishing Company, 1972. ISBN ISBN 90-277-1015-5.

MATURANA, H.; VARELA, F. A arvore do cohecimento: as bases biolégicas da
compreensdo humana. sdo Paulo: Palas Athena Editora, 1984. ISBN ISBN 978-85-7242-032-
7.

MCKENNA, M.; COATES, J. Compatibilism. The Stanford Encyclopedia of Philosophy,
2015. Disponivel em: <http://plato.stanford.edu/archives/sum2015/entries/compatibilism/>.
Acesso em: 14 Abril 2015.

MCLAUGHLIN, B.; BECKERMANN, A.; WALTER, S. (Eds.). The Oxford Handbook of
Philosophy of Mind. New York: Oxford University Press Inc., 2009. ISBN ISBN 978-0-19-
926261.

MENDELSON, E. Introduction to Mathematical Logic. 22 ed. Princeton, New Jersey: D.
VAN NOSTRAND COMPANY, INC., 1964.

MEYER, S. Signature in the cell: Dna and evidence for Intelligent Design. New York:
HarperCollins, 20009.

MITCHELL, M. Complexity: a guided tour. New York: Oxford University Press, Inc., 2009.
ISBN ISBN 978-0-19-512441-5.

MONOD, J. Chance and Necessity: An Essay on the Natural Philosophy of Modern Biology.
New York: Alfred A. Knopf, 1971. ISBN 0-394-46615-2.

MURAWSKI, R. On Proofs of the Consistency of Arithmetic. STUDIES IN LOGIC,
GRAMMAR AND RHETORIC 5, 2002.

MURPHY, M.; O'NEILL, L. ""O que é vida?" 50 anos depois: especula¢des sobre o futuro
da biologia. [S.l.]: Fundacdo editora UNESP (FEU), 1997. ISBN ISBN 85-7139-168-8.

ORD, T. Hypercomputation: computing more than the Turing machine. Department of
Computer Science, University of Melbourne. [S.1.].

PITT, D. Mental Representation. The Stanford Encyclopedia of Philosophy, 2008.
Disponivel em: <http://plato.stanford.edu/archives/fall2008/entries/mental-representation/>.
Acesso em: 6 Setembro 2011.



172

POTGIETER, P. Zeno machines and hypercomputation. Theoretical Computer Science, n.
358, 2006. 23-33.

PYLYSHYN, Z. Is vision continuous with cognition? The case for cognitive impenetrability
of visual perception. Behavioral and Brain Sciences, n. 22, 1999. 341-423.

RIBEIRO, H. D. M. Da metamatematica para a ciéncia cognitiva. Scielo, 1999.

RIDLEY, M. The red quenn: sex and the evolution of human nature. Londres: Harper
Perennial, 1993.

ROGERS, H. Theory of recursive functions and effective computability. 32 ed. [S.].]: MIT
Press, 1992. ISBN 0-262-68052-1.

ROSE, H. E. Subrecursion: Functions and Hierarchies. The Journal of Symbolic Logic, 52,
N° 2, Junho 1987.

RUSE, M. (Ed.). The Oxford Handbook of Philosophy of Biology. New York: Oxford
University Press, Inc., 2008.

SACKS, O. O homem que confundiu sua mulher com um chapéu. Sdo Paulo: Companhia
das Letras, 1970. ISBN ISBN 978-85-7164-689-6.

SACKS, O. O Olhar da Mente. Sao Paulo: Editora Schwarcz LTDA, 2010. ISBN ISBN 978-
85-359-1769-7.

SANDIN, M. La Transformacion de la Evolucion. Real Sociedad Espafiola de Historia
Natural. [S.1.], p. 139-167. 2005.

SARKAR, S.; PLUTYNSKI, A. (Eds.). A Companion to the Philosophy of Biology. [S.1.]:
Blackwell Publishing Ltd, 2008. ISBN ISBN 978-1-4051-2572-7.

SCHMIDHUBER, J. Godel Machines: Self-Referential Universal Problem solvers Making
Provably Optimal Self-Improvements. arXiv, Setembro 2003.

SHANNON, C. A Mathematical Theory of Communication. The Bell System Technical
Journal, 1948.

SHAPIRO, S. (Ed.). The Oxford Handbook of Philosophy of Mathematics and Logic.
New York: Oxford University Press, Inc. , 2005.

SIEGELMANN, H. Neural and Super-Turing Computing. Minds and Machines, n. 13, 2003.
103-114.

SIEGELMANN, H.; SONTAG, E. Analog computation via neural networks. Theoretical
Computer Science, 131, 1993. 331-360.

SINGER, E. Under Pressure, Does Evolution Evolve? Quanta Magazine, Janurary 2014.

SMITH, J. M. Mathematical Ideas in biology. New York: Cambridge University Press,
1968.



173

SMITH, J. M. Shaping L.ife: genes, embryos, and evolution. [S.l.]: Weidenfeld & Nicolson,
1998. ISBN ISBN 0-300-08022-0.

SMITH, J. M.; SZATHMARY, E. The origins of life. New York: Oxford University Press,
Inc., 1999.

SONG, D. Non-Computability of Consciousness. NeuroQuantology, 5, 2007. 382-391.

STANNETT, M. Computation and Hypercomputation. Minds and Machines, n. 13, 2003.
115-153.

SUBER, P. What is Software? Journal of Speculative Philosophy, 1988.
SZUDZIK, M. The Computable Universe Hypothesis. arXiv, Dezembro 2010.

TURING, A. Systems of logic based on ordinals. Proceedings of the London Mathematical
Society, 1939. 161-228.

TURNER, R. The Philosophy of Computer Science. Stanford Encyclopedia of Philosohy,
2014. Disponivel em: <http://plato.stanford.edu/archives/win2014/entries/computer-
science/>. Acesso em: 17 Margo 2015.

WALKER, S. I.; DAVIES, P. the Algorithmic Origins of Life. arXiv, 2012.

WIKIPEDIA CONTRIBUTORS. Program-size complexity. Wikipedia, 2005. ISSN
29200492. Disponivel em: <http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Program-
size_complexity&oldid=29200492>. Acesso em: 17 Margo 2015.

WIKIPEDIA CONTRIBUTORS. Inductive reasoning. Wikipedia, The Free Encyclopedia,
2009. Disponivel em:
<http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Inductive_reasoning&oldid=309075447>. Acesso
em: 6 Setembro 2011.

WIKIPEDIA CONTRIBUTORS. Philosophy of mind. Wikipedia, The Free Encyclopedia,
2009. ISSN 308403498. Disponivel em:
<http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Philosophy_of_mind&oldid=308403498>. Acesso
em: 17 Fevereiro 2011.

WIKIPEDIA CONTRIBUTORS. Chaitin's constant. Wikipedia, The Free Encyclopedia,
2011. ISSN 413788003. Disponivel em:
<http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Chaitin%27s_constant&oldid=413788003>.
Acesso em: 17 Fevereiro 2011.

WIKIPEDIA CONTRIBUTORS. Deductive reasoning. Wikipedia, The Free Encyclopedia,
2011. Disponivel em:
<http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Deductive_reasoning&oldid=448498019>.
Acesso em: 6 Setembro 2011.

WIKIPEDIA CONTRIBUTORS. History of scientific method. Wikipedia, The Free
Encyclopedia, 2011. Disponivel em:

<http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=History_of scientific_method&oldid=446884020
>. Acesso em: 6 Setembro 2011.



174

WIKIPEDIA CONTRIBUTORS. Hypercomputation. Wikipedia, 2015. Disponivel em:
<http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Hypercomputation&oldid=598466518>. Acesso
em: 17 Margo 2015.

WIKIPEDIA CONTRIBUTORS. Monolith (Space Odyssey). Wikipedia, 2015. Disponivel
em:
<http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Monolith_(Space_Odyssey)&oldid=645736730>.
Acesso em: 17 Margo 2015.

WKIPEDIA CONTRIBUTORS. Turing degree. Wikipedia. ISSN 651758268. Disponivel
em: <http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Turing_degree&oldid=651758268>. Acesso
em: 17 Marco 2015.

WOLCHOVER, N. A New Physics Theory of Life. Quanta Magazine, Januart 2014.

ZENIL, H. (Ed.). Randomness through Computation: some answers, more questions.
Singapore: World Scientific Publishing Co. Ptc. Ltd., 2011.

ZENIL, H. (Ed.). A Computable Universe. Singapore: World Scientific Publishing Co. Pte.
Ltd., 2013. ISBN ISBN 978-981-43-74-29-3.

ZENIL, H. Hypercomputation in A Computable Universe. Anima Ex Machina. Disponivel
em: <http://www.mathrix.org/liquid/archives/hypercomputation-in-a-computable-universe>.
Acesso em: 29 ago. 2013.

ZIMMER, C. The Surprising Origins of Life’s Complexity. Quanta Magazine, Julho 2013.



