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normasi, optimal koeffisiyentlar

Kirish.
Ushbu ishda

2r

I I f (sin@cosg,sinGsing,cosd)|J [dodg =

2z

I

0
tenglikning o‘ng qismi bo‘lgan

2w

| = ”sineF(e,qﬁ)dedq;
00 (1)
integraldagi F(0.¢) funksiyaning berilishi
bilan bu integral ostidagi ifoda 0 va ¢

o‘zgaruvchilarga nisbatan davriy yoki davriy emas deb
garash mumkin [1,2,3].

Bizga ma’lumki, (1) ifodani quyidagi taribda
hisoblanadi

L) = [Sin@)F (0,400
° @

va

2r
| = [ 1.(#)dg
° : ©)

Umumiy ma’noda 0 va ¢ o‘zgaruvchilar
bo‘yicha integral ostidagi funksiyaning davriy yoki
davriy emasligiga nisbatan quyidagi hollarda kubatur
formulalarni qurish mumkin.

1) Berilgan (1) integral ostidagi ifoda ikkala
o‘zgaruvchi bo‘yicha ham davriy bo‘lIsin.

2) Bu (1) integral ostidagi ifoda ¢ o‘zraguvchi

bo‘yicha davriy emas, ikkinchi ¢ o‘zgaruvchiga
nisbatan davriy bo‘lsin.

F

f

b.bozarov@mail.ru

Annotatsiya: Sfera ustida aniglangan funksiyalarni optimal kubatur formulalar va trigonometrik
vaznli optimal kvadratur formulalar yordamida integrallarni taqgribiy hisoblashning samarali
usullarini ishlab chigish, funksiyalarning turli sinflarida trigonometrik vaznli integrallarni taqribiy
hisoblashning yangi algoritmlarini yaratish hamda ularning xatoliklarini baholash ushbu ishning

Kalit so‘zlar: kubatur formulalar, kvadratur formulalar, xatolik funksionali, xatolik funksionali

Biz bu ishda uch o‘lchovli fazodagi sferada
aniglangan  funksiyalarning integralini  tagribiy
hisoblash bilan shug‘illanamiz. Bu xolatlar uchun tayin

'BKﬂ,ﬁﬁi&W olib qurilgan kubatur formulalar
yordamida sonli natijalarni hisoblaymiz.

Optimal kubatur formula qurish.

Dastlab uch o‘lchovli fazodagi
aniglangan 7@ %) funksiyani berilishi bilan (1)
integral ostidagi ifoda xar ikki o‘zgaruvchilari bo‘yicha
ham davriy deb qaraylik.

1) Demak, (1) integral ostidagi ifoda 0 va ¢
o‘zgaruvchilar bo‘yicha davriy funksiya bo‘lsin, bunda

sferada

0 o‘zgaruvchi bo‘yicha [4,5] ishlarida keltirilgan

davriy funksiyalar uchun P(X)  vaznli optimal
kvadratur formuladan foydalanish mumkin

[ PO f()dx =Y "CIAIF[A]
i P @)

Berilgan (2) integralni hisoblash talab etiladi.

Davriy funksiyalar fazosida P(X)=SIN(X) yazni
bo‘lganda (4) optimal kvadarutur formula bilan
xisoblash uchun (2) integral chegaralarini 0 =X
F(0.4)=T(7X)  pelgilash
so‘ng quyidagi

almashtirish  bilan
bajaramiz. Bu almashtirishdan
integralni hisoblashga kelamiz

j sin(zx) f (zx)dx = > CLA1f (2 B])
0 p (5)

Bu (5) davriy funksiyalar fazosidagi optimal
kvadratur formula uchun quyidagi tasdiq o‘rinli [4].

109
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Teorema 1. (X.M.Shadimetov [4]) Sobolevning

(m)
127 (0.7] davriy funksiyalar fazosida (5) vaznli
optimal  kvadratur formulaning koeffitsientlari
quyidagicha

CLpl= h[za—cos(ﬂh))jm (2m -1)tsin(zhp)

m-1
2% a, cos(h(m-1-k))+a,,

k=0

(6)

— . f=1..,N

bu yerda
k
a, = Z(_l)i [ijj(k 1 j)2m—l

j=0
esa Eon2(X) Eyler-Frobenius

ko phadning (M~ _tartibli hadining koeffitsienti.
Teorema 1 dan uch o‘Ichovli fazoda aniqlangan
funksiyalarni (5) integralini hisoblash uchun ™M =1

bo‘lganda (6) koeffitsientlar uchun quyidagi tasdiq
o‘rinli

a

m-1

. LY (0, 7] .

Teorema 2. Sobolevning —2 ‘™ davriy

funksiyalar fazosida (5) vaznli optimal kvadratur
formulaning koeffitsientlari quyidagicha

2(1—cos(z .
C[ﬂ]:%sm(ﬂmﬂ), =12\,
(7)
1
=N L
bu yerda 1, "1-biror natural son.
Keyin, ikkinchi ¢ o‘zgaruvchi bo‘yicha (3)
integralni umumlashgan to‘g‘ri  to‘rtburchaklar

formulasidan foydalanib taqribiy hisoblash mumkin
b N,
[a(ydx=3 hg(a+h,p)
a p=1

hz:b—a

bu yerda N, , N biror natural son.
Demak, (8) dan foydalangan holda (3) integralni ushbu

| = f l,(g)dg = Zzlhzll([ﬂ])
0 £

: (8)

(9)
ko‘rinishda ifodalash mumkin, bu yerda
2r
h,=—
N2 [6].
Yuqorida berilgan (1) integralni taqgribiy

hisoblash uchun, (5) va (9) lardan foydalangan holda,
teorema 2 ni hisobga olib quyidagi kubatur formulani
quramiz

[ [sinoF(0.4)d0dp=>"h, > CIyIF (<[/1.18)
00 gL Al

(10)

Qurilgan kubatur formulalar yordamida
aniqg misollarni hisoblash.

Endi uch o’lchovli fazo sferasida aniqlangan
funksiyalar uchun quyidagi misollarni ko‘rib chigamiz.

1 — misol. Quyidagi integralni hisoblang

I(x+ y)ds?

s? .

Yechish. Dastlab integral ostidagi 2=**Y
funksiyani  sferik  koordinatalar  sistemasiga

o‘tkazamiz, (1) integral uchun quyidagi tenglikni
olamiz, ya’ni

2r
j j sin?(6) (cos(¢) +sin(g))dadg¢
00 . (1D
Endi, (11) integralni tagribiy hisoblash uchun
(3.10) kubatur formuladan foydalanamiz. Bunda
davriy funksiyalar fazosida trigonometrik vaznli
optimal kvadratur (5) formula bilan hisoblaymiz.
Shunday qilib, uning ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi

Tsin2 (6)do = ﬂj.Sin(ﬂ'X)Sin(ﬂ'X)dX = ni Clylsin(z[»])

Bunda teorema 2 dan foydalanib integralni
tagribiy giymatini hisoblaymiz va natijani aniq giymati
bilan tagqoslaymiz.

Integralning aniq giymati

1
Il_ cos(27X) dx =

1
z j sin?(zXx)dx =x % ~1.570796326
0

0

Endi N, =10,100,1000
giymatlarini hisoblaymiz

10
7Y Clylsin(z[y]) ~1.567691491
1) = ,

100

7Y Clylsin(z{y]) ~1.570667009
2) :

1000

ﬂ'z C[y]sin(=[y]) ~1.570795625
3) 7=l .
Bunda tagribiy olingan natijalar integralning
anig giymatiga tugun nugtalar sonini oshirish bilan
yaqinlashishini ko‘rish mumkin.

bo‘lganda taqribiy
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Endi ikkinchi ¢ o‘zgaruvchi bo‘yicha (9)
umumlashgan to‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi bilan

hisoblaymiz
_[ (cos(¢) +sin(g))dg = Zzlhz (cos[B]+sin[A])=0
0 =1
27
h, =%
bu yerda [Bl=hp tugun nugtalar, N,
N

2 - biror natural son.
Demak, umumiy ma’noda quyidagi kubatur
formula bilan hisoblaymiz

ﬁsinZ(o)(cos((p)+sin(¢))d0d(p = 73", (cos[B]+sin[B]) Y Cl1sin(z[¥])
00 p=1 y=1

Ikkinchi farazda (1) integral ostidagi F(0.¢)
funksiya berilganda integral ostidagi ifoda birinchi 0
o‘zgaruvchisi bo‘yicha davriy bo‘lmagan, ikkinchi ¢
o‘zgaruvchi bo‘yicha davriy funksiya bo‘lgan holni
garaymiz.

2) Agarda (1) integral ostidagi F(0.9)
funksiya berilganda integral ostidagi ifoda 0
o‘zgaruvchi bo‘yicha davriy bo‘lmasa, bu o‘zgaruvchi
bo‘yicha (2) integralni quyidagi sinus vaznli optimal
kvadratur formuladan

[sin@)F(0.4)d0 =3 C,[AIF(h5.9)
0 p=0 (12)

foydalanib hisoblash mumkin [7,8]. Bu (12)
ko‘rinishidagi kvadratur formulalar uchun umumiy
holda [2,3] ishda

1

[sin(2zox)p(x)dx = >" C,[ Blpl ]
0 p=0

ko‘rinishida trigonometrik vaznli optimal
kvadratur formulalar qurilgan. Bu trigonometrik vaznli
1

0=—
optimal kvadratur formuladan 27 bo‘lganda biz
qarayotgan (12) ko‘rinishidagi optimal kvadratur
formula kelib chigadi. Bunda (12) uchun m=1
bo‘lgandagi optimal koeffitsientlari uchun quyidagi
tasdiq o‘rinli [8].

. 19(0,1) :
Teorema 3. Sobolevning ™2 fazosida (12)
ko ‘rinishdagi Sard ma’nosida optimal kvadratur
formulaning koeffitsientlari uchun quyidagi tengliklar
o ‘rinli

1_sinh(h), B=0,
2(1—cos(h)) .
C,[p1= Wsm[ﬂ], S=1N-1,
sin(h) 3
e AN
h="
bu yerda N [51= hﬁ, N biror natural

son.
Shu bilan birga F(0.9) funksiya uchun integral
ostidagi ifoda ikkinchi ¢ o‘zgaruvchi bo‘yicha davriy

funksiya bo‘lsin. Unda ¢ (0<g<27) o‘zgaruvchi
bo‘yicha taqribiy integralni (3.9) umumlashgan to‘g‘ri
to‘trburchaklar formulasidan foydalangan holda
hisoblash mumkin. Natijada, biz uch o‘lchovli fazodagi
sferada aniglangan funksiyalarning integrallarini
tagribiy hisoblash uchun (9), (12) optimal kvadratur
formulalar va teorema 3 ni hisobga olib ushbu

| = [ [sinoF (6.4)d0dg = 3 h, > C[/IF (=[/1.[8)
00 A=t r=0
(13)

optimal kubatur formulaga ega bo‘lamiz. Bu

27 T
h =—, = —
2 N2 [}/]:hlﬂ/, hl N1 Nl

yerda [B]= hzﬂ ,
biror natural son.
2 — misol. Quyidagi integralni hisoblang
I e*dS?®
&

Yechish. Buning uchun integral ostidagi
ifodani sferik koordinatalar sistemasiga o‘tkazib,
quyidagi karrali integralni hisoblashga olib kelamiz

2r &

[exds? = [ [sin(@)e™?*“dod g
s? 00

Bu integral ostidagi ifoda ikkinchi farazga mos,
integralini aniq giymatini qurilgan kubatur formuladan
olingan natija bilan taggoslaymiz.

Demak, berilgan funksiyaning integral giymati
quyidagicha

2r 1w

j e*dS? = j j sin(0)e" @) d 9d ¢ ~ 14.7680137457653
s? 00

Berilgan funksiyani birinchi o°‘zgaruvchi

bo‘yicha (07 oraligda davriy emasligini grafikdan
ko‘rishimiz mumkin (Rasm 1), ikkinchi o‘zgaruvchisi
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bo‘yicha (0,27) oraligda davriy ekanligi ko‘ramiz
(Rasm 2).
25
24
1.51
1_
0.5
2x 3z X _x = 3z
2 2 2 2

X

sin(x)

Rasm1. Y= sin(x)e funksiyaning grafigi.

b im n
2

|u|,—_-| ]

cos(x)

Rasm2. Y=¢ funksiyaning grafigi.

Endi qurilgan (13) optimal kubatur formula
bilan berilgan integralning tagribiy giymatini N =100
bo‘lganda hisoblaymiz

N N )
D h > C [yl —14.767289

Umumlashgan trapesiyalar formulasi chizigli
funksiyaga aniq bo‘lganligi sababli, trigonometrik
vaznli kvadratur formulani ham chizigli funksiyaga
aniq bo‘lgan M=2 holida garaymiz.

3 — Misol. Quyidagi integralni hisoblang

1
I X2 sin(27zawx)dx
0

Berilgan misolni umumlashgan Nyuton-Kotes
formulasi

— 2 Az 2 .
‘= Nj X; sin(2zwx;) + X, sin(2zewx

i 2

sz sin(2zwx)d 1), Xy —X)
0

(14)

bilan tagribiy hisoblaymiz. Bu umumlashgan
trapesiyalar formulasiga aynan teng.

Dastlab, bu integralni aniq giymatini ! bilan
belgilab olamiz

1
| = I x? sin(27zwx)dx
0

Berilgan misolni umumlashgan Nyuton-Kotes
formulasining chizigli kvadratur formulasi bilan
hisoblangan taqribiy giymatini

L1 Sinrwx,,)

=2 x? sin(27wx; ) + X

A\r:Z L oind J 2l+1 (X —X)
i=0

belgilaymiz.

Nyuton — Kotes formulasi xatoligining
absolyut giymati bu integral va kvadratur yig‘indi
orasidagi ayirmaning absolyut giymati bilan
aniqlanadi. Ya’ni,

- |- j. 2 sin(2ox) - . 2 X2 sin(27wX;) +2xi2+1 sin(2zwx,,) (%= %)
(15)
Quyidagi jadvalda (14) kvadratur gormulaning
(15) xatoligining absolyut giymatlarini

N=1:10:100:1000  va ®=1.1;10.1;100.1;1000.1

bo‘lganda o‘zgarishini tekshiramiz.

Jadval 1 N =1,10,100,1000 va

o=1. ].,:L(J .:L, 100. ].,:l.()()().:L bo {léZCllllﬁlél Ll”lll’?ll(l!?]lé{(l’1

B=1 =0 , trapesiyalar  formulasining  xatoligini  absolyut
Bu olingan natijani xatoligi | givmatlarini o zgarishi keltrilgan.
7.2474.107" iqini ko‘rami
ga teng ekanligini ko'ramiz. w=11 | ©=101 | ©=100.1 | ©=1000.1
Optimal kvadratur formulalarni klassik || - Ar| |' - Ar| |' - A\r| |' B A\r|
ma’nodagi kvadratur formulalar bilan taqqoslash N=1 3874936(1) | 3063506(1) | 296B1759(1) | 2940213(1)
N=10 5701761(3) | 1641521(-1) | 1520774(-1) | 1518228(1)
N=100 | 563986L(5) | 4407336(<4) | 1529774(1) | 1504333(-1)
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[ N=1000 | 5639251(7) | 4376634(6) | 4278453(-5) | 1504194(-1)

| xatolikni yetarlicha kamaytirishini jadval 2 dan

Jadval 1 dan keltirilgan natijalardan ko‘rinadiki

umumlashgan trapesiyalar formulasi N2® holda
yaginlashadi.
Yuqoridagi misoldan ko‘rinadiki,

trigonometrik vaznli kvadratur formulada berilgan

2
funksiya P(x) =X ga teng. Bundan quyidagi
kvadratur formulaga olamiz

sz sin(2zwx)dx = ZN:CS [BILBT
0 p=0

Hosil bo‘lgan trigonometrik vaznli kvadratur
formulaning chap tomonini

| = '1[ X2 sin(27zax)dx

bila(r)l belgilaymiz, uning o‘ng qismini

Ay = CLAILAY

kabi tﬁe:logilaymiz. Bunda kvadratur formula

xatoligining absolyut giymati ‘I B A‘)‘“‘ ga teng bo‘ladi.
»=1110.1100.1,1000.1 ., lganda  yugoridagi

trigonometrik vaznli optimal kvadratur formulaning
xatoligini absolyut giymatlarini o ‘zgarishi keltrilgan.

va

w=11 | =101 | »=100.1 | »=1000.1
‘I_A:)pt‘ ‘I_A)pt‘ ‘I_A\)pt‘ ‘I_A\)pt‘
N=1 1114784(-2) | 1444594(4) | 1.484368(-6) 1488425(-8)
N=10 3.025851(-5) | 6.946015(-6) | 8425457(B) 8578893(-10)
N=100 | 2843105(-8) | 3005545(8) | 7.045133(-9) 8440393(-11)
N=1000 | 2.845974(- 2.842208(- 3003591(-11) | 7.055061(-12)
11) 11)

Shunday qilib, jadval 3.3 dagi sonli natijalardan
ko‘rinadiki trigonometrik vaznli optimal kvadratur

formula xatoligining absolyut gqiymati N2w vy
N <@ |arda ham yaginlashadi.

Xulosa.

Bulardan quyidagicha xulosaga kelamiz ya’ni.
jadval 1 dan ko‘rinadiki trigonometrik vaznli
integrallarni klassik ma’nodagi kvadratur formulalar
bilan tagribiy hisoblash @ nig katta giymatlarida

yetarlicha aniglikni bermas ekan. Lekin, @ € R, @#0

bo‘lganda ham [2,3] qurilgan trigonometrik vaznli
optimal kvadratur formula bilan taqribiy hisoblash

ko‘rinadi.
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