Sobre a equivaléncia entre as leis de Kepler e a lei da gravitagao
de Newton
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Resumo: Johannes Kepler, por meio das observagoes feitas por Tycho Brahe, elaborou
trés leis que regem o movimento dos planetas em torno do Sol. Anos mais tarde, Isaac
Newton formulou a lei da gravitagao universal e, a partir dela, derivou as leis de Kepler.
Neste texto mostramos como se pode inferir a lei da gravitagao a partir das leis de Kepler, e
como estas sao consequéncias dela. Em outras palavras, mostraremos que as leis de Kepler
e a lei da gravitagao de Newton sao matematicamente equivalentes.
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Abstract: Johannes Kepler, through the observations made by Tycho Brahe, developed
three laws that govern the movement of planets around the Sun. Years later, Isaac Newton
formulated the law of universal gravitation and, from it, derived Kepler’s laws. In this text
we show how the law of gravitation can be inferred from Kepler’s laws, and how these are
consequences of it. In other words, we will show that Kepler’s laws and Newton’s law of
gravitation are mathematically equivalent.
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1 Introducao

No século IV a.C., Platao propos o seguinte problema: "Quais sao os movimentos uniformes e ordenados
cuja existéncia é preciso supor para explicar os movimentos aparentes dos planetas? “ [1, p. 188]. A
ideia de Platao era que o universo poderia (ou deveria) ser explicado em termos de formas geométricas
perfeitas, como circulos e esferas, e através de movimentos uniformes (lineares ou angulares). Esta viria
a ser uma tarefa complicada, pois os planetas, vistos da Terra, executavam trajetoérias estranhas, com
movimentos de vai-e-vém e velocidades irregulares.

FEudoxo, discipulo de Platao, imaginou um sistema intrincado de esferas celestes, cada uma asso-
ciada a um planeta e ao Sol, concéntricas girando entre si por meio de diversos eixos e com velocidades
diferentes.

No século IT a.C., Hiparco de Rodes elaborou um modelo que foi melhorado por Claudio Ptolomeu,
século II d.C., no qual os planetas se moviam através de dois circulos, chamados epiciclos e deferentes,
com os centros dos epiciclos percorrendo as deferentes, ambos em movimentos uniformes, que explicava
as variagdes de brilho, devido aos afastamentos e aproximagoes dos planetas com a Terra (Figura 1).

Nicolau Copérnico (1473-1543), com base em décadas de observagoes, propds um modelo heliocén-
trico do sistema solar em seu tratado De revolutionibus orbium coelestium publicado no ano de sua morte.
Nesse tratado, Copérnico procurou um modelo mais simples do sistema solar, posicionando o Sol como
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Figura 1: Modelo de Ptolomeu.
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Fonte: Google Imagens.

o centro do sistema e os demais planetas — inclusive a Terra — orbitando-o com movimentos circulares
uniformes (Figura 2). Nesse modelo ele pode explicar os equindcios e as estagoes do ano, coisa que era
falha nos outros modelos. Infelizmente este livro foi proibido pela Igreja.

Figura 2: Modelo heliocéntrico de Copérnico. Imagem extraida de seu livro.
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Fonte: https://www.infoescola.com/astronomia/heliocentrismo,/. Acesso em: 15 out. 2019.

Com apoio do rei Frederico I1, o astronomo dinamarqués Tycho Brahe (1546-1601) montou o maior
observatoério de sua época, conseguindo precisao de até duas vezes superior as melhores observacoes até
entao. Depois de toda uma vida de dedicagao as observagoes, ele propos um novo modelo do sistema solar,
que era um intermediario entre os modelos de Copérnico e Ptolomeu, onde todos os planetas se movem
ao redor do Sol e este ao redor da Terra. Apods sua morte, seu assistente, Johannes Kepler (1571-1630)
deu continuidade ao seu trabalho.

Kepler observou que o modelo de Copérnico ainda tinha algumas discrepancias em relacao aos dados
coletados das observagoes de Tycho. Apds quatro anos de trabalho conseguiu mostrar que, retirando o
Sol da posigao central do sistema, o modelo concordava bem com os dados, mas que havia ainda algumas
discrepancias com a 6rbita de Marte.

Kepler descobriu que a o6rbita de Marte era na verdade uma elipse, e que o mesmo era verdade
para todos os outros planetas. Foi entdo de Kepler elaborou sua primeira lei (chamada lei das drbitas):
”As orbitas dos planetas ao redor do Sol sao elipses, como o Sol ocupando um dos focos.*

Ele também percebeu que Marte nao descreve um movimento uniforme. Estudando as velocidades
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de Marte e dos outros planetas obteve sua segunda lei (lei das dreas): 7O raio vetor que liga um planeta
ao Sol varre areas iguais em intervalos de tempo iguais.®
Kepler publicou seus resultados em seu livro Astronomia nova (1609). S6 anos mais tarde, em

1618, ap6s intmeras tentativas, descobriu a relagao entre os periodos de revolugao dos planetas com
suas distancias ao Sol, enunciando sua terceira lei (lei dos periodos): ”Os quadrados dos periodos de
revolugao de dois planetas quaisquer estao entre si para os cubos de suas distancias médias ao Sol.*
Matematicamente:

T2

— =K

a
onde T é o periodo de revolugao do planeta, a é a distancia média ao Sol e K é uma constante do sistema,
chamada constante de Kepler. Na verdade, como serd mostrado neste texto, o correto é que a deve ser a
medida do semi-eixo maior da elipse.

2 Coordenadas polares

2.1 Conceitos basicos

Faremos uma breve revisao sobre coordenadas polares. O sistema de coordenadas polares consiste de
uma semi-reta orientada Oz e de um angulo orientado § = zOP.

Figura 3: Sistema de coordenadas polares.
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Dessa forma um ponto P tem as coordenadas polares (r,60), com r > 0 e 0 < 6 < 27 e estas se
relacionam com as coordenadas cartesianas (z,y) por

x=rcosf e y=rsend. (1)

Temos também as relagoes inversas
r=+vz2+y% e 9:arctang, (2)
x

em que convencionamos 0 = 3 se z =0 e y # 0.
Considere uma fungao continua

r= f(6).

A area da regiao
R={(r,0) eR*:a<6<B,0<r<f(0)

¢ calculada por [2]
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Figura 4: Relagao entre coordenadas cartesianas e polares.
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Fonte: [3].

2.2 Conicas em coordenadas polares

2.2.1 Elipse

Uma elipse é o lugar geométricos dos pontos do plano cuja soma das distancias a dois pontos fixos
(chamados focos) é constante. Se F' e F' s@o os focos, entdao o ponto P pertence a elipse se

r 41 = 2a, (4)

em que a é o semi-eixo maior da elipse, r é a distancia de P a F e r’ é a distancia de P a F”.

Figura 5: Elipse.
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Fonte: [4].

Seja ¢ a semi-distancia focal, isto é, a distancia de um dos focos ao centro da elipse. Entao os
semi-eixos maior e menor a e b, respectivamente, estao relacionados com ¢ pelo teorema de Pitdgoras

a® = b+ . (5)
Outra maneira de relacioné-los é por meio da excentricidade, a qual é definida por

: (6)

C
E= -
a

em que 0 < € < 1. Assim, a relagdo entre os semi-eixos pode ser escrita como

b=ay1—e2 (7)
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A excentricidade é uma medida do achatamento da elipse: quanto mais proximo de 1, mais achatada é a
elipse; e quanto mais proximo de 0, mais arredondada a elipse é.

Posicionamos a elipse de forma que o foco F seja a origem do sistema de coordenadas e que o eixo
maior esteja alinhado com o eixo x conforme a Figura 5. Entao pela lei dos cossenos

r'? =1r? 4 (2¢a)* — 2 -7 - 2ea - cos(m — ),
isto é,
r'? = r? + 4e2a® + 4rea cos 6. (8)

Da equagao (4) obtemos
r? =1r? — dar + 4a®. (9)

Eliminando ' de (8) e de (9) encontramos

a(l —€?)
= — . 10
1+ ecosb (10)
Esta ¢ a equagao da elipse em coordenadas polares. Em virtude da formula (3), a area da elipse é
1 [ [a(l-¢%)]" 2 o dp
AL [T gy [T
2J)y [1+4ecosh 2 o (1+ecosh)?
Com um pouco de trabalho calculamos
/2’r do . 2r ()
o (I+ecosh)2 (1 —g2)3/2
Assim )
_am . 22 27 2 — 2
A72(1 %) 7(1_62)3/277ra V1—¢g2
Usando a relagao (7) encontramos a area da elipse como sendo
A = mab. (12)

2.2.2 Hipérbole

Uma hipérbole é o lugar geométrico dos pontos do plano cujas diferencas das distancias a dois pontos
fixos (os focos) é, em modulo, constante. Se F' e F” sdo os focos, entdo o ponto P pertence a hipérbole se

lr —7'| = 2a, (13)

onde r é a distancia de P a F e r’ é a distancia de P a F’ e a é a semi-distancia entre os vértices da
hipérbole. Como |z| pode ser z ou —z, a curva gerada e dividida em dois ramos.
Novamente, a excentricidade é definida por

e=-, (14)

c
a
em que ¢ é a semi-distancia focal, isto é, a metade da distancia entre os focos. Note que € > 1.
De forma analoga ao que foi feito para a elipse, a equacao polar da hipérbole com um dos focos na
origem e o eixo alinhado com o eixo x é
_a(e?—-1)
" tcosO£1

onde cada sinal £ corresponde a um dos ramos da hipérbole.

(15)
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Figura 6: Hipérbole.
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Figura 7: Parabola.
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2.2.3 Parabola

Uma pardbola é o lugar geométrico dos pontos do plano cujas distancias a um ponto fixo (foco) e a uma
reta fixa (geratriz) sdo iguais.
Posicionando o foco na origem e o eixo da parabola alinhado ao eixo x obtemos

r 4 rcosf = const
Mas no vértice, essa soma é igual a distancia do foco a geratriz, que chamamos a, logo

r+rcosh =a
a

= 16
" + cos 6 (16)
Perceba que as equagoes (10), (15) e (16) podem ser unificadas na equagao
o'
_ 17
" + B cosb (17)

que representa uma elipse se f < 1, uma pardbola se f = 1 e um ramo de hipérbole se g > 1. Isto sera
importante mais adiante.

2.3 Movimento em coordenadas polares

Considere uma particula se movendo em uma trajetoria no plano parametrizada por

f(@) = (x(),y(t)) = 2()i+ y(t)j (18)
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onde t é o tempo. Queremos descrever tal movimento em coordenadas polares
F(8) = (r(2),6(2)) = r(t)u; + 6(t)ug (19)
por meio de vetores 1772 e 175 adequados. Estes vetores devem ser
1. normais, isto é, u, = ug = 1;!
2. ortogonais, isto &, ﬁ . 175 =0;
3. orientados positivamente, isto &, u xug =k e;
4. o vetor u, deve estar alinhado com o vetor posi¢ao 7 = (ﬁ
Os candidatos mais naturais (na verdade os tnicos) sao
U, = — =cosbi+senfj e up = —senbi+ cosbj. (20)
r
Figura 8: Vetores normais unitarios u, e ug.
o
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Fonte: [3].
Derivando as equagdes (20) obtemos
=u — = —U,.
a do g
A velocidade da particula é
a7 d dr da;  dr . do
7:7:7 —>:7—> 7‘:7—) r WU
A e i i T TR
isto é,
dr dé
v = %173' + r%uﬁ). (22)
A aceleragao da particula é, apos derivar (22) em ¢ e aplicar (21):
av | & A% 20 _drdf
— — —
=—=|—-—-7—= — 4+ 2—— 23
“T [dﬁ r(dt) UT+<T a " dtdt)ue (23)

10 médulo de um vetor ¥ sera denotado (por simplicidade) por v.
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3 Deducao da lei da gravitacao de Newton

Nesta se¢ao mostramos como se pode inferir a lei da gravitacao universal a partir das leis de Kepler.
Claro, estd nao é exatamente a dedugao de Newton mas vamos seguir o seu espirito.
A area varrida pelo raio vetor 7 do instante t = 0 a t & (aplicando (3))

1 [ 1 [t ,de
A(t zf/ r2d9:f/ r2—dt.
( ) 2 0(0) 2 0 dt

Pelo Teorema Fundamental do Calculo

dA 1 ,df
el St 24
at 2 dt 24)
A segunda lei de Kepler afirma que
% = 17“2% = const
dt 2 dt '
Entao
d’A dr de n r d*6 0o d?o n 2dr de 0
— =r—— 4 -— = r—s —— =
dt? dt dt 2 dit? dt? dt dt
e assim de (23) temos
d?r AN
- _ —

Esta expressao mostra que a aceleragao é radial. Isto nos permite concluir que um planeta cuja érbita
atende a segunda lei de Kepler deve estar sujeito a uma forga cuja diregao é aquela que liga o centro do
planeta ao centro do Sol.

A primeira lei de Kepler afirma que a trajetéria do planeta é uma elipse, cuja equacao polar é,
como vimos,

a(l —¢e?)
r=——"
1+ ecosf
Entao
dr  as(1—¢e%)send do esend 5 df
— = — = STt —.
dt (14+ecosb)? dt  a(l—e?) dt
Como 24 ¢ constante, derivando mais uma vez teremos

dt

2r  d { esen ] ,df  ccosf 2<d9>2
PR .

dat? ~ dt la(1—e2)| " dt  a(l—e2) \dt

Assim, denotando u; = 7 (versor de ),
2 2
- gcost , (dON" (db .
¢ = [a(l—&:?)r (dt "\t g
5 (dO 2T ccosh 1] .
dt a(l—e?) r
—1  , [(do\? .
= ———r || 7
a(l —e2) dt

= ——']"7
r

em que
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Se T é o periodo de revolugao, a segunda lei de Kepler diz que
dA  mab
d T’

em que wab é a area da elipse. Entao

™ . p
T = T2 T2 ’

D mab o Ar2a?b?  Amtat(l —€?)
5 = =

onde usamos a relagao (7). Assim
O 4m2a? N T2  An?
T2 a3 C’

mas a terceira lei de Kepler afirma que a relagio T2/a® é constante e igual para todos os planetas.
Chamando de K essa constante teremos C = 472 /K e assim

472 1 |
4=t

Portanto, a forca que o Sol exerce sobre um planeta de massa m é

42 m
F= i (26)
Esta expressao nos diz que a forga de interagao do Sol com um planeta orbitando-o é central, atrativa,
proporcional & massa do planeta e inversamente proporcional ao quadrado da distancia do planeta ao
Sol.
Faremos agora uma afirmacao forte: as leis de Kepler permanecem validas se alterarmos
a origem do sistema de coordenadas para o centro de massa do planeta. Se denotarmos por 7’
e 0’ as coordenadas com origem no planeta, entao elas estao relacionadas pela transformagao

r e e 0 m+0,
de modo que a equacao da trajetoria do Sol neste sistema de coordenadas é

, a(l —¢e?)
r = )
1+ ecos(m + 0)

que é uma equacao de elipse com um dos focos no planeta. A 12 lei é valida.
A taxa de variagdo da area sera
dA 1 ,d(r+0 1 ,do
— = 77"'27( ) = —r?— = const,
dt 2 dt 2 dt
logo a 22 lei permanece. Obviamente, a 32 lei ainda permanece vélida.
Como as leis de Kepler sao validas com o sistema de coordenadas centrado no planeta, executando
os calculos como os realizados anteriormente obteremos

Fr="Z1] (27)

é
Pela 32 lei de Newton F = —F/ , logo

KM = K'm.

A terceira lei de Kepler afirma que a constante K independe da massa do planeta. Desta forma,
o produto KM deve ser uma fun¢ao apenas de M, isto é, KM = f(M). Da mesma forma, K'm = g(m)
deve ser uma fungdo apenas de m. Com temos uma igualdade de fungdes f(M) = g(m) nas variaveis
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independentes M e m, entao elas devem ser fung¢oes constantes, isto é, KM = K'm = const. Denotando
essa constante por 472 /G obtemos

472 472
K=—— K =_—.
aM  ° Gm
Portanto oM
m
F—_ S, (28)

onde G é uma constante independente de M, m e r; uma constante universal. Newton postulou entao
que dois corpos massivos quaisquer interagem por uma forca atrativa com magnitude GMm/ r2.

Alguns autores erroneamente atribuem ao fisico inglés Lord Cavendish a primeira determinagao do
valor da constante de gravitacao universal G. Na verdade, ele realizou experimentos para determinar o
valor da densidade da Terra utilizando uma balanca de torgao extremamente sensivel [5]. O valor aceito
atualmente para essa constante ¢ G = 6.6739 - 10~ 1'Nm? /kg?.

4 Deducao das leis de Kepler

Veremos nesta secao como as leis de Kepler sobre o movimento planetario sao consequéncias da lei da
gravitagao universal de Newton.

4.1 Segunda lei de Kepler

O momento angular de uma particula de massa m em relagdo a origem do sistema de referéncia é
—
L=7xmv. (29)

Entao
i
dt

Como?xmﬁz 0 emd :?temos

= (7xm7)dtxm7+7xm77xm7+7xma

)
’f‘ r

isto é,

T = const. (30)
S6 que f é ortogonal a 7 para qualquer 7, logo todos os 7 pertencem ao plano ortogonal a f Portanto
a Orbita de um planeta em torno do Sol (na verdade a orbita de qualquer corpo em relagao a outro devido

apenas a interagdo gravitacional entre eles) esta contida em um plano fixo, o qual contém o centro de
massa do Sol (ou do corpo que faz o papel do Sol). Por outro lado, aplicando (22) teremos

d do _ do
f:?xm?:mﬁxm( TEH—T ua>—mr —Kk,

dt dt dt
0 que implica que r2 de é constante. Tendo em vista (24) obtemos
dA 1 2d9 "
— = —r“— = const,
at 2 dt

o que demonstra a segunda lei de Kepler.
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4.2 Primeira lei de Kepler

Vimos logo acima que

do
L=mr’=—
M

é uma constante. Vamos reescrever esta equagao de um modo mais conveniente:
dd L
rP— == (31)

dt m

A energia cinética de um corpo é

Aplicando as equagoes (22) e (31) obtemos

2 2 2 2
1 dr 5 (dO 1 dr L?
=-m (5 )l =m () + = 2
2" l(dt) (dt> ] 2m<dt> Jr2mr2 (32)

A energia potencial de um corpo é definida como o negativo do trabalho realizado pelo campo de

dT'_) dG%

T —Up

TZ* (78
M 7

forgas F' para levar o corpo do ponto de potencial nulo até o ponto final. Matematicamente:

V(7 i (P)d7 (33)

TO

onde 7§ ¢ um ponto tal que V(r_g) = 0. A integral acima é calculada sobre uma curva de extremidades
—
roe 1.

Como a interacao gravitacional é do tipo

isto é, é uma forca central, entao

/ F(p d? / ~'(t)dt

onde v é uma curva de classe C' de extremidades 7§ e 7.
Como

%
% _ %(7 =t el o) % (27 : ddf> 7 (1),

2 dt

entao

vty = [ FoBa=- [ Fioan

isto é, o potencial depende somente da distancia do corpo & origem do sistema e nao da dire¢do, muito
menos da trajetoria do corpo. Podemos assim escrever

V@) =V =~ [ Floys (35)
T0o
A energia mecénica ser4, em virtude de (32),
E=T+V =i (& + L +V(r) (36)
"\ at 2mr2 -
Note que uma forga central é um campo conservativo, isto é, a energia mecénica ¢ conservada (E é
constante, ou, ‘Z—f =0?).

2Para verificar basta calcular essa derivada e usar a igualdade (41).
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Chamando o potencial efetivo ,
Vesr) = 5o + V) (37)
teremos )
E=gm (d:> Vs (r) (38)
Observe que
m (dr\?
E — Ves(r) 5 (dt) >0, (39)
o que da
E > Ves(r). (40)

Esta é uma condigao necessaria para a existéncia do movimento.
Pela segunda lei de Newton, a componente radial da forga é, de acordo com (25) e (31),

d2r do\? 2r L2

Fazendo r = 1/u teremos

dr i du

1dudd  ,dfdu  Ldu

"atde T mde

dt ~ w2dt  u?dfdt

e
d’r _ Ldwdf) L L du_ I? ,d%u
dt2 mde2dt  mmr2df2  m2 de?’
logo
1 L2 ,d%u\ I ,
F(u> ﬂ”(‘w“ dez)‘m“'
Portanto

d’u m 1
S = (). 42
a2 T T (u) (42)

Esta é a equagao diferencial da trajetoria de um corpo sujeito a uma forca central. Dai, substituindo F'
por —GMm/r?, teremos a equacao da trajetoria de um corpo sujeito a atragio gravitacional.

No que segue, para simplificar um pouco as contas, escreveremos k = GMm.

A energia potencial gravitacional é definida como nula no infinito (isto porque em um ponto muito
distante do centro da forga, esta é praticamente nula). Entao

T T k; k
V(r)= —/OOF(T)dr = —/DO —r—zdr ==
e o seu potencial efetivo é
k L?

Veg=—+ —. 43
! r+2m7“2 (43)

Aplicando a condi¢do de movimento (40) encontramos

i 2mk1 2mE <0
72 L? r L2 -

Se E < 0, o conjunto-solucao desta inequagao é

{reRyr <r <},

1 mk mk\?> 2mE
o il . 44
" L2+\/<L2> T (44)

em que
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1 mk mk\? 2mE

— = — - — ) 45

ry L2 \/<L2> T (45)
Caso E > 0, o conjunto solugao sera {r € R;r > r;}. Observe que devemos ter E > —Z’Tk;, pois, do

contrario, os radicandos serao negativos e o nosso problema ficard sem solugao.
Temos assim trés casos:

e

2 2 . L . L, . L . ~
1. £ = —’;Lkz : temos que r; = 1o = ﬁ, isto &, a trajetoria é circular. Da relagao (31) obtemos que
% é constante. Portanto o movimento é circular e uniforme;
2 ~ ~
2. —72"52 < E < 0: a trajetéria esta confinada na regido r1 < r < ro. Da relacdo (39) temos que
dr

9 = 0 nos instantes onde r =71 e r = ra, isto ¢, a velocidade radial ¢ nula nestes pontos;
3. E > 0: a trajetoria se situa fora do circulo de raio r = ry.

Agora vamos resolver a equagao (42). Para isto vamos estabelecer o sistema de coordenadas.
Posicionamos o eixo polar de forma que o centro seja o centro de forga gravitacional e que o eixo esteja
orientado na dire¢ao de maior aproximacao. Com isto as condigoes iniciais do problema sao

1 du
0)=— —(0) =0. 46
TORFSEI 10 (46)
Para a forca gravitacional a equagao (42) fica
d*u m 9 mk
az T T g TR = T (47)
cuja solucdo &3
Acos . mk
u(f) = Acosf + Bsenf + Iz (48)
Aplicando as condigoes iniciais (46) obtemos os coeficientes A e B como
mk 2L2FE
Portanto
1 mk  mk 2L2F
0)=——==—% 4+ ——51/1+ —5 cosf
w0 =Ty = I TV T st
isto é,
L2
_ mk
r(6) ks (49)
144/14 " cosf
Lembrando da Equacdo (17) teremos os seguintes casos:
1. £ = —’;Lk; : a trajetoria é circular de raio r = nLch e velocidade angular % = nf; = ”zlf: constante
(um movimento circular uniforme);
2 —72”522 < FE < 0: a trajetéria é uma elipse de excentricidade € = /1 + %ﬁ;? , semi-eixo maior
a= —% e um dos focos na origem;
3. E =0: a trajetéria é uma parabola com a = Tﬁ—i e foco na origem;

3Existe um teorema [6, p. 89] que afirma que a solugdo geral de uma equagio da forma 3" + a1y’ + a2y = f(x) é dada
pela soma de uma solugao particular dela com a solugao geral da equagao homogénea y”’ + a1y’ + a2y = 0. Neste caso, uma
solugdo particular de v +u = mk/L? é u = mk/L?, e a solugdo geral de u’’ +u =0 & u = Acosf + Bsen®.
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4. E > 0: a trajetoria é um ramo de hipérbole com foco na origem, excentricidade € = /1 + 27{;;5
a= k.

Disto concluimos que, se a energia satisfaz a desigualdade —73 L2 < F <0, a trajetoria do planeta
é uma elipse em que um dos focos é o centro de massa do Sol, e isto é exatamente o que diz a primeira
lei de Kepler!

4.3 Terceira lei de Kepler
Das equagoes (24) e (31) temos

dA_ L
dt  2m
Assim, da segunda lei,
L
A=_—T
2m”’

onde T é o periodo de 6rbita do corpo e A é a area da elipse. Como A = 7wab = wa?V1—¢2, ¢ =

2L2E k =
1+ 255 e a= —5, entao

T , [ 2BL* _, [3 2 2 [ L7
— Ta
mk?2 “mk mka

7T2_ 2 47:>7_4 2
4m? ma mka a3 T k’
e como k = GMm temos finalmente
T2 472

que é a terceira lei de Kepler.

5 Conclusao

Ao longo dos séculos varios astronomos desenvolveram modelos para explicar as orbitas dos planetas
em nosso sistema solar, o que culminou com o modelo de Kepler (que é um aprimoramento do modelo
heliocéntrico de Copérnico). O seu modelo é regido por trés leis de movimento (trés axiomas, em lin-
guagem matematica). A partir desses trés axiomas deduzimos uma expressdo para a forca de interagao
gravitacional entre corpos celestes orbitando o Sol. Claro, ao final da Secao 3 invocamos a terceira lei
de Newton, de modo que devemos adicionéa-la como o 4° axioma. Desta forma, o conjunto de axiomas
{3 leis de Kepler, lei da ag@o e reagdo} implica na Equacao (28). Reciprocamente, assumindo a validade

de (28) pudemos reobter as leis de Kepler. Aqui ndo consideramos F' = md como um axioma, pois, do
ponto de vista matematico, é uma mera defini¢do. Isto nos permite concluir que, assumindo a lei da acéo
e reago, as leis de Kepler equivalem a (28).

Este tipo de resultado nos permite tracar um paralelo entre a Fisica e a Mateméatica: uma teoria
esta para a Fisica assim como um teorema esta para a Matematica. Partimos de um conjunto de hipoteses
(axiomas) e, por meio de uma sequéncia de argumentos logicos, chegamos a uma teoria (teorema). O
que difere uma teoria de um teorema é que a teoria precisa ser testada para ser comprovada e deve ser
falsedavel. J4 um teorema nao; ele tem sua validade comprovada em qualquer lugar e em qualquer tempo,
e nao pode ser falseado, uma vez que ja foi demonstrado matematicamente.
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