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1 Definicién de integral doble y triple

La integral doble de una funcién de dos variables sobre una regién en el plano
se define como el limite de una suma infinita de productos de la funcién y un
diferencial de area infinitesimalmente pequeno. Esto se puede escribir como:

/ /R f(z,y) dody (1)

Por ejemplo, si queremos calcular la integral doble de la funcién f(x,y) =
22 + y? sobre la regién rectangular R = [a, b] x [c, d], podemos dividir la regién
en pequenos rectangulos de area dx dy y sumar los valores de la funcién en todos
estos rectangulos.
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Figure 1: Grafico de la funcién f(z,y,2) = 22 + y* + 22

De manera similar, la integral triple de una funcién de tres variables sobre
una region en el espacio se define como el limite de una suma infinita de pro-



ductos de la funcién y un diferencial de volumen infinitesimalmente pequernio.
Esto se puede escribir como:

///V flz,y,z)dedydz (2)

Por ejemplo, si queremos calcular la integral triple de la funcién f(z,y,z) =
2?2 + y? + 22 sobre la regién cibica V = [a,b] x [c,d] x [e, f], podemos dividir la
region en pequenos cubos de volumen dz dy dz y sumar los valores de la funcién
en todos estos cubos.

2 Propiedades

Las integrales dobles y triples tienen varias propiedades importantes. Aqui te
presento algunas de ellas:

2.1 Propiedad aditiva

La propiedad aditiva dice que la integral de una funcién sobre la unién de dos
regiones es la suma de las integrales de la funcién sobre cada region. Esto se
puede escribir como:

//R1UR2 f(x,y)dwdyz/Rl f(x,y)dxdy+/R2 flz,y)dzdy  (3)

///Vl% f(xvy,z)dxdydm//vl f(a:,y,z)dxdydz+//v2 fx,y, 2) de dy dz

(4)

2.2 Propiedad lineal

La propiedad lineal dice que la integral de una combinacién lineal de funciones
es la combinacion lineal de las integrales de las funciones. Esto se puede escribir
como:

//R[af(x,y)erg(x,y)] dzdy:a/Lf(x,y)dxdy+b/Lg(x,y) drdy (5)

///V[af(x,y,z)—kbg(m,y@)] drdydz = a///v f(z,y,z)dx dydz—l—b///v g(x,y,2)dedydz
(6)

donde a y b son constantes.



3 Calculo en rectangulos y regiones elementales

Las integrales dobles y triples se pueden calcular dividiendo la regiéon de in-
tegracion en rectangulos o regiones elementales, calculando la integral de la
funcién sobre cada regién elemental, y luego sumando todas estas integrales
elementales.

3.1 Integral doble

Por ejemplo, si queremos calcular la integral doble de la funcién f(z,y) = 2% +y?
sobre la regién rectangular R = [a,b] X [¢,d], podemos dividir la regién en
pequenos rectangulos de area dx dy y sumar los valores de la funcién en todos
estos rectangulos. Esto se puede escribir como:

/ /R Fo ) dedy =3 flasy;) dedy (7)

i=1 j=1

donde (z;,y;) son los puntos en el centro de los rectangulos elementales.

3.2 Integral triple

De manera similar, si queremos calcular la integral triple de la funcién f(z,y, z) =
2?2 + y? + 22 sobre la regién cibica V = [a,b] x [c,d] X [e, f], podemos dividir la
regién en pequenos cubos de volumen dx dy dz y sumar los valores de la funcién
en todos estos cubos. Esto se puede escribir como:

///Vf(x,y,z)dxdydz:zn:izp:f(azi,yj,zk)dxdydz (8)

i=1 j=1 k=1

donde (x;,y;, 2;) son los puntos en el centro de los cubos elementales.
Estos métodos son la base del calculo numérico de integrales dobles y triples.

4 Aplicaciones

Las integrales dobles y triples tienen muchas aplicaciones en fisica, ingenieria y
economia. Aqui te presento algunas de ellas:

4.1 Calculo de areas y voliimenes

Una de las aplicaciones més comunes de las integrales dobles es el calculo de
areas. Por ejemplo, la integral doble de la funcién constante f(z,y) = 1 sobre
una regién R en el plano es igual al drea de R.

Area de R = // dx dy (9)
R



De manera similar, la integral triple de la funcién constante f(x,y,z) =1
sobre una regién V en el espacio es igual al volumen de V.

Volumen de V = /// dx dydz (10)
v

4.2 Calculo de centros de masa y momentos de inercia

Las integrales dobles y triples también se utilizan para calcular los centros de
masa y los momentos de inercia de objetos sélidos. Por ejemplo, el centro de
masa (Z, 9, Z) de un objeto sélido con densidad p(z,y, z) en una regién V en el
espacio se puede calcular como

% ///V 2o(x,y, 2) dz dy dz, (11)

y= %///V yp(z,y,z) dx dydz, (12)
zZ= % ///V zp(z,y, z) de dy dz, (13)

donde M = [[[, p(z,y, z) dz dy dz es la masa del objeto.

4.3 Calculo de probabilidades en estadistica

En estadistica, las integrales dobles y triples se utilizan para calcular proba-
bilidades. Por ejemplo, si tenemos una funcién de densidad de probabilidad
conjunta f(z,y) de dos variables aleatorias X e Y, la probabilidad de que X
e Y caigan en una regién R en el plano es igual a la integral doble de f(z,y)
sobre R.

P((X,Y) € R) = / /R f(y) dz dy (14)

5 Cambios de variable

En algunas situaciones, puede ser 1til realizar un cambio de variable para sim-
plificar la integral. Esto se puede hacer utilizando el teorema del cambio de
variable para integrales dobles y triples, que es una generalizaciéon del teorema
del cambio de variable para integrales de una variable.

5.1 Cambio de variable en integrales dobles

Supongamos que tenemos una integral doble de una funcién f(z,y) sobre una
regién R en el plano, y queremos hacer un cambio de variable (z,y) = ®(u,v),
donde @ es una transformacién biyectiva y diferenciable de una regién S en el
plano (u,v) ala regién R. Entonces, la integral doble se transforma como sigue:



//Rf(x,y)dxdyz//Sf(cb(u,v))\det(.]@(u,vmdudv (15)

donde Jg es la matriz jacobiana de la transformacién ®.

5.2 Cambio de variable en integrales triples

De manera similar, si tenemos una integral triple de una funcién f(z,y,2)
sobre una regiéon V en el espacio, y queremos hacer un cambio de variable
(z,y,2) = U(u,v,w), donde ¥ es una transformacién biyectiva y diferenciable
de una regién T en el espacio (u, v, w) a la regién V. Entonces, la integral triple
se transforma como sigue:

///Vf(:c,y,z)dxdydz:///Tf(\lf(u,v,w))|det(Jq,(u,v,w))|dudvdw (16)

donde Jy es la matriz jacobiana de la transformacion W.

Estos cambios de variable son muy ttiles para simplificar las integrales dobles
y triples, especialmente cuando la region de integracion tiene una forma com-
plicada.



