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Prefacio

Version en espaiiol

Los siguientes apuntes del curso de electromagnetismo aplicado son una recopilacién de mi material de clases,
inspirado en ideas de diferentes libros de electrodinamica, y ejercicios preparados en conjunto con mis ayudantes
del curso: Erik Saez, Sebastian Manosalva, y Fernando San Martin. Quise realizar esta recopilaciéon para dar a
conocer a los y las estudiantes los topicos de forma concisa y ordenada del curso ademaés de presentar conceptos
mas modernos, con bibliografia actualizada y a nuestra realidad local de Latinoamérica y Chile. Los apuntes
fueron pensados para futuros ingenieros, fisicos y en particular para radio astrénomos.

El electromagnetismo aplicado es una ciencia que empez6 con el telégrafo, radio antenas, aplicaciones de
sistemas eléctricos en el hogar y un sin fin de instrumentos nuevos. El dominio y campo de esta ciencia ha estado
limitado el electromagnetismo desarrollado por Maxwell y Heaviside, pero ahora este impulso es dado por la
tecnologia de materiales en materia condensada y superconductores, y otras aplicaciones como en satélites
y arreglos de antenas, que en conjunto son los grandes desarrollos en tecnologia liderados por ingenieros y
astréonomos.

Este curso parte desde una sélida base en fenémenos eléctricos (ley de Coulomb y Gauss) y magnéticos (ley
de Biot-Savart), y con una nocién de las ecuaciones de Maxwell-Heaviside. Aqui ahondaremos en fenémenos
variables en el tiempo y en el uso de la notacién fasorial para campos arménicos. Por dltimo visitaremos las
aplicaciones de propagacién de onda, tanto confinadas como libres, y la aplicacién de antenas.

Los apuntes estan estructurados en 5 capitulos: herramientas matematicas en capitulo 1 campos y mate-
riales en capitulo 2, ondas electromagnéticas planas y uniformes libres en capitulo 3, ondas electromagnéticas
confinadas en capitulo 4, y antenas en capitulo 5.

Tomas Cassanelli

Versidn en inglés

The following lecture notes (only available in spanish), applied electromagnetism, are a collection of my own
developed material, inspired from different electrodynamic books ideas, and exercises done alongside my tea-
ching assistants: Erik Sdez, Sebastian Manosalva, and Fernando San Martin. I wanted to make this compilation
to give the students a concise and ordered view of the topics of the course, and to introduce modern concepts,
with updated bibliography and related to our local reality of Latin America and Chile. The notes were thought
for future engineers, physicists and in particular for radio astronomers.

Applied electromagnetism is a science that started with telegraph, radio antennas, applications of electrical
systems and a myriad of new instruments. This science domain has been limited to the electromagnetism
developed by Maxwell and Heaviside, but now this impulse is given by the new technology of materials in
condensed matter physics and superconductors, as well as other applications such as relativity in satellite
telecommunications and antenna arrays at intercontinental scales (very long baselines), which together are
great developments in technology led by engineers and astronomers.

This course starts from a solid base of electrostatic phenomena (Coulomb’s law and Gauss’s law) and
magnetostatic phenomena (Biot-Savart’s law), and with a basic notion of Maxwell-Heaviside equations. In this
course we will delve into time-varying quantities, with emphasis in the use of phasor notation for harmonic
fields. Finally, we will visit the applications of wave propagation in various media and interactions, both
confined and in free space, and the application of antennas for the radiation/reception of electromagnetic
waves. The course is divided in 5 chapters: mathematical tools, fields and materials, plane waves, confined
waves, and antennas.

Tomas Cassanelli
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1. Analisis vectorial

Los apuntes del curso electromagnetismo aplicado comienza desde una solida base en la electrostatica, y fami-
liaridad con las ecuaciones fundamentales en electromagnetismo y electrodindmica, las ecuaciones de Maxwell
(apartado 2.2; descritas como las estructur6 Oliver Heaviside). El objetivo de este primer capitulo, es hacer una
revision general de célculo vectorial, herramienta fundamental de esta rama de la ciencia, y un breve resumen
de definiciones y ecuaciones de Maxwell (vea Griffiths 2017, capitulo 1).

1.1. Calculo vectorial

Existen cantidades escalares' y vectoriales. Cantidades vectoriales?, ademéas de magnitud, poseen direccién y
estan asociadas a una representacion grafica. Figura 1.1 muestra una representacién grafica de vectores.
Cantidades vectoriales poseen dos o més dimensiones, las cuales podran ser descritas de la siguiente manera
para un vector A:
A=A(z,y,2)= (Aw,Ay,AZ) =xA, + A, +ZA,. (1.1)

La representacién en ecuacién (1.1) solo aplica en coordenadas cartesianas, viz., (x,y, z), y su médulo es:
Al = A,

JAL = A= 4, +|4, [+

Vectores unitarios, estan definidos con norma unitaria:||fi|| = n = 1 %. En figura 1.2 un vector tridemensional en
plano cartesiano es graficado. El plano cartesiano posee los vectores unitarios (X,¥y,Z), los cuales siguen los ejes
coordenados, este no serd el caso en otras coordenadas, apartado 1.3. Notese que vectores son independientes
de el punto coordenado y son libres de permanecer en cualquier posicion.

1.1.1. Operaciones vectoriales

Existen miltiples tipos de operaciones vectoriales, estas son:

1. Adicién. Al igual que un escalar, sigue las mismas reglas, i.e.,

A+B=B+A,
(A+B)+C=A+ (B+C),
A-B=A+(-B)

2. Multiplicacién por un escalar
a(A+B)=aA+aB
3. Producto punto o producto interno (inner product) de dos vectores
A-B=A"B = ABcos/, (1.2)

donde 0 es el dngulo del comienzo de cada vector y AT la operacién transpuesta de A. El producto
punto es conmutativo, i.e., A-B =B - A. A esta cantidad también se le asocia a la proyeccion, es decir
el vector A proyectado en el vector B. El producto interno también puede ser denotado como (A, B)
(particularmente en mecanica cudntica).

1Cantidades escalares pueden ser signed-scalar quantities, i.e., cantidades escalares con signo. Por ejemplo: la carga eléctrica:
+q, o la corriente eléctrica I

2Vectores seran descritos por letras en negrita, viz., A, y escalares por letras, A é a. Para evitar confusién y aliviar la notacién,
la flecha A no serd usada.

3Un vector unitario en tres dimensiones que siga la diagonal el hiperespacio donde se encuentra sera: n= (1,1,1) %

13



1. Andlisis vectorial

A —A

Figura 1.1: Representacién grafica de un vector, A. El largo del vector A es proporcional a
su magnitud y la flecha indica el sentido.

Figura 1.2: Proyeccién de vector en plano cartesiano. Vector A
sale desde el origen con coordenadas (Am.,Ay,AZ).
Los vectores unitarios estan denotados por la base
ortonormal (X,¥,Z). Acd no usaremos la descripcién

(i, j, k), usualmente usada en ciencias matemaéticas.

4. Producto cruz de dos vectores
A x B = ABsinfn, (1.3)

donde fi, n =||fi]| = 1 vector unitario, corresponde a el vector perpendicular a A y B. Idem en (X,,2),

R vy 2
AxB=| 4, A, A, |=%(A4,B.—A.B)+5(A.B, — A,B.)+7(A.B,— A,B,). (1.4
B. B, B.

8
<

El lector quizé también esté familiarizado con la representacion tensorial de vectores y matrices, las cuales
hacen el desarrollo de estos calculos particularmente simples. Una buena introduccién a tensores puede ser
encontrada en capitulo 16 de Arfken & Weber (1967), otras fuentes mds avanzadas son Schouten & Corson
(1952); Walker (1949).

1.1.2. Productos triple

Identidades vectoriales importantes son:

A (BxC)=B-(C-A)=C-(AxC) (1.5)
Ax(BxC)=B(A-C)-C(A-C) (1.6)

1.1.3. Posicion, desplazamiento y vector de separacion

Las cantidades vectoriales descritas como posicién, desplazamiento y separacién son siempre usadas en defini-
ciones diferenciales e integrales en electrodindmica.

Cantidades primadas, con simbolo 7, son referenciadas en la posicién de campo vectorial, por otra parte,
cantidades no primadas corresponde al generador de ese campo vectorial (e.g., una carga eléctrica). En general,
nos referiremos a estas cantidades vectoriales como: vector fuente (source vector) r, vector de campo (field
vector) 1’, y vector separacién S.

r=axX+yy+ 2z (1.7)
v =1X+yy+22 (1.8)
S r—r

=r-r, =>8=—=———
S I TH |

14



1.1. Célculo vectorial

Punto de fuente

/ Figura 1.3: Posicién, desplazamiento y vector separacion. El dia-
r grama ademds muestra los puntos: punto fuente (don-
de se ubica por ejemplo una carga eléctrica) y pun-
to de campo que es donde deseamos medir el campo
; \§ vectorial. El vector separacion estd ilustrado como la

Punto de campo

diferencia: s =r —r’.

Figura 1.3 muestra la asociacién de estos vectores en forma grafica. Nétese que el vector separacién es una
forma compacta de escribir seis niimeros y sus operaciones,

s=(@—-2)x+(y—y)y+(z—7)z, (1.10)
s=lsll = lz — 2/ +ly — > +12 — 27, (1.11)
s_(—d) %+ (y-)y+ (:-)z

/S\:—:

S le— ey g e - 2P

(1.12)

1.1.4. Campos vectoriales

Los campos vectoriales son de fundamental importancia para comprender electromagnetismo. En particular
describen el set de ecuaciones de Maxwell de forma compacta y eficaz, reduciendo asi la notacién y como
acceder a sus variables. El caso mas relevante de estas operaciones sera visto al resolver las partial differential
equation (PDE) de Laplace y Poisson, apartado 2.5.

Gradiente

El gradiente es una operacién diferencial aplicada a un campo escalar (e.g., temperatura), es decir, donde la
cantidad a evaluar no posee propiedades vectoriales (i.e., no es un campo vectorial). El gradiente puede ser
expresado como grad (T') 6 VT y en coordenadas cartesianas es:

oT .. 0T. 0T

El gradiente V1" apunta en la direccion de maximo crecimiento del campo escalar 7' y su magnitud del vector
IVT|| entrega la pendiente del maximo crecimiento. En general podemos expresar un diferencial como:

AT = VT - dl = |VT|||di|| cos 6. (1.14)

Hablamos de “operador nabla” a la cantidad:

o 90 0 0 0 0
(L 2 2V -5+ 25+ %3 1.1
v <8x’8y’8z> 81X+8yY+6zZ’ (1.15)

y cuando calculamos VT es correcto decir el operador actia en 7', y no multiplica.

Encontrar el gradiente de r = /22 + y2 + 22 (magnitud del vector posicién). Solucién: Vr =T.

Divergencia

Por definicién corresponde al operador nabla pero ahora “operando” sobre un campo vectorial, e.g., v

_ Ovy 4 Ovy | v,
Ve.v= ox + Oy + oz ° (117)
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1. Andlisis vectorial

VAV .
AN AN 044

Figura 1.4.: Divergencia de forma gréfica. La divergencia, V - v cuantifica el grado de “divergencia” o cantidad
en que lineas divergen en un punto en cuestién.

Figura 1.5: Rotor de forma gréafica. El rotor, V x v cuantifica la canti- / /\
dad de rotacién de v en un punto del espacio. El simbolo ¢
® sale del plano en forma perpendicular y representa al l
vector V x v que rota en sentido antihorario (counter-
clockwise). En caso contrario, rotacién horaria (clockwi-
se) serfa el simbolo ®. VXv=0 Vxv=0

Notese que la forma de escribirlo es V - v. La divergencia de un campo vectorial es un escalar y la divergencia
de un campo escalar no tiene sentido (y quizd el lector se refiere a el operador gradiente). La forma gréfica de
entender la divergencia estd dada por la figura 1.4 donde dependiendo del signo de la operacion V - v las lineas
de campo tendran una geometria caracteristica.

Rotor

El rotor o curl, es definido por la operaciéon matematica V x v,

X y z
_| 0 8 98 | _g(0v, _ Ouy S (Ove _ Ou. o (0vy _ Ouy
VXv=|35: 2 o _X(ay_az)+y(8z_8$)+Z(8z_8y ’ (1.18)
Vg Uy Vs

donde nuevamente las componentes del campo vectorial v = (vm,vy,vz). El operador rotor solo se puede
aplicar a cantidades vectoriales, y el rotor de un escalar no tiene sentido. De forma grafica significa la “medida
de cuanto gira el vector v en un punto en cuestion”. La figura figura 1.5 muestra una versién gréafica de su
comportamiento.

1.1.5. Integrales

Integrales de linea, superficie, y volumen, son muy importantes para definir el calculo vectorial y algebraico
que realizan las ecuaciones de Maxwell, capitulo 2. Mencionaremos linea C, superficie S y volumen V, en las
integrales, para indicar integrales de linea, superficie, y volumen.

Integral del linea

La integral de linea de un punto a a un punto b (donde la linea misma es denotada C) estd definida por el
elemento diferencial dl y sobre un campo vectorial v (aunque también puede ser un campo escalar), entonces:

/v~dl:/ v-dL (1.19)
c b

Muchas formulas simples en fisica utilizan esta definicién, por ejemplo el trabajo, W = F -1, el cual se define
como la cantidad de trabajo realizado por el campo vectorial F en un trayecto 1. En caso de que a = b hablamos
de una integral cerrada y es expresada como:
55 v -dL (1.20)
c
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1.1. Célculo vectorial

Esta forma es particularmente importante ya que comprende un loop, o linea cerrada que se comentara mucho
en calculos de corriente, por ejemplo. Campos vectoriales independientes del camino que tomen son llamados
campos conservativos. Campos que dependan del camino son no conservativos.

Integral de superficie

La integral de superficie or de area estd dada por un campo vectorial v y un parche de area infinitesimal da y
con un vector normal a la superficie n (donde la superficie total es llamada S), es decir da = nda. La integral

aplicada a un campo vectorial es:
/V~daE//(v-ﬁ)da. (1.21)
s

El diferencial de area, da, tomara distintos valores dependiendo de la parametrizacion o sistema coordenado
que utilicemos, apartado 1.3. En general, para calcular el drea de una superficie solo necesitamos f da que
puede ser ficilmente parametrizada con dos variables auxiliares (s, t),

a:/daz//‘

con r = (z,¥, z). Por ultimo, el signo del vector normal a la superficie I, por convencién, se asumird positivo
y saliente de una superficie cerrada (con la excepcién de superficies complejas como la banda de Mobius).
Integrales de superficies cerradas seran denotadas con 95 (va que el diferencial es el que denota el niimero de
integrales) y nuevamente existirdn campos vectoriales que pueden ser independientes de la superficie.

or Or
55 % 3 [ dsdt (1.22)

Integral de volumen

La integral de volumen es similar al caso anterior pero ahora el diferencial es siempre escalar, dT con volumen
total V), y como sabemos dependera del sistema coordenado que utilicemos. En general, puede ser aplicado
tanto a un campo escalar como vectorial. Al ser aplicado a un campo escalar, T' = T (z,y, z) es expresada

como:
/TdTE///T(x,y,z)dxdydz, (1.23)
%

con T expresado en coordenadas cartesianas.

Ejemplo 1.2

Calcular la integral de volumen T = zyz? sobre el prisma como se muestra en la figura.

z
1.8

1

X

Solucién: [, (zyz?) dt = [[[ (zyz?) dzdydz = 01'8 & {fol Yy [folfy wdm] dy} dz.
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1. Andlisis vectorial

1.1.6. Campos vectoriales e identidades en operaciones

Reglas de productos

V(fg) = f(Vg)+g(Vf) (1.24)
V(A -B)=Ax (VxB)+Bx (VxA)+(A-V)B+(B-V)A (1.25)
V- (fA)= f(VA)JrA‘(Vf) (1.26)
V. (AxB)=B (VxA)—A-(VxB) (1.27)
V x (fA) = f(V x A) — A x (Vf) (1.28)
Vx(AxB)=(B-V)A—(A-V)B+A(V-B)—B(V-A) (1.29)

Segundas derivadas

Las segundas derivadas en fisica y en varias variables son solo tres tipos: el Laplaciano (de importancia
fundamental para la electrodindmica), el gradiente de la divergencia, y el rotor del rotor. Estas son:

V- (VxA)=0 (1.30)
Vx(Vf)=0 (1.31)
Vx(VxA)=V(V-A)-V?A (1.32)
Derivadas més altas no tienen cabida en fendmenos fisicos. Nétese la importancia de este set de ecuaciones (1.30)

a (1.32), donde cantidades fisicas pueden ser cero sin evaluarlas y solo dadas por definiciones mateméticas
(siempre y cuando no sean cantidades indefinidas).

1.2. Teoremas fundamentales

Una buena fuente para revisar teoremas de célculo vectorial son los libros: Arfken et al. (1999), y Valenzuela
(2008). Matemadtica mds avanzada y aplicada a la fisica del electromagnetismo puede ser encontrada en Byron
et al. (1971).

1.2.1. Campos vectoriales conservativos

Sea F : A C R™ — R™ un campo vectorial continuo sobre A conjunto abierto y convexo. Entonces es equivalente
a:

1. F es conservativo.

2. La integral de linea de F es independiente del camino, es decir, sp;p depende del punto inicial y del punto
final, pero es independiente del camino.

3. La integral del linea de F a lo largo de cualquier camino cerrado (y regular) a trozos contenido en A vale
cero.

Un campo vectorial F : A € R” — R” (con A un conjunto abierto) se dice que es conservativo si existe
algin campo escalar diferenciable f : A C R™ — R tal que:

F(r)=Vf(r), reA (1.33)
El campo escalar f es llamado potencial de F y se dice que el campo vectorial F deriva de un potencial f.

1.2.2. Teorema fundamental del célculo

Sea f : A C R® — R campo escalar de clase ¢! sobre un conjunto abierto convexo A. Sea F = Vf, y sea
C : [a,b] - A C R™ cualquier curva de clase (! en secciones que une r; y ro en A. Es decir C (a) = ry,

C (b) = ro, entonces:
[ F=[vi=fa) s, (1.34)
c c
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1.3. Coordenadas

Lo que es una generalizacion a integral de linea del teorema fundamental del calculo, que para funciones
integrables f : R — R,

b
/ f(x)de=F (b) — F(a), (1.35)

donde F' es llamada la funcién primitiva de f. Este resultado establece que la integral de linea entre los puntos
r, y ro del dominio de un campo vectorial F es independiente de la trayectoria, C, utilizada y que une esos
puntos, siempre y cuando F sea un campo gradiente.

1.2.3. Teorema de la divergencia

Sea V una regién del espacio cerrada y orientada con frontera S, F un campo vectorial de clase ¢! definido

sobre S, entonces:
/F~da:/F-ﬁda:/(V-F)dT. (1.36)
s s y

Este es el teorema de la divergencia o teorema de Gauss (Johann Carl Friedrich Gauss matemético aleman
1777-1855) y que relaciona el flujo de un campo a través de la superficie de un volumen. El flujo a través de
la superficie puede considerarse como el nimero de lineas de campo que atraviesa la superficie. El teorema
de la divergencia juega un papel fundamental en el electromagnetismo, apartado 2.1.2, y nos permite calcular
de forma répida el campo eléctrico cuando la distribucién de cargas posee simetria y ademads es una de las
ecuaciones de Maxwell (apartado 2.2). Si la divergencia de un campo es cero, V - F = 0, entonces el campo es
llamado incompresible o solenoidal.

1.2.4. Teorema del rotor

Sea S una superficie definida por una funcién de clase (2, 2 = f (z,y), con (x,y) € D. Sea F un campo vectorial
de clase ¢! sobre S. Si S es la frontera orientada de S (que corresponde a una linea C), entonces:

/S(VxF)-da:/ F.-dl (1.37)

oS

Este es el teorema del rotor o teorema de Stokes (George Stokes matemético inglés 1819-1903) y que relaciona
la integral de superficie con la integral de linea. Notese que la superficie S no es cerrada. La operacion VX F = 0
significa que la superficie o fluido no tiene rotaciéon en ese punto, y el campo F es llamado irrotacional.

Verificar el teorema de Stokes para un campo vectorial F (z,y,2) = (x,xzy,xyz) sobre el cuadrado
[0,2] x [0,2] en el plano xy.

1.2.5. Teorema de Helmholtz

La formulacién de las ecuaciones de Maxwell trae consigo una pregunta de definicién matematica: ;podemos
definir un campo vectorial en términos de la divergencia y el rotor? La respuesta es si, y el teorema de Helmholtz
(Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz fisico y matematico alemdn 1821-1894) nos dice que un campo
vectorial F' es completamente determinado por su divergencia y rotor, siempre y cuando el campo vectorial se
anule en el infinito. Es decir, si conocemos V- F y V X F en todo el espacio, entonces podemos determinar
F en todo el espacio (siempre y cuando contemos con las condiciones de frontera adecuadas). El teorema de
Helmholtz es de gran importancia en electromagnetismo ya que nos permite determinar el campo eléctrico y
magnético y su unicidad en todo el espacio (vea Griffiths 2017, apéndice B).

1.3. Coordenadas

Nos referimos a coordenadas a un sistema que utiliza vectores unitarios de modo que sean independientes entre
si y normalizados, es decir, una base ortonormal (vea Goldstein et al. 2002; Greiner 2004, capitulo 1). El més
natural es un sistema de coordenado cartesiano donde, como sabemos, posee vectores unitarios (X,¥,z). Las
coordenadas son fundamentales en electromagnetismo (y la mecdnica en particular), ya que una buena eleccién
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1. Andlisis vectorial

Figura 1.6: Elemento diferencial de coordenadas
cilindricas. Nétese que para el angu-
lo azimutal (de azimuth) usamos ¢,
al igual que en coordenadas esféricas
apartado 1.3.2.

de base permite realizar problemas de forma mucho mas expedita. De forma adicional existiran muchas otras
operaciones fundamentales, que quedaran de ejercicio para el lector, i.e., calcular gradientes, divergencias, y
rotor (apartado 1.1.4); de estas coordenadas, las cuales deben ser utilizadas de forma constante en este curso.

1.3.1. Coordenadas polares

Coordenadas polares o cilindricas, r = r (r, ¢, z), se componen de dos transformaciones circulares y una cons-
tante, que por lo general es en el eje z. El elemento diferencial de coordenadas cilindricas se muestra en
figura 1.6. El nombre de sus componentes son distancia al eje z o componente radial r, Angulo polar ¢ y la
altura z, y en términos de coordenadas cartesianas es:

T = cos ¢X + sin ¢y, $: —sin ¢X + cos ¢y, 7z =7. (1.38)

Diferenciales y operadores en coordenadas cilindricas son descritos ahora. Notese que la superficie infinite-
simal dependera de su orientacién y por ende el par coordenado diferencial que se necesite (razén por la cual
no aparece en la siguiente lista).

Diferencial: dl = &t + rdod + dzz, dt=rdrdede (1.39)
Gradiente: Vit = gt r+ - ! g; ” + ot z (1.40)
Divergencia: V- g (ron) + = %1;‘)’5 8”2 (1.41)
Rotor: % — aavj] T [8813 — 81;,3} $ {;r (rv¢) — (Zﬂ z (1.42)
Laplaciano: V3t lg > Zt ==+ gz (1.43)

1.3.2. Coordenadas esféricas

Coordenadas esféricas o esférico polares poseen radio r, angulo polar ¢, y dngulo azimutal 6, estas estan
relacionas con coordenadas cartesianas como:

T = sin 6 cos ¢X + sin 8 sin ¢y + cos 6z (1.44)
6 = cos 6 cos @X + cos 0 sin ¢y — sin 0z (1.45)
$ = —sin ¢X + cos ¢y (1.46)
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1.4. Distribucioén Delta Dirac

Figura 1.7: Elemento diferencial de coordenadas esféricas.
La coordenada azimutal estd dada por ¢ y el
angulo de elevaciéon dado por 6.

Coordenadas esféricas pueden ser definidas con dngulos polar y azimutal distinto (distintas ramas de la
ingenieria, astronomfia, y fisica), es decir siempre fijarse cuél es 6 y cudl es ¢. Siempre tener presente cual
es el caso, ya que de caso contrario el diferencial de volumen y operadores tendran una configuracién
distinta.

En electromagnetismo la simetria esférica nos ayudaran a resolver problemas de forma expedita, y en algunos
casos no es necesario el desarrollo completo en coordenadas esféricas (pero ambos caminos llegan al mismo
resultado). El elemento diferencial en coordenadas esféricas esté en figura 1.7.

Diferenciales y operadores en coordenadas esféricas continian:

Diferencial: dl = drf + rdf0 + rsinfdég, dt=r2sinddrdfde (1.47)
Gradiente: Vit = %?—5— %%A—?— ﬁ%% (1.48)
Divergencia: V.v= %% (r%r) + rsiln9% (sin Bug) + rsilnH% (1.49)
Rotor: va:%ﬁ [680 (Sin90¢—?;:;>]?+i [Shlle%z;:—;,(r%) 0

+% Lfr (rvg) — a;aj“] é (1.50)
Laplaciano: Vit = %2% (TQSi) + 2 slinﬁ% (sin 922) + 72:112932 (1.51)

También nos referiremos al diferencial de angulo sélido como d§2 = sin 6 df d¢ medido con unidad de sr, es
decir: dt = r2dr dQ.

1.4. Distribucion Delta Dirac

La distribucién (y no funcién) Delta Dirac, es una herramienta matemadtica que describe una distribucién de
un pico infinito de drea bajo la curva igual a uno (Byron et al. 1971; Bracewell 1986), figura 1.8. Desarrollada
por el fisico y Nobel Lauret Paul Dirac (que entre sus logros desarroll6 la relatividad cudntica y predijo la
existencia del positrén?), para resolver el problema de la divergencia igual a cero. Por ejemplo, consideremos

4E] positrén predicho por la ecuacién de Dirac fue luego observado experimentalmente por Carl David Anderson en 1932
(Anderson 1933).
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g 3()
Figura 1.8: Delta Dirac d (x). El drea ha sido incluida de forma exagerada
y es s6lo una representacion. El area bajo la curva de una delta
de Dirac es 1, ecuacién (1.53). Delta de Dirac es una funcién Area = 1
que no es continua (o mejor llamada distribucion), pero que es
infinitamente grande en x = 0 y cero en cualquier otro punto. x

la divergencia del vector V - v = Vv - (¥/7?) = 0, pero aplicando el teorema de la divergencia (apartado 1.2)

se llene que.
\¢ V- (ia — / AI N (IE Sin ‘9 (16 (1¢AI) - 471 . (1 52)
R ’

Con R el radio de una esfera. Para solucionar esta incongruencia se define la Delta Dirac, un elemento fisico-
matematico desde el cual toda la divergencia viene desde un solo punto, r = 0, y V- v = 0 en cualquier otro
punto del espacio. Existen muchas propiedades de la Delta Dirac, algunas de ellas son:

5(95)—{0’ A0 /Ooé(x)d:czl. (1.53)

o0 if x=0. oo

F@3) = [0, @5 —a) = f@ie -0, [ @i -ade=f@. (159

Otras propiedades son discutidas en ejemplo 1.4.

Ejemplo 1.4

Pruebe que:
5 (ka) = |%‘5 (@), (1.55)

donde k es una constante (# 0), en particular §(—x) = §(z).

1.5. Numeros complejos en ciencia e ingenieria

Sistemas fisicos que presentan patrones sinusoidales es posible expresarlos a través de la formula de Euler,
el? = cos¢ + jsin¢. Es decir, en vez de trabajar con expresiones mateméaticas de seno y coseno, es posible
trabajar simplemente con dos ntmeros, real e imaginario, y que en conjunto es un nimero complejo. En el
caso particular de electromagnetismo, dichos ntimeros de expresiones sinusoidales, A cos (wt + ¢), son llamados
campos armoénicos (apartado 2.4.1).

Sea A € C, entonces podemos expresarlo como:

A=A +j4, con A, =Rel[A], A4 =Im[4], (1.56)
entonces podemos demostrar que:

Acos (wt + ¢) = Re {Aej(“’“r‘z’)} = Re [Aemej”t} = Re [Aej“’t} = A, coswt — A; sinwt, (1.57)
con A=A = Acosp+jAsing = A, + jA;. (1.58)

La cual es llamada notacion fasorial (de phasor; Dorf 1993).
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1.5. Numeros complejos en ciencia e ingenieria

Im [A]
.A == Ar +JA1 = Aej¢

Figura 1.9: Representacién de un fasor en el plano complejo. El niimero
e[A] complejo es descrito como A, su parte real e imaginaria son A;
y Aj, la amplitud y fase son A y ¢, respectivamente.

En libros de fisica/astronomia e ingenierfa eléctrica la definicién de nimero complejo varia (Staelin
2011). La onda sinusoidal estd definida como:

Acos (wt+ ¢) = Re [Ae*i(“’”d’)] , y Aj=—Asing (1.59)
con lo que la rotacion de ¢ se ve invertida. Para transformar de notaciéon simplemente j — —i.

También la representacién de niimeros complejos se puede realizar en términos de su magnitud de fasor
A =||A|l v su fase. En general, también se cumplirén las propiedades:

A= /A2 + A? ¢ = arctan <jl> (1.60)

El complejo conjugado sera definido como una linea horizontal sobre la variable,
1 — 1 — — .
= — P= — — = — s = _J¢
A= (a+4), A= (a-2), A=A —jA = Ac 9. (1.61)

La figura 1.9 muestra una simple representacién grafica del plano complejo en el cual se ha dibujado cada uno

de los componentes imaginarios y reales. Esta representaciéon es particularmente importante para el trabajo de

impedancias (vea apartado 4.2) y su representacién grafica en la Carta de Smith (Smith Chart), apartado 4.4.
Otra notacién usualmente usada en ingenieria es la siguiente:

A=A +jA = Afd (1.62)

donde denotamos de forma compacta la amplitud y fase del nimero complejo. Mas atn, esta propiedad nos deja
calcular raices de ntimeros complejos mucho mds répido (algo comtinmente usado en calculos de impedancia),

VA=+VA/§ £ (1.63)

donde el dngulo o fase medido en radianes (rad) puede oscilar respecto a un entero n € Zy.
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2. Campos electromagnéticos cuasi-estaticos y
sus propiedades en materiales

La fisica de que gobierna el comportamiento de campos eléctricos y magnéticos variables o estaticos en el
tiempo, ¢, estdn descritas por leyes empiricas (descubiertas a fines de 1800s), las que fueron relacionadas y
re-definidas por James Clerk Maxwell (fisico escocés 1831-1879) y ahora usadas en la notacién contempordnea
de Oliver Heaviside (fisico y matematico inglés 1850-1925). En el siguiente capitulo estudiaremos dichas leyes
y como se relacionan con materiales y sus aplicaciones (capitulos 3 a 5). Cabe destacar que la aplicacién de
estas ecuaciones no solo se rige a materiales sino que a todo el Universo donde su forma variard, pero las leyes
quedan intactas (desde el punto de vista cldsico y relativista).

El presente capitulo toma como base un primer curso en electromagnetismo ya sea como el clasico libro Grif-
fiths (2017) o Cordero (2015)!, recomendamos al lector revisar brevemente estos conceptos antes de continuar.

2.1. Principios de teoria electromagnética

La base de la teorfa eléctrica y magnética se basan en un conjunto de leyes empiricas (Tong 2015) recopiladas
durante cientos de anos. En su mayoria las leyes son aplicables en casi todos los casos incluso con variaciones
en el tiempo, pero solo al unificarlas en un solo set, apartado 2.2, se desprende su naturaleza innata de las
ecuaciones.

2.1.1. Campos eléctricos y magnéticos

Los campos vectoriales, eléctricos estdticos y magnéticos estdticos (i.e., independientes del tiempo) seran
descritos usando las letras E y B, respectivamente. Sus unidades son Vm™! 6 NC~! y T 6 Wbm™2. Ambos
campos estan descritos por coordenadas espaciales, i.e., E = E (r) = E (z,y, z) (o equivalentemente E (r, 6, ¢)).
Cuando existe una variacién en el tiempo (que puede ser armonica o no, apartado 2.4.1), usaremos la notacién:
E=E(r,t)y B=B(r,t)°.

La fuerza magnética de Lorentz (derivada por Hendrik Lorentz en 1895) describe la relaciéon de campo
magnético con una carga puntual en movimiento y como la fuerza Fi,.g es generada:

Fmag =4q (V X B) ) (21)

donde ¢ es la carga y v es la velocidad de la carga. En presencia de ambos campos eléctricos y magnéticos se
tiene que:
F =Fas + ¢E=¢(E+ v x B) = ¢f. (2.2)

La fuerza en el International System of Units (SI) se mide en N, la carga en C y la velocidad en ms~!. La
ecuacion (2.2) no es posible derivar (por lo menos con las herramientas expuestas aquf), es un hecho empirico
y un axioma de la teorfa del electromagnetismo (o también es usada como la definicién de los campos eléctrico
y magnético). También, es comiin en electromagnetismo hablar de la fuerza por unidad de carga, f, y se mide
en NC 1.

En general, las cantidades medidas en laboratorio no son, directamente, E ni B, sino que el desplazamiento
eléctrico (o campo eléctrico auxiliar) D e intensidad magnética (o campo magnético auxiliar) H (cuadro 2.1),
que para el caso del vacio (o espacio libre) son:

H= iB - M, (2.3)
Ho
D= €0E + P. (24)

IElectromagnetismo por Patricio Cordero: https://www.cec.uchile.cl/cinetica/pcordero/todos/EM_E.pdf
2Nétese que solo en ciertas ocasiones es posible descomponer los campos eléctricos y magnéticos en una multiplicacién de campos
dependiente de la posicién y dependientes del tiempo. A esto se le llama campos arménicos.
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2. Campos electromagnéticos cuasi-estaticos y sus propiedades en materiales

Figura 2.1: Ejemplo de un campo eléctrico estatico, E, generado por dos cargas
+q y —q. El campo eléctrico instantaneo en algin tiempo t es
siempre tangencial a las lineas de campo y su intensidad varia
respecto a la densidad de lineas (viz., una linea genera un campo
distinto en cada punto de su posicién). Notese que las lineas de
campo solo tocan en un punto al vector de campo eléctrico E (r)
y este siempre es tangencial a la linea.

Donde el sufijo “0” representa el espacio libre (es decir sin un medio material) y P y M la polarizacién
y magnetizacién de un medio o material (apartado 2.2.3). Las constantes en frente de los campos son la
permeabilidad magnética del vacié o y la permitividad eléctrica del vacié ¢y®. Entendemos estas constantes
como la facilidad que poseen el campo magnético y eléctrico al fluir por el vacio (o qué tan permeables son los
campos), respectivamente para g y €. Ya que medir en laboratorio, inevitablemente, agregard polarizacién y
magnetizacion, el campo eléctrico y magnético es expresado en términos de D y H (apartado 2.2.4). Constantes
utilizadas a lo largo de este documento se encuentran en apéndice A.

Lineas de campo y flujo

Una carga puntual situada en el origen de coordenadas genera un campo eléctrico de la forma®:
1 q.
E(r) = —T. 2.5
(r) =~ - (2.5)

El campo vectorial generado por la carga posee lineas de campo, las cuales decrecen o< 72 a medida que nos

alejamos de la carga®. Gréaficamente la magnitud del campo vectorial (ya sea E o B) est4 dada por la densidad
de lineas de campo: es mas fuerte cuando las lineas estan mas juntas. Un ejemplo de dos cargas puntuales +¢q
y —q esta en la figura 2.1, donde lineas de campo entran y salen desde la carga positiva a la carga negativa
(por convencién). Lineas de campo nunca se cruzan y nunca terminan en algin punto y jsiempre van de una
fuente positiva a una negativa! (aunque como ya sabemos este dependerd de la convencién utilizada, i.e., flujo
de corriente con movimiento de electrones en un conductor). En el caso magnético también usaremos lineas de
campo y siempre saldran del polo Sur para entrar al polo Norte.

El flujo, @, esta definido como la cantidad de lineas que atraviesan una superficie S. Luego el flujo de un
campo eléctrico es:

<I>EE/E-da7 (2.6)
S

con da el elemento diferencial de drea con n perpendicular a la superficie, como se aprecia en figura 2.2. En
esencia, el flujo del campo eléctrico es proporcional al nimero de lineas que atraviesan la porcién infinitesimal
de érea da.

3En el vacio estas constantes son:

po =47 x1x 10"Hm™?!,
1
e0=—x1x10"2Fm~ L
367

La permeabilidad magnética y permitividad eléctrica estdn directamente relacionadas con la velocidad de la luz (apartado 3.2):

VH0€D = % (Tiesinga et al. 2019).
4Donde la ecuacién (2.5) ha sido derivada de forma empirica de la ley de Coulomb:

1 quge~

)

T 4meg s2

con's el vector de separacién de ambas cargas q1 y q2.
5Lo que es llamada la radiacién de algtin elemento dipolar de cargas. Esta dependencia cuadritica a la menos dos no siempre
aplica para sistemas reales; vea apartado 5.4.
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2.1. Principios de teoria electromagnética

da

Figura 2.2: Flujo electromagnético ® g del campo E, atravesando una superficie
con diferencial de 4rea da = nda. Las lineas de campo no necesa-
riamente atraviesan la superficie de forma perpendicular (a menos

E que sea el caso particular de un conductor apartado 2.3.1).

n
v;}
Figura 2.3: Ejemplo de esfera gaussiana de radio R. La carga +¢e,c emite
un campo constante a través de la superficie esférica de vector
normal n y elemento diferencial de drea da = n da. La integral

del campo eléctrico estd definida por la ecuacion (2.8), la ley
de Gauss.

2.1.2. Leyes fundamentales
Ley de Gauss

Retomando las definiciones de linea de campo y flujo apartado 2.1.1, imaginemos una carga puntual ¢ al centro
de coordenadas. Luego el flujo generado por el campo eléctrico E a una distancia r esférica es:

_ 1 q -~ 2 . ~\ g
ygE~d:e1—/F60 (7‘21‘) (r sm9d9d¢r) = (2.7)

Lo que es un resultado jindependiente de r! Lo importante del teorema, es que no importan ni la forma ni

el tamano del volumen que engloba a la carga. Luego, el flujo a través de cualquier superficie cerrada que
encierran una carga es %. Esto es, por supuesto, independiente de que la carga se encuentre al centro de

coordenadas o de que sea la tinica carga en el espacio®. Luego, para cualquier superficie cerrada tenemos que:

1
95 E.da— g, (2.8)
S €0

CON (ene la carga encerrada (o enclosed) dentro de la superficie o “esfera gaussiana” La figura 2.3 muestra el
escenario de una carga total encerrada en una esfera gaussiana.
Notese que la carga total puede ser descrita en términos de la densidad de carga p, i.e.,

qch:/ pdT7 (29)
%

6Esto es debido al principio de superposicién, que al igual al vector fuerza F, aplica para el campo eléctrico:

n
E= Z E;.
=1
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2. Campos electromagnéticos cuasi-estaticos y sus propiedades en materiales

con lo que podemos expresar la ley de Gauss, ecuacién (2.8), como:

éE-da:/‘)(V~E)dT:/V<;> dr, (2.10)

y como la relacién es independiente del volumen V), los integrandos deben ser iguales:

V-E="p. (2.11)

Ecuaciones (2.8) y (2.11) son llamadas leyes de Gauss integral y diferencial. La forma diferencial tiene la
ventaja de ser mas compacta, pero la forma integral puede ser utilizada méas naturalmente al momento de
lidiar con cargas puntuales, lineas, superficies y voliimenes.

Ahora calculemos la divergencia de E. Generalizando la ecuacién de campo eléctrico, ecuacién (2.5) (de
particulas puntuales a un volumen), se obtiene la siguiente férmula de campo eléctrico:

B(r) = — /V P e (2.12)

4meq 52

Noétese que la dependencia de r est4d contenida en s = r — r'”. Por consiguiente,

/47r53 (r — r’) p (r’) dt' = lp (r). (2.13)

€0

1
V-E=
47eg

Por lo que recuperamos la ley de Gauss en forma diferencial, ecuacién (2.11) (también vea apartado 1.4).
Ecuacién (2.11) ademds tiene una consecuencia importante, estable que la divergencia del campo eléctrico

o equivalentemente el campo eléctrico que existe en una superficie cerrada es generado por una densidad de

carga y que el origen de cargas son generadas por un monopolo eléctrico, a diferencia de ecuacién (2.28).

Ley de Biot-Savart

Recordemos la ley de Biot-Savart (solo de magnetostatica, para el caso contrario se debe usar la ecuacién de

Jefimenko), que establece:
Ho J (I") X8 !
B(r)y="—[ —5——d 2.14
m= [ o (214)

donde se destaca la relaciéon que existe entre el campo magnético por una distribucién de densidades de
corriente. Si aplicamos la divergencia en la ecuacién (2.14), la llamada “ley magnética de Gauss” (aunque
prefiero llamar a esta ecuacién sin nombre) aparece:

V-B=0. (2.15)
Evidentemente la divergencia de un campo magnético es cero, ecuacién (2.15).

Ley de Ampere

Nuevamente de la ecuacién (2.14), es posible demostrar que el rotor del campo magnético es:
V x B = pod, (2.16)

la ley de Ampére en forma diferencial. Como ya es sabido, aplicando los teoremas del calculo (en este caso
Stokes, apartado 1.2),
/(VxB)-da:uo/J-da:§£B-dl. (2.17)
S S C

7"Queda al lector demostrar la divergencia de la cantidad

v (

mm‘ w) %)

) i (3).
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2.1. Principios de teoria electromagnética

R Y, R R

v I I

Figura 2.4.: Experimento de Faraday, de izquierda a derecha: un loop de alambre se mueve sobre un B y
genera un corriente I; un imdan con B se mueve y genera una corriente I en el loop de alambre,
finalmente un campo variable en el tiempo B = B (¢) también genera una corriente I. El concepto
de resistencia serd visto en apartado 2.3.1.

Nétese que la cantidad [ J-da, corresponde a la corriente total pasando a través de la superficie, y se le llama
corriente encerrada, Iy, del amperian loop. Luego,

yﬁB dl = g Lone (2.18)
C

Ley de Faraday

Un campo magnético que varia en el tiempo genera un campo vectorial eléctrico, viz.,

§1§£ dl= ——/B da, (2.19)
%8 dl = /Vxé' da———/B da, (2.20)

0B
= VXxE=— o (2.21)

Donde en el paso ecuacién (2.20), hemos usado el teorema de Stokes, apartado 1.2. La dependencia temporal
ha sido explicitamente denotada con € = £ (r,t) y B = B (r,t) (cuadro 2.1).

La ley de Faraday fué derivada por hechos empiricos por Faraday en 1831 y que han sido resumidos en la
figura 2.4 (derivada de forma independiente por Michael Faraday en 1831 y Joseph Henry en 1832). De estos
experimentos se obtuvo la regla para relacionar el flujo magnético, ®p, y la fuerza electromagnética®. Los
experimentos son listados de izquierda a derecha segun figura 2.4:

= Experimento 1: Se Mueve un alambre (con velocidad v) que pasa sobre un campo magnético B (que
en este caso es perpendicular a la hoja de libro). Luego una corriente I es generada.

» Experimento 2: Similar al caso anterior pero ahora el iméan o el generador de campo B es movido.
Nuevamente una corriente I es generada.

= Experimento 3: En este caso no hay movimiento ni del circuito cerrado, ni del generador de campo B.
Un campo variable en el tiempo B, nuevamente genera una corriente I en el circuito.

De este ejemplo podemos expresarlo en término de la regla de flujo.,

_4%s Eyﬁ £.dl=— /B da. (2.22)
a %

Siempre que un flujo magnético atraviese un loop de alambre una fuerza electromagnética aparecera.

8En otras palabras, solo importa el movimiento relativo, especialmente en términos de la relatividad especial debe ser asi. Pero
en los tiempos de Faraday no existia esa teoria atin, lo que conllevé a utilizar la corriente en el estudio de la fisica y fenémenos
electromagnéticos.
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2. Campos electromagnéticos cuasi-estaticos y sus propiedades en materiales

Nombre Name Variable t Estatico Unidad SI
Campo eléctrico Electric field intensity E(z,y,2,t) E(z,y,2) Vm!
Campo eléctrico auxiliar Electric flux density D(x,y,2,t) D(z,y,2z) Cm 2
Campo magnético Magnetic field intensity B (x,y,2,t) B(x,y,2) T or Wbhm™2
Campo magnético auxiliar ~ Magnetic flux density H(z,y,2,t) H(r,y,2) Am!
Densidad de corriente Current density J (v,y,2,t) J(v,y,2) Am~?2
Densidad de carga Volume charge density — p (z,y,2,t)  p(x,y,2) Cm™3

Cuadro 2.1.: Lista de variables ecuaciones de Maxwell estaticos y variables en el tiempo.

Es importante destacar este movimiento relativo en electrodindmica, que para los dos primeros casos de la
figura 2.4 son equivalentes. La fisica de electricidad y magnetismo siguieron por muchos afios los conceptos
de la mecanica de Newton y no fue hasta la teoria de la relatividad general (Schutz 2009) de Albert Einstein
(fisico alemédn y americano) que se pudo obtener una generalizacién para distintos observadores, tiempos, y
movimiento relativos (Rosser 2013). La fisica aplicada vista en este curso no utiliza conceptos relativistas, pero
estos conceptos no son ajenos en particular en telecomunicaciones y antenas capitulo 5.

2.1.3. Resumen de electrostatica y magnetostatica

Una distribucién de carga estatica o de una densidad de cargas puede solo construir un vector E (o si estamos
en presencia de un material también D). Ademads, cargas en movimiento, con un flujo constante J producirdan
solo un campo B (que nuevamente si existe un material entonces también un campo H). Las ecuaciones que
gobiernan estos dos tipos de comportamiento estdn dadas por el resumen, ecuacién (2.23).

_ 1 _ 1
V-E=_p $E-da=_ [pdr
Vacio (diferencial): v-B=0 Vacio (integral): $B-da=0 (2.23)
V x B = pgJ $B-dl=ypy [T -da

Nétese que el set de ecuaciones tiene sus campos E y B (y en su efecto D y H) como variables independientes.
Es decir, cada una de las ecuaciones puede ser resuelta de forma independiente. Para campos variables en el
tiempo, cuadro 2.1, veremos (apartado 2.2) que los campos electromagnéticos estardan siempre ligados (coupled)
uno al otro (y més atin en presencia de materiales con cierto tipo de conduccién, o; apartado 2.3.1).

Lista de variables de interés en electrostatica y electrodindmica con sus respectivos nombre y unidades se
encuentra en cuadro 2.1.

2.2. Ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell no fueron derivadas completamente de forma independiente por James Clerk
Maxwell, pero se le atribuye el mérito de unificar las leyes de Gauss, Ampere y Faraday en un solo set de
ecuaciones (apartado 2.1.2). Al set de ecuaciones que se definird en esta seccién se le atribuye a Oliver Heaviside,
y fue él quien las escribié en su forma de cédlculo vectorial moderno, i.e., razén por la cual son también
llamadas las ecuaciones de Maxwell-Heaviside. Adicionalmente, Maxwell no solo realizé contribuciones en
electrodindmica sino que también en termodindmica y mecénica estadistica, como por ejemplo la distribucion
de velocidades de Maxwell-Boltzmann (Reif & Scott 1998).

Las ecuaciones de Maxwell son un resumen de las tres leyes fundamentales, descritas en apartado 2.1.2, pero
que ademads incluyen una cuarta ley, llamada ley de Gauss magnética o simplemente sin nombre. El set aplica
tanto para casos estdticos como en movimiento (electrodindmica) y dependientes del tiempo. Maxwell unificd
la leyes al proponer la llamada correccién a la ley de Ampére (apartado 2.1.2; Feynman 1964),

dp 0

VI= %~ a

(V- €)= V- (60 %f) (2.24)

que por ese tiempo también involucraban al famoso concepto de éter (Bork 1963). Luego esta correccién queda
clara en el segundo término de la ley de Ampere (corrigiendo ecuacién 2.16 para un campo variable en el
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tiempo):

V xB=puJ + Moeo%—f. (225)

Esta correccién es también llamada la “corriente desplazada” (displacement current), pero cuidado que en esta
definicién € no tiene nada que ver con la corriente J . Esta corriente desplazada es definida como:

o€
=e—. 2.26
Ja=¢€o g (2.26)
Ahora podemos reunir todas las leyes (apartado 2.1.2) en un set de ecuaciones fundamentales conocido como
las ecuaciones de Maxwell. Estas leyes son ecuaciones (2.11), (2.15) y (2.21), incluyendo ecuacién (2.16) mas
la correccién de Maxwell ecuacién (2.24), entonces tenemos que:

(i) V-E= %p (Ley de Gauss) (2.27)
(if) V-B=0 (Sin nombre) (2.28)
(i) | VxE= —88—? (Ley de Faraday) (2.29)
(iv) VxB=p(T+Tq) (Leyde Ampere + correccién de Maxwell) (2.30)

A este set de ecuaciones (2.27) a (2.30) se le otorga el nombre de ecuaciones de Maxwell (de forma diferencial)
va que fue él quien unificé todas las ecuaciones en un mismo lugar, conectando eventos eléctricos y magnéticos
que previamente eran considerados separados. Mds ain, la llamada correccién de Maxwell en ecuacién (2.30)
es la prueba de genialidad més grande de Maxwell, ya que solo con argumentos tedricos (y luego demostrada de
forma empirica en 1888 por Hertz) es posible llegar a una ley mas general de la electrodindmica (vea capitulo
5 Paul & Nasar 1998; capitulo 6 Jackson 1998; capitulo 7 Griffiths 2017). Sin embargo, la realizaciéon més
grande de Maxwell fue describir la luz en términos de este set de ecuaciones para dar con la llamada ecuacion
de onda que hasta ese entonces solo se asociaba a la luz con propiedades de particula, capitulo 3.

En palabras las ecuaciones (i), (ii), (iii) y (iv) son: (i) flujo de campo eléctrico sobre una superficie cerrada
es igual a la densidad de carga encerrada, (ii) el flujo del campo magnético sobre una superficie cerrada es
siempre cero (iii) la integral de linea que el campo eléctrico genera en un loop es igual a la variacién en el
tiempo del campo magnético que pasa por ese mismo loop, y (iv) la integral de linea que el campo magnético
genera en un loop es igual a la corriente que atraviesa el loop, mas la variacion en el tiempo del campo eléctrico
que pasa por ese mismo loop.

De particular importancia es la ley sin nombre ecuacién (2.28). Donde el flujo magnético siempre es cero
en una superficie cerrada, lo que no quiere decir que el campo magnético sea cero, al contrario, existe campo
magnético pero el mismo numero de lineas de campo entra y deja la superficie siempre. Esto es una consecuencia
directa de la no existencia de una fuente magnética o de monopolos magnéticos. Interpretado de otra forma
es que no existe un iman de solo Norte o de solo Sur magnéticos.

En algunos libros (e.g., Feynman 1964), la relacién de Ampére modificada, ecuacién (2.30), también puede
ser representada de la forma:

CQVXB=£+8—S, (2.31)
€0 8t
donde ¢ es la velocidad de la luz en el vacio. Nétese que en esta notacién de ecuaciones (2.27) a (2.30) hemos
dejado en claro que un campo eléctrico puede ser producido tanto por una carga (p) como una variacién
del campo magnético en el tiempo (83/ 8t), y que campos magnéticos pueden ser producidos tanto por una
corriente (J) como una variacién del campo eléctrico en el tiempo (9E/0t).

Dependiendo del problema a solucionar, el set de ecuaciones (2.27) a (2.30) puede o no ser indicado para

resolver cierto tipo de problemas. En ciertos casos es mas facil resolver desde un punto de vista integral, para
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2. Campos electromagnéticos cuasi-estaticos y sus propiedades en materiales

esto aplicamos al mismo set los teoremas del célculo (apartado 1.2), es decir:

(i) yﬁ € -da= l pdt (2.32)
S € Jy

(i) }é B-da=0 (2.33)

(iii) yés dl = —d—i/SBda (2.34)

(iv) ygB~d1:p0(/SJ-da+60£[S8~da> (2.35)

donde el set de ecuaciones (2.32) a (2.35) es conocido como las ecuaciones de Maxwell de forma integral.
Ademés de estos dos sets de ecuaciones, ecuaciones (2.27) a (2.30) y ecuaciones (2.32) a (2.35), el lector puede
encontrarse con otro set adicional de ecuaciones (sin contar el set de ecuaciones en materiales, apartado 2.2.4),
y en particular pueden confundir en su uso. Estas son en “unidades Gaussianas”. Las ecuaciones de Maxwell
en unidades Gaussianas se basan en que las conocidas constantes de la electrodinamica €q, g, son absorbidas
dentro de las mismas ecuaciones de Maxwell. La unidad méas clasica de medida de las unidades Gaussianas
es la de campo magnético (que hasta el dia de hoy se utiliza en ramas de la fisica que estudian el campo
magnético terrestre), y cumple con la equivalencia de 1G a 1 x 1074 T.

En electrodindmica (pero principalmente en teoria) las ecuaciones de Maxwell pueden ser escritas en
unidades Gaussianas, que no son SI. El lector debe tener en cuenta que uso de estas ecuaciones va a
afectar las unidades. En algunos casos su uso particular reduce el nimero y uso de constantes fisicas lo
que las hace particularmente atractivas.

El set de ecuaciones de Maxwell en unidades Gaussianas son:

(i) V-E&=dmp, (2.36)
(i) V-B=0, (2.37)
(i) Vx&= —%%f, (2.38)
(iv) VxB= % <47TJ + %‘f) : (2.39)

2.2.1. Corrientes

La corriente esta definida por cargas en movimiento por cierta unidad de tiempo que van desde un punto a
otro. Por definicién, cargas negativas que se mueven hacia la izquierda cuentan como una carga positiva que
se mueva hacia la derecha. La corriente se mide en amperes 1A = 1Cs™!. Una densidad lineal de carga la
llamaremos A, entonces en un alambre que transporta corriente a una velocidad v,

I=2\v, (2.40)

donde la corriente I es un vector. Por lo general, en una dimensién, no es usual describir la corriente de forma
vectorial (ya que es mas que nada un escalar con signo), pero en condiciones de més dimensiones como J
si debemos describir la corriente como vector. Nosotros solo usaremos I para describir a la corriente de una
dimension.

Un andlisis importante es la fuerza magnética de un segmento que transporta corriente es:

Fmag:/(vxB)dq:/(va)?\dl:/(IxB)dl:I/(dle), (2.41)
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Nombre Name Simbolo Unidad SI
Carga eléctrica Electric charge q C

Densidad de carga lineal Linear charge density A Cm™!
Densidad de carga superficial Surface charge density o Cm™2
Densidad de carga (volumétrica) Charge density p Cm™3
Corriente (eléctrica) FElectric current 161 A
Densidad de corriente superficial Surface current density Am~!
Densidad de corriente (volumétrica)  Current density J Am~2

Cuadro 2.2.: Lista de densidades de carga y de corriente.

que en el dltimo paso asumimos que la corriente es constante a lo largo del segmento (lo que es bien comun
en el caso ingenieril).

Cuando la corriente fluye sobre una superficie la podemos describir en términos de la densidad de corriente
superficial k. Consideremos una cinta de ancho infinitesimal dl| que recorre la superficie en el mismo sentido
que el flujo de corriente. La corriente en la cinta posee una densidad de corriente superficial de la forma:

dI
K=

= — 2.42
o (242)

lo que en otras palabras es que k es la corriente por unidad de longitud perpendicular al flujo. En particular,
si la densidad de carga superficial es conocida, entonces:

K= 0V, (2.43)

aunque K variard de punto a punto en una superficie, y que se vera reflejado en la densidad de carga superficial
0. De forma similar ahora podemos calcular la fuerza magnética:

Frag = /(v x B)oda = /(K x B)da. (2.44)

Finalmente en el caso tridimensional describimos la densidad de corriente volumétrica (o simplemente densidad
de corriente) J. Consideremos un tubo de area de cross-section da que recorre un volumen y que es paralelo
al flujo de corriente. Si la corriente en el tubo es dI, entonces:

dI
J=—. 2.45
da, (2.45)

Donde J también puede ser descrito como la corriente por unidad de drea perpendicular al flujo. Si la densidad

de carga es conocida, p, entonces:
J=pv. (2.46)

En este caso la fuerza magnética es:

Frag = /(v x B)pdt = /(J x B)dr. (2.47)

Hemos definido varias nuevas variables, para recordar facilmente usemos la siguiente relacion:

Z(...)qiviw/(...)ldlN/(...)Kdaw/(.‘.)JdT, (2.48)

i

lo que analogamente es: ¢ ~ Adl ~ oda ~ pdT para los varios tipos de distribucién de carga las cuales generan
las ecuaciones (2.41), (2.44) y (2.47) de la ley de Lorentz original, ecuacién (2.1) (vea Griffiths 2017, capitulo
5). Un resumen de todas estas variables se encuentra en cuadro 2.2.

2.2.2. Continuidad

Desde la ecuacion (2.45) podemos escribir la corriente cruzando una superficie S como:

I:/Jdal:/.]oda. (2.49)
s s
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2. Campos electromagnéticos cuasi-estaticos y sus propiedades en materiales

Mas aun, la carga total por unidad de tiempo que deja un volumen V es

é]-da:/v(v-.ﬂd’t. (2.50)

Donde hemos agregado la dependencia temporal en la densidad de corriente J (cuadro 2.1). Ya que la densidad
de carga se conserva, cualquier flujo que exista en la superficie debe estar conectado al volumen interior,

/V(V-J)d’t:—((;t Vpd’t:—/y(??)dﬁc, (2.51)

con el signo menos indicando que un flujo hacia afuera disminuye la cantidad de carga en V. Dado que esto
aplica para cualquier volumen, entonces se tiene que:

.
v.J__a (2.52)

Lo cual corresponde a la expresiéon matematica exacta de conservacién de la carga, el flujo de corriente sobre
una superficie cerrada es igual a la variacién en el tiempo de la carga encerrada, y es llamada la ecuacién de
continuidad. Adicionalmente, la ecuaciéon de continuidad, puede ser obtenida naturalmente del set de ecuacio-
nes (2.27) a (2.30). Simplemente aplicando la divergencia en ecuacién (2.30) se puede llegar a ecuacién (2.52).

2.2.3. Polarizacién y magnetizacién macroscopica

Entiéndase por polarizacién y magnetizacion macroscépica como el efecto que le sucede a un material o medio
al ser expuesto a campos eléctricos y/o magnéticos (que por ahora consideraremos en el caso estdtico). Este
comportamiento tiene sus origenes en la teoria atémica de la materia, pero que puede ser aproximado a
cantidades macroscépicas (que se comportan relativamente bien para materiales comunes). La mayoria de los
materiales con los cuales interactuamos dia a dfa (en una muy buena aproximacién) son de uno de los dos
tipos: conductores o aislantes (o dieléctricos), apartado 2.3. Un conductor es aquel que posee una fuente
ilimitada de cargas que pueden moverse libremente en el material. Por otro lado, un dieléctrico no posee cargas
libres, es decir todas sus cargas estan fuertemente ligadas a atomos o moléculas.

Polarizacion

Qué pasa cuando un material dieléctrico es expuesto a un campo eléctrico? Si el material estd compuesto
de atomos o moléculas neutras, el campo eléctrico inducird un pequeno momento dipolar que apunta en la
misma direccién del campo eléctrico aplicado (efecto llamado en inglés polarizability). Ahora, si el material
estd compuesto de moléculas bipolares (e.g., como la molécula de agua), entonces las moléculas del material
experimentaran un torque o momento que tendera a alinearlas con el campo eléctrico aplicado. Nétese que
a temperaturas elevadas, donde existen mucho movimiento aleatorio (random thermal motions), un campo
externo aplicado tendra que competir con este movimiento aleatorio y su alineamiento nunca serd completo.

El concepto de “polarizacion” también puede ser referido en temas de antenas (apartado 5.4.1) y en
polarizacién de la luz (apartado 3.5). Esto hace referencia a la propiedad de la luz de vibrar en un
plano determinado. Lo que discutimos aqui es solo en materiales, la polarizacion de un dieléctrico, y
como sus cargas se reordenan en presencia de un campo eléctrico externo.

Entonces tenemos que ambos mecanismos producen un efecto similar: muchos pequetios dipolos apuntando
en la direccion del campo externo aplicado, es decir, el material se polariza. Definimos entonces:

P = momento dipolar por unidad de volumen

la cantidad vectorial llamada polarizaciéon. Por ahora, el lector no debe preocuparse como es que esta polariza-
ci6n se formé. En general, P es la combinacién macroscépica de todos los dipolos eléctricos, p (apartado 2.3.2),
del material. Usamos la definicién de potencial escalar (apartado 2.4.4) de un dipolo como:

1 s8'p

Vaip (r) (2.53)

dmeg 527
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2.2. Ecuaciones de Maxwell

entonces para la polarizacién se tiene que:

1 s-P(r 1 1
V(r) = /S () 4o @da’+—/ L (2.54)
dmeg Jy dmeg Js S dmeg Jy s

donde hemos expandido la cantidad solo aplicando reglas mateméticas del gradiente y gradiente primado (V).
Ecuacién (2.54) implica que el potencial (o equivalentemente el campo eléctrico) de un objeto polarizado es el
mismo producido por una densidad de carga p, = —V - P més la densidad de carga superficial 0, = P -1 (con
n el vector unitario perpendicular a la superficie del material). La letra b hace referencia a la carga atrapada
o bound (o en efecto que no es libre) y que no es generada por un efecto adicional al material.

Magnetizacion

Similarmente al caso de polarizacién, un material puede ser representado, macroscépicamente, por la suma
total de pequefios dipolos magnéticos. Aqui existirdn distintos tipos de comportamiento que seran analizados
en apartado 2.3.3. De cualquier origen que tenga la magnetizacién del material esta serd cuantificada como
una cantidad macroscopica como:

M = momento magnético dipolar por unidad de volumen (2.55)

Donde M es llamada la magnetizaciéon. En general, M es una combinacién macroscépica de todos los dipolos
magnéticos, m, del material. Usamos la definiciéon de potencial vectorial de un dipolo como:

foMm XS
Agip (r) = o 2 (2.56)
Entonces para la magnetizacién se tiene que:
M (r') x8 Jy (¢ K (1’
A(r)m)/(z)d’r’uo/b()d’r'+ﬂo§l§()da'. (2.57)
4am Jy s i Jy, s A Js s

Lo que significa que el potencial vectorial de un objecto magnetizado el igual a lo producido por una corriente
Jy =V x M en el material més la corriente superficial k, = M x 1 en la frontera (del mismo material).

Noétese que tanto la polarizacion como la magnetizacién del material pueden depender del tiempo, es decir
seran variables del tipo: P y M, respectivamente. Estos casos de electrostatica y magnetostatica son descritos
en detalle en Griffiths (2017), capitulos 4 y 6.

2.2.4. Ecuaciones de Maxwell en materiales

Hasta ahora hemos visto las ecuaciones de Maxwell, ecuaciones (2.27) a (2.30), solo en el vacio, esto es cuando
las propiedades del medio cumplen exactamente con €y y po; v que son aplicables correctamente en cualquier
tipo de situacién (situaciones clasicas, es decir, problemas del dia a dia; con excepcién de efectos relativistas
y/o cudnticos). Sin embargo, al trabajar con materiales, que estdn sujetos a efectos de campos eléctricos
y magnéticos (y por ende sufren polarizacién eléctrica y magnética; apartado 2.2.3) existe una forma maés
conveniente de expresar a las ecuaciones de Maxwell. Esto es debido a que existen cantidades en las cuales
no podemos ejercer control en laboratorio, por ejemplo cargas atrapadas o bound de un material polarizado.
Hay un caso que hasta ahora no hemos considerado, que el cambio en el tiempo de la polarizaciéon eléctrica
(P — P) generard un nuevo flujo de carga, es decir una corriente de origen de polarizacién, J,. Entonces
tenemos que:

oP
Io =3¢ -

Noétese que esta densidad de corriente no es la corriente atrapada, J; (la cual se origina en la magnetizacién
del material). Considerando ahora la expansién propuesta en apartado 2.2.3,

(2.58)

oP 0

9py

St (2.59)

ademas,
p=pstpr=p—V-P, (2.60)
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2. Campos electromagnéticos cuasi-estaticos y sus propiedades en materiales

y expresamos la densidad de corriente en sus tres componentes:

0
T=T+ T4 Ty =T+ Vx M+ 07 (2.61)

Donde hemos agregado la magnetizacién M pero ahora dependiente del tiempo M. También podemos escribir
la ley de Gauss para materiales (brevemente vista en apartado 2.1.1), como:

1
V-E=—(p;-V-P), (2.62)
0
o
V-D=V-(e€+P)=npy. (2.63)
donde hemos definido
D= (€ +P). (2.64)

Por otro lado, la ecuacién de Maxwell (iv), ecuacién (2.30), la describimos como:

oP o0&
VxB=pu | T+ VxM+—— |+ poeo = (2.65)
ot ot
0
oD
VXH=Tf+—, (2.66)
ot
donde hemos usado la definicién:
1
H=—B- M. (2.67)
Ho

La ley de Faraday y la ley sin nombre, ecuaciones (2.28) y (2.29), no son afectadas por esta separacién de
partes libres y atrapadas (free y bound) que involucran a las densidades p y J.

Entonces podemos escribir las ecuaciones de Maxwell, en materiales, y en términos de cargas y corrientes
libres como:

(i) V-D =p; (Ley de Gauss) (2.68)
(ii) V-B=0 (Sin nombre) (2.69)
oB
(iii) Vx&= 5 (Ley de Faraday) (2.70)
) oD . o
(iv) VxH=J¢+ v (Ley de Ampeére + correccién de Maxwell) (2.71)

Noétese que el set de ecuaciones de Maxwell ecuaciones (2.68) a (2.71), fisicamente, representa exactamente al
mismo set de las ecuaciones (2.27) a (2.30) y no es més general que el ya mostrado anteriormente. Ademés
este nuevo set trae la desventaja de que contiene cuatro variables de campo a encontrar D y H en términos de
& y B, los cuales a su vez dependeran de la naturaleza del material. Finalmente, las ecuaciones (2.68) a (2.71)
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2.2. Ecuaciones de Maxwell

pueden ser expresadas en términos de integrales:

(i) y‘gs’Dda:/vpde (2.72)
(ii) B-da=0 (2.73)
S
d
(iii) E-dl= @ sB -da (2.74)
C
(iv) yg’ﬂ-dlz/sjf-da—l—d—i/s'l?-da (2.75)

Nuevamente el set, ecuaciones (2.72) a (2.75), es fisicamente el mismo al mostrado en ecuaciones (2.32) a (2.35),
pero escrito de forma mds conveniente para su uso en materiales.

2.2.5. Propiedades constitutivas del medio

En el set de ecuaciones (2.68) a (2.71) contienen 12 elementos a encontrar, e.g., cada componente de los campos
&z, &y, €5, por lo que para poder resolver el sistema necesitamos informacién adicional. A esta informacién extra
se le conoce como ecuaciones constitutivas del medio, y tienen la forma de:

D= fp(£), (2.76)
B=fs(H). (2.77)

Donde cada una de estas ecuaciones dard 6 ecuaciones extra. Las funciones fp y fp estan determinadas por el
medio. Si también consideramos la corriente como un parametro adicional, entonces tendremos otras 3 incog-
nitas mas a resolver (Z = fr (€, B)). Todo el analisis subsiguiente que relacione las ecuaciones constitutivas
serd considerando un medio del tipo lineal, homogéneo e isotrépico, esto es:

D = €, (2.78)
B=uH, (2.79)
J = oE. (2.80)

Aqui consideraremos las variables € (permitividad), p (permeabilidad), y o (conductividad; serd visto en apar-
tado 2.3.1) como constantes. Aunque su comportamiento, por lo general variard al cambiar varias magnitudes
de frecuencia v (por ejemplo de una onda magnética), e.g., € = € (v).

Un medio lineal (linear media) es el cual cumple con que sus campos o variables crecen de forma proporcional
entre ellos, como ecuacién (2.78), donde solo existe una constante de proporcionalidad € entre ambos valores.
En la caso no lineal (nonlinear media), existird una ley que no cumpla con esto (i.e., cuadratica, ciibica, u otra),
viz., la curva de histéresis de materiales ferromagnéticos (apartado 2.3.3). Uno de los casos més estudiados no
lineal corresponde a nonlinear optics (Sorokin 2022; Shabad & Usov 2011; Peres 1961; Landau & Lifshitz 1960),
el estudio de la polarizaciéon P y su relaciéon no lineal con €. La no linealidad es tipicamente observada cuando
la intensidad del campo eléctrico es alta, ~1 x 101 Vm~! (comparable a la energia de un niicleo atémico).
Efectos no lineales son modelados, por ejemplo en un dieléctrico, a través de una expansion de Taylor:

P (1) = eo (XDE (1) + XPE () +(VE () + .. ), (2.81)

donde los coeficientes xg) son la susceptibilidad del medio factor i-ésimo.
Un medio isotrépico (isotropic media) es el cual cuenta con que los campos D es paralelo a €, B es paralelo

a H, y I es paralelo a £. Un medio anisotrépico (anisotropic media) tendria cada uno de sus componentes,
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2. Campos electromagnéticos cuasi-estaticos y sus propiedades en materiales

por ejemplo, de D y & relacionado con una matriz de [€];, 5, y relacionada D = [e] €, expandiendo:

D, €xx  CExy €Exz Ex
Dy | = | €ya €yy €y= E |- (2.82)

Un medio homogéneo (homogeneous media) es el cual posee las mismas propiedades punto a punto. Un medio
inhomogéneo (inhomogeneous media), tendréd propiedades distintas en puntos distintos, es decir las constantes
€, b,0 dependeran de (z,y,z2), e.g., € = €(x,y, z). El medio no solo puede ser caracterizado a través de la
permitividad y permeabilidad sino también a través de las definiciones ecuaciones (2.64) y (2.67).

Para caracterizar el medio en el que estamos trabajando utilizamos las constantes €, 1, pero ademés de ellas
también lo podemos hacer respecto a las variables de polarizacién y magnetizacion:

P = eoxE, (2.83)
M = xnH. (2.84)

Con las constantes x. y Xm la susceptibilidad eléctrica y magnética, respectivamente, que estdn nuevamente
relacionadas con la permitividad y permeabilidad del material,

e =€ (14 xe) = €o€r, (2.85)
1= po (1 +Xm) = popr- (2.86)

Similar es el caso al comportamiento anisotrépico en donde las cantidades [xe] ¥ [Xm] pPueden ser matrices,
e.g., para el caso de ecuaciéon (2.83),

Px = €0 (Xezrgx + Xezygy + Xengz) (287)
Py = €0 (Xeymgm + XEyygy + Xeyzgz) (288)
z = €0 (Xezzgf + Xezygy + Xezzgz) . (289)

Las cantidades con el subindice r son llamadas relativas y no es nada més que el ratio respecto a la constante
del material y del vacio. Estas cantidades serdn vistas en apartados 2.3.2 y 2.3.3.

Ejemplos de propiedades de materiales son: un material es lineal si sus susceptibilidades Xx. v Xm, son
independientes de los campos aplicados; un material es isotropico si Py €, vy M y B, poseen la misma
direccién; y un material es homogéneo si sus propiedades son independientes de la posicién en el espacio, i.e.,
Xe ¥ Xm Son independientes de la posicion.

Finalmente podemos escribir la forma final de las ecuaciones de Maxwell, para un medio lineal, homogéneo
e isotrépico (que serdn la mayoria de las aplicaciones durante este curso), luego tenemos en forma diferencial:

(i) V-E= % (Ley de Gauss) (2.90)
(ii) V-H =0 (Sin nombre) (2.91)
(iii) VxE&= s (Ley de Faraday) (2.92)
. o0& \ i
(iv) VxH=0c&+ €5 (Ley de Ampere + correcciéon de Maxwell) (2.93)
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y en forma integral:

(i) € . da= 1/ psdr (2.94)
S €Jy

(ii) H-da=0 (2.95)
S

d

(iii) 958 -dl = —,u—/ H - da (2.96)
c dt /s

. d

(iv) %H-dl:a/ﬁ-da—i—e—/g'da (2.97)
c s dt /s

Ambas secciones, ecuaciones (2.90) a (2.93) y ecuaciones (2.94) a (2.97), solo estdn expresada en términos de
dos de los cuatro campos originales, £ y H, con los cuales es posible determinar por completo el sistema. En
general, expresaremos soluciones a problemas con solo estos dos campos, asumiendo condiciones de linealidad,
homogeneidad e isotropia, el sistema queda representado completamente con solo el campo eléctrico y el campo
magnético auxiliar. Sin embargo, en algunos casos, es mas conveniente trabajar con los campos D y B, por
ejemplo, cuando se trabaja con materiales dieléctricos y magnéticos, respectivamente. De particular interés sera
el uso de ecuaciones (2.90) a (2.93) en propagacién de ondas electromagnéticas (tanto para ondas confinadas
como para libres o en le espacio) ya que son ambos campos con los cuales la onda queda completamente
representada, capitulo 3.
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2. Campos electromagnéticos cuasi-estaticos y sus propiedades en materiales

Ejemplo 2.1

Pruebe que el siguiente set de campos cumple con las ecuaciones de Maxwell, considerando que los
campos se encuentra en el espacio libre. (Adaptado de Paul & Nasar 1998; Ezample 5.4).

€ = Eycos (wt — f2)X

H= @cos (wt — B2)y.
n

Solucién: Cuando la condicién de espacio libre es explicitamente senalada entonces se tiene que: y = pyg,
e=¢yo=p=J=0.Delaley de Faraday, ecuacién (2.92), se tiene

OH
VXS—MOW
06 _ oM
PR A"

E
BEgsin (wt — B2)y = YHOEO in (wt — B2)y.
n

Entonces las constantes deben cumplir con la condicién:

Who
ﬁ —

Ui

Continuamos con la ley de Ampére, ecuacién (2.93),

OE
VXHZ/—}—EOE

_OHag OE
9z~ O

E
—% sin (wt — Bt) X = —wep Ep sin (wt — z) X,

por lo que nuevamente las constantes deben estar en una igualdad,

5=W€077,:>77:i @7

€0

y consecuentemente 8 = fw,/€ppg. Para las tltimas dos leyes, ecuaciones (2.94) y (2.95), dependen de
la divergencia, operando sobre derivadas espaciales y nuestros campos € = £ (t) y H = H (t), dependen
exclusivamente de la variable tiempo, por lo que se cumplen todas las ecuaciones de Maxwell, siempre
y cuando n = £ /:—g

2.2.6. Condiciones de frontera

El comportamiento de campos al estar en contacto con un medio distinto, es en practica, similar a lo que
ocurre en el caso de electro- y magnetostatica. Para esto usemos la figura 2.5, donde tenemos dos medios, 1 y
2. Aplicamos entonces la ley de Faraday de forma integral, ecuacién (2.74),

5155«11:—i B-da,
c dt Js

donde hemos dibujado un loop C (parte en el medio 1 y 2) que posee dimensiones de largo y alto, Al y Ah,
respectivamente.

Si hacemos que el alto tienda a cero, Ah — 0, entonces la superficie se vuelve cero,

35 £-dl—0, (2.98)
C
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@ 81 ) Hl
dl
ﬁ 7/
—_— —t—
Ky da
i Figura 2.5: Tlustraciéon de condiciones de fron-
Eo, Ho tera para los componentes tangen-
ciales o paralelos a la superficie de
@ interfaz entre los medios 1 y 2.
Dy, By
W :da
n 3 e : Y g
o \
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! — | Figura 2.6: Ilustracién de condiciones de fron-
| |

D2732

tera para los componentes norma-

les o perpendiculares a la superficie
de interfaz entre los medios 1 y 2.

lo cual se vuelve idéntico al caso electrostatico. Consecuentemente tenemos que:
gl gl _
1 2=

donde || representa la componente del campo eléctrico paralela a la interfaz entre ambos medios. Similarmente,
si aplicamos ahora la ley de Ampeére, ecuacién (2.75),

foane [0 [
c s dt Js

Aplicando el mismo limite,

d
—/’D~da o0, (2.99)
dt Js
entonces se tiene el caso exacto a la magnetostatica,
H - Hl =k x A (2.100)

Donde nuevamente el campo es la descomposicién paralela a la superficie de interfaz. Dependiendo de como
sea definido el vector n, la resta puede variar. Por tltimo, las condiciones restantes de la ley de Gauss y la ley
sin nombre, ecuaciones (2.72) y (2.73), no cambian al igual que el caso estdtico. Las condiciones normales a la
superficie de interfaz estan en figura 2.6.

Entonces tenemos que las condiciones de frontera para un medio lineal, isotrépico y homogéneo son:

(i) e — €€ =0y (2.101)
(ii) Hi —Hy =0 (2.102)
i) | &l—el=o0 (2.103)
(v) | H]-#H)=k;xn (2.104)

Notese que nuevamente hemos dejado explicita la dependencia solo en £ y H.
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Condiciones de frontera para conductores perfectos

Un caso particular de interés es el de un conductor perfecto, el cual es un medio con ¢ = co. La permea-
bilidad y la permitividad poseen valores finitos del material, ¢ y pu. Usaremos el término conductor perfecto
para referirnos a su conductividad y no a conductores que a muy bajas temperaturas pierden resistividad,
llamados superconductores (Tinkham & Wheatley 1976). Para un campo variable en el tiempo &€ dentro de
un conductor perfecto, £€ = 0. Entonces 0 = Z/€ — oo. Si Z es infinito entonces significaria que la carga se
mueve infinitamente rdpido, lo cual es imposible. Considerando la ley de Faraday, ecuacién (2.69), se tiene

0B
que 5 = 0, es decir un campo magnético variable en el tiempo dentro de un conductor perfecto es cero.

Un conductor perfecto es un medio en el cual los campos eléctrico y magnético son cero, £ = H = 0. Por lo
tanto dentro de un conductor perfecto, todos los campos variables en el tiempo son cero, y el campo eléctrico
estatico también es cero. Supongamos ahora que existen dos medios diferentes y el medio 1 corresponde a un
conductor perfecto (o1 = 00), entonces las condiciones de frontera, ecuaciones (2.101) a (2.104), se reducen a:

€285 = 0, My =0, gl =o, H) = Ky x 8. (2.105)

Condiciones de frontera para otros medios

Supongamos ahora que tenemos dos medios y que ambos poseen una conductividad finita. En este caso la
corriente no podréa solo existir en un medio y atravesard de un medio al otro. Las condiciones de frontera
entonces serdn, ecuaciones (2.101) a (2.104), para medios de conductividad finita o1 y o3:

a & — e2€5 = oy, Hi =My, gl =g, ) =l (2.106)

Notese que en el caso de que tengamos dos materiales dieléctricos perfectos, i.e., 01 = g2 = 0, no existird una
corriente superficial oy, con lo que la condicién (i) del campo eléctrico sera:

& =& con o1 =0y =0. (2.107)

2.2.7. Vector de Poynting

La pregunta natural que nos podemos hacer es ; Cudl es la energia almacenada en campos eléctrico y magnético?
Si vemos los campos directamente desde el punto de vista de sus unidades, cuadro 2.1, EH posee unidades de
Vm !'xAm™' = Wm™2, lo que es potencia distribuida en una superficie. Entonces aqui tenemos dos posibles
casos, producto cruz o producto punto (apartado 1.1.1), como el producto cruz conserva la direccién entonces

definimos:
S=EXH, (2.108)

medido en Wm~!. El vector S es llamado vector de Poynting en honor al fisico inglés John H. Poynting (que
derivo el vector en 1884). La direccién del flujo de energia es de interés, entonces su gradiente también lo seré:

V-S=V-(ExH) (2.109)
=H-(VxE)—E-(VxH) (2.110)
oB oD
=M - —E T (2.111)
oD 0B

donde en hemos usado ecuaciones (2.70) y (2.71). Ecuacién (2.112) es conocida como el teorema de Poynting,
y nos dice que la energia almacenada en un volumen es igual a la energia que entra menos la que sale, més la
energia que se pierde por disipacién. La forma integral estd dada por:

—5I§S~da—/£~JdT+/(SaD—k?-LaB)dT, (2.113)
S v v ot ot

la cual, a diferencia de ecuacién (2.108), se encuentra en unidades de W. La ecuacién (2.113) es conocida como
la forma integral del teorema de Poynting. El término de disipacion de energia es:

PdiS:/S-JdT. (2.114)
v
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Figura 2.7.: Conductor expuesto a campo eléctrico externo, Eeyt (color naranjo). El campo eléctrico de una
conductor es siempre cero ya que experimentara un campo eléctrico igual al externo Eqyy = —Eext
pero con signo opuesto. El tiempo que toma a las cargas en el conductor ajustarse a este campo
eléctrico externo es del orden de ~1 x 10~ s (llamado tiempo de relajacién; apartado 2.3.1)

Ma4s interesante es el caso en el que solo existe conduccién de corriente, ie., J = o€ (explicado en aparta-
do 2.3.1), entonces:

Pase = a/ I€|1% dr. (2.115)
\%

lo cual indica perdida Ohmica del sistema.

Hasta este punto hemos visto el formalismo de las ecuaciones de Maxwell completo aplicado a materiales,
que en su mayoria cumplen con las macropropiedades del medio. Aunque las ecuaciones de Maxwell fueron
desarrolladas a fines de los afios 1890s, su aplicabilidad permanece intacta hasta el dia de hoy (al igual que
la mecdnica de Newton). Generalizaciones posteriores de este set de ecuaciones han sido desarrolladas, en
particular desde la teoria clasica de relativadad general o general relativity (GR) y aplicada a teorias de lo
microscopico (Griffiths & Schroeter 2018), como lo son quantum field theory (QFT) y quantum electrodynamics
(QED) (Feynman 2006).

2.3. Materiales sus propiedades e importancia

En esta seccién veremos los materiales conductores (apartado 2.3.1), materiales dieléctricos (apartado 2.3.2)
y materiales magnéticos (apartado 2.3.3), y cémo es que estos se relacionan con las ecuaciones de Maxwell,
en particular para el set ecuaciones (2.90) a (2.93). Solo estudiaremos modelos clésicos de la microestructura
de estos materiales, pero si se discutira de forma general que es lo que ocurre cuando tenemos herramientas
fisico-matematicas mejores.

2.3.1. Materiales conductores

Conductores son materiales que poseen una estructura atémica con uno o mas electrones en su ultimo nivel
energético libres. Estos electrones, en condiciones normales, estan libres de moverse en cualquier direccién, pero
al ser sometidos a una fuerza electromagnética fluyen dentro del material. Este flujo de cargas serd medido en
términos de la conductividad de un material, apartado 2.3.1. Una lista de variables utiles se encuentra al final
de este apartado 2.3.1, cuadro 2.4.

Un material conductor (ideal) cumple con las siguientes propiedades:

1. E = 0 dentro de un conductor

2. p = 0 dentro de un conductor

3. Toda carga solo reside en la superficie del material conductor
4. Un conductor es equipotencial

5. E es perpendicular a la superficie justo fuera del conductor

El primer punto, E = 0, es de particular importancia y se puede expresar en la siguiente figura 2.7.
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Conductores p Qm Semi-conductores p Qm Aislantes p Qm
Plata 1.59 x 1078 | Agua salada (saturada) 4.4 x 1072 | Agua 2.5 x 10°
Cobre 1.68 x 1078 | Germanium 4.6 x 107! | Madera 1 x 1081 x 10!
Oro 2.21 x 107® | Diamante 2.7 Vidrio 1 x 101 x 10
Aluminio 2.65 x 1078 | Silicon 2.5 x 103 Cuarzo ~1 x 1016
Cuadro 2.3.: Lista de resistividades (p) en m. Todos los valores fueron medidos a 101 325 Pa y 20 °C (Haynes
2014).
Ley de Ohm

Para generar un flujo de corriente (o current flow) se debe “empujar” cargas a través de un medio. Que tan
rapido estas cargas se muevan dependerd de la naturaleza del material (manteniendo este empuje constante
de cargas). Para la mayoria de los materiales, la corriente es proporcional a la fuerza por unidad de carga,
ecuacion (2.2):
J = of. (2.116)

La constante de proporcionalidad, el factor o (no confundir con la densidad superficial de carga o), presentado
inicialmente como una ecuacién constitutiva de la materia, ecuacién (2.80), es una constante empirica y
propiedad del material. La constante es llamada conductividad (conductivity) del medio. Su reciproco es
conocido como la resistividad p = 1/0 (no confundir con la densidad de carga p; lamentablemente no hay
muchas mas letras que utilizar). Materiales aislantes también son conductores, obviamente muy malos, pero
el orden de magnitud de diferencia entre un conductor y un aislante es muy alto, ~1 x 1022, De hecho, en
practica, es usual decir que materiales conductores poseen un o = oco.

Este flujo de corriente es movido por una fuerza, que en principio, puede ser de origen quimico, gravitacional,
u algin otro; en nuestro caso esto corresponde a la fuerza electromagnética, ecuacién (2.2), luego:

T =0(E+vxB). (2.117)

Para conductores, la velocidad de las cargas es casi nula, por lo que podemos despreciar su efecto (aunque en
otras condiciones como fisica de plasma la contribucién de la velocidad no es despreciable). Entonces tenemos
que:

J =c€&. (2.118)

Lo que es lo mismo a la ecuacién constitutiva en ecuacién (2.80). Una lista de materiales y su resistividad estd
en cuadro 2.3.

En general, supongamos que tenemos un cable o alambre sélido de un buen conductor, e.g., cobre, con una
secciéon transversal de drea A y con un largo L. Entonces tendremos que la corriente es:

I=JA=0EA= %Av, (2.119)

con AV la diferencia de potencial entre los extremos del cable. Esto es en otras palabras el flujo de corriente
de un electrodo al otro, es decir:
V =1R. (2.120)

Ecuacién (2.120) corresponde a la versién més familiar de la ley de Ohm. La variable R es llamada la resis-
tencia (y no resistividad), y estd en funcién de la geometria del sistema proporcional a la resistividad p (o
equivalentemente conductividad o). La resistencia es medida en 1Q =1V A~L

Nuevamente la conductividad (y resistividad) serdn una constante del sistema que puede o no depender de
cierta direccién dentro del material, es decir:

Oxx Oxy Ozxz Pxx sz Pxz
o] = | oyz 0Oy 0Oyz |; Pl = | Pyz Pyy Py (2.121)
Oz Ozy Ozz Pzx Pzy Pzz

Con [o] y [p] la matriz de conductividad y resistividad, respectivamente. El par (o, p) dependeran de la
composicion, estructura atémica/molecular, temperatura, presion y otros factores. Luego:

Jz Ozxx Oxy Ozxz gg;
Ty | = | Oya Oyy 0y & |, (2.122)
jz O-Zfl: O-Zy O-Zz gZ

y en su forma compacta matricial lo escribiremos como J = [o] €.
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Z
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00000

C C C C / Figura 2.8: Bosquejo de aproximacion clasica de flujo de
“» electrones dentro de un conductor de largo L

que mueve carga eléctrica a una velocidad vq
(en un tiempo t).

L:Udf,

La corriente y su transporte

Por convencién la corriente fluye siempre en sentido contrario al flujo de electrones, pero nétese que la corriente
puede ser generada por iones o particulas con carga positiva (o en el caso de un plasma con ambas particulas
a la vez). Definimos la velocidad de desplazamiento, inverso al sentido de la corriente, como vq4, luego:

gN _ qnVuq

J = A= AL~ I (2.123)
J=0oFE (2.124)

donde definimos p como la movilidad eléctrica, siguiendo figura 2.8. IV corresponde al nimero total de cargas
yn=N/V, conV el volumen. Pensemos en que la movilidad eléctrica es el camino que una particula cargada
puede avanzar, en promedio, a lo largo de un conductor (en mecdnica llamado el mean free path).

Desde un punto de vista clasico podemos describir la movilidad eléctrica como una suma de fuerzas:

dov
E—F, = — 2.126
q m' 4 ( )
m* dov
EF——uv= — 2.127
e —v= m” ¥ ( )

‘ZLE (1 —exp [—iD , (2.128)

donde hemos representado la perdida de energia a través de una fuerza de roce Fj., y que estd relacionada con
la masa m*, el tiempo promedio entre colisiones 7, y su velocidad v. Por ultimo esta velocidad limite es la
velocidad real (o una buena aproximacién) a la velocidad de la corriente vy,

qrE qT ql

Vg=—r SHU=-—— = (2.129)
m m m*vg

Notese que m™ # m. y corresponde a la masa efectiva de la particula en el medio. Esta es la masa que una
particula interactia con particulas idénticas. Por ejemplo, en un medio cristalino, los electrones interacttian
con los iones del cristal, y por lo tanto la masa efectiva es mayor que la masa en reposo del electrén.

Resistividad

Atomicamente la resistividad es lo que limita al flujo de electrones, estos pueden ser de origin mecénico (e.g.,
impuresas del material), o de condiciones de temperatura y presién. A presiones constantes, la resistividad
sigue la siguiente forma empirica:

p(T) =po [1+ (T —Tp)], (2.130)

con T la temperatura del medio, Ty la temperatura inicial, y o« el coeficiente de temperatura de resistividad,
figura 2.9. La constante pg, por lo general, estd relacionada con el tipo de impurezas o imperfecciones del
material y p(T) es una funcién lineal con la temperatura. La llamada “regla de Mathessien” describe la
resistividad que poseee un material en funcién de su movilidad eléctrica:

1 1 1 1
- = + + +... (2.131)

uw Himpurities Hattice Hdefects
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p(T)
A
Po o« T
Figura 2.9: Bosquejo resistividad de materiales en funcién de la temperatura T |
para dos materiales py y po. La resitividad y temperatura son una  po |
funcién lineal para la mayoria de los materiales. Por lo general el 1 >

punto de discontinuidad seguird otra ley, como la ley de Mathessien. T <S30K

Donde la suma total de la movilidad eléctrica dependerd de las impurezas del material (impurities), la estruc-
tura cristalina (lattice) y defectos en la estructura (defects), més otros efectos de segundo orden.

En particular, los efectos por estrucutra cristalina o de lattice estan organizados en estructuras cuantizadas
o paquetes de onda llamados fonones, similar a como el fotén es la estrucutra cuantizada de una onda elec-
tromagnetica. Un fonon es una coleccién eldstica de atomos o moleculas (en fisica de materia condensada). Al
igual que un electron, un fonén puede ser considerado como una particula y este interactia contra el flujo de
electrones libres en el mismo medjio.

Tiempo de relajacion

El tiempo de relajacién para un material, ya ser conductor o no, es el tiempo en el que el campo eléctrico
alcanza una mangitud £ ~ 0Vm~! en su interior. Para obtener una relacién cuantitativa usamos la ley de
Ohm y la ley de Gauss,

9

op o
— +5p=0 (2.132)

V(O'g): :E c

y V- D=V-(e£)=p

que para el caso de un conductor lineal, isotropico y homogéneo se reduce a:

p=ppe?/t,  =n=" (2.133)
o

Donde 7, es el tiempo de relajaciéon, y decae a cero en t — oo. Entonces para materiales conductores esta
reaccioén es casi instantdnea, ~1 x 10719 s, pero para otros materiales, e.g., el cuarzo puede tardar varios dias
en alcanzar este estado.

Condensador eléctrico

Un condensador eléctrico o del anglicismo capacitor se compone de dos placas paralelas (comunmente), de igual
carga y que poseen distinto signo. Esto generard un campo eléctrico entre ambas placas y de una densidad
de campo y magnitud constante (lo que es ideal para estudios en laboratorio). Dado que poseemos dos cargas
iguales (de signo opuesto) y constantes en el tiempo, podemos hablar de una diferencia de potencial entre
placas, AV (con esta la candidad conocida en laboratorio),

+)
AV =V, -V_= —/ E-dlL (2.134)
(-)

La carga total del capacitor es Q = C'V, donde C es la capacidad del capacitor y V es la diferencia de potencial
entre las placas. La capacitancia es medida en Faradios, 1F = 1 C V™! y solo dependera de la geometria del
condensador (varios problemas simples con distintas geometrias en Sears et al. 2005).

Otros tipos de capacitores son los cilindricos o esféricos, compuestos de dos placas conductoras de radio r,
v 1 y separadas por una distancia, figura 2.10.

Calcular la capacitancia de dos esferas concéntricas hechas de metal con radios r, y 7. Como lo indica
la cross-section de la figura 2.10. La carga positiva +@) estd al interior y la carga negativa —(@) al
exterior. El grosor de la cdscara metdlica es despreciable. Solucién: C' = % = 4mep ol

Th—Tq "
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Figura 2.10: Capacitor esférico o cilindrico en su cross-section. La distan-
cia entre placas estd dada por la diferencia de radios ry, — .
Por lo general capacitores cilindricos son faciles de construir
y son muy utilizados en la industria.

Nombre Name Simbolo Unidad SI
Conductividad eléctrica Electrical conductivity o Sm~T!
Resistividad eléctrica Electrical resistivity P Qm

Fuerza por unidad de carga  Force per unit charge f NC!
Movilidad eléctrica Electric mean free path m?V-ls!
Tiempo de relajacién Relazation time Ty S
Resistencia eléctrica Electrical resistance R Q

Potencial eléctrico FElectric potential 1% A%

Cuadro 2.4.: Lista de variables relevantes y relacionadas con la ley de Ohm.

Conductores comunes y sus aleaciones

Eleccién de materiales conductores dependara de muchas variables, entre ellas: el peso (densidad), resistencia
mecanica, resistencia a la corrision, precio, su compatibilidad con otros materiales, etc. Por lo general, una de las
mejores soluciones es el uso de aleaciones, que disminuyen el costo del producto llegando a tolerancias deseadas.
Por ejemplo, el cobre es un excelente conductor, pero es muy blando y se oxida facilmente. Por lo que se suele
utilizar aleaciones de cobre con otros metales como el estano, aluminio, niquel. Nétese que la resistividad no
es aditiva, i.e., protal # Pa + pB v €n algunos casos existen relaciones lineales: piota) = A1pa + A2pp + Az con
A; 1 =1,2,3 constantes. Los tipos de aleaciones méds comunes son: completamente miscibles (muy similar a la
mezcla de dos o més liquidos), intermetélicos (creacién de estructuras cristalinas), y completamente inmiscibles
(donde existen regiones o dominios dentro del material).

2.3.2. Materiales dieléctricos

Materiales dieléctricos son mateirales no conductores que al estar expuestos a un campo eléctrico pueden ser
polarizados. Un material dieléctrico perfecto es el cual cuenta con una conductividad eléctrica igual a cero,
c=0Sm™*.

La palabra dieléctrico viene del latin, “a través de” y eléctrico, “de campo eléctrico”. El efecto de “ruptura
del dieléctrico” es cuando el material es sometido a un campo eléctrico lo suficientemente alto y se producira
una ionizacién parcial que permita la conducciéon a través del dieléctrico. La llamada resistencia dieléctrica es el
maximo campo eléctrico que el material dieléctrico puede soportar antes de alcanzar la ruptura del dieléctrico.

En general, un material conductor es el cual genera una barrera contra un campo eléctrico externo, mientras
que un material dieléctrico permite el paso del campo eléctrico externo. Todos los materiales dieléctricos son
aislantes, pero no todos los aislantes son dieléctricos (por ejemplo, el vidrio es un dieléctrico, pero el diamante
no lo es). El uso de dieléctricos més generalizado es el de los capacitores, apartado 2.3.1. Un capacitor al
poseer un material dieléctrico entre sus placas tendrd un comportamiento distinto, y en general, aumentara su
capacitancia o la cantidad de energia almacenada respecto del vacio.

Definimos la constante dieléctrica como:

(2.135)

con el subindice la capacitancia del sistema original en el vacio. Asumimos que en el capacitor la carga superficial

47



2. Campos electromagnéticos cuasi-estaticos y sus propiedades en materiales

de las placas es constante, entonces con y sin dieléctrico tendremos que el campo es:

o Ofr—0O
Ep=-L y E=2L_2%

2.136
o - (2.136)

Y la densidad de carga superficial inducida:

ohb=0 <1 - i) : (2.137)

€r

Con by f las densidades de carga atrapada y libre, respectivamente.
Conceptos basicos de capacitancia son las expresiones equivalentes en serie y en paralelo:

=ttt =Y = (2.138)

Cq C1 Cy Cs —~ C;

n
Coq=Cr+Ca+Cs+...=Y Ci (2.139)

i=1

respectivamente. La energia almacenada es:
Q 1
—=_ _Z0V. 2.14

U °C 2QV (2.140)

Ejemplo 2.3

El espacio entre placas de un capacitor de placas paralelas estd ocupado por dos placas de dieléctrico,
uno con constante €,; y otro con constante €,.5. El espesor de cada placa de dieléctrico es de d/2, donde

260A

d es la separacion entre las placas del capacitor. Demuestre que la capacitancia es: C' = = (M

€r1teéry )7

Ejemplo 2.4

El cilindro interior de un capacitor cilindrico largo tiene un radio r, y una densidad de carga lineal +A.
Esta rodeado de una coraza conductora cilindrica coaxial con un radio interior r;, y una densidad de
carga lineal —A.

(1) {Cuél es la densidad de energfa en la regién comprendida entre los conductores a una distancia r
del eje?

(2) Integre la densidad de energia calculada en el inciso (1) con respecto al volumen de los conductores,
en una longitud L del capacitor, para obtener la energia total del campo eléctrico por unidad de
longitud.

Dipolo eléctrico

Para poder entender propiedades de polarizacién de un material dieléctrico primero veamos cuales son las
propiedades de un dipolo eléctrico, ecuacién (2.53). Consideremos dos cargas de signo opuesto, ¢, las cuales se
encuentran a una distancia d/2 del origen del sistema coordenado y puestas en z, figura 2.11.

A una ditancia P medimos el potencial generado por estas dos cargas,

. (i _ i) ' (2.141)

dmeg \ 14 T—

Ahora supongamos que el punto P estd mucho maés alejado, r > d, lo que en este caso las lineas que conectan
r4 y r— en P serdn casi paralelas (figura 2.11). Entonces,

d d
ry=1— 50050, r_=r+ 3 cos 6. (2.142)
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Figura 2.11: Dipolo eléctrico. Dos car-
gas de signo opuesto ¢ se-
e ’ paradas por una distancia
d en el eje-z. El punto P se
encuentra alejado del dipo-
lo eléctrico y cuando r > d
las lineas que conectan r
y 7— en P son casi parale-
las. El campo eléctrico del
dipolo eléctrico es descrito
en figura 2.1.

Con lo que resulta que el potencial en P es:

__ qdcost

Vp

~ . 2.143
4Amregr? ( )

Para el campo eléctrico usamos la expresion del gradiente pero en coordenadas esféricas (apartado 1.3.2),

E=-VVp= ﬂg (2cosﬁ?+sin9§).

2.144
dmegr ( )

Es decir, el campo eléctrico de un dipolo eléctrico varia como 1/r3 y es proporcional a la distancia d entre las
cargas. El momento dipolar eléctrico es:
p = qd. (2.145)

El cual también fue definido en ecuacién (2.53). Notese que entre mayor sea la carga almacenada y mayor sea
la distancia a la cual nuestras cargas estan separadas el momento dipolar aumentara, consecuentemente més
fuerza de rotacién.

Tipos de polarizacion

En comparacién con materiales conductores, materiales dieléctricos (dieléctrico perfecto) no poseen electrones o
cargas libres. Las cargas en un buen dieléctrico por lo general estan muy bien acopladas a &tomos o moléculas del
material. Adn cuando un material dieléctrico esté en total equilibrio eléctrico, este al ser expuesto a un campo
Feoyt, experimentara separaciones macrsocopicas de sus cargas positivas y negativas. Estas separaciones son del
orden atémico, pero debido a la cantidad de dipolos presente en un material pueden hacer que el efecto no sea
despreciable. Este efecto es llamado polarizacién de un dieléctrico. La polarizacién de un dieléctrico mediante
un campo eléctrico externo puede generar tres tipos de polarizacién: polarizacién electrénica, polarizacion
iénica y polarizacién de orientacién (u orientacional). También existen materiales en los cuales ya hay una
polarizacién intrinseca, i.e., el agua, y que no necesitan de un campo eléctrico externo para polarizarse. En
general, la polarizacién de un material ocurren los tres tipos de polarizaciéon de forma simultanea.

2.3.3. Materiales magnéticos

Materiales magnéticos son los cuales poseen propiedades de magnetizacién al ser expuestos o no a un campo
magnético relativamente intenso. Existen dos clases de estos materiales: paramagnéticos y diamagnéticos (cua-
dro 2.5). Los materiales paramagnéticos como el aluminio, oxigeno, titanio, oxido de fierro, son magnetizados
en la misma direccién y sentido de un campo magnético externo Bext. En cambio, materiales diamagnéticos
como el mercurio y plomo, son magnetizados en la misma direccién que Beyt, pero distinto sentido. Los ma-
teriales paramgnéticos y diamagnéticos cumplen en condiciones estrictas con la ecuacién (2.84), y no siempre
su condicion lineal es valida. Més ain es el caso de materiales ferromagnéticos, como lo son el cobalto, fierro
y niquel; ya que no son lineales y poseen propiedades de magnetizacion permanente.

Material ferromagnético

Un material ferromagnético es el cual posee un comportamiento no lineal al ser expuesto a un campo mangético
externo, Beyt. En general, la magnetizacién de un material ferromagnético es mucho mayor que la magnetizacion
de un material paramagnético o diamagnético. La magnetizaciéon de un material ferromagnético es la suma
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Diamagnético Xm Paramagnético Xm

Bismuto —1.6 x 10~*  Oxigeno 1.9x107°
Oro —3.4x 107 Sodio 8.5 x 107°
Plata —2.4x107%  Aluminio 2.1 x107°
Cobre —9.7 x 107%  Tungsteno 7.8 x 107°
Agua —9x 1076 Platino 2.8 x 1074
Diéxido de carbono  —1.2 x 1078  Oxigeno liquido (—200°C) 3.9 x 1073
Hidrégeno —2.2x 1072  Gadolinio 4.8 x 1071

Cuadro 2.5.: Susceptibilidad magnética de materiales a 101325 Pa y 20°C (Haynes 2014).

M
Imén ™ 4

. o, . . permanent
Figura 2.12: Curva de histéresis M contra I. La curva se manifiesta al aplicar

un campo magnético a un material ferromagnético, como el fierro, 3
de tal modo que los dipolos magnéticos del material se alinean con >
el campo externo aplicado. Una vez que el material ha sido mag- I
netizado permanerecera en este estado a menos que se le aplique 5 )

un campo magnético en sentido contrario o hasta que el material Iman
alcance cierto umbral de temperatura (llamado punto de Curie). 4 permanente

de la magnetizacién inducida por el campo magnético externo y la magnetizacion intrinseca del material. En
un material ferromagnetico la alineachon de dipolos ocurre en parches llamados dominions magnéticos y que
cada dominio contiene 1 x 10° dipolos magneticos simples, ecuacién (2.56). Un material ferromagnetico al
ser expuesto a un campo magnético intenso puede experimentar de forma permanente una alineacién de sus
dominios magnéticos. De forma macroscépica esto se ve mediante N = m x B, el torque ejercido por el campo
eléctrico en los dipolos magnéticos. Esta relacion entre campo magnético externo y magnetizacion del material
es altamente no lineal (BM) y sigue la llamada curva de histéresis, figura 2.12, y por ende las ecuaciones de
Maxwell lineales no funcionaran para este tipo de medio. La curva relaciona el campo magnetico externco con
la magnetizacion del material, o equivalentemente la magnetizacién con una corriente aplicada.

Para desmagnetizar a un material ferromagnético solo basta con aplicar un campo magnético en sentido
contrario al inicialmente aplicado (para asi alinear los dipolos mangéticos en sentido contrario). Esto even-
tualmente puede remagnetizar el material nuevamente pero en sentido contrario. Otro método es aplicar un
aumento de temperatura al material hasta alcanzar cierto valor umbral. Este cambio de temperatura no es un
proceso de debilitamiento gradual, es una transicién rapida y brusca, que en fisica es llamada “transicién de
fase”. Para materiales ferromagnéticos a esta temperatura se le conoce como el punto de Curie y al alcanzar
770 °C el material se vuelve paramagnético. Otro tipo de transicién de fase ocurre en los amteriales supercon-
ductores o superconductors’ (no confundir con un conductor perfecto) que al ser expuestos a temperaturas
cerca del cero absoluto adquieren propiedades de resistividad casi nula (Meissener effect). La teoria que estu-
dia estas transiciones de fase es a través de los pares de Cooper (o Cooper pair) es Bardeen-Cooper-Schrieffer
(Bardeen 1973; Fossheim et al. 2005).

2.4. Funciones potenciales

2.4.1. Campos armdnicos

Los campos arménicos son de una importancia fundamental para la ciencia y tecnologia. Gracias a su simple
representacién de fenémenos en electrodindmica podemos desarrollar la teoria aplicada a la tecnologia de forma
compacta, en muchos casos con solucién analitica, y expresable en pocas variables.

Campos armoénicos son los cuales es posibles descomponerlos en una secciéon temporal y otra de posicién. La
seccién temporal es llamada “fasor” o phasor y contiene una funcién sinusoidal cos (wt + ), expresada por lo
general, como una exponencial compleja (el término fasor puede ser utilizado para cualquier otra decomposicién
angular). Para el caso de una onda plana (y uniforme) més sencilla, que se propaga con una tnica frecuencia,

@ Are room temperature superconductors impossible?, PBS Space Time.
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es decir una onda monocromatica, se tiene que para una solucién arménica:

Exefiwt — Exeth . (2.146)
N—— ——
fisica ingenieria

Donde E, es la amplitud del campo eléctrico, E, (r) =||E, || e!*+*) k, es la componente z del vector de onda
(o vector niimero de onda k), w es la frecuencia angular, y r = (z,y,2) es el vector de posicién. También
E, puede o no depender de la posicién (y equivalente para las demds coordenadas espaciales). La frecuencia
angular la expresaremos como: w = 27v, con v la frecuencia monocromatica. Nétese que Eel“! € C, por lo que
siempre solo nos importara su parte real. Podemos escribir una componente fasorial:

E el =||E,|| el /0, = Re [Eweiwt} +jIm [Eweiwt} =| B, cos (wt + 0,) + i|| By || sin (wt + 6,)  (2.147)

y expandiendo en varias variables,
E¢“t = Re [Eej“’t} +jIm [Eej“’t} (2.148)
£(r,t) = Re [E (r) eiwt} (2.149)

Ademas el lector debe estar familiarizado con los distintos tipos de notacién tanto en ciencias como en ingenieria
donde la unidad compleja i y j cambiaran (apartado 1.5).
Tomemos el caso del campo eléctrico y sus diferentes componentes:

E,t) =& (0, )R+E, (0, 0)F+E. (r,0) 7, (2.150)

y considerando una variacién sinusoidal, podemos expresa el campo eléctrico en términos de la frecuencia
angular y sus amplitudes mas una constante de fase,

E (r,t) =||Ey|| cos (wt + 0,) —|—HEy|| cos (wt + 6) +| E.|| cos (wt +6.) . (2.151)

Donde (E,, Ey, E.) = (||E3c 1 /82| Ey]| /84,1l E-| &) son amplitudes del campo eléctrico y los 4ngulos de fase

(GI, 0y, HZ) son independientes del tiempo pero pueden poseer alguna dependencia en el posiciéon r.

Para las aplicaciones de este tipo de ondas arménicas, comunmente, no se usa la representaciéon de fisica, k
(un vector), en cambio utilizamos la constante de propagacion y (brevemente descrita en ejemplo 2.1 y definida
en apartado 3.2).

2.4.2. Campos arménicos y Poynting

Similar al caso estatico ahora podemos determinar una expresion promedio para el vector de Poynting utili-
zando campos armoénicos. Para ello, primero usamos la siguiente igualdad de ntimeros complejos:

£ = Re [EeJ“’t} = (EeJ“’t n Ee*wt) : H — Re [Hewt] = (Hewt n Heﬂ“’t) : (2.152)

y luego expandimos:

S=ExH=Re [Eeiwt} * Re [Hej“t} (2.153)
- i (Eej“’t +Ee*jwt> X (Hej”t +ﬁe*iwt) (2.154)
= i (E xHe? ' +tExH+ExH4+E x ﬁe_2j“t) (2.155)
- i (E «H+E x H) n i (E « He?“t 1 E x ﬁe*%wt) . (2.156)

Donde para poder visualizar hacemos uso de variables auxiliares m = ExH y n = E x H, entonces el resultado
lo podemos escribir como:

1/ . 4 1 1 .
_ — - j2wt — —j2wt _ - 2wt
§=3(m+m)+ ] (ne + e ) 5Re [m] + SRe {ne] } . (2.157)

N =
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Como ya es sabido, solo nos interesa conocer el valor promedio del vector de Poynting,

(S) = % /0 st (2.158)

donde T es algin periodo de tiempo y (S) es el valor promedio o average del resultado. Entonces si evaluamos
directamente ecuacién (2.157) en la integral de tiempo, obtenemos:

1 . 1 ~ ~
§Re {nem‘“t} =3 {||nx|| cos (2wt + 05) X +||ny || cos (2wt + 0,) § +||n. || cos (2wt + 6.) z} , (2.159)
lo que es igual a cero. Finalmente obtenemos la relacién para el vector de Poynting en campos arménicos:
1 1 — 1 _
(S) = 3RelS] = 5Re [E x H} — JRe [E X H} (2.160)

para mayor detalle vea captitulo 5, Paul & Nasar (1998). Nétese que toda dependencia temporal, para efectos
précticos, ha sido removida, es decir el vector de Poyting promedio es una constante del sistema y no depende
del tiempo.

2.4.3. Ecuaciones de Maxwell en campos arménicos

El dltimo set de ecuaciones de Maxwell, el mas expecifico, estd dado al evaluar las ecuaciones de Maxwell
en términos de soluciones fasoriales (Dorf 1993). No serd demostrado aqui pero, si una sola de las variables
E.D, B, o H, posee componentes armdnicas entonces todas las variables también lo son (replicando ecuacién
2.149),

£(r,t) = Re [E (r) ejwt] D (r,t) = Re [D (r) ej‘*’t} J (r,t) = Re [J (r) ej“’t} (2.161)
B (r,t) = Re [B (r) ejwt} H (r,1) = Re [H (r) ejwt} o (r,t) = Re [p (r) ej“’t} . (2.162)
La variable p no cambia su notacién. Lo mejor de esta notacién, es que nos deja expresar el set de Maxwell

de forma mucho més simplificada y muy similar al caso electro- y magneto-estatico, esto es reemplazando
variables armoénicas en el set ecuaciones (2.68) a (2.71):

V- D=p=V -D=p V-B=0=V-B=0 (2.163)
oB . oD .
ngz—E:VXE:—JwB VX’HZJ—FE:VXH:J—HUJD. (2.164)

Para variables armonicas entenderemos que derivadas en el tiempo son 9/0t — jw. La ecuacién de continuidad,
ecuacién (2.52), también puede ser reescrita como:

V-J=—jwp. (2.165)

Entonces reorganizando el set de ecuaciones de Maxwell en formato armoénico tenemos:

(i) V-E= %p (Ley de Gauss) (2.166)
(i) V-H=0 (Sin nombre) (2.167)
(iii) V xE=—juwH (Ley de Faraday) (2.168)
(iv) VxH=(oc+jew)E (Ley de Ampere + correccién de Maxwell) (2.169)

Donde la principal diferencia es que las ecuaciones poseen el nimero imaginario j, y ademads los campos
vectoriales ahora pueden ser complejos.
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Las ecuaciones de Maxwell en campos armoénicos son muy similares a las ecuaciones de Maxwell en
campos estaticos, apartado 2.1.3, pero con la diferencia que ahora los campos vectoriales pueden o no
ser complejos. Aqui usaremos la misma notacién , e.g., E para un campo independiente del tiempo en
electrostdtica y para un campo armoénico en electrodindmica (principalmente para alivar la notacién e
introducir menos variables).

2.4.4. Potenciales escalar y vectorial

Ahora nos preguntamos como es que densidades de carga y de corriente genenran campos eléctricos y mag-
néticos. Esto es, intentamos expresar una solucién general para las ecuaciones de Maxwell, ecuaciones (2.27)
a (2.30), en términos de densidades de carga y de corriente, p (r,t) y J (r,t) (que como sabemos para el caso
estatico es resulto a través de la ley de Coulomb y Biot-Svart, apartado 2.1.2). Buscamos ahora una generali-
zacién campos variables en el tiempo. En electrodindmuica V x £ # 0, pero B atin posee una divergencia cero,
entonces:

B=VxA, (2.170)
igual al caso en magnetostética. Usando la ley de Faraday ecuacién (2.29),
0 0A
__9 — 9N o, 2.171
VxE 87f(Vx.A) Vx(é‘—i— 815) 0 (2.171)
Lo que nos lleva a la siguiente expresion:
0A
E=-VV - —. 2.172
o (2.172)
Si reemplazamos en la ley de Gauss ecuacién (2.27),
0 P
ViV =SV =-f (2.173)

Similarmente podemos usar las ecuaciones (2.170) y (2.172) en la ecuacién (2.30) y usando la propiedad del
rotor Vx (Vx A) =V (V-A)—-V?A,

2

0°A ov
(VQA— Ho€o 5t2> -V (V A+ poeg 8t> = —poJ. (2.174)

Donde las expresiones ecuaciones (2.173) y (2.174) contienen toda la informacién del set completo de las
ecuaciones de Maxwell, viz., equivalente a ecuaciones (2.27) a (2.30). Este formalismo serd desarrollado y
estudiado en apartado 5.4.

Ecuaciones (2.173) y (2.174) pueden parecer largas y complejas, pero en realidad lo que se ha hecho es
reducir el nimero de variables de forma radical, solo quedando con una escalar V' y 3 componentes vectoriales

de A.

Transformaciones de Gauge

El lector pudo darse cuenta que al definir cierto tipo de pontenciales escalares o vectoriales, al agregar una
variable escalar no afectaran el valor del potencial mismo, i.e.,
' , 12D

donde A es una funcién arbitraria. Esta transformacion es llamada gauge transformation. Dependiendo como
se defina los campos escalares o vectoriales se debe fijar, arbitrariamente, el valor de la divergencia. En mag-
netostatica es V - A = 0, pero en electrodindmica no es tan claro. No ahondaremos en este tema, pero es
importante tenerlo en cuenta, y que existen dos condiciones: el gauge de Coulomb y el gauge the Lorentz (ver
Griffiths 2017, capitulo 10). Usaremos de ahora en adelante solo la condicién de Lorentz, esto es:

V- A= —Ho€o 68—‘; (2176)
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Con esta condicién, ecuacién (2.176), podemos reescribir ecuaciones (2.173) y (2.174),

82
VQA_ Mo €0 W = _,U/()j (2177)
o*vV 1
2
— —_ = ——. 1
vV HOo€EQ 6t2 o P (2 78)

La condicién Lortenz ademés deja ambos potenciales en términos de un operador comin, y que lo llamaremos

el operador d’Alambertiano (también llamado operador de onda; en honor al matemadtico francés Jean le Rond
d’Alembert):

D2=V2—uea—2 (2.179)
= 008t2 .

Con lo que finalmente podemos reescribir ecuaciones (2.177) y (2.178),
2 1 2
2V = ——p, PA = —poT. (2.180)
€0

Lo descrito en ecuacién (2.180) puede ser generalizado como el operador Laplaciano pero en cuatro dimensiones,
es decir ambas son una ecuaciéon de Poisson en cuatro dimensiones. El gauge de Lorentz entonces satisface una
ecuacion inhomogenea de propagacion de onda, donde la fuente es la densidad de carga y de corriente.

2.5. Métodos de resolucion de las ecuaciones de Poisson y Laplace

En electrostatica nos interesa poder calcular de forma rapida el campo eléctrico dada una distribucién de cargas
estacionaria. Como sabemos esto puede ser rdpidamente calculado usando la ley de Coulomb, ecuacién (2.5):

1 s
E(r)=— | Sp(r)dr. 2.181
©= e [ So) (2181)
Dependiendo de la distribucion la integral serd més facil o no. De forma adicional, y usando simetria del
sistema podemos usar la ley de Gauss (apartado 2.1.2), pero comunmente lo més general es calcular de forma
directa el potencial:

V (r) ! /lp (r')dr’. (2.182)

47meg s

Aunque, nuevamente, dependiendo del caso la integral puede resultar compleja, ademds de la necesidad de
conocer bien la distribucién de carga p. Entonces lo que resulta mas conveniente es resolver la ecuacién de
Poisson, ecuacién (2.183), o la ecuacién de Laplace, ecuacion (2.184), para el potencial V (r):

ViV = —ip7 (2.183)
V2V =0. (2.184)

Lo que corresponde al caso estético desarrollado en apartado 2.4.4, ecuaciones (2.177) y (2.178).
La ecuacion de Laplace en coordenadas curvilineas, i.e., cualquier tipo de coordenadas estara dada por la

métrica del espacio:
vipo L 0 (\/ﬂ ij)a—f:o :det(u> (2.185)
con g;; el tensor métrico Euclidiano (Walker 1949). Esta es su forma mas general. Algunos libros también
hacen referencia al operador Laplaceano con A (particularmente en mecénica de sélidos).

La ecuacién de Laplace escrita en coordenadas cartesianas es:

o’V 9V 9V

V2V =

La ecuacién de Laplace es fundamental en el estudio del electromagnetismo, y en particular de electrostatica
(casi toda la electrostatica se basa solo en resolver esta ecuacién), ademds de otras ramas de la fisica como
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lo son la teoria de gravitacion, transporte de calor, entre otras. Las soluciones a la ecuacién de Laplace son
llamadas soluciones armonicas (si, con componentes arménicos apartado 2.4.1).

Para resolver la ecuaciéon de Laplace y Poisson veremos cuatro tipos de soluciones, tres analiticas y dos
numéricas, descritas en apartados 2.5.1 a 2.5.5. Ademaés en estos mismos apartados mostraremos las propiedades
maés importantes del potencial, que son:

1. El potencial posee solo una solucién y es tnica.

2. El potencial no tolera minimos ni maximos locales, y el valor en cierto punto del espacio es el promedio
de los valores en la frontera.

3. La solucién es una funcién armonica.

4. La ecuaciéon cumple con la condicién de linealidad.

2.5.1. Integracién directa

Integracién directa es el caso mas sencillo, y que por lo general, no nos encontraremos casi nunca. Este caso
nos ayudara a caracterizar el tipo de solucién que buscamos y el potencial V' mismo. En una sola dimensién
el potencial es:

d2v
Con la solucién una linea recta. De esta solucién podemos generalizar dos condiciones con las cuales el potencial
debe cumplir, y que quiza sean obvias pero fundamentales. Estas son:

1. El potencial promedio entre V (z + 1) y V (z — 1) es simplemente el promedio para cualquier valor de
Xy

V)=z[V(e+a)+V(z—a)]. (2.188)

| =

2. La solucién a la ecuacién de Laplace no tolera valores de minimos y maximos locales. Lo cual es una
consecuencia de la primera condicién.

Acé no hemos usado ningtin tratamiento matematico riguroso para asegurar estos puntos, pero el lector estd
invitado a demostrarlos.

Adicionalmente, jcémo sabemos entonces que la solucién es inica? e.g., como sabemos que ecuacién (2.187)
posee solo una soluciéon. Para esto hacemos uso del teorema de unicidad. La solucién de la ecuacién de Laplace
en algtin volumen V es unicamente determinado si V' esta especificado en la frontera S. Esto es, si conocemos
el potencial en la frontera, entonces la solucién es tnica.

Para probar esto supongamos que cierto volumen V posee dos soluciones a la ecuaciéon de Laplace:

V=0, V2V =0,

ambos asumen cierto valor en la superficie S. Para probar que estas cantidades son iguales usamos su diferencia,
que debe ser cero,

Va=V1 — Vs
Entonces, usando la ecuacién de Laplace,
V3Vs = V2V, — V2V, = 0,

con lo que se llega a un valor cero en toda su frontera. Pero nétese que la solucién de Laplace no puede poseer
minimos ni maximos locales, todo valor extremo debe ocurrir en la frontera, por lo que el médximo y minimo
de V3 es solo cero. Por lo tanto V3 debe ser cero en todo el Universo. Con lo que se prueba que Vi = V5.

Existen formas maés correctas de probar este formalismo, pero para lo que queremos decir aqui es suficien-
te. La solucién a la ecuacién de Lapalce es tnica (fundamental para probar el uso de método de imégenes
apartado 2.5.2).
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+q
Figura 2.13: Método clasico de imagenes. Lo que se desea saber es >y
la distribucién del potencial V' (z, y, z) para el siguien-
te Universo. La carga +q estd a una distancia d de la
superficie conductora puesta a tierra. Por simplicidad £ . rg

ponemos la carga en la posicién (0,0, d).

Figura 2.14: Método cldsico de imédgenes (equivalente). Lo que se desea saber es
la distribucién del potencial V' (z,y, z) para el siguiente Universo.
La carga +q estd a una distancia d y una carga imaginaria —gq
esté ahora a una distancia —d. El sistema es simétrico respecto —d
del origen y equivale al mismo sistema expuesto en figura 2.13. —q

2.5.2. Método de imagenes

El método de las imagenes es un “truco” que nos deja expresar de forma rapida la solucién a la ecuaciéon de
Laplace, siempre y cuando sea posible expresar el problema con una carga o distribucién de cargas imaginaria
o de imégen. La solucién final es real y cumple con las propiedades de la ecuaciéon de Laplace segun lo descrito
en apartado 2.5.1. La soluciéon queda entonces expresada de forma analitica y no numérica, lo que es una gran
ventaja. La aplicacién de este método es bastante limitada y solo en cirtos casos es posible utlilizarla.

El problema clasico de imagenes dice lo siguiente. Supongamos que tenemos una carga puntual ¢ en el
espacio libre, y que ademads existe una superficie conductora y conectada a tierra a una distancia d (d > z > 0)
de la carga. La pregunta es, jcudl es el potencial en la superficie conductora? Vea figura 2.13.

Mateméticamente debemos resolver la ecuacién de Poisson para z > 0 con una carga +¢q ubicada en (0,0, d),
y que esta sujeta a las siguientes condiciones de frontera:

1. V(2 =0) = 0 ya que la placa conductora estd puesta a tierra, i.e., el potencial siempre sera cero en ella.

2. V — 0 cuando estemos alejados al infinito de la carga +g, esto es 22 4+ y2 + 22 > d>.

Entonces, segtin el teorema de unicidad de la ecuacién de Laplace, solo existe una funcién que cumple con este
problema, y si por alguna manera encontramos un atajo para resolver el problema y la solucién cumple con la
ecuacion de Laplace, entonces la solucién es correcta.

El truco estd en olvidarnos del problema del plano y realizar un problema similar. Supongamos que existe una
carga +q y —q en la posicién (0,0,d) y (0,0, —d), respectivamente, simétrica respecto del origen (figura 2.14).
Entonces si calculamos el potencial de este sistema tenemos que, simplemente usando ecuacién (2.182),

o q 1 _ 1
dmeo | 22+ 2+ (z—d)? 22+ 2+ (z+d)? |

V(z,y,2)

Si nos fijamos en este resultado V (z,y, z) cumple exactamente con las condiciones de frontera del problema
original y ademas es vélida para z > 0. Por lo tanto, la solucién al problema original es simplemente la soluciéon
del problema de las cargas +q y —q en el espacio libre.
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Y,

Figura 2.15: Variables separables en coordenadas

cartesianas. Placas metalicas paralelas

al plano zz. La placa superior estia a
Voly) una distancia a de la placa inferior. La
seccién cerrada en x = 0 mantiene un
potencial Vp (y). Se desea conocer la dis-
tribucién del potencial entre las dos pla-
z cas.

Ejemplo 2.5

Una carga puntual ¢, situada a una distancia a del centro de una esfera conductora conectada a tierra,
con radio R. Hallar el potencial fuera de la esfera. Solucion:

S
<
I
| o
e

<
I
=

H‘

q 1 !
V(r,0) = -
(r,0) 4mey | /72 + a2 — 2racosf \/R2+(TQ/R)272TG,COSG

2.56.3. Separacion de variables

El método de separacién de variables es un método analitico que nos permite resolver la ecuacién de Laplace
en cualquier tipo de coordenadas. Efectivamente, el método transforma una PDE a un set de tres o menos de
ordinary differential equation (ODE). El método consiste en asumir que la solucién a la ecuacién de Laplace
es un producto de funciones de una sola variable, e.g., en coordenadas cartesianas

Vi(z,y,2) =X ()Y (y) Z (2), (2.189)

con X,Y,y Z funciones de variables z,y, y z, respectivamente. Por lo general es aplicable en situaciones donde
se nos pide el potencial V' pero la densidad de carga o es conocida en la frontera. Dependiendo del tipo de
coordenadas usado cartesianas, cilindricas, o esféricas (apartado 1.3), el problema llegard a soluciones con un
set de constantes mediante sumas de Fourier, funciones de Bessel, o funciones de Legendre, respectivamente
(vea Griffiths 2017, capitulo 3). Es recomendable que el lector sepa como llegar a estas soluciones y luego,
simeplemente, aplicarla a las condiciones de borde del sistema y tratar de no repetir derivaciones complejas.

Coordenadas cartesianas

Seguiremos el mismo ejemplo listado en Griffiths (2017) (Ezample 3.3). Supongamos que tenemos dos placas
de metal conductor, conectadas a tierra, y paralelas la plano zz, una en y = 0 y otra en y = a. Del lado
izquierdo, en z = 0, se tiene una seccién cerrada con algin material aislado de las dos placas y que mantiene
un potencial de la forma V; (y). Halle el potencial dentro de las placas, vea figura 2.15.

Entonces debemos resolver la ecuacion de Laplace en dos dimensiones, ya que la figura es independiente de
la coordenada z (y su largo en —z irrelevante). Entonces la ecuacién de Laplace en coordenadas cartesianas
es: ) )

V2V = al + al =0.
ox?  Oy?
Antes de reemplazar la solucién de variables separadas, V (z,y) = X (2) Y (y), encontramos las condiciones de
frontera del problema. Estas son:

) V(y=0)=0
) Viy=a)=0
(i) V(z=0)=V(y)
) V=0 cuando z — o0
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Entonces reemplazamos:

42X dy
Y X — = 2.1
@ T X g = (2.190)
1 d2X  1dY
=0, (2.191)

— 4 == =
X dz2 Y dy
el método se basa en aislar las variables comunes en distintos factores y luego igualarlas a constantes:

L PX _ 1dy g,

ST (2.192)

Donde, obviamente k — k = 0. Nétese que hemos transformado una PDE en una ODE con solo unos simples
pasos. No expicaremos como es que llegamos a estas soluciones, pero el lector debera saber que son:

X (z) = Ae*® 4 Be ke, Y (y) = Csin (ky) + D cos (ky) . (2.193)
Usando la condicién de frontera (iv) eliminamos la constante A, y B es absorbida por las constante C' 'y D,
V(z,y) =e (C'sin (ky) + D cos (ky)) .

Ahora usando la condicién (i) anulamos D y usando la condicién (ii), llegamos a ka = 0, pero para los valores
evaluados en una funcién seno tenemos:
nm

k=—, n=1,203,...
a

Esta tltima condicién nos ha entregado un set infinito de soluciones para la ecuacién de Laplace, pero ninguna
de ellas satisface por completo la tlima condicién de frontera. Como es usual en una ODE, la solucién méas
general estara dada por la combinacién lineal de todas las posibles soluciones, esto es: sea Vi, V5, Vs, ...
soluciones a la ecuacién de Laplace, entonces su combinacion lineal V' = a1 Vi + asVo + agVz + ..., es la
solucién, ya que:

V2V = a1 VVi 4+ aa V2V + as V2V + ... = 0.

Usando este hecho entonces construimos nuestra solucién méas general:

Vi(z,y) = Z Cpe™"™a sin (mry> . (2.194)
n=1

a

Esta solucién cumple con las condiciones (i), (ii), y (iv), y también con (iii) pero usando otro truco matemadtico,
llamado series de Fourier. Para esto multiplicamos ecuacién (2.194) por sin (n’w%) (con n' un entero positivo)
e integramos desde 0 hasta a,

Z C’n/ sin (mry> sin (n’wy> dy = / Vo (y) sin (n’ﬂ-y> dy.
n=1 0 a a 0 a

Esta integral tiene como resultado:

/“. ( y> <,y> 0, n#n
sin [ n7r= |sin{nnws )| dy = .
0 a a g, n=n

Con lo que podemos llegar al valor de las constantes C,,:

2 a
C, = 7/ Vo (y) sin (mry> dy.
a fo a

Para el caso en que V) (y) = V) sea una constante entonces tendremos simplemente:

Mo = 1 e y
|4 = — —e "a = . 2.195
(z,9) - n:é 5 e sin (mra) ( )

Con este resultado analitico podemos hacemos uso de todas las condiciones que nos impone el potencial, en
particular, no existe ningtin valor extremo en el interior del sistema, hemos usado una solucién arménica y
combinacién lineal, y ademds es tnica. La figura 2.16 representa la ecuacién (2.195).
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Figura 2.16.: Solucién potencial en variables separables cartesianas. La solucién corresponde a la ecua-
cién (2.195), al asumir una constante para Vg (y) = Vp. La solucién es tridimensional pero grafi-
cada de forma bidimensional o con curvas de nivel en colores.

2.5.4. Meétodo de momentos

El método de los momentos es un método numérico'® que nos deja resolver la ecuacién de Laplace, por lo
general en forma integral, en términos de una discretizaciéon de la densidad de carga. Para una revision completa
ver Paul & Nasar (1998) capitulo 10. Para esto simplemente hacemos uso de ecuacién (2.182) y la subdividimos
en secciones mas pequenas, i.e.,

N
Y ((ana Z) = Q101 (x,y,z) + 22 (.’E, y,Z) + Q303 (.’E, Y, Z) + ...t anpN (.’E, y,Z) = Zazpl (.’E, y,Z) .
i=1

Donde las funciones p; (z,y, z) son funciones conocidas, o preselecionadas, y «; un set de constantes a deter-
minar. Podemos entonces describir el potencial en términos de estas mismas variables discretas, simplemente
usando la definicién integral del potencial y la densidad de carga, ecuacién (2.182), i.e.,

N
V} :V(xj,yj,zj) :ZKjiai (2196)
i=1
donde la variable K; es
1 i
Kji = — pf dT/.
47‘(’60 Sji

El valor del potencial debe ser conocido en cierto punto V;, ademas las cantidades K;; también son conocidas
yva que p; lo son. Entonces el problema se reduce a resolver un set de ecuaciones lineales para las constantes
a; (cantidades desconocidas),

Vi=Kuo + Kpoag+---+ Kiyay
Vo = Koron + Kopap + - - - + Koyan

VN = Kyiag + Kyaag + -+ Kynan

Efectivamente hemos transformado un problema complejo integral a un set de ecuaciones lineales que puede
ser resuelto mediante muchos métodos, desde algebra lineal a métodos iterativos.

En general, el método de los momentos discretiza la densidad de carga de algun sistema, pero necesitamos
informacion adicional de como es que se distribuye esta densidad. Sin esta informacién el problema pierde
solucién. El problema maés clédsico es el anélisis de la distribucién de carga, no homogénea, para el caso de un
capacitor de placas paralelas (en la que anteriormente asumimos es constante).

10Ejemplo de open source software: https://www.nec2.org.
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Figura 2.17: Estimacién de la derivada de una fun- | .
cién y = f (x) en el punto zo. ro — Aw To To + Ax x

2.5.5. Diferencias finitas

El método de diferencias finitas o finite difference method (FDM) es el método fundamental y base de cualquier
otro método numérico para resolver las ecuaciones de Laplace y Poisson. El método consiste en discretizar
el espacio en una malla de puntos, que llamaremos nodos, y luego aproximar las derivadas parciales por una
serie de diferencias finitas. Similar a lo que ocurre en el cldsico método finite element method (FEM) (Hughes
2000), donde propiedades mecédnicas son usadas para resolver la PDE, pero ahora usamos propiedades de las
corrientes, densidades y funtes. El método de diferencias finitas es la base de cualquier software computer-aided
design (CAD) que luego se le realiza un mallado o mesh grid para resolver el problema de una distribucién
altamente compleja.

Principio matematico

El FDM se basa en la aproximacién de las derivadas parciales por diferencias finitas. Para esto usaremos la
expansion de Taylor de una funcién f (x) alrededor de un punto zy. Aproximamos la pendiente de una curva en
cierto punto P, para eso podemos usar lo siguiente: fordward-difference, backward-difference, central-difference,
o incluso segundas derivadas (figura 2.17),

[ (zo + Az) — f (20)

f' (wo) = A (2.197)
f (w0~ L (o) = i;xo ) (2.198)
" - f (w0 + Ax) — 2f (20) + f (w0 — Ax)

1" (w0) ~ s (2.200)

Cualquier aproximacion de este tipo es llamada una diferencia finita.
Expandiendo en torno a xg

f(zo+ Ax) = f(z0) + Axf’ (z0) + % (Az)® f" (x0) + % (Az)® f" (z) + ... (2.201)
J (o= A2) =  (20) = A (o) + o (M) S (o) — 57 (Aa)* £ (@) + .. (2:202)

Sumando ambas expansiones ecuaciones (2.201) y (2.202),
f (w0 + Ax) + f (xo — Az) = 2f (wo) + (Az)* f” (o) + O (Ax)” (2.203)

Con O (Ax)4 el error que hemos agregado en la serie al momento de truncar su valor Luego podemos obtener
que (asumiendo O (Az)* =~ 0):

(A7)’ [f (xo + Az) = 2f (x0) + [ (x0 — Ax)] (2.204)

Lo que corresponde a la ecuacién (2.200).
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A ® ‘
!

; i Figura 2.18: Célculo de potencial en cada punto de la malla usando valores de
@’ e % . puntos cercanos. Los puntos a, b, ¢, d son puntos medios entre los
valores conocidos de potencial V;, con ¢ = 0, 1, 2, 3,4. La cantidad
h es el tamafio de la malla y por lo general es igual para ambas
dimensiones. Los potenciales siempre se miden en los nodos de la

,,,,,,,, @””7” malla.

Malla basica

Supongamos que deseamos calcular el valor de un potencial en cierto lugar del espacio, pero solo conocemos el
valor del potencial en los extremos del problema (lo que normalmente ocurre en laboratorio). Para esto tenemos
una malla como en la figura 2.18, donde nos interesa encontrar el valor del potencial en un punto central Vj,
pero al mismo tiempo conocemos los valores del potencial a los extremos del problema (viz., conocemos Vi,
Va, V3, vy V4). Realizamos un mallado de tal forma que usmos un tamaiio de elemento (o elemento finito) h.
Notese que el valor de h nos entregard mas o menos precisiéon, pero dependiendo del problema a calcular su
elecién es fundamental.

Para encontrar el valor de este potencial V; calculamos las derivadas con sus respectivas diferencias finitas.
Primero calculamos las derivadas numéricas del potencial respecto a las coordenadas = en el punto medio a

oV AV Vo—W1 1
-— ~— =——=—(Vh = V7). 2.205
Oox | Az | ro—x1 h (Vo ) ( )
Similarmente calculamos en c:
ov 1
—_— ~— (V3 =V,). 2.206
81' h( 3 0) ( )
r=c

Con los valores en a y ¢, podemos entonces calcular la segunda derivada en el punto z = 0

R
Ox?

~ o (Vs = Vo) = (o - ). (2.207)
=0

Eso en la direccién x, en y repetimos la misma mecanica

o?V
0y?

1

~ 3 [(Va=Vo) = (o = 1)), (2.208)

y=0
luego en el caso de la ecuaciéon de Laplace, el valor de V es:

0V 9V 1
VIV =gt g = i+ Vet Vat Va— 410) =0 (2.209)

1
Vom 7 (Vi Ve + Vs + Vi) (2.210)

Obviamente la solucién varia con el tipo de malla utilizada, pero la solucion esta dentro de cierta tolerancia
Ecuacién (2.210) es llamada: five-point equal arm difference, y es la base para cualquier problema de FDM.
Nétese que si las dimensiones de h son distintas en x,y entonces la solucién depende del elemento elegido (o
equivalentemente el cociente de estos elementos).

Malla basica con dos materiales

Similarmente al caso anterior, ahora usaremos la misma ecuacién (2.210), pero teniendo en cuenta la unién
de dos materiales. Supongamos nuevamente la misma configuracién pero ahora dos materiales dieléctricos con
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®
|
|
Figura 2.19: Célculo de potencial en cada punto de la malla usando valores de ;
puntos cercanos. La parte gris es un material de constante e; y @ ““““ % ““““ @
la parte blanca de una constante €;. Practicamente es el mismo X
problema a le mostrado en figura 2.18, y nuevamente deseamos X
conocer Vj, y que conocemos Vp, Vo, V3, v V4. La solucion general .
estd expresada en ecuacién (2.215). @

V=0V B
. <
o Il
I = 10 cm
S
=~ =
Figura 2.20: FDM aplicado a un material rectangular
de lados 10 cm x 20 cm. Valores en los ex- V=0V B
tremos del material son conocidos y por
lo general manejados en laboratorio. k———————20cm ———

constantes €1 y €o, figura 2.19. Para llegar a una expresion similar a la ecuacién (2.210) partimos de la ley de
Gauss en materiales, ecuacién (2.72):

%D-da=¢6E~dl:0, (2.211)
s c

y es cero ya que no existe carga encerrada, luego £ = —VV,
oV
ygeE-dlzﬁgeVV-dl:yge—dl:O (2.212)
c c c on
Wi =W h h Vo—-Vy Vs —1p h h Vi—V N
= 5 (612 + 622) + h e h + h <612 + 622> + h esh =~ 0 (2213)
=eaV1+eaVo+ (61 + 62) Vi +eVy—2 (61 + 62) Vo= 0 (2214)
luego,
1
>V —— [ V] Vz V Val. 2.215
0 2 (e + ) [61 1+eaVat (e +e2) Va+e 4] ( )

Con lo que hemos llegado a una expresion similar a ecuacién (2.210). Més atin, si €, = ez ecuacién (2.215) se
reduce a ecuacién (2.210).

Malla compleja

Considere una regiéon rectangular como se muestra en la figura 2.20. Utilice FDM para determinar el potencial
y su distribucién dentro de la regién.
Para ralizar el problema primero hacemos una malla regular de h = 5cm, es decir, 2 X 4 = 8 elementos.
Esto implica que tendremos tres nodos al interior del material, que los llamaremos Vi, Vo, y V3 (figura 2.21).
Reemplazamos en la ecuacién (2.210) para cada uno de los nodos 1, 2 y 3. Ahora reescribimos el problema
de forma matricial,

AV = Vo =0 (2.216)
Vi—4Va+ V3 =0 (2.217)
Vy — 4Vs = —100 (2.218)
(2.219)
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2.5. Métodos de resolucién de las ecuaciones de Poisson y Laplace

V=0V
L
®
®

AGOT= 4

l l l Figura 2.21: Nuevo mallado de figura 2.20. Los nodos V1, Va, v
| | | V3 son los nodos interiores del material y los que
l l l deseamos calcular. Nodos exteriores estan dados
V=0V por los potenciales escritos.

FDM h=5cm 6(h=5cm) FDMh=25cm §(h=25cm) Resultado analitico

Vo 1786V 63 % 1.289 V 17.8% 1.094V
Viin 7143V 30 % 6.019V 9.7% 5.489V
Vis  26.786'V 2.7% 26.289V 0.75 % 26.094V

Cuadro 2.6.: Comparacioén en el nivel de error § del calculo de FDM. Se analizaron tres muestras de potencial
Vo, Vi1, v Vi3, (donde si no existe en la malla de menor resolucién se usa el nodo mas cercano).

Es decir:
-4 1 0 Vi 0
1 -4 1 Vo | = 0 (2.220)
1 —4 Vs —100
[A]V=B (2.221)

Con [A] una matriz y V,B vectores. Lo que se ha transformado en un problema de dlgebra lineal y el cual
existen multiples métodos para resolverlo (i.e., valore propios), V = [A]f1 B. Evaluando encontramos que la
solucién es:

Vi=179V, Vo=T7.14V, V3 =26.79V. (2.222)
Estudiando este mismo material podemos ahora hacer el calculo para tipo de elemento mas pequefo, por
ejmplo h = 2.5cm, lo que generara dentro 25 elementos. Podemos replicar el analisis y calcular nuevamente la
[A]_1 de valores propios, i.e.,

-4 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 -4 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 -4 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 -4 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 -4 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

[A] = 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 -4 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 -4 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 -4 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 -4 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 -4 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 -4

Lo que ya no es practico de resolver en un papel. El vector V posee 21 componentes desde V7 a Va;.

Exactitud, precision y estabilidad de la solucién

La pregunta ahora es, ;qué tanto ganamos con incrementar el nimero de elementos? Esta calculo queda
expuesto en la cuadro 2.6.
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2. Campos electromagnéticos cuasi-estaticos y sus propiedades en materiales

Error,

Figura 2.22: Error total en el calculo de
la solucién de un problema de
FDM. El error total es la su-
ma del error de discretizacién
y el error de redondeo. La co-
lumna con resultado analiti-
co fue realizada mediante otro | ______----7% R
método de solucién de PDE y Tamaifio del elemento
es la solucién verdadera. de malla h

error de error de
redondeo discretizacion

Existen dos grandes errores al generar una malla de FDM, errores de redondeo y error en discretizacion.
El primero corresponde al error intrinseco de la aproximacién de la derivada usada, y que al aumentar el
tamano del elemento usado disminuyen. Por otro lado, errores de discretizacién se ven altamente afectados al
aumentar el tamaifio del elemento (ya que la aproximacién de la derivada es menos precisa), pero al mismo
tiempo el error de redondeo disminuye. En la figura 2.22 se muestra el error total de la solucién, donde se
ve que existe un minimo en el error total, y que este minimo se encuentra en un tamafio de elemento h.
Dependiendo del problema existird una solucion especifica. Nétese que las curva de error total calculada en
figura 2.22 corresponde a la suma en propagacion de errores y no la suma directa.

Por lo general, aumentar el niimero de elementos, o equivalentemente disminuir su tamano respecto al objeto
a modelar nos entrega una solucién maés exacta, pero la precisién solo se verd afectada en como definamos
nuestra ecuacién (2.210). Una funcién més precisa llegard a un resultado estable mas répido, pero el ndmero
de calculos asociados aumentard (comunmente). En general, precisién no es lo mismo que la exactitud,
exactitud es el nivel de dispersién de nuestro resultado y la precisién es qué tan cerca estamos del resultado
verdadero.

Ejemplo 2.6

Una regién rectangular de 6 m x 8 m con potencial exactamente igual a cero en sus cuatro fronteras,
V = 0. La distribucién de carga, sin embargo, estd dada por p = 2¢p. Entonces, resuelva numéricamente
la ecuacién de Poisson y determine la distribucién del potencial en la regién rectangular. Hint: similar
a los casos anteriores pero ahora debemos modificar la ecuacién (2.210),

VWV =-—2 =2
€0

Mas alla del método

FDM posee muchas aplicaciones en ingenieria, en particular su uso mixto con FEM. Existe mucho software,
incluso libre, que trabaja de forma directa resolviendo estos sets de ecuaciones lineales. En particular recomen-
damos al lector revisar Gmsh (Geuzaine & Remacle 2009), freefem++ (Hecht 2012) y luamesh!! (una extensién
de IXTEX para dibujar mallas de forma profesional).

Hhttps://plmlab.math.cnrs.fr/mchupin/luamesh
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3. Radiacioén: ondas planas

En este capitulo veremos como las ondas electromagnéticas son derivadas desde las ecuaciones de Maxwell
(partiendo por la ecuacién de onda mecdnica), apartado 2.2, su definicién para ondas monocromaticas y
planas, propagacién a través de distintos medios con distinta incidencia, apartados 3.3 y 3.4, y finalmente
propiedades de polarizacién de la luz. La propagacién de ondas se vera solo desde un punto de vista clasico
de la electrodindmica, y no se considerara la naturaleza cudntica de la luz (Tolstoy 1973). Problemas clésicos
pueden describir la propagacién desde radio hasta longitudes de onda més pequenas que el éptico, pero una
vez que las energias y campos eléctricos y magnéticos son muy grandes ya no es posible realizar este tipo de
aproximaciones. De todas formas, al igual que la mecénica de Newton, valida hasta el dia de hoy y aplicable
a nuestra cotidianidad, el electromagnetismo de Maxwell describe por completo estos problemas.

3.1. Ecuaciéon de onda para campos eléctrico y magnético

3.1.1. Onda mecanica

Antes de estudiar qué es una onda electromagnética comenzaremos por definir una onda, en términos generales,
y como se han estudiado muchos anos antes de la ecuaciéon de onda electromagnética. Una onda es una
perturbacion que se propaga en el espacio y en el tiempo. En el caso de una onda mecénica, esta perturbacion
se propaga en un medio material, por ejemplo, una cuerda, un resorte, etc., donde su propagacién puede ser
transversal o longitudinal. En el caso de una onda electromagnética, esta perturbacién se propaga en el vacio.

Una onda mecéanica es una perturbacién de un medio continuo que se propaga en el espacio y en el tiempo
con una forma definida y velocidad constante. En presencia de ciertos materiales esta perturbaciéon disminuira
su tamaifio (pero no su forma), y si el medio es “dispersivo” frecuencias distintas se propagaran a distintas
velocidades. Supongamos ahora que generamos una onda en una cuerda, con f (z,t), la funcién de onda con z
la posicién de desplazamiento y ¢ el tiempo. El desplazamiento de la onda esta dado por wut, con u la velocidad
de propagacion, entonces podemos escribir la funciéon de onda como:

f(zt)=f(z—ut,0). (3.1)

Lo que nos dice que la funcién f (z,t) depende con z y ¢ en algin tiempo pasado. Entonces cualquier tipo de
funcién que cumpla con la estructura anterior es una onda mecénica (y por ende solucién a la ecuacién de
onda).

Consideremos ahora una cuerda con cierta tensién, en donde la direccién de la fuerza de tensién con respecto
a la horizontal da dngulos 6 y 6’ del principio y final de la seccién de la cuerda, como se aprecia en figura 3.1.
Entonces podemos calcular la fuerza neta que experimenta un trozo de cuerda Az,

0% f

ZF:TsinH’—Tsin&%T(tanQ’—tan@) =T of

d
Evidentemente, podemos hacer aproximaciones de lo pequeno, e.g., sin § ~ —f ~ tan .

z
Si tomamos la masa por unidad de longitud como g, entonces la segunda ley de Newton es:

92 f o2f 1 0°f

Donde hemos definido la velocidad de propagacién como v = 4/T/u. Finalmente podemos escribir la ecuacion
de onda para una una mecénica:

02 1 0?
so18s 54

022 v
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[

Figura 3.1: Tensién en una cuerda propagando una onda meca-
nica (donde la curva es una sinusoidal). El valor de
la fuerza de tensién esta dado por 1"y el angulo entre
la horizontal y la tensién es 6 y 6’ en el principio y
final de la seccién de la cuerda. Hemos seleccionado
un pequeno diferencial de longitud Az para analizar
la tensién en la cuerda.

El lector puede comprobar que esta ecuacién solo admite ecuaciones de la forma f(z,t) = f (2 —vt). Una
revisién més completa de lo aqui expuesto se encuentra en capitulo 9 de Griffiths (2017). Otro punto que el
lector puede comprobar es que la ecuacién de onda es lineal, es decir la suma de dos soluciones también son
solucién de la ecuacion de onda (similar al caso de Laplace apartado 2.4.4). Es evidente que funciones del tipo
sinusoidales cumplen con esta caracteristica, hace sentido fisico que la suma de dos ondas sea otra onda. En
particular, aqui también usaremos la notacién fasorial (apartado 2.4.1) y la expresién de ondas con términos
complejos (apartado 1.5).

3.1.2. Onda electromagnética

Consideremos ahora las ecuaciones de Maxwell para medios lineal, isotrépico y homogéneo, ecuaciones (2.90)
a (2.93). Asumimos también que no existe carga libre en la regién p y que las corrientes son solo del tipo
conductivas (i.e., J = o). Este tipos de regiones, tanto en el espacio libre (¢ = 0) como en materiales
conductores o dieléctricos son muy comunes, y las ecuaciones de Maxwell quedan expresadas como:

(i) V-£€=0 (3.5)
(i) V- H=0 (3.6)
(i) VxE&= _M% (3.7)
(iv) VxH=0E+ 6% (3.8)

Si aplicamos el rotor de ecuacién (2.92) y lo reemplazamos en ecuacién (2.93),

oFE 0?E

VxVsz—uaE—ueﬁ.

(3.9)

Similarmente podemos hacer el proceso inverso, operar el rotor en ecuacién (2.93) y remplazar en ecua-
ci6n (2.93),

0H 0?H
VXVXH:—MUW—MGW. (310)
Utilizando ecuacion (1.32), apartado 1.1.6, ambos términos forman el ya conocido operador Laplaciano:
o€ 0?E

20 0E 11
Vg ho o +,ueat2 (3.11)

OH 0’H
29, _ 12
V*H = po 5 + e BT (3.12)

donde también sabemos que V- € = V- H = 0. Comparando con ecuacién (3.4) llegamos a una forma similar
a la ecuacién de onda mecénica, ecuaciéon (3.4), pero ahora existen términos de una derivada parcial extra.
Ecuaciones (3.11) y (3.12), es conocida como la ecuacién de onda electromagnética o la ecuacién de Helmholtz.
Para nuestro analisis, nos centraremos en condiciones que ocurren en materiales en condiciones ordinarias, es
decir soluciones arménicas. Podemos entonces reescribir el set ecuaciones (3.11) y (3.12) como:

V2E = jwp (0 + jwe) E (3.13)
VZH = jwpu (0 + jwe) H (3.14)
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3.2. Propagacion de ondas planas

km m mm . nm pm fm
10 10®  10% 10! 1 107! 1072 1073 107* 107® 10°% 107 10°% 107? 10710 10~ 1012

A 1m

radio micro IR uv rayos-X rayos-y

104 10’) 106 107 108 105) 101[) 1011 1012 1013 1014 101’) 1016 1017 1018 101{) 102() 1021 v Hz
MHz GHz THz PHz EHz

10710 10-° 10-% 107 10-° 10~° 10~* 10~3 10-2 10-' 1 10' 10®2 10°% 10* 10° 108 EeV
neV peV meV eV keV MeV

Figura 3.2.: Espectro electromagnético y clasificaciéon de sus distintos tipos de onda. Clasificamos el espectro
en ondas de radio, microondas, infrarrojo, visible, ultravioleta, rayos-X y rayos-y. La radiaciéon
Optica estd en el rango de ~400-700 nm.

Definimos una nueva constante compleja:

v = jwp (o + jwe) (3.15)
Y = Viwp (o +jwe) =a+jp (3.16)

como la constante de propagacién. Como hemos definido y como una constante entonces podemos siempre
describirla en términos de v = a + j8. Entonces tenemos el set de ecuaciones de onda electromagnética para
un medio lineal, isotrépico y homogéneo

V’E =v’E (3.17)
V*H = y’H (3.18)

las cuales son un set de seis ecuaciones. Existe una definicién més general de lo aqui expuesto, pero para los
siguientes capitulos solo consideraremos el set ecuaciones (3.17) a (3.18).

Esta definicién moderan y mas ingenieril de una onda electromagnética fue vista desde un punto de vista
fisico por James Clerk Maxwell (aunque la notacién que cominmente usamos hoy en dia es de Oliver Heaviside),
y fue él quién desde la teoria confirmé la propiedades de onda de la luz o radiaciéon electromagnética, segin
sus propias palabras:

The agreement of the results seems to show that light and magnetism are affections of the same substance,
and that light is an electromagnetic disturbance propagated through the field according to electromagnetic laws
(Clerk Maxwell 1865).

En concordancia con los resultados, parece ser que los fenémenos de la luz y el magnetismo son efectos de
una misma substancia, y que la luz es un fenémeno electromagnético que se propaga a través de un campo
vectorial siguiendo las leyes del electromagnetismo (traducido por el autor).

Las ondas electromagnéticas se clasifican en ondas de radio, microondas, infrarrojo, visible, ultravioleta,
rayos-X y rayos-y. La clasificacion se puede ver en figura 3.2. La clasificacién de las ondas electromagnéticas
se basa en la frecuencia, energia, o longitud de onda de la onda. La energia de una onda electromagnética esta
dada por (una expresién fuera de la fisica cldsica; vea Leighton 1959 capitulo 2):

E = h, (3.19)

con h la constante de Planck (apéndice A; Beiser 2002). Hemos expresado la energia en electron-volt eV, que
es la energfa que adquiere un electrén al ser acelerado por una diferencia de potencial de un volt (unidad muy
usada en rayos-X y rayos-y).

Para nuestro interés en la Tierra, telecomunicaciones y radio astronomia se generan en ondas de radio
de microondas y ondas de radio largas, donde la atmosfera es semi-permeable a estas frecuencias (desde los
100MHz a varios THz).

3.2. Propagacion de ondas planas
La propagacién de ondas planas hace referencia a que cada punto en el espacio para €& y H caen en un

plano (entiéndase como una superficie del plano coordenado, e.g., plano xy). Ademds veremos ondas planas
uniformes, donde uniforme se refiere a que podemos describir la onda en términos fasoriales y que la amplitud
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3. Radiacion: ondas planas

y fase de la onda son independientes de la posicion. Para describir ondas, por lo general orientaremos su
propagacién en la direcciéon z (lo que no pierde generalidad de nuestra solucién), por lo que definiremos las
componentes como:

E=FE, ()% (3.20)
1 0B
jwp 0z Y-

H=H,(2)y=— (3.21)
Donde en el segundo término hemos usado la ley de Faraday. El lector también puede comprobar que las
componentes de F, y H, son independientes de = e y, lo que implica que E y H son siempre ortogonales.
Noétese que el simple célculo del vector de Poynting, ecuacién (2.160), va en la misma direccién de propagacién
EXH,Z.

Si vemos el caso mds simple para ecuaciones (3.17) a (3.18), donde E, = E, =0y H, = H, = 0, solo nos
quedaréan las siguientes ecuaciones:

42E,

5 = v2E, (3.22)
d*H.

v =y, (3.23)

como ya es sabido, este set de ODE se puede resolver mediante una anzat de la forma:

E, = Ete™Y* + Ee¥* = ETe %% 3% | g=eozoif> (3.24)
H,=HVe Y* 4+ H e¥* = HTe e 12 § H—e%elP? (3.25)
donde hemos usado un de constantes E+, E=, HT, y H~, aiin no definidas y que debemos encontrar (y que
pueden o no ser un ntimero complejo). Substituyendo en ecuacién (3.22) o ecuacién (3.23), podemos llegar a

la relacion:
—vEte Y2 L yE"eY* =jwpu (H+e_yz + H_eyz) , (3.26)

podemos entonces llegar a una razén o ratio de nuestra solucion anzat,

E* jwi
H+ Y (3:27)
E- jwp

- = =-——. 3.28
H- v ( )

La cantidad definida como 7 posee unidades de 2 y es justamente la razén de las intensidades que poseen
unidades Vm~! y Am~!, y la llamaremos impedancia intrinseca del medio, que también se puede escribir

como (apartado 1.5):
jwp jwp
=& e (&) 3.29
n=2 o [ g, (3.20)

Similarmente podemos expresar los campos en la misma notacién:

Bt || ot = || B ", (3.30)
E™ =|E7|| /6= =|E"| €’ . (3.31)
(3.32)

Recordemos que los niimeros HE*H y ||E‘|| es la norma del niimero complejo (apartado 1.5) y son niimeros
reales. Finalmente podemos reunir los términos para las soluciones de F, y Hy,

By =|[B e o9 4|5 |eretwot” (3.33)
HEJFH —az jBz 0T —jb HE_H j j0~ _—j6

= azelfz n L _eazeifzell o =it 3.34

v e e e e (3.34)
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3.2. Propagacion de ondas planas

Figura 3.3.: Onda electromagnética en algin tiempo ¢. La onda plana y uniforme se propaga a través del medio
con una direccién ¥, que serd definido en apartado 3.4. La onda se encuentra congelada en algtin
momento t por lo que la amplitud de los campos £ y H cambiara en el tiempo.

Pero cuidado, recordemos que esto es solo la forma armoénica de nuestros campos, por lo que para obtener los
campos £ y ‘H debemos calcular la parte real, ecuacién (2.149),

E=&6X=Re [Exejwt] =||ET|| e cos (wt — Bz + 0T) +||[E~ || e cos (wt + Bz +67) X (3.35)
H=H,9v=R [H jwt]:HE"'H —az i ot _o _HE‘H s ; - o\ (3.36
,¥ = Re |Hye i e % cos (wt — Bz + ) T e®* cos (wt + Bz + b)Y (3.36)

Las cuales son la solucién general en el caso de que Fy = E, =0y H, = H, = 0.

Existen dos casos de interés en los cuales podemos aplicar ecuaciones (3.35) y (3.36): medio sin pérdidas
(lossless media; apartado 3.2.1; apartado 3.2.2) ¢ = 0, medio con pérdidas o # 0. La representacion cldsica de
una onda electromagnética, plana e uniforme!, estd en figura 3.3.

3.2.1. Medio sin pérdidas

Para el medio sin perdidas tenemos que la constante de propagacién es:

Y = Vijwn (jwe) = jwy/pe, o =0. (3.37)

por lo que implica que vy = jf ya que o = 0, y la impedancia intrinseca del medio se vuelve,

fjwop — [u

Con lo que la cantidad 1 se vuelve puramente real (6, = 0, viz., n =||7||). La impedancia intrinseca del vacio
es denotada 19 = \/po/€0 = 1207 2 (apéndice A.3). Es decir ecuaciones (3.35) y (3.36) son:

E=E6,X= [52' + 5;] X = [HE"‘H coS (wt — Bz + 9+) —I—HE_H cos (wt + Bz + 9_)} X, (3.39)

E* E-
H=H,y=[HI+H,]|= lHTIH cos (wt — Bz +61) — HUH cos (wt+Bz+67)|y. (3.40)

Entiéndase por ecuacién (3.39) que su propagacién de onda es hacia +z, y la propagacién de ecuacién (3.40)
es en igual direccion pero sentido opuesto —z; es decir existen ondas propagandose hacia ambos sentidos. Otro
concepto que desprende del set ecuaciones (3.39) a (3.40), es la velocidad u:

dz _w_ 1 (3.41)

at B e

1@ Uniform plane waves: A 3D journey to the simplest electromagnetic wave propagation, TheSIGuy.

u
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3. Radiacion: ondas planas

donde la propagacién de la luz en el vacio es ¢ = ug = (,uoeo)fl/ 2 (por lo general solo usaremos la notacién
u para describir la velocidad de propagacién de onda). La cantidad § = w,/u€, la llamaremos constante de
fase (de onda plana), tiene unidades de radm~! (cambio en la fase por unidad de distancia), y se relaciona
con la longitud de onda como:

2w

igual a la constante fisica nimero de onda, k, pero que ahora utilizaremos solo como § (la cual puede variar
dependiendo del tipo de onda). Entonces para un medio sin perdidas, f = w./pue y u = (,ue)fl/z, se tiene que

2w
=5 = (3.43)
Con v la frecuencia de la onda. Al aumentar la frecuencia de una onda electromagnética disminuimos la longitud
de onda. Notese que la longitud de onda es una funcién de las propiedades del medio y para materiales comunes,
> oy € > €, la velocidad de propagacién es menor que en el vacio (u < ¢).

Finalmente, las cantidades de permeabilidad y permitividad relativa (apartado 2.2.5) también pueden ser
expresadas en términos de u,7, 3, v A,

B8=—, = A

Ao
v Hr€r .

U T
= 1o n:%\/;? B = Bov/Hrér, A= (3.44)

N/
3.2.2. Medio con pérdidas

Ahora con perdidas nos damos cuenta que la constante de propagacion, ecuacién (3.16), si posee una seccién

real, o # 0. Esto en efecto agrega el término exponencial eT®* y e~** al mismo set en ecuacién (3.39),
X =||ET|| e cos (wt — Bz +67), (3.45)
E; =||E™||e** cos (wt + Bz +67) (3.46)

Nuevamente la onda representada por el campo vectorial £ se mueve hacia la izquierda y la derecha pero su
amplitud posee un término de amortiguacién o damping que hace que, dependiendo de la posicién, disminuira
su amplitud. La constante «, la parte real de la constante de propagacién vy, tiene unidades de Npm™' y se
le llama constante de atenuacién (attenuation constant). Es importante recalcar que la constante de fase
para un medio con pérdidas no es igual a la constante de fase para un medio sin pérdidas, 8 # Im [y] # w,/pe.
Similar es el caso de la impedancia intrinseca del medio, que ahora posee un valor:

jwp
=/ = / 4
n o+ jwe Il /6n (3.47)

es decir, n # \/g y 0, # 0. Para el caso sin pérdidas observamos una la misma fase 0,, para £ y H, pero para

el caso con pérdidas los campos estaran fuera de fase. Finalmente para confirmar, los valores de la velocidad
u, longitud de onda X son iguales para un medio con pérdidas,

w 27

u=—, A= —

B B

Las principales variables usadas en la apartado 3.2 se encuentran en cuadro 3.1.

- % (3.48)

3.2.3. Energia de una onda electromagnética

Nuevamente usamos el formalismo de Poynting (apartado 2.2.7) para describir la energfa que transporta una
onda electromagnética. Para esto usamos las ecuaciones que contienen la forma més general de la solucion
a la ecuacién de onda, con una onda hacia la izquierda y otra hacia la derecha, ecuaciones (3.35) y (3.36).
Entonces para nuestro set de campos podemos describirlos como £;FX x ’H;j y=£&F 7—[; z (flujo de la energia en
la direccién +Z) y que aplica similarmente para las amplitudes hacia —z, entonces el promedio del vector de
Poynting, ecuacién (2.160), es:

N)

(S) = %Re {E x ﬁ} - %Re [E.% x H,3] = %Re [Ezﬁy} (3.49)
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3.2. Propagacion de ondas planas

Nombre Name Simbolo Unidad SI
Constante de propagacion Propagation constant 2% -
Impedancia intrinseca Intrinsic impedance n Q
Constante de atenuacion Attenuation constant « Npm™!
Constante de fase Phase constant I} radm™!
Longitud de onda Wavelength A m
Frecuencia Frequency v Hz
Frecuencia angular Angular frequency w rads™!
Velocidad de propagacion Velocity of propagation U ms™!

Velocidad de propagacién en el vacio  Velocity of propagation in vacuum ms~!

N
S
@}
o

Cuadro 3.1.: Lista de variables relevantes en propagacién de onda. Este set de constantes también sera usado
en capitulo 4, vea cuadro 4.1.

Como sabemos las amplitudes dependientes del tiempo poseen términos en oscilatorios arménicos, y al integrar
en el tiempo un periodo T' sus promedios de dependencia temporal irdn a — 1 (apartado 2.4.2). Entonces se
tendra que:

1[EH]? .. _ _ LE| ... -
) InllH IR ||n||H P coshz (350)

Noétese que ecuacion (3.50) posee ambas ondas para la solucién de la ecuacién de onda y ademds posee pérdida
de la energia. Al reemplazar por un medio sin pérdidas, o = 0, la ecuacién (3.50) también se vuelve sin pérdidas
(como debe ser).

(8)=(sT)+(s7), (87)=

3.2.4. Conductores y dieléctricos

Ahora veremos las condiciones en que ondas electromagnéticas se propagan en materia, en particular en los
casos de materiales conductores (apartado 2.3.1) y dieléctricos (apartado 2.3.2). Veremos dos casos de interés
los cuales son un “buen dieléctrico” y un “buen conductor”.

Si recordamos la ley de Ampére armoénica, ecuacion (2.169):

V><H—(U—i—jo.)e)E—jwe(1—jU)E—jw&E7 oc#0 (3.51)
we
V x H = jweE, o=0. (3.52)

y definimos una nueva constante de permitividad compleja, é
€_e<1jg), (3.53)

viz., entonces podemos describir el set de ecuaciones de forma similar y llegar a una conclusion similar para
ambas no importando el valor de ¢. La cantidad o /we en ecuacién (3.53) es también conocida como la “pérdida
de tangente” o loss tangent del material las cuales han sido tabuladas para muchos materiales (y que es
dependiente de la frecuencia). La cantidad es llamada tangente porque es la razén entre las corrientes, si
escribimos ecuacién (2.30) en forma armdnica tenemos que:

VxH=J= Jf +J4, (3.54)
=J

donde tenemos que la corriente total es la suma de la corriente libre (que en el caso de un material serd
corriente de conduccién) y la corriente desplazada, ecuacién (2.26),

A
al

La cantidad de pérdida de tangente puede medirse experimentalmente y es un muy buen indicador del tipo
de material que estamos usando, i.e., podemos diferenciar entre un dieléctrico y un conductor. En general,

tan ¢ =

(3.55)
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3. Radiacion: ondas planas

haremos la distincién:

<1, buen dieléctrico (3.56)
we
s 1, buen conductor. (3.57)
we

En los siguientes apartados veremos las condiciones de propagaciéon especificas para cada caso.

Buen dieléctrico

Para el caso ecuacion (3.56), podemos describir la constante de propagacién como:

Y=a+jp (3.58)

0' 0'2

2
o 1% . o

Invitamos al lector a realizar esta derivacién. Notese que hemos aproximado también para a y 5. La velocidad
de propagacion, ecuacién (3.41), queda como:

-1

2
u=g~ NI (1 + &,ﬂe?) : (3.61)

lo que implica solo una reducciéon pequefia comparado con la velocidad en el vacio. Finalmente vemos la
impedancia intrinseca del medio, definida en ecuacién (3.29):

w o 3 o
LI 27 . (3.62)
o+ Jwe 2we 8 w2e?
El lector también puede comprobar que este cambio en el set de ecuaciones para un buen dieléctrico es mas

bien solo una reduccién pequena de los valores para el caso sin pérdidas, apartado 3.2.1, por lo que, en general,
la solucién de un buen dieléctrico puede ser aproximada con ecuacién (3.44).

Buen conductor

Para el caso ecuacién (3.57) tenemos que:

Y = Vjwp (o + jwe) = \/jw/w <1 +jo:) ~ \/jwpo = \Jwpc/45° (3.63)

por lo que se tiene que la constante de atenuaciéon y de fase son iguales:

wpo

a=pr (3.64)
2
Para la velocidad de propagacién tenemos que, ecuacién (3.41):
w 2w
=2~ = (3.65
B po )

Por tltimo tenemos que la impedancia intrinseca del medio es, definida en ecuacién (3.29):

[ LA (T Ty
= = —_— ) —_— = —/45°. 3.66
K o+ jwe m o) o ( )
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3.3. Incidencia normal

0.008 — Cobre

—— Aluminio

Figura 3.4: Profundidad de penetraciéon material con-
ductor. Dos materiales conductores han si-
do graficados, aluminio y cobre. Se puede
ver que a medida que la frecuencia aumenta
la profundidad (dsq) de penetracién disminu-

. . . . . : ye. Por ejemplo 100 MHz el Cobre posee una

0 2 4 6 3 10 profundidad de penetracién de 0.0066 mm.

v GHz Ambos materiales se encuentran a 20 °C.

3.2.5. Profundidad de pentracién

Consideremos ahora un material que posee pérdidas en conduccién de ondas electromagnéticas, y que posee
constantes €, 1, y 0. Entonces, como sabemos, podemos escribir el campo eléctrico como:

E=ExX=|E"| e " cos (wt — B2)X. (3.67)

Donde ET es la amplitud, e.g., ET = ||E+H /—Bz. A medida que la onda atraviesa el material es atenuada
por el factor de damping e~ “* sobre una distancia:

0sd = —, (3.68)

Q|+

la cual es llamada profundidad de penetracién (skin depth) del material. La profundidad de penetracién es una
medida de la distancia a la cual la onda se ha atenuado en un factor de 1/e 6 37 %. Para un buen conductor,
ecuacién (3.57), la profundidad de penetracién es:
2 1
Osd = | —— = .
wpo  \/Tvuc
Como podemos ver en ecuaciéon (3.69), dsq v~=12 por lo que decae rapidamente a medida que la frecuencia
aumenta. Materiales aluminio y cobre estan graficados en figura 3.4. Por lo general, cuando se desea realizar una
superficie que afsle ondas electromagnéticas (que son dispositivos electrénicos fragiles) utilizamos un espesor
de varias veces dyq del material.
Las llamadas ecuaciones de difusién (diffusion equations) son una aproximacién a la ecuacién de onda,
ecuaciones (3.17) y (3.18), para el caso de un buen conductor, en términos de ecuacién (3.69),

(3.69)

2

V2E = jwucE :j(;TE o> we (3.70)
sd
2

V?H = juucH :j(;TH o> we (3.71)
sd
2

V2 = jwucd =izzd  o»we (3.72)
sd

3.3. Incidencia normal

En este apartado consideraremos el estudio de ondas electromagnéticas planas y uniformes al interactuar de
un medio a otro, es decir desde un medio que posee constantes €1, j11,01 a un medio con constantes €s, sz, os.
Definiremos tres tipos de ondas propagarse de un medio 1 a un medio 2, por convencién el desplazamiento iré
de izquierda a derecha, y tendremos una onda incidente (en direccién +2z), una onda transmitida (en direccién
+2), y una onda reflejada (en direccién —z). Ademds consideraremos que la onda electromagnética interactiia
con el medio 2 de forma normal, viz., el medio 2 es normal a la direccién de propagaciéon. Estas ondas las
podemos describir de forma fasorial como:

Ei = E,Li = Eiequzﬁ = Eieialzeij’glzi (373)
H, = Huy — Eefyms; — Qe*alze*jﬁlzs‘, — E; e*a1ze*j51ze*j9n1 §7 (3_74)
m m [l
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3. Radiacion: ondas planas

con la constante de propagacién y la impedancia intrinseca para el medio 1 (un niimero complejo),

Y1 =01 +jf1 = Vijwur (o1 + jwer), m =lmll f0n, = Vijwm/ (o1 + jwer). (3.75)

La onda reflejada, generada por la frontera entre el medio 1 y medio 2 (en direccién —z), se puede describir
como:

E, = E,,X = E,eV*% = Ee®%e /123 (3.76)
~ E . E s i~
H. . =H,y= fn—:e’“zy = an—lTHeo‘lze iPrze=i0my (3.77)

Donde el signo negativo en —FE, viene de ecuacion (3.28). Solo una fraccién de la onda incidente finalmente
serd transmitida al medio 2 y la podemos representar como:

E, = B, e Y?*X = Ee~ 2% 71P22x (3.78)
~ FE ~ B _ g~
Ht = thy = Je_‘YZZy — ||n2t||e (1228 Jﬁgze J0n2y’ (3.79)

donde las constantes de propagacién e impedancia intrinseca del medio 2 son:

Y2 = az +jf2 = VVijwps (02 + jwez) n2 =||n2ll /0y, = Viwns/ (o2 + jwes). (3.80)

Hemos asumido que no existe una onda viajando en la direccién —z en el medio 2. Esto es porque asumimos
que el medio 2 posee un largo infinito y que no existiran reflexiones. Para todos los campos de subindices r, i, ¢
son soluciones de la ecuaciones de Maxwell de forma independiente, y para tener una solucién general solo
debemos satisfacer en el punto de discontinuidad z = 0. Entonces se tiene que para los campos E y H:

E;, +E, = E, H, +H, = H;, para z =0. (3.81)
Dejando en términos de las amplitudes (que pueden o no ser complejas) se tiene:

E, M=

_ B B _ 2
Ei  ma4ne ’ E;  ma+n

T. (3.82)

Donde hemos definido los coeficientes de reflexién y transmision R y T, respectivamente. Nétese que estos
coeficientes son adimensionales, que pueden ser nimeros complejos, e.g., R = HRH fé)ﬁ, y que dependen de las

propiedades de los medios 1 y 2. De ecuacion (3.82) también tenemos que:

~

1+R=T (3.83)

El coeficiente de reflexion H}A%H <ly T puede ser mayor a la unidad. Para el caso en que los medios 1 y 2

poseen una conductividad o1 = o2 = 0 entonces estamos en un caso sin pérdidas y los coeficientes de reflexion
y transmision seran niimeros reales.
En la incidencia normal tendremos dos puntos:

I Medios 1 y 2 sin pérdidas: 01 = 05 = 0. En este punto el sistema se simplifica bastante, 71,12, f, R seran
reales y a1 = ag = 0.

IT Medio 2 es un conductor perfecto o2 = co. En este caso no tendremos una onda transmitida ya que los
campos eléctrico y magnético son cero dentro de un conductor perfecto. En efecto esto es: o = 0, R = —1,
yT =0.

Otra cantidad de interés es voltage-wave standing ratio (VWSR) definido como el cociente entre la amplitud
maxima y minima de la onda incidente,

T
VSWR — ||El||ma,x _

[ (3.84)
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3.4. Incidencia oblicua

Figura 3.5: Coordenadas en propagaciéon de ondas oblicuas. Asu-
mimos que nuestra onda se propaga en y = +7z (no
perdemos generalidad con este cambio). Los dngulos
(Gm, 0y, 92) corresponden a el vector y respecto de los
ejes coordenados originales (z,y,z). El plano z'y’ no
posee una orientacién particular.

Esta cantidad se vuelve particularmente 1til en linea de transmisién (LT) apartado 4.3 y antenas apartado 5.4.1
ya que nos permite cuantificar qué tan buena es la impedancia de antena con su linea de transmisién (ver
apartado 4.2).

Existen dos definiciones de reflexién y transmisién (cantidades definidas en fisica; capitulo 9 de Griffiths
2017), R y T las cuales son cantidades reales, R,T € R; y R y T (Paul & Nasar 1998). La primera
corresponde a una definicién més usada en fisica y no posee propiedades conductoras del medio, o = 0,
es decir T'y R son siempre reales. La segunda definicion, es mas general, y entrega los coeficientes como
un nimero complejo T'# T 'y R # R. Solo usaremos Ry T.

3.4. Incidencia oblicua

Ahora consideraremos ondas electromagnéticas que se desplazan de un medio 1 a un medio 2, similar a
apartado 3.3, i.e., con sus mismos campos incidente, reflejado y transmitido, pero ahora la incidencia que posee
la onda E; ya no serd normal (respecto a su propagacién). Asumiremos siempre que el plano de incidencia es
el plano xy y que el dngulo de incidencia es 6; (medido desde la normal). La onda reflejada E,. y transmitida
E; se propagaran en el medio 1 con un angulo de reflexion 6,. y en el medio 2 con un angulo de transmisiéon
0;, respectivamente.

Consideremos una onda plana y uniforme propagandose en la direcciéon +z’, donde la coordenada primada
hace referencia a un plano ortonormal auxiliar compuesto de (x/ vy, 2 ) Esta forma de representar la onda nos
permite describir de forma simple la propagacién en (z,y, z), pero sin perder la generalidad de la solucién. Los
campos fasoriales en este nuevo ser coordenado son:

E=E,e V"%, (3.85)
E :
H= Tmefw ¥, (3.86)

en este caso hemos denotado la amplitud compleja como FE,,. Para describir esta cambio coordenado podemos
aplicar una rotacién de los ejes originales (x,y,z) o en el caso de conocer los dngulos (090, 0y, 02) usamos el
teorema de cosenos directores:

2’ = cos 0,z + cosbyy + cos b, z. (3.87)
La exponencial de la constante de propagacién es:
eyz/ _ eycostxeycoseyyeycosé’zz _ ey-r" (388)
donde hemos usado:
r=2'X +9yy + 27 =X+ yy+ 22 (3.89)

ya que por definicién usamos el mismo origen de coordenadas. El vector de propagacién y = yz' (ya que
inicialmente definimos que la onda se propaga en +Z'). Para encontrar la proyeccién del vector de propagacion
en términos del sistema coordenado no primado usamos el producto punto:

Yor=(Ya Yy, Y2) - (@,9,2) =Y (cosbpx + cos O,y + cosb.z) . (3.90)
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3. Radiacion: ondas planas

Escribiendo entonces la generalizacién en coordenadas (z,y, z) de los campos:
E= (Ex, E,, EZ) e YT (3.91)
H-= (Hx, Hy, Hz) e YT (3.92)

Donde (E E, E, ) y (H w, Hy, H Z) son las proyecciones de los vectores primados en el set coordenado (z, y, z).
Similarmente podemos calcular el vector unitario de la propagacién de onda, Y, como:

Y= |%| = c0s 0,X + cos 0,y + cos 0.z, (3.93)
entonces podemos obtener una expresién vectorial para el campo auxiliar magnético:
Y x E
H=Y"> (3.94)
n

3.4.1. Ley de Snell

Aqui veremos la relacién que existe entre los dngulos de incidencia, reflexién y transmisién, (6;,6,.,0;). Gene-
ralizamos para el set ecuaciones (3.91) a (3.92), asumiendo que los vectores de propagacién se encuentran en
el plano zz (el problema no pierde generalidad con esta condicién), por lo que los vectores de E y H tendran
componentes en z y z, luego:

E; = (E;“’ Eyp E, ) —v1(sinO;z+cos 0;z) H, = (wa HyﬂH ) —v1(sin @;2+cos 0;2) (395)
E, (_an7 E E )eyl(—sin 0, x+cos 0,2) H, = (ervH H, )e"/l(— sin 6,.x+cos 6,.z) (396)
E, = (Ea:ta Eyt,E ) —~2(sin Oy x+cos 04 z) H, = (Hwthyta H, ) —~v2(sin 0y x+cos Otz). (397)

Las condiciones de frontera para el campo eléctrico y campo auxiliar magnético en z = 0 son:
(EniX + Eyy) e 507 4 (B, R+ E, §)e V"% = (B, X+ E,,y)e >0 2=0  (3.98)
(HpiX + Hy,y) e V500 4 (Hy, + Hy, §) ¥ 500 = (Hy X + Hy,§) e 250 2=0.  (3.99)

Igualando componentes llegamos a que las siguientes exponenciales deben ser iguales:

e Y1 sin6;x —e V1 sin 6,z —e Y2 sianc’ (3100)
Lo que eventualmente resulta en las siguientes condiciones:
0; =0, (3.101)
la ley de reflexién de Snell, y
Y1 sin Oi =Y2 sin 9t (3.102)

la ley de refraccién de Snell. Claro que al considerar el caso de un medio sin pérdidas o1 = g9 = 0, se tiene
que:

sin 91 125 62

. 3.103
sinf; per Ver ( )

donde para muchos materiales, i.e., algin dieléctrico comin (que no sea un material ferromagnético), u, =~ 1,
esto es usando ecuaciones (2.85) (2.86). El indice de refracciéon de un medio que posee u, =~ 1 estd dado
por el cociente de la velocidad de la luz en el vacio y la velocidad de la luz en el medio, n = ¢/u. Por lo que
podemos reescribir ecuacion (3.102) como:

n="<= Veér = sinf; = @sinﬁi. (3.104)
u no

La ley de Snell fue primero derivada de forma empirica, con propiedades de la luz y movimiento de particulas.
Ahora es derivada por completo a través de las ecuaciones de Maxwell. El lector puede notar que al ir desde
un medio menos denso a mds denso €. > €.1, se tiene que 6; < 6; (se tiende a alinear con la normal de la
superficie), el cual es el caso en que una onda de luz se transmite desde el airea al vidrio o agua.
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3.5. Polarizacion

NNy

N RN
N RN N N N N N NN

Fuent
Hente Figura 3.6: Ley de Snell (reflexién y refraccién). El diagrama muestra

los angulos incidente 6;, reflejado 0, y transmitido ; para
distintos 6; iniciales. El angulo critico, ., estd dado por el
rayo completamente reflejado. La ley de Snell fue derivada
primero de forma empirica (con la cual solo es necesaria la
fisica de particula de la luz) y luego a través de las ecuaciones
de Maxwell redefinida.

RN AN AN NN NN
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3.4.2. Angulo de reflexion total

Sabemos que no existird una transmisién al medio 2 en caso de que el dngulo de transmision, 6; = 90°, es
decir la radiacién es completamente removida del medio 2. A este caso se le llama dngulo critico o dngulo de
reflexiéon total. Para este caso critico, 6., tenemos que:

0. = arcsin <n2> = arcsin 4 / e (3.105)
ny €92

Supongamos ahora que angulo incidente es mayor al dngulo critico, 8; > 6., inmediatamente vemos que no
existe ningin angulo real que cumpla con esa condicién. Siguiendo el argumento de la onda transmitida,
ecuacion (3.97), podemos llegar a la siguiente conclusién:

By cos, = —jﬁg,/zisnﬂ 0, — 1= —jas. (3.106)
2

Lo que indica que tenemos una onda propagandose a través de la direcciéon x que ademds cuenta con una
atenuacion as, que se origina por tener un angulo de incidencia mayor al dngulo critico. Entonces, tenemos
una onda plana, no uniforme, que se propaga en la frontera entre los medios 1 y 2.

3.5. Polarizacion

La polarizacién es una propiedad de las ondas electromagnéticas. Consideremos una onda electromagnética
que se propaga en un medio sin pérdida (« = 0y 6, = 0) y que estd descrita por los siguientes campos
(propagdndose en direccién +2z),

€ =||E*|| cos (wt — Bz)X H = cos (wt — 32) . (3.107)

Pero esto es asumiendo que las componentes &, = £, = H, = H. = 0, pero ahora, sin perder generalidad del
campo eléctrico y que pueda satisfacer la ecuacién de onda podemos escribir los campos en términos de un
desfase &:

€ =||E}|| cos (wt — Bz) X +HE;H cos (wt — Bz + ) (3.108)

|2

I1EZ |

H:

cos (wt — B2)y — cos (wt — Bz + d) X. (3.109)

Donde la amplitud tanto en x e y poseen distinto valor. Por simplicidad consideremos a la onda electromagnética
justo en el punto z = 0 y que las constantes puramente reales las podemos describir como E, = ||E:c+ H y
E, = HE;r ||, aqui analizaremos como se comportan estas amplitudes una respecto a la otra.
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3. Radiacion: ondas planas

Figura 3.7: Onda electromagnética no polarizada. No

Figura 3.8: Onda electromagnética polarizada lineal-

@

(I11)

(V)

corresponde a ninguno de los puntos lista-
dos en apartado 3.5. La onda electromagné-
tica se dice no polarizada cuando su vector
de campo eléctrico no posee un orden de ro-
tacién definido o apunta hacia todos lados
de forma aleatoria. Por lo general materia Z
que irradia térmicamente producird un es-
pectro no polarizado o unpolarized.

Direccién
de propagacion

Direccién
de propagacién
mente. El campo eléctrico posee una am-
plitud solo en una de las componentes z o y
pero no en ambas. Los puntos I y IT mues-
tran los casos en que una onda puede ser
representada por polarizacién lineal.

E, =FE,y b =0, entonces el campo eléctrico se reduce a:
E(z=0)=E,coswt(X+7Y). (3.110)
A este punto lo diremos que la onda se encuentra “linealmente polarizada” (figura 3.8).

E, # E, y b =0, entonces el campo eléctrico se reduce a:

E(z=0)=E,coswt <§ + ?’?) . (3.111)

Nuevamente la onda estd “linealmente polarizada” (figura 3.8).
E,=E,yd=-90° 6 5=90° entonces el campo eléctrico se reduce a:
E(z=0)=E, (coswtx + sinwty) . (3.112)

Lo que el vector del campo eléctrico realiza un movimiento circular en el plano zy. A este punto lo
llamaremos “circularmente polarizada” (figura 3.9). Nétese que dependiendo del valor de § (positivo
o0 negativo) le asignaremos el nombre de right-hand ciruclar polarization (RCP) (& = 90°) o left-hand
circular polarization (LCP) (6 = —90°).

E, #E,y &= —90° entonces el campo eléctrico se reduce a:

E
E(z=0)=E, {coswtﬁ + E—y sinwt?} . (3.113)

x

Lo que llamaremos una onda eliptica polarizada. En cualquier instante de tiempo las amplitudes estaran

ligadas de la forma:
2
A >2 £,
Z) 42 =1 (3.114)
<E;,; (Ey

Nuevamente dependiendo del signo del dngulo & tendremos RCP o LCP pero de forma eliptica (figura 3.9
pero con la geometria de figura 3.10).

Cuando el espectro electromagnético no posee ninguno de los puntos I a IV, entonces hablamos de una onda
no polarizada, figura 3.7.

El punto IV, el mas general comprende cualquier tipo de polarizacién combinada, es decir, algin grado de
polarizacién circular méas algin grado de polarizacién lineal. Descomponiendo el vector de campo eléctrico
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3.5. Polarizacion

Direcciéon

de propagaciéon  Figura 3.9: Onda electromagnética polarizada
circularmente. El campo eléctrico po-
see una amplitud en ambas compo-
nentes = e y pero con un desfase de
90° o —90°. Dependiendo de esto en-
tonces tendremos los casos RCP o
LCP. El punto III muestra el caso de
polarizacién circular.

A Figura 3.10: Elipse de polarizacién y sus componen-
n Y /'f tes. El diagrama corresponde a el mo-

mento instantdneo cuando la elipse es

EL-N-1E,4X / dibujada por el campo eléctrico en una
«a

superficie imaginaria (similar a lo que
ocurre en la seccién gris de figura 3.9)
con el eje z perpendicular a la hoja. El
eje mayor de la elipse es el eje £ y el eje
menor es el eje 7. Con la elipse de pola-
rizaciéon podemos describir los parame-
eje menor tros de Stokes. El punto IV muestra el
eje mayor caso en que la onda estd elipticamente
polarizada.

&mkggg
N

]
R'

tenemos:

E(nt) = EX+E,5 (3.115)
E(zt) = (Azejéwﬁ + Ayej5y§> ol (w1=52) (3.116)

donde el término & lo usarmos como la diferencia de fase y posee el valor de 6 = 6, — 6,. En la figura 3.10
se muestra un ejemplo de una onda eliptica polarizada, y la relacién que existe con las amplitudes E,, Ey, Az,
y Ay. También es comin realizar un cambio de coordenadas del plano (z,y) al (§,n) para expresar de forma
maés facil su geometria (y sin términos cruzados). Usamos diferentes dngulos para realizar la transformacion,
estos son: x angulo de elipse que da la fraccion entre las amplitudes de los ejes £ y n:

tan (o) = % (3.117)
tan (2) = tan (2a) cos b (3.118)
tan (2x) = sin (2a) sin d (3.119)

Cuando la diferencia de fases es cero (6 = 0 0 x = 0), el vector € se vuelve linealmente polarizado. Para poder
expresar de forma completa el vector de campo electromagnético y su polarizacién usamos la base ortogonal
de Stokes. La base de Stokes utiliza cuatro parametros para describir la polarizaciéon de forma completa y en
términos de las mismas amplitudes A, y A, (vea figura 3.10). Los pardmetros de Stokes son: I,Q,U y V' y
pueden ser observados o emitidos por un receptor anédlogico que posee polarizacién lineal (apartado 5.4.1). Si
conocemos las amplitudes del eje = e y entonces los pardmetros de Stokes son:

I= <A§ n A§> (3.120)
Q= <A§ - A§> (3.121)
U= (24,4, cosb) (3.122)
V = (24,4, sins) (3.123)
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3. Radiacion: ondas planas

Las cantidades /Q? + V2 y Q/U describen la componente lineal y circular de la polarizacién, respectivamente.
Note que las cantidades son siempre reales. También note que usamos el promedio de las amplitudes con
corchetes triangulo ya que es una cantidad promediada en el tiempo (similar al caso de vector de Poynting).
El set de ecuaciones (3.120) a (3.123) da la informacién completa de cantidad de polarizaciéon que posee una
onda electromagnética. Para cuantificar la cantidad de polarizaciéon usamos el ratio de polarizacién, definido
como p:

p=1I,/1 I,=VQ*+ U2+ V2 tan (2U) =

tan (2x) (3.124)

U

o3
Entonces hablamos de un caso de fuente no polarizada (unpolarized) p = 0 y parcialmente polarizada con
0 < p < 1. El flujo de la fuente que emite radiacién RCP es cuando V' > 0 y LCP con V < 0. Los parametros
de Stokes pueden también ser expresados en términos de polarizaciones circulares, viz., cuando observamos/e-
mitimos con un polarizados circular (Lorimer & Kramer 2012). También, al describir una fuente no polarizada
decimos que emite de forma simultanea en todas las direcciones y su vector de campo eléctrico no posee una
direccién privilegiada (Condon & Ransom 2016).

La polarizaciéon puede expresarse en materiales a través de diversas propiedades, e.g., materiales birrefrin-
gentes los cuales al ser sometidos a un esfuerzo (stress; Landau & Lifshit’s 1959) presentan cambios en su
polarizacién (reflectada o transmitida), propiedad llamada fotoelasticidad. Materiales transparentes, como es
sabido, puede dejar atravesar cierto tiepo de polarizacion, e.g., los conocidos lentes polarizados. Por dlimo, la
naturaleza y el mundo que nos rodea estd altamente polarizado, fuentes de radiaciéon como el Sol, estrellas,
galaxias, etc., emiten radiacién polarizada. Por ejemplo, la radiacién del Sol es parcialmente polarizada con
p =~ 0.1 (aunque su emision es casi de blackbody) y la radiacién de las estrellas es altamente polarizada con
p~0.9.

Q<
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4. Radiacion: ondas confinadas

En el capitulo 3 vimos como ondas se transportan por un medio material, por lo generalmente infinito, y por el
cual se transportan en la misma direccién de forma constante. Ejemplos de sistemas que puede “guiar” ondas
electromagnéticas son las gufas de ondas (waveguides; apartado 4.6) y LTs (transmission lines; apartado 4.1).
Existen varios tipos de LT, e.g., de cables paralelos, de cable paralelo a una superficie, o tipo de cable coaxial
(en la industria de radio frequency (RF) conocidos como N-type, y sub-miniature version A). Otros tipos de
LTs, con mas de un conductor, son llamadas multiconductor transmission lines, y son encontradas en diversos
sistemas electrénicos de transmisién de potencias en forma de voltaje de tres fases. La industria ya ha adoptado
nuevos tipos de LTs las cuales se desarrollan en printed circuit board (PCB), donde sistemas de multiples capas
son utilizados de forma eficiente y mejorando conexiones impresas para componentes digitales cada vez mas
pequerios.

4.1. Ondas TEM en lineas de transmision sin pérdidas

Comenzamos con el estudio de L'Ts donde no existen perdidas. Una LT sin perdidas es la cual en que sus

conductores son perfectos y el medio que rodea al conductor, un dieléctrico, también es perfecto. La base de

cualquier LT es la llamadas ondas transverse electromagnetic (TEM). Una onda electromagnética de tipo TEM

es la cual no posee ninguna estructura (i.e., vectores eléctricos o magnéticos) en direccién de la propagacion

de la onda (los vectores eléctrico y magnético no son necesariamente independientes de la posicién).
Asumiendo que la propagacién de la onda TEM se realiza en la direccién z, entonces:

& =H.=0. (4.1)

Supongamos que tenemos dos cables infinitos en direccién Z se les aplica una corriente (en sus extremos). Entre
estos dos conductores, lineas de campo eléctrico se desplazaran en el plano xy, transverso a z, y con ninguna
componente de este en z. A medida que aumentamos la energfa transmitida, esperamos que este campo eléctrico
se mantenga en una estructura estable (pero solo hasta cierto nivel de frecuencia). Obviamente también en xy
tendremos una componente del campo magnético y su energia transmitida en Z estard data por la ecuacién de
Poyinting (apartado 2.2.7).

Ademaés de esta representacion en LTS, existe una forma adicional de transportar energia a través de ondas
electromagnéticas en las cuales no ambos campos son transpuestos a la propagaciéon de la onda, las llamadas
gufas de ondas (apartado 4.6). Las gufas de ondas, poseen una propiedad adicional en la que una frecuencia de
corte existe, Veutoft, donde frecuencias mayores son transmitidas y frecuencias menores son atenuadas casi por
completo (modos de vibracién especificos). Por otro lado, en LTs, y mientras se posea una seccién transversal
a la conduccién mucho menor a la longitud de onda, los modos de propagacién mas altos siempre dominaran
y el inico modo de transmisién sera el de TEM. En general podemos asumir que el modo TEM es el tinico
posible para un rango de frecuencias de 0.1-1 GHz.

Cabe destacar que conductores, por lo general, no son perfectos, i.e., vemos que la propagacién tipo TEM
no se cumple. De todas formas, su aproximacion si es posible siempre y cuando se tenga un buen conductor y
el medio que envuelve al conductor sea un buen dieléctrico.

Noétese otra propiedad importante de las L'Ts y conduccién por TEM es que si no existe un campo variable
en el tiempo, y si es posible definir, en general, una diferencia de potencial AV para el principio y final de la
linea, lo que es similar a modelar un caso estatico. Para demostrar esto comenzamos por la leyes de Faraday
y Ampeére, ecuaciones (2.96) y (2.97), en forma integral y asumimos una propagacién tipo TEM,

d
§I§E-d1:—y&/7{-da, (4.2)
%H-dl:/.’f-da—i—ed%/é-da. (4.3)
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4. Radiacién: ondas confinadas

I(z,t) 1Az I(z+ Az, t)
Figura 4.1: LT por unidad de longitud sin pérdidas. Modelo \% (z, t) —cAz V(2 + Az, t)
equivalente de una seccion de LT de largo Az. ! ;
En cada punto z, posee un voltaje y corriente. o L
Luego,
§£ (Exdz + &y dy) =0, (4.4)
yﬁ (Hydaz + H, dy) = /JZ dz dy. (4.5)

Donde ecuaciones (4.4) a (4.5) representan exactamente el caso estatico de ondas electromagnéticas. Con esto
llegamos a las siguientes conclusiones para ondas TEM:

1. El campo eléctrico de una onda TEM en cualquier plano transverso zy es conservativo y satisface las
ecuaciones de electrostatica.

2. El campo magnético de una onda TEM en cualquier plano transverso xy es conservativo y satisface las
ecuaciones de magnetostatica.

Podemos concluir que el voltaje a lo largo de una seccién de la LT esta dado por:

V(z,t) = —/ET-dl, (4.6)

con &t el campo eléctrico perpendicular o transverso al movimiento de la onda. De forma similar, usando
ecuacién (4.5), podemos decir que:

I(z,t) = §£’H -dl (4.7)

Notese que tanto el voltaje como la corriente han sido expresados en términos del tiempo ¢ y posicién z.

Consideremos ahora una seccién pequena de la LT (i.e., dos cables), Az. Definimos entonces inductancia y
capacitancia' por unidad de longitud como:

l=L/Az, c=C/Az, (4.8)

donde son medidas en Hm ™' y Fm™!, respectivamente. Con estas definiciones podemos caracterizar a la LT
por unidad de longitud, cosa que es solo posible ya que los campos transversos eléctrico y magnético satisfacen
las ecuaciones de electrostatica y magnetostitica (en un plano zy). Asumiendo que la linea es uniforme,
entonces todas las secciones pueden ser caracterizadas por cantidades por unidad de longitud. Entonces, una
onda que se transmite en modo TEM satisface el caso estdtico 0Hz, ecuaciones (4.4) y (4.5), en cualquier
distribucién del plano zy (es decir, las ecuaciones en capitulo 2 son validas).

Para ilustrar la LT utilizaremos un diagrama mostrado en figura 4.1. Asumiremos que los valores tanto como

para la corriente y para el voltaje no seran discretos, y que tendran una variaciéon smooth a lo largo de la linea,
y como ya sabemos dependerdn de su posicién y tiempo, ecuaciones (4.6) y (4.7).

ILa capacitancia por unidad de longitud la expresaremos como ¢ = C'//Az, usando la misma letra que para la velocidad de la luz
en el vacio cominmente, para evitar confusién usaremos ug = c.
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4.1. Ondas TEM en lineas de transmision sin pérdidas

Evidentemente, para encontrar las variables V' (z,t) e I (z,t) aproximaremos a Az — 0,

V(z+ Az, t) =V (z,t) = —lAz % I(z,t) (4.9)
I(z+ Az t)—I(z,t) = —cAz % V(z+ Az,t) (4.10)
——CAZ2 V(= t)—lAzgl(z t) (4.11)
B ot T o '
B oV (z,t) 5 021 (2,t)
= —cAz o + lcAz o2 (4.12)

Despejando las PDE y en el limite de Az — 0 encontramos las llamadas ecuaciones telegraficas o del telegrafista
(transmission-line equations):

oV (z,t) 01 (zt)
—5, = li@t , (4.13)
oM (z,t)  0V(z1)
o = e (4.14)

maés interesante atn es el caso de sus segundas derivadas al aplicar una derivada parcial respecto a z en
ecuacién (4.13) y una derivada parcial respecto a ¢ en ecuacién (4.14), obtenemos que:

0%V (z,t) _ 0%V (z,t)

52 g (4.15)
0?1 (2,t) 0?1 (z,t)
9.2 — le BTe (4.16)

Lo cual, como ya sabemos, representa una ecuacién de onda (apartado 3.1). Adicionalmente se desprende que
propiedades de materiales por unidad de longitud, inductancia y capacitancia son analogas a los términos p y
67
1 1
U= — = —=,
Ve Vi

Este set de ecuaciones (4.13) y (4.14), fue desarrollado por Oliver Heaviside quién desarroll6 el modelo de LT
a partir de agosto de 1876 (Hunt 1994).

Similar al tipo de soluciones en capitulo 3, la solucion estarda dada por mas de una onda arménica y la suma
de todas sus posibles combinaciones es la soluciéon que satisface a la PDE, entonces proponemos:

= lc = pe. (4.17)

Vit =V* (t—z) +V (t+z>, (4.18)
I(zt)=1I" (t—i) e <t+i>. (4.19)

Donde las cantidades V*, V=, I" e I~ son funciones de la forma V* (t — z/u) =2cosw (t - z/u), que ain no
han sido determinadas. Los super-indices + y — hacen referencia a la direccién de la onda en direccién +z y
—z. Como ya es sabido para el caso del campo eléctrico y magnético de una onda armonica, las ondas de V' e
I en una direccion deben estar relacionadas como:

It (2,t) = ‘/Jrgc_f‘)7 (4.20)
I™ (2,t) = —‘/_E:{:’Z‘), (4.21)

donde la constante Rc en unidades de 2 estd dada por:
l L
Re=1\/-=1\/= 4.22
< \/: Ve (4.22)
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Vs (1) T Re

Figura 4.2: LT terminada en una resis-
tencia. z=0 z=L

y corresponde a la resistencia caracteristica (characteristic resistance) de la linea. Nétese la similitud que
existe con la transmision de ondas no confinadas, capitulo 3. Aqui la resistencia caracteristica juega un rol
andlogo al que cumple la impedancia intrinseca, n = 1/u/¢, de una onda electromagnética libre. Reemplazando
en ecuaciones (4.18) y (4.19), tenemos:

Vit =V* <t - z> + VTt (t + z) : (4.23)
[(zt) = Riv+ (t - z) Ly (t+ z> . (4.24)

c u Rc

Nétese que la corriente, definida en la ley de Ohm apartado 2.3.1, se desprende que para un material
conductor comun:

E |4
J=0E=—, =1=— (4.25)
p R
donde la conductividad es el reciproco de la resistividad, ¢ = p~!, y R es la famosa resistencia comin

unidimensional de un conductor. Desde la derivacién del set telegrafico, ecuaciones (4.13) y (4.14), sabemos
que pueden ser modeladas por ecuaciones estaticas, entonces podemos decir que:

V(L,t) = ReI(L,1). (4.26)

Figura 4.2 muestra las ondas viajando de izquierda y derecha, con un eje z € [0, £]. Las propiedades de
la LT son: un largo total £, una resistencia R, al final de la linea, un voltaje de entrada o fuente (source)
sinusoidal de Vg (¢), y una resistencia interna de Rg. Por lo general se desea conocer la corriente y el voltaje
en los terminales de la linea, es decir: 1(0,t),1(L,t),V (0,t),y V (L,t); en funcién del tiempo t.

Adicionalmente, justo en la terminal de la linea z = L las resistencias deben ser iguales, Ry = R¢, en caso
contrario se produce un caso de mismatch de la LT (e.g., cuando es acoplada a otro sistema). Definimos el
coeficiente de reflexion para LTs voltage reflection coefficient, en z = L como:

V- (t+§>

Rp=—— 7. (4.27)
ve(r-£)
Reemplazando en ecuaciones (4.23) y (4.24) en z = L,
V(L,t)=V"T (t—‘j + V- <t+§>, (4.28)
e (1 + 1%1;) (4.29)
U )
I(L,t)=1" (t—ﬁ + 1~ <t+£>, (4.30)
u U
V*F(t—L/u) ~
=—a (1 - R,;) . (4.31)
Donde el coeficiente de reflexién ﬁg en z = L, también conocido como current reflection coefficient, es:
~ I~ (t+ L/u)
R, (4.32)

T It (t=L/u)
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Es decir, la razén entre la amplitud de corrientes en ecuacién (4.32) es el negativo de la razén de voltajes en
ecuacién (4.27). Reemplazando ecuacién (4.26) en estos resultados encontramos las siguientes definiciones:

1+R
R = Ro— £ (4.33)
1-— R,
0 equivalentemente
EN Ry — R¢
Ry = —F———. 4.34
£ R, + R¢ ( )

Lo que es muy similar al caso de una onda electromagnética que se propaga en el vacié a otro medio continuo
y lineal, apartado 3.3. Recordemos que:

N _ H,
R=—r=ml"M _ (4.35)

Si consideramos la porcién inicial de figura 4.2, en z = 0, y que en ese mismo momento se conecta la fuente
Vs (t), nos podemos imaginar que no existen ondas viajando en sentido contrario (aunque técnicamente esto
no es cierto). Entonces la “primera onda” llega en un tiempo £/u al otro extremo, entonces podemos decir que
no existird ninguna onda viajando en sentido contrario en z = 0 en un tiempo menor a t = 2£/u. Es decir:

VO, =V*H(@E), 0<t< % (4.36)

Por lo que inicialmente podemos relacional la resistencia de la fuente y su voltaje inicial con las cantidades V'
eIenz=OyO§t<%,

RcVs (t 2L

RoVs(t) gy 2 (4.37)
Rc + Rg U

Similarmente podemos encontrar el coeficiente de reflexién (que en este caso seria el voltage reflection coeffi-
cient), el cual es:

V(0,t) =

Ry = fts — flo.

Rs + Re

Este proceso de reflexiones continta innumerables veces y, nuevamente, dependiendo del tiempo y posicién el
voltaje y la corriente variardn. Para cualquier tiempo, el voltaje en algin punto dado de la linea es la suma de
todos los valores individuales de ondas de voltaje que existen en la linea en ese mismo punto en algin tiempo.
Una buena forma de llevar un historial de posibles reflexiones es a través del lattice diagram, figura 4.3. En
el diagrama la horizontal corresponde al largo de la linea y la vertical el tiempo (o reflexiones en el tiempo),
donde existen incrementos fijos proporcionales a £/u. Asumiendo que existe un voltaje de fuente Vg (t), la
onda posee una magnitud K después de cierto tiempo t’. En el diagrama, la onda se propaga hacia la derecha,
y en el tiempo ¢’ + £/u llega al final de la linea, donde se refleja y se propaga hacia la izquierda. En el tiempo
t' + 2£/u la onda reflejada llega al inicio de la linea, donde se refleja y se propaga hacia la derecha (y asi
consecutivamente). El diagrama nos muestra las reflexiones de forma ordenada y nos permite encontrar el
voltaje V' (z,t), siguiendo los varios movimientos y reflexiones de la onda de voltaje inicial. Similarmente es

(4.38)

posible calcular la corriente I (z,t), reemplazando Es y Eg, por —és v —R., v,

It (t - 2) = R‘c/sf(t;%s' (4.39)

Generalmente estamos solo interesados en encontrar el voltaje y la corriente en los extremos de la linea (en
posiciones z = 0 y z = £) para cualquier instante de tiempo.

La potencia promedio por unidad de rea (o la integral sobre el drea del vector de Poynting promedio (S))
en una LT estd dado por:

Pa, :%Re [v (z)m] , (4.40)
2 2
:;”VR;” (1 || ) . (4.41)

Ya que para el caso de LT sin pérdidas se tiene que la amplitud del coeficiente de reflexién es igual en toda la

linea: Hﬁ(z)H = Hﬁ(z =L)

, viz., en ecuacién (4.41).
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Los coeficientes de reflexion de la carga y en la resistencia  , _ 4L
son Ry y Rg, respectivamente.

t=0 |
l K l
1 KR, 1
t = 2L ‘ :
1 KR:Rg 1
Figura 4.3: Lattice diagram. Diagrama con el cual se pueden seguir la | t= %
cantidad de reflexiones producidas por un pulso en una LT. | KR ﬁﬁ Sﬁ -

4.2. Excitaciones sinusoidales en estado estable en lineas sin pérdidas
Aqui consideraremos el caso en que la fuente posee alguna forma sinusoidal, es decir:
Vs (t) = Vs coswt = Re [Vsew} (4.42)

Donde Vg es la amplitud compleja de la fuente, y w es la frecuencia angular de la fuente. Asumimos entonces
que el voltaje y la corriente poseen forma fasorial:

V (z,t) = Re [v (2) ej“’t} (4.43)
I(zt) =Re [I (2) ej‘”t} , (4.44)

es decir V (z) es ahora una funcién independiente del tiempo. Reemplazando en ecuaciones (4.13) y (4.14),
tenemos:

dv d?

diZ) = —jwll (2) ;;52) = WiV (2) (4.45)
dl d21
FP —jwcV (z) Frch —w?lel (). (4.46)
Para resolver este sistema usamos una solucién armonica, similar a lo expuesto en apartado 3.2, es decir:

V(2) = Ve de/us 4 ymeriv/us (447)

vt . V- .
I(2) = —_e-iw/uz | ¥ —jw/uz 4.48
(2) = oo 10+ e (1.45)

Las constantes VT y V= pueden ser complejas las cuales se pueden representar en forma fasorial con dngulos
0ryo0-.yu= (lc)_l/ 2 Escribimos la solucién ahora en funcién completa, incluyendo el tiempo:

V (z,t) = V7T cos (wt — Bz +0%) + V™ cos (wt + Bz +67) (4.49)

+ —
I(z,t)= ;— cos (wt — Bz +01) — ;— cos (wt + Bz +67), (4.50)
c c

con la constante de fase igual a 8 = w. /€ = wv/Ic radm™1.

Consideremos la LT mostrada en figura 4.4. La linea es terminada a una distancia z = £ con una impedancia
compleja de valor Z, con la fuente como una cantidad fasorial de la forma Vg =||Vs|| /0° y una impedancia
compleja interna de valor Zg. El coeficiente de reflexién complejo seré:

~ V—elfz V=
_ NN P72
R(z) = V+e—iBz V+eJ : (4.51)

Y en términos del coeficiente de reflexion:

V(2) = Vteife (1 +R (z)) (4.52)
I(z) = ;ze—iﬂz (1 “R (z)) . (4.53)
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|

| Figura 4.4: LT con fuente sinusoidal. Va-
Vs (t)T V (2) Zr lores dependientes solo de la

| variable z, como la corriente

1 y el voltaje, pueden ser ex-

1 2=L presados en términos fasoria-

z les.

Definimos también la impedancia de entrada (compleja), Zi, (2), de la LT en cualquier punto de la linea z,
como el cociente entre el voltaje y la corriente en ese punto:

T = G} (4.54)
1-R

Calculando el coeficiente de reflexion en z = L, luego

=~ -~ V- . 1+§£ -~ Zr — Re
R(z=L)= R, = —¢?~ = Z;, =R — = R,=28 "% 4.55
(2 ) L= vF L leRE L Zr + Ro ( )

El cual es el caso andlogo a la incidencia normal de una onda plana y uniforme para medios de dieléctricos,
apartado 3.3. Finalmente resolvemos usando:
V-
v+

~

= Rpe %8 = R(z) = Rpe 120(6-2), (4.56)

Por lo que el coeficiente de reflexiéon en cualquier punto z de la LT es posible relacionarlo con el coeficiente
de reflexién en el extremo de la linea (reflection coefficient at the load) y que puede ser calculado mediante
ecuacion (4.55).

Una forma adicional de encontrar el coeficiente de reflexion en cualquier punto de la linea es a través de la
impedancia de entrada, Z;, (z), la cual es una funcién compleja de z y que puede ser calculada como:

Zr +jRctan g (L — 2)
Rc +jZetan B (L —2)’

Zin = Re (4.57)

la cual puede encontrarse al usar ecuacién (4.56) y sustituir el28(=£) E] argumento de varias de estas ecua-

ciones también puede expresarse como:

wl 27l
_ itiad) 4.
BL = " \ (4.58)

Donde A = u/v en el medio que envuelve a los conductores.

4.3. Acoplamiento de impedancias

El acoplamiento de impedancias hace referencia al estudio de la conexién de distintos elementos que transportan
energia o radio frecuencias y que al conectarse la impedancia del sistema sea minimizada. Una LT que posee
un mismatch (Re # Z) dard muchas reflexiones (o también conocidas como ecos), y hard que el sistema sea
menos eficiente en transportar informacion. En practica no es posible asegurar un acoplamiento de dos lineas
de modo perfecto, por lo que es necesario medir qué tan buena es la conexién, que nuevamente es a través del
VWSR (visto por primera vez en apartado 3.3), pero en este caso definido como el cociente de la maxima y
minima amplitud de la onda de voltaje:

IVl
VWSR = max (4.59)
IVl
En el caso de un buen acoplamiento (matched) VWSR = 1 para un Z; = R¢, y para el caso de un no
acoplamiento de impedancias (mismatched) VWSR = oo, para Z, = 0 0 Z, = oo. Entonces VWSR siempre
serd una cantidad real y positiva 1 < VWSR < oo (que nuevamente al estar més cerca de 1 es mejor el

min
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4. Radiacién: ondas confinadas

resultado de acoplamiento). De forma adicional es posible dejar VWSR en funcién del coeficiente de reflexién
en z = L:

1| e |
1= &

4.4. Calculadora grafica de impedancias: carta de Smith

La carta de Smith (o Smith chart) es un método de visualizacién de impedancias en el plano polar?, vea
también apéndice B.

Para el trabajo de ondas sinusoidales en LTs (apartado 4.1) es fundamental el uso de cantidades complejas
y que requieren un sin fin de operaciones algebraicas. De esto nacié la carta de Smith, que buscar reducir de
forma préctica el nimero de estas operaciones, y adicionalmente desde la carta de Smith se desprenden otras
conclusiones fisico-matematicas no resultas anteriormente en LTs.

La carta de Smith fue desarrollada por Phillip H. Smith (Smith 1939) y de forma independiente por Mi-
zuhashi Tosaku (incluso dos anos antes que Smith; Mizuhashi 1937) y corresponde a una técnica gréfica para
acelerar los calculos, llamada nomograma (donde en ciencias como la ingenieria existen muchas otras més, en
particular ingenierfa mecanica). La idea de los nomogramas es realizar clculos in situ, de forma expedita, cosa
que con la modernizacién de la computacién muchos nomogramas ya no son practicos. La carta de Smith es la
excepcion porque ademas permite visualizar impedancias graficamente para entender problemas particulares.

Por ejemplo, determines la impedancia de entrada (input impedance), Rc de una LT, dado que conocemos
su largo y la impedancia propia de la linea. Si consideramos una linea sin perdida, la constante de propagacion
serd 8 = 2w /A = w/u. Como fue visto en apartado 4.1 la impedancia de entrada estd dada por:

V(2) 1+ R(2)
Zin zZ) = = RC*,\, 461
D=1 TR (61
y el coeficiente de reflexion entre dos puntos dado por:
R(z) = R (z) e 12P(z2=21), (4.62)

Donde, recordemos que u es la velocidad de propagacién de la onda en el medio, con constantes u y e.

La carta de Smith relaciona de forma grafica la impedancia de entrada y el coeficiente de reflexién (voltage re-
flection coefficient). Primero partimos por normalizar la impedancia de entrada (normalized input impedance),
como: R
Zin(2) 1+ R(2)

Re 1—R(z)

con r = Re[zin] y © = Im [25,]. Similarmente podemos expresar el coeficiente de reflexién en términos de:

=r+jux, (4.63)

Zin =

R(z) =|Re)|| foz=p+ia (4.64)
idem al caso de z,. Con el set de ecuaciones (4.63) y (4.64) tenemos que:
1 .
o =7+ jo = 2T (4.65)
I—=p—jq
con lo que podemos despejar cada componente real e imaginaria en un set de ecuaciones. Es decir:
2
T 9 1
— +¢d=—, 4.66
( T+ 1) (r+1)* (4.66)
1\* 1
—-1)? =) ==. 4.67
o-12+ (0+2) = (4.67)

Con lo cual es evidente que existe una familia de circunferencias que cumple con las variables p, q,r y z. En-
tonces la carta de Smith, que se expresa en el plano complejo, es una superposicién de ambas ecuaciones (4.66)
y (4.67), vea figura 4.5.

2Su versién original puede ser descargada a través de la IEEE Microwave Theory and Technology Society (MTTS) https:
//mtt.org/smith-chart/.
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4.4. Calculadora gréafica de impedancias: carta de Smith

Figura 4.5: Carta de Smith béasica. Circulos cerrados que
nacen en el extremo izquierdo corresponden a
la ecuacién (4.66). Circulos abiertos que nacen
en el extremo izquierdo corresponden a la ecua-
cién (4.67).

El punto mds importante de la carta de Smith es que el coeficiente de reflexion y la impedancia de entrada
normalizada, R y zp, comparten puntos en el plano polar donde ambas circunferencias, ecuaciones (4.66)
y (4.67), se cortan. En la seccién de més afuera de la carta (figura B.1) se indican los dngulos del coeficiente
de reflexion, donde 67 puede ser calculado de forma gréfica. Por lo general el nomograma se encuentra en la
parte inferior de la carta de Smith (ver version MTTS), que con la ayuda de un compés se puede medir el

vector R, usando HRH en esta escala.

Para el clasico problema, supongamos que deseamos saber la impedancia de entrada de una LT uniforme,
sin perdidas, y de un largo £, dado que conocemos R¢, 3y Z,. Sabemos que:

Zr 1+R
““Re 1-R (4.68)

entonces lo podemos graficar directamente en el plano complejo de Smith, figura 4.6. Desde la posicion de z.,
tenemos R, = HRLH f@ﬁc, y el coeficiente de reflexién a una distancia £ desde la carga es (de z; = 0 a zo = L)
es:

R = Rpe1?P%, (4.69)

El coeficiente de reflexién ﬁl; puede ser calculado por la diferencia: 9131: —25L como se aprecia en figura 4.6.
Para calcular el angulo 2L, podemos usar la parte mas exterior de la carta de Smith figura B.1, o alternati-
vamente, podemos realizar una rotacién despecto al largo de la linea en proporcién a la longitud de onda en

vez de 26L. Si el medio es homogéneo en la LT, caracterizado por pu, €, entonces la velocidad de propagacion
u, de la onda TEM es:

u=—, (4.70)

y su longitud de onda es A = u/v, con v la frecuencia en que opera la linea. En la seccién exterior de la
carta de Smith (figura B.1), dice “hacia generador” (towards generator), lo que implica una transferencia de la
impedancia normalizada z, en direccién decreciente de z. Similarmente el caso “hacia carga” (towards load),

se refiere flujo de z, en direccién creciente de z. Llamaremos estos modos towards generator (TG) y towards
load (TL).

Ejemplo 4.1

Considere una LT de 10m de largo que se encuentra en un medio de poliuretano (e, = 2.25y u, = 1),y
que opera a una frecuencia de v = 34 MHz. Si la LT tiene una impedancia de carga Z, = (50 4+ j100) €,
y la resistencia caracteristica del sistema es Rc = 50 (), entonces determine la impedancia de entrada
del sistema utilizando la carta de Smith (vea Paul & Nasar 1998, apéncide C). Solucién: Z;,, = 14.5—j41
Q.
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x
o
¥

RCaﬂ ZL

Figura 4.6.: Impedancia de entrada en carta de Smith. Diagrama de la izquierda representa la carta de Smith
y el de la derecha el andlogo de su LT.

Existen varios otros resultados adicionales que se desprenden de la carta de Smith (vea Paul & Nasar 1998,
apéndice C). Uno de ellos es el siguiente, el voltaje méximo en una LT, con z;, € R, ie., la cantidad es
puramente debida a resistencia, z;,, = VWSR, entonces demostramos que depende de una relaciéon simple de
impedancia con la impedancia de entrada normalizada,

=)

1+
1—

(4.71)

Zin =

=)

4.5. Lineas de transmision con pérdidas

Como ya es sabido los materiales conductores no son perfectos (o # oo; apartado 2.3.1), por lo que una onda
tipo TEM no podréa existir ya que existe, en un caso con pérdidas, una componente del campo eléctrico en
la direccion z, £,. En general, conductores usados en LTs, pueden ser lo suficientemente buenos conductores
y se aproximan razonablemente bien de modo de usar la misma formulacién en apartado 4.1 pero incluyendo
ahora un término disipativo (y asumimos que TEM existe). Entonces, para una LT con pérdidas asumiremos
un caso de TEM aproximado o casi-TEM (o también llamado quasi-TEM). Este apartado se basa en Paul &
Nasar (1998), capitulo 7 y para una revisiéon mds extensa vea Adler et al. (1960), capitulo 9.
La solucion a la derivacion de las ecuaciones de una LT con pérdidas esta dada por:

d‘giz) — (4wl I (2) = —ZI(2) (4.72)
dgiz) = —(g+jwo)V(2) ==YV (2), (4.73)

Con las variables Z e Y la impedancia y admitancia por unidad de longitud. Ambas pueden ser separadas
en sus componentes reales e imaginarios (r,l) para Z y (g,c) para Y. Las cantidades en mintsculas también
corresponden a variables por unidad de longitud (en un diferencias Az, similar a apartado 4.1) y se expresan
graficamente en figura 4.7. Cantidades resistencia, inductancia, conductancia, y capacitancia dadas por r, [, c,
g, respectivamente. La inductancia puede poseer dos fuentes, la inductancia interna [; (debida a la corriente
que pasa por los mismos cables), y la inductancia externa l., que han sido combinadas ambas en [ = I; + ..
La solucién a ecuaciones (4.72) y (4.73), estda dada por:

V(z) = Ve 2% iF2 4y —e22elf? (4.74)
vt . V- )
T _ -z, jBz az jBz 4.
(2) Ze e~ e 7o e elP? (4.75)
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V (z,t) Az gAz V(z+ Az, t)

< <

Figura 4.7.: LT por unidad de longitud con pérdidas. Modelo equivalente de una seccién de LT de largo Az. En
cada punto z, posee un voltaje y corriente. Las cantidades en minusculas corresponden a valores
por unidad de longitud: inductancia [ (que puede ser interna y externa), resistencia r, capacitancia
¢, y conductancia g.

Lo que es, en principio my similar a ecuaciones (4.23) y (4.24). La constante de propagacién puede ahora ser
expresada como:

Y =VZY = a+js, (4.76)

Zc es la impedancia caracteristica del sistema y que esta dada por:

Zo = \/g (4.77)

Nétese que la solucion es muy similar a lo visto en la propagaciéon de ondas planas y uniformes, apartado 3.2
en ecuacién (3.29), y para el caso de una impedancia caracteristica puramente real se llega a la resistencia
caracteristica, ecuacién (4.22).

El cambio que existe ahora en este set de ecuaciones (4.74) y (4.75), las ondas que viajan en la LT son
atenuadas con la exponencial dependiente de . Es anilogo al caso de ondas planas y uniformes, y es una
aproximacién al caso real que funciona bien. Nétese que la onda viajera ahora no poseerd la misma fase en el
voltaje y en la corriente, ya que ahora la cantidad Z¢ es compleja. Otra condicién a discutir es la veocidad de
propagacién de la onda, que ahora es:

u =

5’ (4.78)
pero cuidado, ahora la constante 8 = Im[y] depende de propiedades de pérdida de la linea. En el caso de
una LT e sin pérdidas r = [; = g = 0, por lo que 8 = wv/l.c. En el caso de una LT con pérdidas tendremos
que [ incrementara més su valor, viz., la velocidad de propagacién serd aun menor. De forma similar al caso
TEM ideal, podemos calcular la impedancia de entrada pero ahora con pérdidas, y que es muy similar a

ecuacion (4.57),
Zr + Zc tanhy (L — 2)

Zin =7 , 4.79
(2) CZC+ZLtanhy(£—z) ( )
nétese el cambio de tanh — tan de ecuacién (4.57) a ecuacién (4.79).
Otros resultados de apartado 4.1 se pueden obtener de forma similar,
S0 Vet Ve,
V(2) = Vte v (1 +R( ) (4.81)
\Va
I (Z) = 708_ (

z)) (4.82)
)

La impedancia de entrada estd definida igual que en ecuacién (4.61),

LB
T = L&) _ g 1HRE) (4.83)
I(z) 1-R(z)
Evaluando ecuacién (4.80) al final de la LT en z = L,
R (2) = ]%Leh’(z*ﬁ) = ]%Le%‘(z*c)ejw(zfﬁ), (4.84)
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4. Radiacién: ondas confinadas

donde para el caso sin pérdidas, ecuacién (4.56), el coeficiente de reflexién de dos puntos z1 y 22 de la LT solo
tendran un término de fase distinto, viz., la magnitud del coeficiente de reflexién es constante en toda la LT.
En el caso con pérdidas, el coeficiente de reflexién es una funcién de la posicion, en ecuacién (4.84).

Usualmente las pérdidas estan especificadas en términos de pérdida por unidad de longitud. Consideremos
ahora el caso de una LT con pérdidas y que solo deja a que la onda se transporte en una sola direccién. Este
es el caso particular en que el “acoplamiento es perfecto” (matched) Z, = Z¢o (apartado 4.3) o estamos en
presencia de una LT infinita. Las ondas de voltaje y corriente son:

V (z) = Ve a%e ifz (4.85)
vt -

I(2) = ——e %P2, (4.86)
Zc

La potencia promedio en la direccién +Z esta data en ecuacién (4.40), podemos entonces describir la potencia
promedio que se disipa en la LT como:

Pyiss = Pay (Z) — P,y (Z + d) y (487)

don d alguna longitud en la direccién +z. Es trivial demostrar que el cociente entre la potencia promedio en
zyenz-+des:

Py (2)
10log — 22/ — 10log e 4.88
%% B a) (s 7 ) oge” ™, (4.88)

es decir, la constante de atencuaciéon puede ser especificada como la pérdida de la LT por unidad de longitud,
siempre y cuando el acoplamiento de impedancias sea Z, = Z¢.

Ahora representaremos las constantes caracteristicas de una LT como lo son la constante de propagacién
y la impedancia caracteristica en términos de los pardmetros de linea r,[, g y c. El problema se puede ver lo
suficientemente complejo para que alguna solucién analitica no sea posible, por lo que asumiremos que estamos
en presencia de muy altas frecuencias o de alguna LT con bajas pérdidas. Una LT con bajas pérdidas (low-loss
line) es tal que: r € wl y g <€ we, e ignoraremos la inductancia interna del material conductor [;, ya que para
la mayoria de casos se tiene que [, > [;. Entonces, para una LT con bajas pérdidas, la constante de propagacion
es:

Y =VZY = /(r +jwl) (g + jwe) (4.89)

1

= jwVic (1 + .T> (1 + .g> (4.90)
jwl jwe

1 r g
~jwVied 1+ — -+ 2 4.91
jw c{ +2jw<l+c>}’ (4.91)

donde hemos aproximado usando 7 < wl y g < we, ademas de una expansién binomial. Luego tenemos que la
parte real e imaginaria de la constante de propagacién son:

~rje gt _ v | gBc -
QNQ\/;+2 =t g 8~ wVie, (4.92)

hemos usado la definicién de la resistencia caracteristica de una LT sin pérdidas Rc = +/l/c¢, definida en
ecuacion (4.22). Similarmente podemos encontrar la impedancia caracteristica del sistema:

1 Z [+ jwl \/7 1 /r g
Z = _— = ~ — ]_ —_— _-— = 4
© Y g+ jwe c{ +2jw (l c (4.93)
l 1/r g
~afs (-2 4.94
\/; w>2<l c>’ (494)

donde hemos usado nuevamente la misma aproximacién. Por lo tanto podemos aproximar a Z¢ = Rc = \/l/c,
es decir ignoramos la parte imaginaria de la impedancia caracteristica.
La cuadro 4.1 muestra un resumen de todas las variables de LT, que son bastantes.

92
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Nombre Name Simbolo Unidad SI
Resistencia caracteristica Characteristic resistance Rc Q
Impedancia por unidad de longitud Impedance per unit length Z Q
Admitancia por unidad de longitud Admittance per unit length Y S
Impedancia caracteristica Characteristic impedance Zo Q
Inductancia Inductance L H
Inductancia por unidad de longitud Inductance per unit length l Hm™!
Resistencia por unidad de longitud Resistance per unit length r Qm™!
Capacitancia por unidad de longitud  Capacitance per unit length ¢ Fm™!
Conductancia por unidad de longitud  Conductance per unit length g Sm~!
Potencia promedio Average power P.. w

Cuadro 4.1.: Lista de variables relevantes en LTs. El lector debe notar que en este capitulo no hicimos distincién
entre cantidades fasoriales y dependientes del tiempo, i.e., V (z,t) también es escrita como V (z).
La impedancia intrinseca, analoga en el estudio de propagaciones de ondas planas y uniformes, no
es incluida en esta tabla y usa el simbolo 7. Variables usadas a lo largo de este capitulo también
se encuentra en cuadro 3.1.

4.6. Introduccion a guias de ondas

Guias de onda o waveguides son sistemas caracteristicos para la propagacién de RF de un punto a otro, viz.,
ondas confinadas. Similarmente a las LTS, son capaces de “guiar” una onda con la menor perdida de energia
posible y que dependiendo de su aplicacién estas seran transportadas por una LT o una guia de onda.

Existen varios tipos de guias de onda, la mas comin es la rectangular, pero guias cilindricas (con una
seccion transversal circular o eliptica) también son comunes en RFs y en altas frecuencias a nivel 6ptico en su
transporte con fibra éptica (donde por lo general cuentan con una densidad que depende de la refraccién del
material).

Gufas de onda poseen una aplicacion particularmente importante en telecomunicaciones (pérdidas de energia
no son tan importantes) y en radio astronomia (tratamos siempre de conservar la mayor parte de la energia).
Otras aplicaciones incluyen el radar y microondas.

Las gufas de ondas fueron primero propuestas por Joseph John Thomson (fisico inglés y ganador del Nobel
en fisica) en 1893 pero luego fueron probadas experimentalmente por Oliver Lodge (fisico inglés) en 1894.
Finalmente el andlisis matemético completo de gufas de ondas fue expuesto por Lord Rayleigh (fisico inglés
y Nobel en fisica; y la misma persona que la ley de Rayleigh-Jeans) en 1897 (vea Greiner & Dreitlein 1990,
capitulo 2). Sin lugar a dudas una de las mayores importancias de las guias de ondas son permitir el uso de
tecnologias asociadas al radar. En forma particular durante la segunda guerra mundial de parte del lado aliado
inglés. Junto con la invensién del magnetrén, que transforma energia eléctrica en energia electromagnética en
forma de microondas.

4.7. Ecuacion de onda para guias de onda

Una guia de onda es una cabidad cerrada, como un tubo, que puede o no ser llenado con un material dieléctrico.
La guia de onda rectangular es la mas comun, y es la que estudiaremos en este capitulo de forma completa
(apartado 4.8). Como veremos, las guias de onda poseen ademds una frecuencia de corte o cutoff frequency y
que bajo la frecuencia de corte ninguna radio frecuencia sera transmitida a través de la guia de ondas. Esta
frecuencia de corte estd dada por las condiciones de frontera.

Para obtener la solucién al interior de la guia de ondas comenzamos por la ecuaciéon de onda para un medio
sin pérdidas (o = 0) y para soluciones tipo arménicas; es decir ecuaciones (3.17) y (3.18) (apartado 3.1.2),

V2E = —w?ucE (4.95)
V2H = —w?ueH. (4.96)

Expresamos la solucién para la onda transportdndose en direccién z que puede poseer ondas viajeras en ambos
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4. Radiacién: ondas confinadas

sentidos, es decir la solucién es:

E, (z,y,2) = E (z,y) e Y* + B (z,y)e"” (4.97)
Ey(z,y,2) = Ef (z,y) e + B, (z,y)e"* (4.98)
E. (z,y,2) = B} (v,y)e” Y + B,/ (z,y) e¥? (4.99)
H, (v,y,2) = H (v,y) e Y* + H' (z,y)e"” (4.100)
Hy (z,y,2) = H}' (x,y) e " + H,' (z,y)e"* (4.101)
H, (v,y,2) = H (v,y)e™Y* + H;' (z,y) e¥* (4.102)

Donde las amplitudes con el signo + se transportan hacia +z y con — hacia —z. Para simplificar este set de
ecuaciones, consideraremos solo aquellas ondas que se transportan en +z ya que el resultado para ondas con
—z es similar. Nétese que nuevamente hemos usado la constante de propagacién, y, pero en este caso su valor
no es necesariamente el mismo que para ondas libres visto en capitulo 3. Substituyendo nuestro anzar, de set
armoénico en las ecuaciones (4.95) y (4.96), tenemos:

0’E, O*E

x 20 2
92 + 92 +vY°E, = —w uek, (4.103)
(4.104)
0°H, 0%°H, 9 9
922 + 52 +v°H, = —w uecH,, (4.105)
donde hemos reducido la notaciéon. Podemos entonces expresar un operador nabla parcial (transverso) y definido
como: o o
v , 4.106
=50 X+ - ay y ( )
y aplicarlo a nuestra solucién para escribirla de forma més compacta, es decir:
VZE = — (y2 + w2ue) E, (4.107)
ViH = — (y2 + w2ue) H. (4.108)
0? 0?
Donde hemos usado el laplaciano parcial o operador laplaceano transverso: V2 = 922 + W Consideremos

ahora la ley de Faraday y ley de Ampére (corregida) y de forma fasorial para el interior de la guia de ondas
o = 0, ecuaciones (2.168) y (2.169),

VX E=—jwuH (4.109)
V x H = jweE. (4.110)
Y substituyendo nuestro anzat propuesto tenemos:
Vr XE—-vzZx E = —jwuH (4.111)
Vr xH —vz x H = jweE. (4.112)

a _~ 7. . . .
Ya que V = V7 + — Z y substituimos E = E'e™¥? y H = H'e~Y?. Ahora como asumimos dependencia solo

en z de la solucién resolveremos solo esas mismas componentes para E y H. Sabiendo esta solucién a priori,
entonces podemos encontrar el resto ficilmente. Es decir, F,, Ey, H, y H, pueden ser expresadas en términos
de E, y H,. El lector podra comprobar que se llega a:

E,. = fm <jwu a@iz +vy 883 ) (4.113)
E,= N +w2u6 (J Wit &B (‘9E ) (4.114)
H, = — 2 +w2#6 (Jwe 6;;:2) (4.115)
H, = NER (_]we a;;) (4.116)
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4.8. Propagacion en guias de ondas rectangulares

Por lo que solo debemos resolver para las variables E, y H,. Este set de ecuaciones es:

0’E, O°E,

92 3y =— <y2 + w2ue> E, (4.117)
0’H, 0°H,

92 3y =— <y2 + w2ue> H,. (4.118)

Para resolver el set de PDE usamos el método de separaciéon de variables, es decir, asumimos que la solucién
es posible separala en componentes espaciales, es decir:

E,(x,y,2) = E' (z,y)e Y =X (2)Y (y)e Y*. (4.119)
Donde es evidente que H, tendra una solucién similar. Substituyendo en la ecuacién de onda para F, tenemos:

1 de(zzc)+ 1 d%Y (y)
X () da? Y (y) dy?

+ (Y2 + w2,u6> =0. (4.120)

Lo que es similar a lo usado en apartado 2.5.3. Asumimos entonces que las secciones de la variable x y de la
variable y son:

1 d*°X (z)

Y@ a2 - —M?, (4.121)
1 d*Y (y) a2

Yo 4 N (4.122)

y los signos negativos y cuadrado han sido agregados por conveniencia. Evidentemente tenemos que la constante
de propagacion dependerd de M y N:
v? = w?ue — M? — N2 (4.123)

Nuevamente la solucién de una PDE de laplaciano transverso sera armoénica, y llegamos a las soluciones:

X (x) = Xy sin (Mz) + X5 cos (Mx) (4.124)
Y (y) = Yisin (Ny) + Yz cos (Ny) . (4.125)

Donde X7, Xo,Y7 y Ys son constantes de integracién a determinar (y que pueden o no ser nimeros complejos).
Entonces la solucién para F, es:

E. = [X;sin (Mz) + X5 cos (Mz)] [Y; sin (Ny) + Ya cos (Ny)] e, (4.126)

y es similar al caso H,. Incluyendo nuestras soluciones y usando ecuaciones (4.113) a (4.116), solo es posible
tener dos tipos de soluciones:

(I) E. =0, H, # 0, ya que el campo eléctrico es transverso a el eje de la gufa de ondas (eje z), a este tipo
de ondas las llamaremos transverse electric (TE).

(I) E, # 0, H, = 0, ya que el campo auxiliar magnético es transvero al eje de la guia de ondas (eje 2), a
este tipo de ondas las llamaremos transverse magnetic (TM).

Interesantemente, para el caso en que tengamos E, = H, = 0 estamos en presencia de una onda tipo TEM
y no puede ser transportada por una guia de ondas. Para efectos de estos resultados la forma de la guia de
ondas no es particularmente importante, pero para definir sus constantes de integracion si. Es decir, puede ser
de forma circular, o incluso irregular.

4.8. Propagacion en guias de ondas rectangulares

En esta seccién encontraremos las constantes de integracion para la solucién propuesta en ecuacién (4.126)
dada una geometria de guia de onda rectangular como se muestra en figura 4.8. Asumiremos que el interior de
la guia de ondas posee porpiedades de p, €, y 0 = 0 (para el caso con pérdidas podemos usar una expresién de
permitividad compleja de €; vea apartado 3.2.4) y para las paredes una conductividad perfecta o = co. Luego,
estas condiciones nos ayudaran a encontrar las condiciones de frontera del problema y resolver para X7, X5, Y,
y Y5. Debemos entonces resolver para dos sistemas, para los puntos I y II en apartados 4.8.1 y 4.8.2.
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4. Radiacién: ondas confinadas

Figura 4.8: Representacion de guia de onda rectangular. Por lo ge-
neral se le asignan valores de a y b a los lados de la guia
de onda rectangular, hecha de un conductor que posee
una conductividad o = co. Asumimos que al interior de
la guia de ondas tenemos un medio homogéneo, carac-
terizado por u, €,y o.

4.8.1. Modo de propagacion TM

Usamos el punto II, H, = H, = 0 y para E, usamos ecuacién (4.126). Las condiciones de frontera son para
las paredes de la guia de ondas donde el campo eléctrico debe ser cero, es decir:

E,(x=0,y)=E,(z,y=b)=E,(x =a,y) = E, (z,y =0) =0. (4.127)
Con este resultado inmediatamente tenemos que X5 = Y5 = 0. Luego,
E, = Asin (Mx)sin (Ny)e Y%, (4.128)
donde A = X1Y;. Aplicando las mismas condiciones de frontera tenemos geu:

sin (Ma) =0 = Ma=mmn m=0,1,2,3,... (4.129)
sin (Nb) =0 = Nb=nr n=0,1,2,3,... (4.130)

y:vkﬁ7>3+cz)?ﬂym_ (4.131)

El lector ya debe estar familiarizado (con lo visto en capitulo 3), que la propagacion sin perdidas es puramente
compuesta de una parte imaginaria, i.e.,

Y la constante de propagacién es:

Y = jBmn, (4.132)

y que e YZel@t = @i(@t=Fmn2) Donde hemos usado una dependencia explicita de los enteros m y n, lo que
implica que la constante de fase dependerda de las dimensiones mismas de la guia de ondas. De ahora en
adelante también definiremos los distintos “modos” de una guia de ondas TM como TM,,,. Para que la
constante de propagacién sea puramente imaginaria se debe cumplir que:

2 2
2 mm nm
— — . 4.1
wue><a>+<b> (4.133)
m772 TL7T2
Mm<<> +<b), (4.134)
a

entonces tendremos que Y = Q= \/(mw/a)2 + (mr/b)2 y que e YWt = emamnZelwt o que claramente
indica que la propagaciéon en el eje z no existe. Estos modos de “no propagacién” son llamados en inglés
evanscent. Entonces para que podamos tener una onda TM transmitida en una guia de ondas, entonces debemos
hacer calzar a,by v en ecuacién (4.133) y cumplir la condicién. Definimos ahora la llamada frecuencia de corte
o cutoff frequency que es la frecuencia mas baja que puede ser transmitida en la guia de ondas, y es dada por:

1 mr\ 2 nt\? u m\ > n\?
cutoff,mn = e =35 - - s 4.1
Fotofbmn = o Vet <a> +<b) 2 <a) +<b) (4.135)

En el caso opuesto,
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T Figura 4.9: Propagacion de onda electromagnética en una guia de
ondas. La propagcién es compuesta por muchas ondas
planas y uniformes que al chocar con las paredes general
una propagacién tipo TM. La vista en tres dimensiones

z de la guia de ondas puede ser vista en figura 4.8.

donde u es la velocidad de propagacién, ecuaciéon (3.41), similar al caso de una onda plana y uniforme,
u=( ue)_l/ ?. Pero no confundir, los modos de una onda TM no se parecen en nada a una onda plana e uniforme
y solo agregamos u para dejar la expresion mas compacta. Similarmente podemos escribir la constante de fase
para TM, .,

2
B = 2m/,@\/1 - (”“w“m"> (4.136)
14

2
ﬁmn = 5\/1 - (VCUtOVHle> 5 v > chtoﬂ)mn, (4.137)

donde nuevamenta para dejar compacta la expresién usamos la constante de fase de una onda plana e uniforme,
B = w./uuE, vista en ecuacién (3.43). Con esta informacién podemos entonces calcular las demds componentes
de los campos, ecuaciones (4.113) a (4.116) con ecuacién (4.128) y el punto II:

—iB M .

E, = %A cos (M) sin (Ny) e 1Pmn=, (4.138)
—J mnN . —j

E, = hﬁl sin (Mx) cos (Ny) e 73Pmn?, (4.139)

E. = Asin Mz sin Nye 1#mn? (4.140)

e N _

H, = hzﬁl sin (M) cos Nye 3#mn? (4.141)
—iweM .

H,= ﬁA cos (Mz) sin (Ny) e 3Pmn?, (4.142)

H. =0. (4.143)

El orden fundamental de una onda TM es el m =n = 1, ya que al usar m = n = 0 obtenemos que todos los
campos son ceros. Entonces el primer modo o modo fundamental estd dado por TM; ;.

La propagacién de una onda TM es la combinacién de ondas planas y uniformes que cocan con las paredes de
la guia de ondas, como visto en figura 4.9. La velocidad de estas ondas planas e uniformes puede ser calculada
con la ya conocida féormula u = (ue)_l/ 2, sin embargo la combinacién colectiva de todas estas ondas hacen
una “suma de ondas” que se propaga en la direccién z y su velocidad estda dada por el modo especifico:

Uph,mn = ﬂw = “ , V> Vcutoff,mn - (4144)

mn 1 _ (chmﬁ',mn )2
v

A uph mn la llamaremos la velocidad de fase de la onda resultante, y es mayor a la velocidad de la luz en el
material, u. Que esta velocidad sea mayor a la velocidad de la luz en el material no implica que la energia o
informacién viaje méas rdpido que la velocidad de la luz en el material (un casi axioma fisico), sino que expresa
la velocidad de fase constante de los frentes de onda.

Otra definiciéon de velocidad es la velocidad de grupo. Estas son secciones de ancho de banda pequenas que
transportan informacién, ug my, (velocidad a la cual la modulacién es propagada)

dw Veutoff,mn ?
Ug,mn = m = U\/l - (l/) ) v > Veutoff,mn - (4145)

Notese que la velocidad de grupo es menor que la del medio, viz., la informacién se transporta mas lento que
la velocidad w,

Uph,mnUg,mn = u2- (4146)
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Figura 4.10: Impedancia intrinseca para modos TE y TM. La
impedancia intrinseca nra,mn (apartado 4.8.1) y
NTEmn (apartado 4.8.2) del sistema aumenta al
estar préximo a la frecuencia de corte, Veytoft,mn -
Toda frecuencia mayor a Veytoft,mn Pasara por la
guia de ondas, pero dependiendo de su v tendra
mas o menos impedancia o oposiciéon a su pro-
pagaciéon. Ambas impedancias intrinsecas estan . R
conectadas por la ecuacién (4.171). Veutoft,mn v

o [T

TIT™M,mn

La longitud de onda también presentard un comportamiento mn y que estarda dado cada vez que se complete
un ciclo de 27 radiantes,

2m u A
)\mnﬁmn =21 = /\mn = = ph,mn = , V> Veutoff,mn s A= U/V. (4147)
Brmn v 1 (chtoff,mn)Q
v

Por ultimo también existird una relacién entre amplitudes eléctricas y magnéticas (similar al caso de la impe-
dancia intrinseca del medio en ondas libres)

L, Ey Bmn H Vcutoff,mn 2
s — _—d — - L 1 - ——— > u mn-. 4.148
H, H, we € v v Veutoff ( )

Con lo que definimos 7, mn, una impedancia intrinseca de onda para un modo TM

2
Veutoff
NT™M,mn = 7]\/1 - (cut(l)j,mn) V > Veutoff- (4149)

Noétese que ecuacién (4.149) es solo para una onda propagandose en +z (para esas amplitudes del tipo E.).
Las impedancias intrinsecas para los modos TM y TE estan en figura 4.10.
Con 1 = /p/e. Evidentemente podemos expresar las amplitudes como:

E, = nTM,mnHyv Ey = *nTM,mnHz- (4150)

Finalmente podemos escribir los campos completos para £ y H (multiplicando por e/“! y calculando su parte
real), vea ecuacién (2.149),

_ Bmnmm mzm\ . [(nmy) . 2z
& = h* a Acos L )sin| =~ )sin wt ) (4.151)
&y = Brmn T sin cos [ ) sin (wt — 2z (4.152)

Yo R b a b Noom ) :
mn . . 2

& = 5112 %”A sin (m;rﬂf) sin <”7bry> cos (wt - Aj;) : (4.153)

_wenm . . mmnx nry B Iz
He = ol Asin < o > cos ( b > sin (wt mn) , (4.154)

we mm (mmx\ . (nTy 21z

Hy = ETA cos ( " ) sin (b) sin <wt — )\mn> , (4.155)
H, =0. (4.156)

Donde hemos asumido que C es una constante puramente real y la constante h = v/ M2 + N2. Similar a la
definicién de nabla transpuesto, ecuacion (4.106), podemos escribir los campos eléctrico y auxuliar magnético
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como una combinacién en X y y:

A 2

Er= ﬁ”;;; ? cos (m;m:) sin (m;y) X+ n—bﬂ- sin (m;rx) Cos (nzy) ?] sin (wt - AZi) ,  (4.157)
2

Ay = 5 | = sin (T Y cos (MY ) & P cos (0 Y (452 y] s (wr - 35 sy

4.8.2. Modo de propagacion TE

De forma anéloga resolvemos el punto I, E, = E, = 0 y para H, usamos ecuacién (4.126) (que tiene la misma
forma pero ahora con el campo auxiliar H,). El procedimiento es muy similar por lo que solo presentaremos
las soluciones aqui. Ahora las condiciones de frontera estardan dadas por la definiciéon de E, = 0, donde en las
paredes se debe cumplir que:

By (2,y =0) = By (z,y = b) = By (v = 0,y) = B (¢ = a,y) = 0. (4.159)
Las condiciones para H, estaran dadas por las ecuaciones (4.113) a (4.116):
0H, 0H, 0H, 0H,
oy y Or Or ( )
y=0 y=b =0 r=a

La forma de la solucién para H, es similar a ecuacién (4.126) y evaluando condiciones de frontera llegamos a
una forma similar a ecuacién (4.128),

H, = Acos (Mz) cos (Ny) e 1Fmnz, (4.161)

donde hemos reemplazado de inmediato y por solo la parte imaginaria que es la que finalmente transmite la
onda en la guia de ondas. Realizando célculos similares podemos llegar al siguiente set de ecuaciones:

— jwMN 1 —jBmnz
E, = i N2Acos (Mx)sin (Ny)e , (4.162)
— _jwMN 3 —jBmnz
E,= WA sin (M) cos (Ny)e™ , (4.163)
E, =0, (4.164)
jﬁmnM . —3
H, = mA sin (Mx) cos (Ny) e 3Pmn?, (4.165)
1Bmn N . CiBnz
Hy = mA COS (M(E) S1n (Ny) € iBumn , (4166)
H. = Acos (Mz) cos (Ny) e 3Fmn=, (4.167)

Las constantes M, N, y By, corresponden a las mismas definiciones de TM en apartado 4.8.1. Omitiremos los
célculos para las componentes dependinte del tiempo, pero es simple y solo basta con multiplicar por el“* y
calcular la parte real. Similar al caso TE,,,, ahora tendremos modos TM,,,,, los cuales seran diferentes. Como
fue brevemente mostrado en figura 4.10, la impedancia intrinseca para una onda TM es:

w
NITE,mn = 3 = y V> Veutoff,mn» (4168)
mn

_ U . (4.169)

1— (chtoff,mn)

v

Conn = \/m la impedancia intrinseca de una onda plana y uniforme. Luego, los componentes de las ondas
transversas son:
Eac = nTE,mnHya E, = *UTE,mnHJc- (4170)
Nuevamente; estas definiciones son solo consistentes para una conduccion de la onda en sentido +z (explicado
al inicio de apartado 4.7).
Otra condicién interesante que se desprende de este andlisis es el hecho de que las impedancias también
estan ligadas (similar a lo ocurrido en apartado 4.8.1),

NTEmnITMmn = 1" = g (4.171)
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4. Radiacién: ondas confinadas

Nombre Name Simbolo Unidad SI
Frecuencia de corte Cutoff frequency Veutoft,mn ~ HZ
Constante de fase Phase constant Bmn radm™?
Velocidad de fase Phase velocity Uph,mn ms~!
Velocidad de grupo Group velocity Ug mn ms~!
Longitud de onda Wavelength Amn m
Impedancia intrinseca TM  Intrinsic impedance  1Tm,mn Q
Impedancia intrinseca TE  Intrinsic impedance 1TEmn Q

Cuadro 4.2.: Lista de variables relevantes en guias de ondas. Variables usadas a lo largo de este capitulo
también se encuentra en cuadro 3.1.

4.8.3. Flujo de energia en una guia de ondas

El flujo de energia nuevamente estard dado por el vector de Poynting, apartado 3.2.3. Calculemos, por ejemplo,
el factor E x H para un modo TE g,

Ex H=E,y x (Hx+H.2) = —E,H,7+ E,I.X (4.172)
2 .
= B0 () - S i () o (T2 % (1.173)
™ a T a a

en general, solo nos interesa el promedio de esta cantidad, donde el lector puede comprobar que senos y cosenos
se anulan en el promedio, vea apartado 2.4.2. Entonces,
2

_ LB Z. (4.174)

2 NTE,10

(S)

Este resultado, como sabemos, solo incluye propagacion en +z. Entonces, podemos llegar a la solucién general
tanto para los modos TE como TM,

2 2
2 Nimn ’
donde la cantidad 7,y serd 71Ems, para un modo TE y nrm m» para un modo TM. Evidentemente para

encontrar la potencia total promedio debemos integrar ecuacién (4.175) sobre las dimensiones perpendiculares
a la propagacion, es decir:

Pu (2) :/<s> da://<S> da = ;/yyb/z“wwdxdy, (4.176)

=0 =0 Nmn

(4.175)

con da = Z da el diferencial de superficie (apartado 1.1.5).
Finalmente, para los apartados 4.8.1 y 4.8.2, es conveniente definir la constante adinmencional o “factor”
Fon:

14

2
Foppp = \/1 - (”““’ﬂ’m> V> Veutoffmn. (4.177)

La cual nos deja expresar de forma mucho méas compacta a las cantidades listadas en el resumen, cuadro 4.2.
También es importante recalcar que la constante de propagacion para guias de ondas ahora no solo depende del
medio, como pasaba en el caso de LT o de ondas planas y uniformes. La constate de propagacién, vy, depende
ahora de las dimensiones y la geometria de la guia de ondas. Guias de ondas sin pérdidas no serdn analizadas,
pero el lector puede derivar su propia solucién, donde debemos hacer el cambio a una permitividad compleja
del tipo, ecuacién (3.53), donde la constante de propagacién (arriba de una dada frecuencia de corte veytoft,mn )
tendré ahora una parte real, i.e., e~ *?e 152,
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5. Introduccion a conceptos de antenas

Una radio antena es un componente que permite tanto emitir (o transmitir) como recibir ondas de radio
frecuencias. En otras palabras, es un sistema que permite transmitir ondas electromagnéticas desde una guia
de ondas o lineas de transmisién al espacio libre (y viceversa; recibir ondas libres y pasarlas a ondas confinadas).
Por lo que informacion puede ser transmitidas sin la necesidad de alguna estructura que intervenga. Para un
sistema en el que queremos transmitir informacién por una linea de largo R, para lineas de transmision se tiene
que la potencia disipada (apartado 4.5) es de la forma (e_VR)2 con v la constante de propagacion, en cambio
para una antena que transmite (o equivalentemente recibe), la perdida de energia es de la forma 1/R? (donde
esta cantidad viene de la ley de flujo). Existen muchos factores para decidir entre una LT o una antena, pero
en general a frecuencias bajas y a distancias cortas las LT son superiores. Interferencia de sistema de antenas,
la cantidad de ancho de banda transmitido, o el costo de construccién; son algunas de las condiciones para
decidir entre distintos sistemas.

Antenas o radio antenas pueden ser de varios tipos y tamafios'. Ademés, un set de antenas es conocido como
un arreglo de antenas, array o interferémetro (local o no local). Dependiendo de la aplicacién que se busque,
serd necesario emitir/recibir con una antena o un interferémetro en que sus propiedades como sensitivity,
resolucién angular 6, (ancho méximo de su beam principal), ancho de banda Av, y frecuencia v, estaran
restringidas por disefio.

Antenas, creadas primero con el fin de telecomunicaciones, también pueden ser usadas con otros fines. Equi-
pos de deteccion (remote sensing systems) que pueden ser activos como el radar o pasivos como los radiémetros
(radiometer), que pueden recibir energia dispersa o energia proveniente desde una fuente, respectivamente. De
particular importancia son la tecnologia de radiémetros, ya que gracias a ellos se basa la tecnologia de radio
astronomia.

5.1. Breve historia del desarrollo de antenas

Los primeros fenémenos electromagnéticos (antes de las ecuaciones de Maxwell; apartado 2.2) fueron estudiados
por Joseph Henry. El pudo detectar descargas y/o luz entre alambres verticales (en el techo de su casa), y
marcan el inicio del estudio de antenas. Luego James Clerk Maxwell extiende y unifica los fenémenos eléctricos
y magnéticos en uno solo, ademds de predecir la existencia de ondas electromagnéticas (tedricamente). No
fue si no hasta varios afos después (incluso después de su muerte), que Heinrich Hertz prueba de forma
experimental la existencia de ondas electromagnéticas y que se transmiten en el aire (ya que su transmision
en el vacié da para un largo debate, el “éter”). Cabe destacar que fue Heinrich Hertz quien fue el primero
en construir una antena tipo reflector en 1888 y que operaba a 455 MHz. El ingeniero que comercializé, llevé
el fenémeno de telecomunicaciones a méas personas y ayudo a realizar la primera comunicacién transatldntica
fue Guglielmo Marconi, quien en 1895 cre6 el primer reflector parabédlico en transmisiones de 1.2 GHz. Sus
desarrollos generaron gran interés en la industria y el gobierno, por lo que en 1901 se realiza la primera
comunicacién transatldntica con un monopolo de 48 m de largo (parecido a lo que hoy llamamos una antena
tipo discone). Un ano antes de los grandes desarrollos de Marconi, el fisico ruso Alexander Popov pudo realizar
y recibir telecomunicaciones a grandes distancias (por sobre tres millas), pero se le asigna a el padre de la
telecomunicaciones y antenas a Marconi, ya que el fue él quien masifico su uso ademads de realizar el trabajo
de forma independiente. Ya en 1912 se forma el Institute of Radio Engineers (IRE), donde la importancia de
antenas ya en esa época queda clara con su primera publicacién de t6pico de antenas (Pupin et al. 1913).
Mucha mas ingenieria de antenas, y sus distintos tipos se desarrollaron durante la primera y segunda guerra
mundial. Famoso es el caso de la tecnologia del radar y su uso por parte de los ingleses para atacar a naves de
la Luftwaffe. Una breve linea de tiempo de la historia y tecnologia de antenas estd en figura 5.1.

El desarrollo de antenas de tipo dipolo, monopolo, y sus variantes (e.g., Yagi-Uda) fue durante la época de
1920, las antenas tipo bocina (o trompeta o horn) desarrolladas a fines de 1930 y el desarrollo de los primeros
arreglos de antenas en la época de 1940 (que un un principio fueron completamente analdgicos).

1No confundir entre receptor (receiver) y antena. Una antena puede ser una antena parabélica, la cual posee también un receptor.
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5. Introduccion a conceptos de antenas

Linea de tiempo

1842 FF----- Joseph Henry: primeros experimentos de radiaciéon
=oALl ----- James Clerk Maxwell: Unifica teorias eléctrica y
magnética en fenémeno electromagnético
1872 f----- Mahlon Lomis: telegrafia a distancia y comunicaciéon por “pulsos”
1875 FF----- Joseph Henry: observa que el telégrafo irradia por sus teclas

- - - - Thomas Edison: basado en experimentos previos patenta antena vertical

1885 - Heinrich Hertz: verifica empiricamente que ondas electromagnéticas

1887 Ff----- .
se propagan en el aire
1895 FF----- Guglielmo Marconi: inventor del reflector cilindro parabdlico (microondas)
1901 FF----- Guglielmo Marconi: Primera comunicacién transatlantica
1912 FF----- Nace el Institute of Radio Engieers
Antenas de media longitud de ondas ahora posibles a 1 MHz
1920 f----- .
(gracias a avances de De Forest)
1926 Fp----- La antena Yagi-Uda es inventada y publicada
1934 rf----- Primer radio teléfono de microondas (Europa) operado en 1.8 GHz
~

Figura 5.1.: Breve historia de la tecnologia de antenas. El resumen se centra solo desde el descubrimiento de los
fenémenos eléctricos y magnéticos experimentales (Joseph Henry), hasta las telecomunicaciones
transatlanticas. Desarrollos posteriores, también de ingenieria eléctrica, y que van de la mano
con esta serie de tiempo son el avance en ciencias de la computaciéon donde la invenciéon de los
transistores (o reduccién de su tamafio y costo) aceleré de forma exponencial su avance.

De forma adicional al desarrollo de antenas, Karl Guthe Jansky en los afios 1930 disené y cre6 una antena
direccional (propiedad llamada directivity) de 20.5 MHz trabajando para los laboratorios Bell en comunica-
ciones transatlanticas. Luego de varios meses de observacién con su antena, el andlisis de datos arrojé que
la misma sefial era repetitiva, de 23h y 56 min. Después de varias discusiones (junto a su amigo astrofisico
Albert Melvin Skellett), pudo revelar que la gran emisién que observé durante meses no era nada mas que el
mismo centro Galactico de la Via Lactea (Jansky 1933). Esto fue el nacimiento de la radio astronomia ya
que hasta ese entonces no se sabia de fenémenos astronémicos relacionados a estas frecuencias (unidad de flujo
energético lleva el nombre de Jansky; apéndice A).

5.2. Una breve historia de la radio astronomia

La astronomia esta ligada a nuestra historia como especie, desde antes que existieran las naciones el ser
humano a buscado explicaciones a eventos que suceden en el cielo. Se estudié primero la relaciéon con las
estaciones del ano, y el ciclo Lunar para definir de forma mas precisa el tiempo, pero no fue hasta el desarrollo
cientifico del renacimiento en que se comenz6 a estudiar fenomenos del cielo con herramientas fisicas cotidianas.
Muchos descubrimientos previos, que fueron re-descubiertos en el renacimiento fueron realizados por medio
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5.2. Una breve historia de la radio astronomia

oriente (donde muchas veces se les da su origen erréneo a culturas méas occidentales). Estos avances hechos por
Copernicus, Tycho Brahe, Kepler, Galileo, entre otros, fueron los que dieron paso a la revolucién cientifica y
a la astronomia moderna. Con la llegada de la mecénica celeste de Newton se abrié paso a conceptos de fisica
relacionados con la astronomia (que se entiende como un fenémeno de solo observacién, aunque hoy en dia
no lo expresamos de esa forma), es decir, la astrofisica. Avances llegaron de la mano con nuevos instrumentos
capaces de detectar regiones mas alejadas, y en 1920 se vivié una revolucién. El Universo pasé se ser solo la
Galaxia (Via Lactea) a miles de millones de galaxias (“El gran debate” o el Shapley-Curtis debate; Shapley &
Curtis 1921). Ya en 1929 Edwin Hubble (astrénomo americano), descubre que el Universo se estd expandiendo,
y que las galaxias se alejan de nosotros a una velocidad proporcional a su distancia (Pannekoek 1961).

Aunque ya a finales de 1800 se habian hecho las primeras pruebas con radio ondas, y hasta 1920 se sabia
mucho del Universo, pero no fue hasta 1930 que se descubrié la primera fuente de radio astronémica (el centro
Gal4ctico). Entonces, jpor qué no se descubrieron radio senales del Universo antes? La explicacién puede sonar
un poco contra intuitiva, pero es porque sabiamos ya bastante de astrofisica. Los descubrimientos y astrofisica
de estrellas se habian ya estudiado por generaciones de astronomos. La radio emisién de una estrella a bajas
longitudes de onda estd dada por la relacién de Rayleigh-Jeans, B, (v,T) = 2kgTv?/c?, lo que implica una
potencia de radiacién muy baja, de hecho ni una antena moderna potente, funcionando a los ~1 GHz, podria
percibir la fotésfera de una estrella, aproximadamente S, ~ 0.3 nJy, donde un telescopio moderno solo puede
llegar a los ~1 pJy. Sin embargo, observaciones de Karl Jansky probaron que si existe emision de radio en el
Universo detectable, y por ende, durante anios hubo mucho escepticismo de parte de astrénomos respecto a la
fuente de radio emisién (Condon & Ransom 2016).

Desde entonces se ha detectado muchos tipos de radio senales, haciendo una revolucién en astronomia, préac-
ticamente revelando un “Universo paralelo” totalmente desconocido hasta el momento. Los descubrimientos
mas grandes en radio astronomia son los siguientes:

= Radiacién de origen no térmico (que no se origina del movimiento de particulas en un gas caliente) o
nonthermal radiation, la Galaxia y muchas otras fuentes emiten radiacién no térmica (Reber 1940).

= Radio galaxias, quasi-stellar radio source (QUASARS) los cuales obtienen su energia de super massive
BH (SMBH) (Baade & Minkowski 1954).

= Evolucién cosmoldgica de radio galaxias y QUASARS (Ryle & Clarke 1961).

= Emisién espectral térmica originada por atomos, iones y moléculas frias en el medio interestelar o inters-
tellar medium (ISM).

= Emisién del tipo microwave amplification by stimulated emission of radiation (MASER) originadas en el
ISM (Weaver et al. 1965).

= Emisién continua y coherente de cierto tipo de estrellas y pulsares (pulsars).

» Radiacién césmica de fondo o cosmic microwave background (CMB) del Big Bang (Penzias & Wilson
1965).

= Pulsares, neutron stars (NSs) (Hewish et al. 1968), y fast radio bursts (FRBs) Lorimer et al. (2007).
= El SMBH del centro Galactico (Balick & Brown 1974).

= Evidencia de materia oscura o dark matter (DM), derivada de la curva de HI Galdctica (Roberts &
Whitehurst 1975).

= Deteccién del primer exoplaneta (un planeta fuera del sistema solar y que fue realizado en torno a un
pulsar) (Wolszczan & Frail 1992).

= Lentes gravitacionales (strong gravitational lensing).

Son algunas de los descubrimientos més importantes. Una lista completa de estos descubrimientos y su biblio-
graffa puede ser vista en capitulo 1 de Condon & Ransom (2016).

La mayor parte de la energia del Universo se encuentra en la llamada CMB y su radiacién un efecto secundario
desde el Big Bang. La energia de la CMB posee un espectro de cuerpo negro (blackbody; Greiner & Dreitlein
1990) casi perfecto de temperatura 2.73 K con su punto mdximo a los v ~ 220 GHz. Radiacién més energética
y cercana al optical/near-infrared radiation (OIR) tiene su punto maximo a los v &~ 3 x 10° GHz (orden de
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5. Introduccion a conceptos de antenas

Figura 5.2: Opacidad atmosférica en frecuencias de radio
ondas. La atmoésfera es en su mayoria trans-
parente a longitudes de onda largas y co-
mienza a ser absorbida, principalmente por
la molécula de agua, a longitudes de onda
de los milimetros (a frecuencias altas). A ba-
jas frecuencias menores a 100 MHz la ionds-
fera absorbe casi toda la radiacion. La venta-
na de frecuencias mucho mas altas, mayor a
THz, en éptico también poseen una ventana
similar pero mucho més pequena. Frecuen-
cias mas altas como rayos-X y -y son com- 0% 1 : : : : :
pletamente absorbidos. Figura adaptada de Inm 1pm 1mm Im 1km
Condon & Ransom (2016). Longitud de onda A
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los ~1pm en longitud de onda) que se debe a radiacién térmica de fuentes pequenas y radiaciéon nonthermal
de radio galaxias tipo active galactic nuclei (AGN). Far infrared radiation (FIR) tiene su punto més alto a
los v ~ 1 x 103 GHz (~100 pm en longitudes de onda) y que en su mayoria proviene de la interaccién de luz
optica con el ISM que genera re-emisién térmica. Radiaciéon mas energética como lo son los rayos-X y -y son
una mezcla de radiaciéon nonthermal (radiacién tipo synchrotron, inverse-Compton scattering) de particulas
aceleradas en AGN y radiacién térmica extragalictica de cimulos de galaxias (galazy clusters).

Por tltimo, la ventana terrestre de radio frecuencias es amplia, y mayor a la del espectro éptico, como
se aprecia en la figura 5.2. La atmésfera en longitudes de onda de centimetros a metros es completamente
transparente, ideal para observaciones de radio astronomia y la tecnologia de telecomunicaciones. Hoy en dia,
este tipo de ciencia ya no se realiza por separado y se toma un espectro electromagnético para luego ser
analizado en multi-frecuencias. Solo asi podremos entender los mecanismos el Universo.

5.3. Antenas elementales

Una antena es un elemento capaz de transmitir o recibir un frente de ondas en una frecuencia especifica v,
o un rango de frecuencias que llamaremos ancho de banda o bandwidth Av (no confundir con beamwidth).
Antenas vienen de todos tipos y tamarfios, las mds comunes son las antenas parabdlicas (que técnicamente
es un paraboloide; apartado 5.5), antena tipo dipolo (o una combinacién de dipolos) y la antena microstrip
(hecha con algin material o resina que permita conduccién). La figura 5.3 muestra varios tipos de antena,
desde dipolo a antenas de apertura. Dependiendo de su aplicaciéon podremos tener antenas que posean mayor
o menor grado de direccién (algo que conoceremos como directivity), que trabajan en cierto bandwidth Av, o
alguna frecuencia especifica v, o alguna polarizacién especifica (i.e., existen antenas para polarizacién circular
o lineal).

Por argumentos de las ecuaciones de Maxwell y leyes de termodindmica podemos llegar a dos simples
teoremas de antenas, llamados teoremas de reciprocidad (vea Wilson et al. 2013, capitulo 5).

= Teorema de reciprocidad fuerte: Si existe voltaje aplicado a los terminales de una antena A y corriente
medida en los terminales de una antena B, luego una corriente igual (de amplitud y fase iguales),
aparecerd en los terminales de A, si y solo si el mismo voltaje es aplicado en B.

s Teorema de reciprocidad débil: El patrén de potencia® de una antena es el mismo para una antena que
recibe o que transmite.

Basicamente lo que estos teoremas nos estan diciendo es que las propiedades de una antena son iguales para
transmitir o emitir. Equivalentemente, uno podria disefniar una antena por completo solo considerando transmi-
sién o emisién, y atin asi es posible usarlas con sus mismas propiedades en estas dos condiciones®. La propiedad
patrén de radiacién serd definida para el caso més simple en apartado 5.4.

2vea final del apartado 5.4 para aclarar esta definicién.
3Famosos sitios de radio telescopios no solo observan el Universo algunos son usados como sistemas de georeferencia (geodesia).
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Figura 5.3.: Dos tipos de antenas. Las primeras dos de la izquierda corresponden a una antena tipo dipolo
(y monopolo), con la cual es posible detectar longitudes de onda A. La antena tipo monopolo del
centro posee una conexion a tierra. La antena de la derecha corresponde a una antena tipo feedhorn
(o en espaiiol, bocina de alimentacion). Este tipo de antena posee una apertura rectangular (viz.,
antena de apertura) y es conectada directamente hacia una guia de ondas (apartado 4.8) la cual
luego conecta con el mismo tipo de antena monopolo.

5.4. Antena de dipolo ideal

Para describir las propiedades de antenas realizaremos el modelo ideal y mas béasico, una antena tipo dipolo
simple (o Hertzian dipole). Para describir la radiacién de una antena debemos encontrar las expresiones que
generan los campos E y H en su forma fasorial (asumiendo nuevamente que la solucién es armonica al igual
que en capitulos 3 y 4). Como sabemos, la fuente que genera un campo en una antena es la corriente J que
le damos al sistema (es decir J es una cantidad conocida). Entonces buscaremos una solucién a las ecuaciones
de Maxwell, ecuaciones (2.166) a (2.169), en términos de la cantidad conocida. Para esto usaremos el set de
ecuaciones (2.170) y (2.172), vistas en apartado 2.4.4, pero en su forma fasorial, es decir:

B=VxA (5.1)
E = —jwA — VV, (5.2)

donde recordemos que en términos fasoriales cada una de estas variables puede o no ser un nimero complejo.
Nuevamente, no estamos interesados en el fundamento fisico del potencial vectorial magnético A, sino que
solo en su uso para poder calcular los campos que finalmente generaran radiacion E y H. Similar a lo hecho
en apartado 2.4.4 partimos de ecuaciones (5.1) y (5.2), pero su solucién en forma fasorial serd equivalente a
ecuacion (2.180), calculando el operador d’Alambertiano para fasores:

% = V? + pew? (5.3)

Y tenemos que ecuacién (2.177) se vuelve:
V2A + wPpeA = —pd. (5.4)

Donde efectivamente no poseemos dependencia en V y solo depende de la variable conocida a priori J. Si
separamos en componentes cartesianas:
VZA, +wned, = —pd, (5.5)
V2Ay + wz,ueAy = —pJy
V2A, + wiueA, = —pJ.,.

Luego podemos describir en términos de la constante de fase, 32 = w?pue. La solucién a este set de ecuaciones
se puede describir de forma integral, siempre y cuando se conozca la distribucién de la corriente, entonces:

" Jefjﬂs

= — dr’. 5.8
i Jy, s i (58)
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En esta integral consideramos que V es un volumen cerrado que contiene a la fuente de corriente J, y s es
la distancia entre el punto de observacion y la fuente de corriente (vea Stutzman & Thiele 1981, capitulo 1).
Finalmente si se conoce la distribucion de corriente en la superficie de la antena J, de la condicién de Lorentz
(Lorentz gauge) se tiene (vea Paul & Nasar 1998, capitulo 9):

A A
T S E—juAt YV A) (5.9)
jwpe jwue
y para el campo auxiliar magnético:
1
H=-V xA. (5.10)

I
Por lo tanto, es posible encontrar los campos eléctrico y auxiliar magnético, sabiendo a priori la distribucion de
corriente y resolviendo la ecuacién (5.4), que solo depende del potencial vectorial magnético A (efectivamente
condensando todas las ecuaciones de Maxwell en una sola). Alternativamente, si J = 0, tenemos de inmediato
la la solucién (ley de Ampere) ecuacién (2.169): E = V x H/ (jwe). Lo que hemos hecho es solo cambiar el
problema de punto de vista, en vez de resolver por E y H, lo que hacemos es usar J, que hasta ahora hemos
asumido conocido, pero en realidad esta cantidad tampoco es tan facil de encontrar. Desde un punto de vista
tedrico y empirico sabemos que la corriente se distribuird de alguna forma en la apertura de una radio antena,
la cual la podemos aproximar a alguna forma simple (siempre y cuando la antena usada también lo sea), lo
cual resulta mas conveniente que lidiar con E y H y el set completo de las ecuaciones de Maxwell.

Ahora que ya conocemos como calcular los campos continuamos con el dipolo simple o dipolo tipo Hertzian.
Asumamos ahora un elemento infinitesimal de largo d/ que transporta una corriente I y que asumimos constante
(tanto en amplitud como en fase) a lo largo de la antena. La antena estd ubicada como se muestra en figura 5.4,
en el eje z. Resolvemos ecuacién (5.8) solo para la direcciéon z,

—jBs
A, = ’“L Idle (5.11)
s
lo cual es més conveniente expresar en coordenadas esféricas (y usaremos s — r):
A, = A, cosb, (5.12)
Ag = 7Az sin 9, (513)
Ay =0. (5.14)

Usando ecuaciones (5.9) y (5.10) podemos encontrar el campo auxiliar magnético primero y luego el campo
eléctrico:

2dl S
H.=0 Er:4nﬁ2cose<62 2—363 3>e ip (5.15)
B d 11 1\ e
Hy=0 Ey = o 77[3 sin 0 ( Br + = 52,2 ,83T3> e (5.16)
Idi 1 o
H, = —6 sin 0 ﬁ + 52,2 e E, =0. (5.17)

Notese que existe una sola componente del campo auxliar magnético que es cero. Ademaés, imaginemos que la
corriente de fuente no es oscilatoria, o que solo provenga de una corriente continua, entonces la constante de
fase es 8 = 0, entonces solo nos quedariamos con un solo término:

_ Idisin
¢ 4mr?

el cual es exactamente la solucion azimutal del campo magnético de un dipolo magnético, la ley de Biot-Savart
(apartado 2.1.2). Para frecuencias que no son cero, entonces tenemos tres dependencias radiales, las cuales son
llamadas far-field r—1, induction field =2, y dipole terms r—3. La primera condicién es la que domina siempre
a distancias més lejanas, la segunda domina en un rango mas cercano a la antena y la tercera ya es muy cerca
de la antena (y relacionado con el dipolo eléctrico figura 2.11). Para nuestros cdlculos consideraremos solo la
condicién de far-field (por razones que se argunmentaran pronto; apartado 5.6), entonces tenemos que:

(5.18)

iBIdlsingd _.5. ~
H:ue_m’qb, > A (5.19)
47r
inBldlsingd _.;5 ~
g 11PTdsinG g o (5.20)
4rr
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5.4. Antena de dipolo ideal

di e L N Figura 5.4: Antena de dipolo y el caso mas simple de resolver analiti-
/ é Tl i Yy camente. La antena se encuentra ubicada solo en la direc-
h ci6n z, con un largo infinitesimal dl. Examinaremos como
/ L los campos E y H se comportan a una distancia r de la
T antena.
z

Figura 5.5: Patrén de radiacién de un dipolo ideal (solo para el
caso far-field). El beam de la antena es méximo a los
0 = 7/2 y completamente nulo en # = 0 (como una
dona pero sin agujero en el centro). Su distribucién o
directivity observa casi todo el espacio. El patrén de
potencia solo se mide en coordenadas angulares y es
independiente de las coordenadas fisicas como se mues-
tra en figura 5.4, el eje z solo estd ahi para orientarnos
respecto a la ubicacion de la antena.

Nuevamente tendremos la relaciéon de la impedancia intrinseca del sistema respecto a las amplitudes de los
campos, i.e.,
Eo _ A (5.21)
I, =1n r>A .
Es de nuestro interés conocer la potencia radiada por este sistema, donde nuevamente hacemos uso del vector
de Poynting promedio, ecuacién (2.160),

1 1 — . w2ullI|* di?sin26. . Al )| sin 6\
<$f§RﬂExHyffmFMMrf 1= o (— ) F (5.22)

Lo que hemos encontrado en ecuacién (5.22) es la energia que irradia (o por el teorema de reciprocidad, recibe)
una antena las poseer una corriente I, y que luego es expresada en térmimnos de su longitud y a la distancia
que deseamos medir. Ecuacién (5.22) es més importante atin y es un pardmetro de antena llamado el patrén
de potencia H(S)H (o power pattern o simplemente beam), y es la porcién del espacio a la que la antena estd
activamente “apuntando”. El lector también puede notar que a medidad que nos alejamos de la antena existe
un término cuadratico a la menos dos, 72, que hace que la intensidad total de radiacién caiga con esa ley (lo
discutido en la introduccién de capitulo 5). Por tdltimo, el patrén de potencia posee unidades angulares
para su descripcién y no unidades fisicas de dimensiones de la antena, es decir hemos pasado desde un espacio
de dimensiones de antena fisica (llamado apertura) a un espacio angular (llamado patrén de potencia).

El beam para una antena de tipo dipolo tendrd una estructura como se muestra en la figura 5.5, donde
la radiaciéon es mayor perpendicular al eje z. Esta “direccién” angular de la antena es a lo que llamamos
directivity, donde el beam para este caso posee casi una distribucion isométrica. Evidentemente el beam llega
a ser nulo justo en z = 0.

Si reordenamos la notacién de ecuaciones (5.19) y (5.20), de la forma:

E =jE,

—jpr _ E, e~ iBT R T E
S jo ¢ @x@:rx, (5.23)

y H=j—
T n T n

con Ey = nBIdisin€/ (4x), donde los campos se asemejan bastante a la ecuacién de onda plana y uniforme
(apartado 3.2).
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También podemos calcular las expresiones completas de los campos € y H, realizando la ya conocida
operacién fasorial, y ahora asumiendo que la corriente es de la forma I =||I]| /0° (nuevamente en el far-field),

£= —% sin lw <t - Z)] 7] (5.24)
H = %sin [w (t - Z)] (? x 5) . (5.25)

El argumento de las funciones trigonométricas es llamado el retaro de fase, y es la cantidad de tiempo que le
toma a la onda viajar desde la antena hasta el punto de observacion.

En general, solo estaremos interesados en la condicién far-field, donde la onda se comporta de manera plana
e uniforme (capitulo 3; también discutido en apartado 5.6). De lo contrario el andlisis se vuelve muy complejo
con diferentes frentes de onda, esféricos y/o irregulares, y condiciones en que la antena misma interactuard
con el frente de ondas (near-field). Para efectos précticos podemos realizar toda nuestra teoria en el far-
field sin necesidad de recurrir a métodos numéricos de resolucién de las ecuaciones de radiacién de antena.
Evidentemente hemos realizado estos calculos aqui de manera simple. Por lo general célculos de patrones
de potencia son complejos (incluso en el far-field) y no faciles de optimizar y a ser realizados con software
especializado (e.g., ANSYS HFSS?*, CENOS®, NEC®, son algunos de ellos).

5.4.1. Propiedades de antenas

Antenas poseen propiedades distintas establecidas para distintas aplicaciones. Aqui ahondaremos en particular
en las mds importantes y mencionar algunas de ellas (vea Balanis 1992, capitulo 2),

» Patrén de radiacién (radiation pattern) F, (0, ¢): variaciéon angular de la radicaién en torno a la antena.

» Patrén de potencia (power pattern o beam) P, (6, ¢): Flujo promedio del vector de Poynting o poten-
cia/intensidad por unidad de drea. En antenas de apertura y donde el dngulo del patrén de potencia es
mayor lo llamamos main beam y su ancho més largo corresponde al beamwidth (BW) (vea figura 5.10).

» Directividad (directivity) D, (0, ¢): Cociente entre la densidad de potencia es mayor y el patrén de
potencia, medidos a una misma distancia de la antena (es decir posicién del main beam).

» Ganancia (Gain): Definido como la directivity menos las pérdidas de la antena. A veces llamado también
sensitivity.

= Polarizacion: Son las propiedades de radiacion del frente de ondas emitido o transmitido, existen dos tipos
de polarizacién, lineal y circular que también pueden ir combinados (vea apartado 3.5 y no confundir
con propiedad de polarizacién de materiales apartado 2.2.3).

» Impedancia Z,: Cociente entre el voltaje y la corriente (definido en apartado 4.2). Propiedad fundamental
para que la LT o guia de ondas hagan una buena conexién con la antena.

= Ancho de banda (bandwidth) Av: rango de radio frecuencias en que la antena puede transmitir o recibir.

= Scanning: Movimiento del patrén de potencia o scanning que realiza la antena en el espacio, que puede
ser relizado por el movimiento mecanico de la antena, o por retardos de tiempo en arreglos de antenas
(vea apartado 5.8).

Patrén de potencia

El beam es el pardmetro més importante de una radio antena y merece su propia seccién. Al patrén de potencia
lo definiremos entonces como la norma del vector de Poynting promedio (medido en Wm™2), que para el caso
del dipolo ideal corresponde a la ecuacién (5.22), y es una funcién de las coordenadas angulares 6 y ¢,

P, (6,0) =|(S)]- (5.26)

4https://www.ansys.com/products/electronics/ansys-hfss
Shttps://www.cenos-platform.com
Shttps://www.nec2.org
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5.4. Antena de dipolo ideal

De acuerdo a los teorema de reciprocidad débil, descritos en la introduccién de apartado 5.3, el patrén de
potencia es el mismo para una antena que transmite o recibe. El patréon de potencia es usualmente descrito
como una cantidad normalizada (normalized power pattern),

P.(0,6)

Pa, max

Pa, norm (9, (b) - (527)

Por otro lado, el patrén de radiacién F, (0, ¢) es una cantidad compleja, y usualmente descrito en términos
del campo eléctrico generado por la antena:

Ey
)
Ee,max

}72117 norm (07 (b) - (528)

donde Ejy es la componente del campo eléctrico en ecuacién (5.20) para el caso de un dipolo ideal. El patron
de potencia se relaciona con el patrén de radiaciéon de la siguiente manera:

Pa, norm — HFa, norm‘ 2 5 (529)
el cual es también conveniente escribirlo en decibeles:
||F37 nordeB =20 log |:HFa, normHi| = Pa, norm, dB- (530)

El lector puede notar que el patrén de potencia es una cantidad real, y no es posible invertir el proceso de
ecuacién (5.29) para obtener el patrén de radiacion.

Directividad

La potencia promedio en de una antena estara dada por la ya conocida definicién:

Py = %Re Us : da] = %Re [/ (E x ﬁ) ~da} (5.31)

~1re /027r /OW (Eon_%E) sinedqbde] (5.32)
- //U(9,¢) an = Umax//HFa, norm | dQ2. (5.33)

2
Donde hemos usado la definicién de angulo sélido, d2 = sinfdf d¢ (apartado 1.3.2), y agregado una nueva
definicién, intensidad de radiacién U (6, ¢), y corresponde a la potencia irradiada en la direccién del dngulo
solido:

1 _
U (6,¢) = 5Re [E x H} 2= 5(0,0) 2. (5.34)
El primedio de la intensidad de radiacion estd dado por:
1 P,
= — 0= i
) =4 [Ve.9a0= (53)

Luego podemos definir la directivity como el cociente o ratio entre la intensidad de radiaciéon y su valor
promedio, es decir:

U,¢) A4r
D, (0,¢) = = — P, norm- 5.36
0.6)= 5" = g P (5.36)
Con otra definiciéon de angulo sélido de antena ,, la cual corresponde a:
Q, = /Pa (0, 9) dQ. (5.37)
El mazimum peak directivity, o donde la propiedad es mayor corresponde a Dyax
Umax _ 4w
Dpax = — = —, 5.38
a; <U> Qa ( )
por lo tanto:
D, (0,¢) = DmaxPa (6, 90) . (5.39)
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5. Introduccion a conceptos de antenas

Figura 5.6.: Muestreo y teorema de Nyquist-Shannon. Una familia de curvas de onda, por ejemplo f(z) =
sin (z) y f (z) = sin (4x), pueden ser utilizadas para representar una seiial de N = 4 puntos. Para
pode deterinar de forma completa un frente de ondas debemos realizar un muestreo (o sampling)
de datos mayor a la cantidad N = 2Av7 y separados en un tiempo no menor a (QAZ/)_I, de lo
contrario la fase del frente de ondas quedara indeterminada.

5.4.2. Radiémetros

En radio frecuencias por lo general (a menos que estemos casi al limite entre radiacién milimétrica e infraroja)
podemos hablar de temperature y potencia de forma intercambiable. Esto se debe a que a frecuencias méas
bajas la radiacién se comporta siguiendo la ley de Rayleigh-Jeans (bajas frecuencias en el espectro de Planck)
y podemos describir la potencial (medida en alguna frecuencia o rango de frecuencias) de forma proporcional
a la temperatura (Leighton 1959; Greiner & Dreitlein 1990), es decir:

P = kgTAv, P, = kgT. (5.40)

Donde kg es la constante de Boltzmann (apéndice A), T' es la temperatura de la fuente y Av es el ancho
de banda del receptor. Denotaremos P, la potencia para alguna frecuencia v en particular o algiin ancho
de banda Awv. El lector ya debe inferir que la energia que nos llega a la antena, el flujo S, debe de alguna
forma ser proporcional a esta potencial P, (para alguna frecuencia v). Esto serd retomado cuando vemos otras
propiedades de antena en apartado 5.5, en particular la ecuacion (5.47).

El radiémetro es un radio receptor utilizado para medir un frente de ondas en algun rango de frecuencias
Av bien definido. Radiacién que emite el cielo, la tierra u alguna otra fuente natural es casi indistingible de
la radiacién emitida por una resistencia a cierta temperatura (la misma electrénica de un radio receptor). El
ruido (o equivalentemente la temperatura de ruido), generado por fuentes naturales, posee una distribucién
gaussiana, con una media de cero y una varianza de 02 = kgTAv (la naturaleza por lo general se distribuye
con ruido gaussiano o de Poisson). La potencia o la intensidad del ruido (que se obtiene realizando el cuadrado
del voltaje; P,, |V|2), siempre es mayor a cero, y cuando proviene de fuentes estacionarias viz., la potencia
no varfa mucho respecto del tiempo (e.g., como una fuente astronémica). Del teorema de Nyquist-Shannon
(ver Marks 2009, capitulo 5), sabemos que cualquier sefial que posea un ancho de banda finito Av, que
posea una duracién de tiempo 7, puede ser representada (en fase y en amplitud) por la cantidad minima de
muestras (samples) N = 2AvT y separados en un tiempo no menor a (2Ar) ™" (de lo contrario la onda quedaré
indeterminada; vea figura 5.6). Entonces, para que un radiémetro pueda detectar senales lo que hacemos es
promediar muchas muestras independientes de tamano N o mas grande, que al hacerlo reducimos el nivel de
rudio y podemos encontrar sefiales mas débiles con un nivel de certeza v Avr < 1.

En general, para poder detectar fuentes débiles debemos conocer nuestro nivel total de ruido y el nivel total
de ruido de nuestro instrumento. Existen varios “niveles de ruido”, los cuales se pueden expresar a través de la
system temperatura Tyys. La system temperature es la temperatura equivalente de una resistencia que produce
el mismo nivel de ruido que el sistema de recepcion. La system temperature es la suma de la temperatura de
ruido de la antena T}, la temperatura de ruido del receptor T;., es decir:

Toys = To + Ti. (5.41)

Un sistema de recepcién completo posee dos tipos de fuentes de ruido, una proviniente de lo que rodea a la
antena y la otra es debido a la antena misma (el mismo instrumento de medicién).

La llamada temperatura de receptor T} estd dada por los mismos componentes internos de la recepcién, esto
es cables, amplificadores, filtros, atenuadores, u algin otro sistema complejo para recibir las radio frecuencies.
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Cada uno de estos componentes esta ademas, caracterizado por cierto gain o pérdida. Para estimar esta
temperatura lo que hacemos es unir en una cadena todos estos elementos de la forma:

T T T
T =T+ =L 4 =2 m—1

. 42
Go Gi1Go et GoGy-...-Gma (5.42)

Donde los componentes G; son la ganancia y T; la temperatura de ruido de cada componente i con i =0, ...m,
generalizado poara una conexiéon con m puertos.

Por otro lado, la temperatura de antena, que también cumple con P, = kgT,Av, puede venir de muchas
fuentes (naturales o no) de forma simultdnea:

Tsys =g + Tcmb + Tsky + Tspill + Tr +...= Ta + Tr (543)

Donde Ty, es la temperatura de la fuente (que puede llegar a ser varios ordenes menos que las otras contribu-
ciones), Tempb = 2.73K es la temperatura de la radiacién césmica de fondo, Tyy es la temperatura del cielo (que
puede poseer cierta opacidad dependiendo de la radio frecuencia a observar y la elevacién de la antena), Typm
es la temperatura de la radiacién que se escapa de la antena. Otras fuentes mas débiles inclyen la atmosfera o
el mismo suelo. Por ejemplo, la radiacién que emite la tierra es de ~300K (la cual obviamente varia respecto
a la hora del dia/noche). Cuando la antena apunta directamente al cielo (90° de elevacién), su temperatura es
bien baja T ~ 3-5K (en un rango de frecuencies de v = 1-10 GHz).

Es de suma importancia saber y estimar el nivel de ruido que tendré cierta fuente. Para esto definimos la
temperatura total de ruido que posee el sistema, a la cual llamamos la ecuacién del radiémetro or (para su
completa derivacién vea Condon & Ransom 2016),

TS S
op = ke—S 5.44
T c \/m ( )
donde k. es una constante que depende de la configuracién del radiémetro, y tiy¢ €l tiempo de integracion. La
ecuacién (5.44) nos dice que el nivel de ruido y el cociente de sefial a ruido o signal-to-noise ratio (SNR) es:

T, T
SNR = =% = =% \/ti Av. (5.45)

or Tsys

Para definir un valor de deteccién SNR minimo, dependerd mucho de la ciencia a realizar, pero un valor certero
de deteccién es SNR > 10 (mayor a un 99 % de certeza).

5.5. Antena de apertura

5.5.1. Geometria de antenas

Antenas de apertura son la cldsica antena tipo paraboloide (Baars & Kércher 2018), donde su méxima extension
es perpendicular a la propagacién del frente de ondas (que en el caso de un paraboloide es el didmetro de la
circunferencia). A la circunferencia formada en la vista superior (diagrama de la derecha en figura 5.7) se
le da el nombre de apertura y es donde llega el frente de ondas plano y uniforme para ser recibido (o de
igual manera emitido). La apertura ademds de ser el drea fisica de una antena es también una distribucién
que relaciona el beam o patrén de radiaciéon con las unidades fisicas de la antena. Existen diversos tipos de
geometrias y configuraciones de antenas de apertura, los mas populares son la antena Cassegrain con sub-
reflector hiperbélico (figura 5.7 y cuadro 5.1 corresponde a una antena Gregoriana con sub-reflector eliptico),
o de tipo bocina (feedhorn), como se muestra en figura 5.3 a la derecha. Ademas es preferible que la apertura
principal de la antena sea regular, i.e., una circunferencia y/o rectangulo de lados conocidos, para que asi su
beam sea caracterizado mejor.

Un ejemplo completo de geometria Gregoriana es el telescopio Effelsberg de 100-m” ubicado en Effelsberg,
Alemania. El telescopio operado por Max-Planck-Institut fiir Radioastronomie (MPIfR) fue construido en los
1970s y hasta el dia de hoy sigue funcionando ininterrumpidamente. Su rango de frecuencias varia desde uno
a varios GHz (pero usando diferentes receptores). Su pardmetros geométricos se encuentran en cuadro 5.1
y su seccién transversa con su plano de apertura se encuentran en figura 5.7. La gemotria Gregoriana esta
compuesta por un paraboloide (reflector primario) y un elipsoide (reflector secundario), donde el sub-reflector
estd sujeto en posicién por cuatro estructuras metélicas o struts (vistas en el plano de apertura figura 5.7).
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Figura 5.7.: Diagrama telescopio de 100-m Effelsberg (Cassanelli et al. 2021). El diagrama de la izquierda
corresponde a la seccién transversa de la radio antena de geometria Gregoriana. La geometria
Gregoriana consta de una antena paraboloide con un sub-reflector elipsoide pequenio, donde su
méxima extensién (del eje zy) corresponde al didmetro del sub-reflector Ds. Constantes 2a y 2¢
corresponden a dimensiones de elipse llamadas eje mayor y eje focal. La constante F}, corresponde
a la distancia focal hacia el reflector principal (o primary reflector). El diagrama de la derecha es
la vista del llamado plano de apertura (plano z,ys). Dimensiones de las estructuras que soportan
al sub-refelctor eliptico o struts son cuatro de largo y ancho [ y ¢, respectivamente. Las dimensiones
reales del telescopio estan dadas en cuadro 5.1.

Didametro reflector principal D, 100m
Didmetro sub-reflector sub-reflector Dy  6.5m
Distnacia focal effectiva F.q 387.394m
Distancia focal reflector principal F, 29.98m
Eje mayor sub-reflector 2a  14.3050m
Eje menor sub-reflector 2b 7.3872m
Eccentricidad eliptica sub-reflector e 0.856 34
Largo struts (plano apertura) l 20m
Ancho struts (plano apertura) t 2m

Cuadro 5.1.: Constantes geométricas del telescopio Effelsberg (geometria gregoriana). Las constantes pueden
ser visualizadas en figura 5.7.

El sub-reflector posee un diametro de 6.5m y en el caso de Effelsberg posee un sistema capaz de deformar la
superficie reflectora y asi corregir potenciales aberraciones del sistema 6ptico.

Figura 5.7 muestra ademas el avance del frente de ondas usando el clasico método de ray-tracing, lo que
considera a la radiacion como una particula. Esto en realidad en mas complejo, en realidad el frente de ondas
plano que llega interactiia con el metal de la antena generando frentes de ondas reflejados y no planos con
una posible geometria esférica que luego son sumados de forma coherente en el foco de la antena (donde se
encuentra el receptor). Imaginemos ahora que existen errores considerables en la curvatura de la radio antena,
desde un punto de vista de ray-tracing, ninguna sefial deberia formarse en el foco. Sin embargo, si es posible
formar informacién pero serd de una forma no coherente. Esto es, la antena forma un beam pero no sera
6ptimo, algo que la teoria de ray-tracing no puede explicar del todo.

5.5.2. Ganancia de una radio antena

La ganancia, gain, o sensitivity de una radio antena se mide en K Jy~! y es el cociente entre la temperatura
de antena y el flujo a cierta frecuencia emitido por una fuente distante (en el far-field), y la denotaremos como

"Vea https://www.mpifr-bonn.mpg.de/en/effelsberg.
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S,. Entonces podemos describir la cantidad como:

1

Pl/,a = kBTa = §Aesy (546)
T A,

S, = 2%p (5.47)

con P, , la potencia generada solo por efectos de lo que recibe la antena, A, la apertura efectiva de una radio
antena, que estd relacionada con la apertura fisica A, = ﬂDg /4 (para una apertura circular) de la siguiente
manera;

Ae = Apeaper. (5.48)

La cantidad adimencional e,per corresponde a la eficiencia de apertura. Notese que I' depende del 4rea colectora
de una radio antena, lo que efectivamente aumenta cuanto podemos detectar fuentes mas débiles en el espacio.

La eficiencia de apertura describe el porcentaje de una apetura ideal que es efectivamente utilizada por la
antena. Por lo general podemos describir la eficiencia de apertura en un set de sub-eficiencias,

Eaper = Ecr€bkEph- (549)

Estas son las eficiencias de cross-polarization, blockage, y phase-error. La eficiencia e, corresponnde a la fuga o
escape de informacién de una polarizacién a otra en el mismo receptor (también llamado leakage). La segunda
epk corresponde a el porcentaje de drea de apertura bloqueada por elementos (vea apartado 5.5.4). La tltima,
€ph, corresponde a errores de fase 6pticos, o cuando la misma antena no alcanza un nivel de coherencia 6ptico
alto y se producen errores de suma de fases (es decir existen aberraciones 6pticas; Baars 2021; Ruze 1966).

5.5.3. Patron de potencia para antenas de apertura

Para una antena de apertura, existirin dos condiciones de frontera, ya vistas en apartado 2.2.6, pero ahora
incluiremos un término auxiliar extra, estas son:

’H! - ’H! =K X1, (5.50)
(sﬁ - sg) X fi = O, (5.51)

Con 1 el vector normal a la superficie y 9 es la nueva cantidad llamada densidad magnética superficial (mag-
netic current surface density). Donde los medios poseen propiedades (€1, p1,01) y (€2, 2, 02). La cantidad 9
proviene de la ley de Faraday, ecuacién (2.93), y cuando una superficie posee propiedades de magnetizacion, de
lo contrario la cantidad es cero (como lo hemos asumido hasta el momento). Las llamadas densidad magnéticas
son utiles para representar geometrias complejas de campo magnético.

Partiendo de nuestra solucién de las ecuaciones de Maxwell para algin elemento que irradia, ecuacion (5.8),
podemos describir la solucién més general para cualquier tipo de geometria (en el far-field) como:

E= —jw (A9§+ A¢$) . (5.52)

Donde Ay y Ay son las componentes del potencial vectorial en coordenadas esféricas. Es posible demostrar
que los campos eléctricos y magnético auxiliares de apertura estan relacionados mediante la operacion:

—iBs .
A= ue47rs n x /SHaeJ’BS da’, (5.53)
efjﬁs/\ )
F=— nx/EaeJBSda'. (5.54)
TS S

Donde F es el potencial vectorial magnético asociado con la densidad de corriente k. Ecuaciones (5.53) y (5.54)
corresponden a una integral de Fourier o Fourier transform (FT') en dos dimensiones sobre el plano de apertura
S (vea Tolstov 1962, capitulo 10). La FT juega un rol importante en la éptica, llamada 6ptica de Fourier
(Conrady 1957; Bracewell 1986), en la que relacionamos propiedades de apertura con las propiedades de la
radiacion (y el patrén de potencia). Nétese que estas condiciones son solo ciertas cuando estamos en el régimen
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far-field. Para reducir la notacion definiremos las variables de Fourier como:

oiBs

P= / E.o®* dd = F[E.], = F=-  (-RR+P). (5.55)
S T
_ i ~
Q= / HoelP do = F[H,)], = A= (CQR+ Q). (5.56)
S

Con F la FT (en algunos libros es denotada como P «+— E,). Similarmente al caso del potencial vectorial
magnético podemos escribir esta densidad mangética de corriente 1 en una integral analoga:

e—iBs

=€
4rs

/ M (r') e’ da. (5.57)
S
Y su campo magnético auxiliar asociado es (en el far-field):

Hp = —jw (F9§+ F¢$> . (5.58)

Como ya se ha visto que las amplitudes de las ondas electromagnébicas estan ligadas (coupled), podemos
escribir que:

Er = 7Hp X T = jwn (—F¢§+ Fga) : (5.59)

por lo que la expresién méas general para el campo eléctrico es la contribucién de todas las corrientes:
E=Ea+Ep = —jw | (Ao — 1Fy) 0+ (45 +1F)) ¢ - (5.60)

Este sistema contiene ambas corrientes, eléctricas y magnéticas. Este formalismo nos entrega el campo eléctrico
en el far-field, para el caso en que conozcamos como se distribuye la corriente dentro de la apertura de antena.
Esta corriente ahora es posible expresarla en terminos de los campos eléctrico y auxiliar magnético dentro de
la misma apertura, y descritos como E, y H,. Esto es efectivamente calcular el patrén de radiacién desde
primeros principios ecuacién (5.28). Finalmente podemos escribir la solucién a el campo eléctrico en términos
de las variables definidas de Fourier P y Q, en ecuacion (5.60),

Ey=jp Trs [Pz cos ¢ + Py sin ¢ + ncosf (Qy cos ) — Qg sind))] , (5.61)
—jBs
Ey = J,B:;T [0089 (P, cos¢ — Ppsing) —n (Qysin¢ + Q cos (;5)} . (5.62)

Esto es, sin embargo, una aproximacién de largos célculos que el lector puede revisar, por ejemplo en Stutzman
& Thiele (1981), capitulo 7.

Ahora que poseemos las herramientas para calcular las variables de radiacién de una apertura computemos
el caso mas simple, esto es una rendija de ancho £ y de largo infinito que se encuentra en un material conductor
(slit in an infinite conducting plane), como se muestra en figura 5.8. Esto es muy similar al experimento de
Thomas Young en 1801 double slit-experiment desde un punto de vista fisico (Kipnis 1991). Una onda incidente
E; = XEpe 5% (similar a la incidencia normal; apartado 3.3), generara un campo en la rendija o apertura de
la forma:

XE <t =
Ea:{x o =3 ==0 (5.63)

0 otro caso.

Como el campo es uniforme en y entonces tenemos que es solo un problema unidimensional. Calculamos nuestra
variable P como:

£

£ SlIl|:
Pzipx :)/i/ Eoejﬁz/sinde/ :)?Eoéw—
A

4
= X Eylsinc <ﬂ2 sin 9) . (5.64)
' 2

Con sinc (x) = sin (z)/z, la llamada funcién sinc.
Ahora procedemos en calcular F, norm le patron de radiacién, con lo cual debemos computar Eg y norma-
lizarlo, usando ecuacién (5.61). Pero nos podemos dar cuenta que la solucién es simplemente:

F(0) = % = ginc (6; sin 9) . (5.65)
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5.5. Antena de apertura

Frente de ondas incidente en una rendija de ancho ¢ y
largo infinito. El frente de ondas posee una amplitud

K=o

Frente de ondas Y

solo en la direccién x y se propaga en la direccién z.

incidente El frente de ondas genera un campo eléctrico en la
apertura de valor E, = FpX que luego irradiard hacia
el lado derecho con un patrén F () ecuacién (5.65)
y mostrado en figura 5.9.
Patrén de potencia normalizado Patrén de potencia normalizado dB
1.0 A 0 -
- S
= 2
£ 05+ g ~20 7
g g
~ ol —50
0.0
T T T T T T T T T T
—0.4 —0.2 0.0 0.2 0.4 —-04 —0.2 0.0 0.2 0.4
v =sinf v =sinf
Figura 5.9.: Patron de potencia apertura unidimensional, vista en figura 5.8. Se ha calculado el patrén de

radiacién ecuacién (5.65) y luego se ha calculado el patrén de potencia ecuacién (5.29) usando
¢ =10\ y v = sinf. También es comun expresar el patrén de potencia en decibeles, para asi ver
mas claramente la contribucién que tienen los lobes u oscilaciones laterales respecto de la posicion
de mayor directivity o main beam.

Esto es el patrén de radiaciéon y al calcular su valor absoluto encontramos el patrén de radiacién. Nétese que
ademads depende de las dimensién £ y que en algin momento lo podemos representar como unidades de longitud
de onda \; i.e., £ = kA con k € R (y F se vuelve adimensional o con dimensiones angulares). De forma gréfica
podemos ver el patrén de potencia en figura 5.9, donde hemos calculado simplemente ecuacién (5.29) (y que
corresponde al observable de la antena). Para poder graficar hemos usado ¢ = 10\ y hemos usado la variable
v = sin 6, asi hacemos P, norm independiente de 8 = w,/pe = 2w/ .

Similarmente, podemos realizar este mismo ejercicio para una apertura circular, es decir: E, = yEy con
r" < R,y se llega al resultado:
_ 2J1(BRsin®)
~ BRsinf
Con Jp (x) la funcién de Bessel de clase uno. Esta relacién también es llamada la “apertura uniforme” de una
radio atena y es el patrén de potencia ideal al que se desea llegar. Notese que el patrén de una funcién sinc (z)
es muy parecido al de una funcién 2J; (z) /z. El patrén de potencia cambiard significativamente de tipo de
apertura en tipo de apertura (y més atin de un dipolo a una parabdlica). Por lo general, antenas de apertura
tendrdn un beam que poseerd mds directividad y serd menos isotrépico (pero esto también dependera de la
configuracién de su receptor), vea figura 5.10. Podemos realizar una buena aproximacion del tamano del beamn
0o BW (no confundir con bandwidth Av) de una radio antena (apertura circular), siguiendo:

F(0) (5.66)

A
BW ~ oo % 1.22rad. (5.67)

p

Donde esta aproximacion no es mas que el punto mas ancho del peak o donde la directivity es maxima ecua-
cién (5.66) (ancho del peak centrado en cero en figura 5.9). La aproximacion nos deja encontrar la méxima
extensién angular que tendra el beam en la direccién del pico central, que llamamos main lobe. El valor D, es
el didmetro de la apertura circular o la mayor extensiéon que posea la apertura.

El lector ya pudo haber reconocido que la cantidad BW es inversamente proporcional a el didmetro de la
apertura de una antena paraboloide, D, lo que implica que a mayor escala de nuestra antena, menor va a
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Figura 5.10: Patrén de potencia en coordenadas
polares. El diagrama (no a escala
ni tampoco con proporciones mate-
maticas; a diferencia de figura 5.9)
muestra la estructura que posee un
beam direccional de una antena de
apertura. El beam principal o main
beam (a 0°) posee la mayor dimen-
sion angular y es expresada a través
de la cantidad BW, ecuacién (5.67).
En comparasion un patrén isotrépi-
co en coordenadas angulares es di-
bujado en el centro. La radio ante-
na también poseerd otros beam lla-
mados side lobes que poseen menos
sensitivity pero si son capaces de de-
tectar o irradiar frentes de ondas (in-
cluso en la parte detras de la ante-
na).

Patron
isotrépico

OO

ser el tamaio del BW (lo que puede paracer contra intuitivo). Esto significa poseer una mayor sensitivity o
ganancia en una porcién de dngulo sélido d2 menor, lo que efectivamente puede detectar alguna senal mejor
en una direccién del espacio especifica. Podemos entonces describir la ganancia en ecuacién (5.47), como:

™ D2€aper
N=--—*—"- 5.68
8 hp (5.68)
donde solo hemos reemplazado por la apertura fisica A;,. De esta relacién podemos ver que:
BWx Ao vl oc I3, (5.69)

Lo que nos dice que la regiéon angular dependera cada vez mas de la frequencia y qué tanta ganancia necesitemos.
Historicamente debido a esta relacién se empez6 a construir antenas mas y mas grandes, lo que hace que su
estructura mecénica sea més compleja®. La solucién a este problema es interferometria en la que podemos
combinar diferentes antenas para hacer efectivamente una antena mas grande, pero que no posee la complejidad
mecédnica de una antena de un solo plato (y la complejidad mecédnica es cambiada por la complejidad digital).

Por dlitmo, una antena paraboloide que posee un BW bien definido posee una “resoluciéon angular” 6.
~igual a su BW. Nos referimos a resolucién angular al describir la porcion del cielo que es efectivamente
visible para la antena con su beam principal. La cantidad 6,.s es fundamental para interferometria y radio
astronomia, y nos deja posicionar fuentes de forma muy precisa en el cielo. Por ejemplo, la resoluciéon angular
de algunas fuentes usando very long baseline interferometry (VLBI) puede ser del orden de los parcosegundo
(1 x 107% segundos de arco; apéndice A).

5.5.4. Distribucion de apertura

En la practica siempre nos encontramos con el observable de antenas patrén de potencia P, y no con la
distribucién del campo eléctrico sobre la apertura E, a la cual llamaremos la “distribuciéon de apertura”.
Gréaficamente esta relacién esta expresada en figura 5.11. En el caso real la apertura estd compuesta de muchos
otros elementos, los cuales los podemos describir mediante,

By (2,y) = B (z,y) Ba (,y) &%, (5.70)

donde hemos definido la distribucién de apertura “real” E, (z,y), elementos que bloquean la apertura o blockage
B (z,y), la funcién de iluminacién E, (z,y) (que puede o no ser uniforme) y ademds posee un término de fase
el cual contiene elementos dpticos (tales como las aberraciones o desfases) llamado fase de la distribucién de
apertura. Ahora describimos estos elementos con maés detalle:

8El radio telescopio de Green Bank de 300-pies cayé por su propio peso y errores mecénicos: https://public.nrao.edu/
telescopes/300-foot-telescope/.
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5.6. Ondas planas y rangos de radiacion

|
|
|
|
|
|
i Figura 5.11: Descripcién grafica de la relacién entre
| el “real” plano de apertura E, el obser-
| vable de antena. Desde el plano de aper-
! tura podemos calcular la F'T para llegar
! al observable de antena. Por lo gene-
| ral, lo que observamos es solo P, norm 10
| cual es la norma al cuadrado de F} norm,
| ecuacion (5.29), es decir es un proceso
| irreversible y solo es posible resolverlo a
! través de informacién adicional con al-

gtin método numérico. A esta rama de la
Plano de apertura Patron de radiacion ciencia se le llama holografia en el con-

Ea(,y) 7 normalizado F, a, norm (U V) texto de antenas.

= B (x,y) distribucién blockage: Son secciones misma de la antena o de cualquer antena de apertura que
bloquean la radiacién a llegar al foco. Estos pueden ser soportes por ejemplo del sub-reflector (o también
llamados struts) que bloquean y reflejan la radiacién (o peor atin generan frentes de onda esféricos que
luego desfasan la suma coherente de frentes de onda). Estos elementos se pueden ver en figura 5.7,

diagrama de la derecha.

= F, (z,y) distribucién de iluminacién: La iluminacién o taper (o también llamado apodizacién en fisica
6ptica) es el efecto que posee un receptor sobre el plano de apertura, ese efecto por lo general posee
una amplitud mayor al centro de la apertura y se debilita a los extremos. La principal funcién de una
iluminacién no uniforme es generara cambios en el beam, de modo de reducir la amplitud de los side lobes
de la radio antena. Un clasico ejemplo de iluminacion es la iluminacion cuadratica en pedestal:

() 1)

con C' la altura del pedestal, a algin radio y ¢ la constante de taper. La iluminaciéon es un efecto que
realiza el receptor y no es propio de la antena. Una antena puede poseer uno o mas receptores por ende
su distribucién de apertura real cambiard con cada uno de ellos (effectivamente cambiando eaper).

E,(r)=C+(1+0)

= o fase de la distribucion de apertura: La fase posee elementos 6pticos de la antena y describe las aberra-
ciones del sistema. Dependiendo de la geometria, en principio, podemos describir la fase de apertura con
alguna combinacién polinémica ortonormal y asi extraer la 6ptica. Por lo general esto se hace a través
de la base ortonormal en el circulo unitario en la base de los polinomios circulares de Zernike (Born &
Wolf 1965). Estos errores de fase alteraran la eficiencia de fase epp.

Desafortunadamente para poder encontrar la distribucién de apertura completa debemos resolver un proble-
ma casi sin solucién el cual es encontrar la fase de un niimero complejo una vez que calculamos su norma,
ecuacion (5.29). Para resolver este problema hay un sin fin de métodos llamados phase retrieval y en particular
para radio antenas hablamos de holografia (Cassanelli et al. 2021). Holografia es fundamental para endender
las desviaciones que posee nuestro beam y asi mejorar la eficiencia de nuestra recepcién y transmisiéon (Stroke
1969).

5.6. Ondas planas y rangos de radiacién

Como ya se ha discutido en apartado 5.4, existen diferentes medios en los cuales la radiacién de una antena se
comporta diferente. Estos medios son llamados reactive near-field, radiating near-field, y far-field. Donde en el
ultimo caso tenemos una propagacion de ondas planas y uniformes. Cualquier otro medio, es decir en el caso
near-field, el sistema tendera a poseer ondas electromagnéticas con geometrias esféricas o més complejas que
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Regién Distancia desde la antena (r)
near-field reactivo de0a 0.62\/DI:’;/)\

near-field radiativo de 0.62,/D3 /X a 2D?/\
far-field (Fraunhofer) de 2D2/X a oo

Cuadro 5.2.: Definiciones de regiones radiativas en una antena de apertura (Stutzman & Thiele 1981). Las
regiones corresponden al plano near-field (cercano a la antena) y far-field (lejano a la antena).

Patréon de potencia desenfocado Patrén de potencia enfocado

0.04

0.02

0.00

v grados

—0.02

—0.04

—0.05 0.00 0.05 —0.05 0.00 0.05
u grados u grados

Figura 5.12.: Patrén de radiacién desenfocado (izquierda) y enfocado (derecha) del radio telescopio de 100-m
Effelsberg. Efectos como el que se aprecian en el grafico pueden ser debido a un desenfoque o a
recepcion en el near-field. Los graficos fueron tomados en 2018 y forman parte de una capafa de
observacién de holografia en el telescopio Effelsberg (Cassanelli et al. 2021) con un receptor de
A = 9mm. El patrén desenfocado es la misma figura mostrada en la portada de este trabajo. El
beam enfocado (derecha) es la versién real del concepto matemético descrito en ecuacién (5.66).

dependan de su posicion. Estas condiciones de radiacién para una antena de apertura circular estdn resumidas
en la cuadro 5.2. Las condiciones estan en términos de la longitud de onda A con la cual se recibe o transmite
y el didmetro de la apertura D,,. Es decir, a mayores frecuencias siempre tendremos una distancia mayor para
poder detectar un frende de ondas plano. Esta cantidad resulta particularmente importante al hacer estudios
de holografia, ya que por lo general se usa alguna sonda o antena de referencia para emitir una onda plana pero
si es que estamos a muy altas frecuencias la distancia de esta antena de referencia resulta extremandamente
lejana, y por ende dificil de implementar.

Tanto en casos de radiacién capturada en el near-field o algin efecto 6ptico que haga un desenfoque en la
antena tendremos que el patrén de potencia no serd 6ptimo y tendrd una forma peor distribuida (y mucho
menos direccional). Esto sucede al estar muy cerca de la antena o de forma anéloga, al desenfocar la antena
(e.g., la superficie posee gran cantidad de aberraciones). Un beam desenfocado y enfocado real para el telescopio
Effelsberg puede verse en la siguiente figura 5.12.

5.7. Digitalizacion

La digitalizaciéon de una antena es fundamental para las tecnologias de hoy. Digitalizar es convertir el voltaje
analégico transmitido desde la antena a una linea de transmisién, y que esta luego sea digitalizada (en cierto
nimero de bits). La digitalizacién ofrece muchas ventajas: ficil transporte de la informacion, conservacién
de los datos, manipulacién y post procesamiento de datos (que es particularmente importante para arreglos
de antenas apartado 5.8). Antiguamente procesos de correlacién, FT, o combinacién se realizaban de forma
analégica, con sistemas de RF capaces de operar en el voltaje mismo. Hoy, poseemos la ventaja de realizar una
copia digital de los voltajes y hacer y rehacer estas operaciones de forma rapida y precisa. Sistemas capaces de
transformar una sefial analdgica a una senial digital es llamado analog-to-digital converter (ADC), y en el caso
de un proceso inverso digital-to-analog converter (DAC). La digitalizacién de una sefial analégica se realiza en
dos pasos: muestreo (sampling) y cuantizacién. En simples términos lo que la digitalizacién hace es medir el
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voltaje continuo y transformarlo a un niimero proporcional de electrones que luego es transformado a un nimero
proporcional de bits discretos. La cuantizacién es decir pasar de una variable continua a discreta generard
inevitablemente algin error que es medido a través de la eficiencia cudntica. Un ADC es caracterizado por su
ancho de banda y su SNR. El ancho de banda esta caracterizado por su sampling rate y es usualmente medido
en unidades de giga samples per second (GSPS). El SNR de un ADC es influenciado por muchos factores, entre
ellos: la resolucidn, linealidad del instrumento y la precisién (que tan bien los niveles de cuantizacion se ajustan
a la sefial analdgica), aliasing (efecto debido a Nyquist-Shannon) y jitter (variacién temporal). Por lo general
los ADCs son seleccionados de forma que compatibilicen el ancho de banda requerido y el SNR necesario para
la senal a digitalizar. Si un ADC opera a una frecuencia de muestreo mayor que el doble del ancho de banda
de la senal, entonces, segtn el teorema de muestreo de Nyquist-Shannon, es posible una reconstruccién casi
perfecta (Razavi 1995).

5.8. Arreglo de antenas

Los primeros experimentos de arreglos de antenas se realizaron a comienzos de los afios 1940, primero de forma
analdgica (es decir interferencia de radio frecuancias guiadas), y luego de forma digital. Desde entonces su se
han creado un sin niimero de aplicaciones tecnoldgicas, de telecomunicaciones y con fines cientificos. Un arreglo
de antenas, antenna array, o interferémetro; se compone de dos o méas antenas, las cuales pueden ser locales o
no locales. Un interferémetro local es el cual posee a todos sus elementos de antena conectados bajo un mismo
sistema de tempo (o reloj) y que ademéds observan una atmésfera y ubicacién con propiedades similares (es decir,
antenas no estan separadas més alld de ~100km). Ejemplos de interferémetro locales son Canadian Hydrogen
Intensity Mapping Experiment (CHIME) y Atacama Large Millimetre/sub-millimetre Array (ALMA). Arreglos
no locales de antenas son las cuales poseen un reloj distinto (que puede o no ser calibrado) y que su atmoésfera
es distinta (o sin atmésfera, como ocurre en la telecomunicacién satélites). Uno de los casos més comunes es
VLBI, que se dedica a realizar correlaciones de antenas a distancias de cientos a miles de kilémetros. Algunos
ejemplos de sistemas o colaboraciones no locales son: European VLBI Network (EVN)?, VLBI Exploration
of Radio Astrometry (VERA)!?, CHIME Fast Radio Burst Project (CHIME/FRB) Outriggers'!; son algunos
de los proyectos de interferometria a grandes distancias. Otra aplicaciéon de interferometria a gran escala es
el continuo monitoreo de placas tecténicas'?, donde VLBI (que dependiendo de su frecuencia) puede detectar
variaciones del orden de centimetros (utilizando frecuencias de MHz a GHz).

La mayor ventaja de sistemas de interferometria es la capacidad de alcanzar una gran resolucién angular
(separacion kilométrica) sin la necesidad de una estructura mecénica colosal. Esto, sin lugar a dudas, es
gracias a los avances cientificos de digitalizacién y componentes electrénicos capaces de almacenar informacién
de forma digital. La resolucién angular para un set de antenas estard dada por la funcién de correlacién o (1)
que es una forma coherente de correlacionar las fases de los frentes de ondas. Aqui analizaremos en detalle el
interferémetro de dos elementos apartado 5.8.1.

La interferometria ya es una realidad para el espectro de ondas de radio, pero no lo es a frecuencias mas
altas. Solo hasta el orden bajo ~ THz es posible realizar correlaciones de forma digital. Cualquier otro tipo de
correlacién a frecuencias mas altas (e.g., 6ptico) es necesario realizar correlaciones de forma analégica, lo cual
es muy complejo y costoso. De forma adicional los receptores deben estar muy cerca uno del otro y operaciones
a distancia son casi imposibles. Una vez que tengamos receptores rapidos y capaces de mapear por completo el
frente de ondas a altas frecuencies podremos realizar experimentos de interferometria a cualquier clongitud de
ondas. Los primeros ordenes de interferometria 6ptica ya son una realidad pero solo con experimentos sencillos
(Barbieri et al. 2023; Hanbury Brown 1974), hay un camino largo de recorrer para que la interferometria 6ptica
sea una realidad en la ciencia.

5.8.1. El interferometro de dos elementos

Un interferémetro de dos elementos consiste en un set de antenas, las cuales pueden ser de cualquier tipo,
incluso pueden o no ser similares (i.e., un dipolo y una antena de apertura), pero lo que si debe existir entre
ellas es que posean un mismo sistema de digitalizacién, un ancho de banda comin (con exactamente las mismas
frecuencias o canales espectrales) y niimero de muestreo (sampling rate) idéntico. Por simplicidad designaremos

9https://www.evlbi.org.
Ohttps://www.miz.nao.ac.jp/veraserver/.
Uhttps://www.chime-frb.ca.
2http://wuw.csn.uchile.cl.
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Figura 5.13: Interferémetro de dos elementos.
La funcién de correlacién o(7)
serd maxima solo cuando iguale
al retardo geométrico T = Tgeo-
La variable b =||b|| representa el
vector de linea de base y su nor-
ma corresponde la la distancia
Euclidiana de las antenas Ay B.  {'
El angulo 6y, corresponde a ba- X/
seline angle y puede ser descrito
en coordenadas locales o del cie-
lo. Nétese que el frente de ondas
no es completamente una onda
plana. b %

fuente

a nuestras antenas como A y B, donde la distancia entre ellas es b la llamada baseline (vector linea de base).
Supongamos ahora que una fuente posicionada en alguna parte del cielo emite una senal en direccién a nuestro
arreglo de dos antenas, como se muestra en figura 5.13. La orientacién respecto a la fuente estd dada por
el baseline angle 6y, el cual puede ser descrito en distintos tipos de coordenadas (del cielo, locales, etc.). La
direccion de la fuente, es decir, en la direccién que se propaga el frente de ondas hacia la antena, es n. Ambos
voltajes en los sitios A y B estardn en fase si y solo si corregimos por el llamado retardo geométrico (geometric
delay), Tgeo. Solo cuando corregimos por esta cantidad la correlacién, ¢ (), de ambos voltajes V4 y Vi serd
maxima, es decir:

Omax = 0@ (T = Tgeo) . (572)

La relaciéon que gobierna el retardo geométrico es simplemente:
b 0 = 70, (5.73)

donde el baseline angle, 0y, queda claramente especificado mediante el producto punto del baseline vector y
posicién de la fuente. En general, la cantidad de retardo geométrico puede contener otros efectos indeseados
(atmosféricos, de origen instrumental: analégico o digital), que debe ser removidos para obtener la méxima
correlaciéon. La posicién de maxima correlacién nos entregard el retardo de desfase. Una vez que la correlacion
entre los voltajes sea alcanzada se generard el llamado patrén de fringe (mostrado en la parte superior de
figura 5.13). La norma de este patrén nos dard un méximo y solo serd alcanzado cuando ecuacién (5.72) se
cumpla.

Interferometria es solo posible ya que al digitalizar nuestro voltaje preservamos tanto la amplitud como la
fase de nuestro frente de ondas. La correlacion solo depende de la fase, las amplitudes son independientes, y
sin un mapeo completo del frente de ondas que sea suficientemente rdpido (es decir que cumpla con el teorema
de Nyquist-Shannon), el frente de ondas no generard una correlacién (o equivalentemente solo existird ruido
para la funcién g (7)). En otras palabras, la correlacién es una medida de la coherencia entre dos sefales, o el
nivel de fase entre dos sefiales. En el caso de un interferémetro de dos elementos, la correlacién es simplemente
el producto de los voltajes de cada antena como se vera en apartado 5.8.2.

5.8.2. Teorema de Wiener-Khinchin

El teorema de Wiener-Khinchin (vea Thompson et al. 2017, capitulo 2) establece la relaciéon que existe entre
power spectral density (PSD) y la funcién de autocorrelacién de una funcién de onda. Siempre y cuando se
cumpla que: 2ty > (Av)_l (que el tiempo de integracién sea mayor al bandwidth total):

()= lim — /MUU—ﬂMﬂ&, (5.74)

ting—00 2tint —tint

(vidvla-d]) (5.75)

con r(7) la funcién de autocorrelacién y v un voltaje (v una funcién continua y v un vector de valores discretos
de voltaje). Ahora si realizamos el cuadrado de la amplitud obtenemos el PSD. Y corresponde a la FT de la
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5.8. Arreglo de antenas

— v (t v(t)v(—T7 v(t)v(E—T
®) retardo & v ) integraciéon < B )>
multiplicaciéon en tiempo
DFT DFT
V(v 1% 2 S N
v) al cuadrado H (V)H integracion v
en tiempo

Figura 5.14.: Célculo de PSD. La parte superior del diagrama corresponde a un correlador del tipo XF y la
inferior FX.

funcién de autocorrelacion de una senal:

sw[w}:q/§w<v[q}v[q—q’]>e2“”'”=<!|V[w]||2>, with V[w]:qzc_?_lv[q]ez“iqw/cz. (5.76)

En palabras simples, la correlacién (un caso particular de la autocorrelacién r), cumple con el teorema de
Wiener-Khinchin de tal forma que para una funcion f:

f*f=FF=|F|, (5.77)

con la operacion * definida como correlacién y F' la FT de f.
Entonces generalizando para nuestro set de antenas A y B definimos cross-correlation function en términos
de voltage:

tint

o(1) =vp(t) *xva(t) = . liin dtva(t — T)vp(t), (5.78)
000 S gy

con tiy el tiempo de integracién y va y vp voltages medidos en antennas A y B, respectivamente. Notese
que en caso de ser voltages expresados en forma compleja (i.e., con un termino de fasor), debemos realizar el
complejo conjugado de 7. Por dltimo, la operacién de cross-correlation, en general, no conmuta (vea Bracewell

1986, capitulo 3).

5.8.3. Correlador

Tanto en ciencia (radio astronomia) como en aplicaciones ingenieriles, un correlador o correlator, es un sistema
digital que recive informacién, con un muestreo que cumple con Nyquist-Shannon, provenientes de dos o méas
antenas y calcula la cross-correlation function, o (1), en funcién de un retardo, 7. A diferencia de voltages
instantdneos (analdgicos en una LT), la funcién g puede ser integrada facilmente, sin perdida de informacién
y luego grabada a discos duros con un muestreo de tiempo mucho menor. En particular, un correlator es el
corazén de un radio inteferfer6metro donde técnicas de aperture synthesis (Thompson et al. 2017; Saha 2011)
son utilizadas para luego extrer la maxima informacién del frente de ondas. Todo el proceso de un correlador
estd basado a través del teorema de Wiener-Khinchin (apartado 5.8.2).

Para entender este concepto de correlador, supongamos que estamos recibiendo informaciéon con una antena
parabdlica (de geometria comtn, i.e., Cassegrain). La antenna posee un foco, donde la sefial es “integrada”
(sumada) de forma coherente. La senal, que originalmente se transmite como un frente de ondas plano, al
interactuar con la antena genera frentes de ondas esféricos (que cada uno con cierto retardo geométrico) que
luego son integrados coherentemente en el foco. Es decir, una antena parabdlica es en efecto, un correlador
analégico.

Gracias a la naturaleza de la radiacion y aplicacién del teorema de Wiener-Khinchin, existen dos posibles
arquitecturas de correladores (es decir para clacular PSD), estas son: XF (multiplicar y luego aplicar FT) o
FX (FT y luego multiplicar). Para entender este tipo de caminos consideremos la siguiente figura 5.14.

Tecnologia moderna ya ha reemplazado casi por completo los primeros tipos de correladores, que aho-
ra son mas faciles de transportar, eficientes energéticamente y programables desde un computador normal,
O (Nlog N). Las llamadas field-programmable gate arrays (FPGA) pueden realizar millones de célculos de
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5. Introduccion a conceptos de antenas

fast FT (FFT) por segundo produciendo una PSD con mayor precisién en bit y menores artefactos de digi-
talizacion'®. Para anchos de banda (Av) acotados, correladores pueden ser utilizados hasta en computadores
normales.

5.8.4. Interferometria a gran escala

Como mencionado en la introduccién, apartado 5.8, los arreglos de antenas también pueden ser creados a
distancias intercontinentales, e incluso en el espacio. La principal diferencia entre arreglos a largas distancias
y arreglos locales es el origen de su sistema para matener estabilidad temporal (tempo) y las propiedades
atmosféricas y fisicas del entorno (ya que en un interferémetro local estas propiedads son iguales).

La técnica VLBI ya conocida en los afios 1960 fue puesta a prueba por primera vez por Broten et al. (1967),
donde se utilizaron una linea de base del orden de ~3000km, en Canadd desde Columbia Britdnica hasta
el parque Algonquin en Ontario. Desde entonces han exitido un sin nimero de experimentos de VLBI (e.g.,
el nuevo set de telescopios llamados CHIME/FRB outriggers; Cassanelli et al. 2022). Las principales aplica-
ciones de VLBI son la alta precision en la determinacion de posiciones de fuentes astronémicas, y posiciones
geoestacionaria.

Dependiendo del tipo de frecuencia o ancho de banda que utilicemos para realizar nuestro experimento de
VLBI pueden exisitir diferentes contribuciones de elementos a corregir, que al igual que en un interferémetro
local son un retardo de tiempo (que produce la desfase). Pero ahora, ademdas de existir un retardo geométrico
existirdn otros efectos de casi el mismo orden de magnitud que el retardo geométrico (que en una linea de base
de 3000 km puede llegar a ser del orden de ~2.5ms), o incluso més (lo cual para el caso de un interferémetro
local nunca es el caso). Estas distintas contribuciones de retardos son expresadas en la siguiente ecuacion:

Ttotal (ta V) = Tclock (t) + 7—geo (t7 9) + Tiono + Tinst (ta 1/) + 5 (579)

Donde hemos descrito el retarto total a corregir en un sistema de VLBI, Tyta1, ¥ hemos ordenado sus fuentes
de mayor a menor contribucién (por lo general y de izquierda a derecha). Estas contribuciones son el retardo
de reloj (o qué tan bien sincronizados estédn los relaojes en cada estacion), el retardo geométrico (que en una
linea de base de e.g., 3000 km posee un valor de ~2.5ms), effectos de retardo hechos por la ionésfera que
son altamente dependientes en la frecuencia (y a més baja frecuencia més se ve afectado el frente de ondas),
retardos debido a efectos del instrumento mismo y finalmente algin otro error del sistema. Desafortunadamente
el onservable corresponde solo a tauiota v €S trabajo del correlador desacoplar estas distintas contribuciones
para poder finalmente utilizar la definicién en ecuacién (5.73). Por lo general, estos errores ahora serdn més
grande que una muestra (o sample), donde sabemos debe ser del orden o menor a (2Au)71, es decir estos
retardos son de varios ordenes més. Para complicar ain mas el experimento, los datos, por lo general, deben
ser transportados a alguna ubicacién en comin ya que transportar cientos de TB no es sencillo (aunque esto
esta cambiando de forma muy répida).

La gran ventaja que ofrece resolver este problema de retardos es la increible ganancia de resolucién angular.
Al aumentar la linea de base, i.e., 3000 km y una frecuencia central de v = 600 MHz tendremos una resolucion
angular de 100 marcosegundo, algo imposible de adquirir sin interferometria.

13Un ejemplo es el proveedor https://www.xilinx.com/products/silicon-devices/soc/rfsoc.html
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A. Constantes, convenciones y unidades

A.l.

Constantes

Constantes fisicas recomendadas por CODATA 2018 (Tiesinga et al. 2019) y constantes astronémicas recomen-
dadas por TAU 2023 resolucién B2 (Mamajek et al. 2015). También recomiendo constantes fisicas y astrofisicas
dada por Burrows & Ostriker (2014).

A.2.

A.3.

A.4.

Constantes numéricas

™ =3.1415927
i=/—1
e=27182818

1” = 1arcosegundo = 2.7778 x 10~ *deg = 4.848 14 x 10 % rad

Constantes fisicas

Permeabilidad del vacio
Permitividad del vacio
Velocidad de la luz en el vacid

Impedancia intrinseca del vacio
Constante de Planck

Constante de Boltzmann
Constante de Stefan-Boltzmann
Constante gravitacional

Carga del electron

Masa del electrén (rest mass)
Masa del protén (rest mass)

po = 125663706212 x 107 Hm ' ~ 47 x 1 x 107" Hm™!
€0 = - = 8.8541878128(13) x 10" Fm ™"
c=uy=299792458 ms~!

o = /5> = 376.73Q ~ 1207 Q

h=6.62607015 x 10734 Js

h= L =1.054571817 x 10734 Js
kg =1.380649 x 10723 JK~!

o =5.678374419 x 1078 W/m?/K*
G = 6.674(45) x 107 m? kg™ ! 52
e=1.602176634 x 1071 C

m. = 9.1093837(43) x 1073 kg

m, = 1.67262192369(51) x 10727 kg

Constantes astronémicas

Afio juleano

Distancia media Tierra-Sol
Parsec

Constante de Hubble
Masa, solar

Flujo (Fluz density) (Janksy)

Constante de dispersién

la=265.25d =23.1557600 x 10" s

1au = 149597 870 700.0 m

1 pc = 648000/7 au = 3.085 67758 x 106 m

Hy = 100h kms—* Mpc ™!

M, = 1.9884(545587523195) x 10°0 kg
1Jy=1x10"26Wm 2Hz !

kpw = 39— = 4.1488080(3) x 10> MHz® pc™" em®s
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A. Constantes, convenciones y unidades

A.5. Convenciones

En la fisica, ingenierfa y astronomia del electromagnetismo existen varias convenciones. En particular, y la
més importante es la definicién del elemento fasorial, j (apartado 1.5). En fisica es definido como i, pero en
ingenieria es definido como j. Para transformar entre notaciones simplemente use:

i —j. (A1)
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B. Carta de Smith

B.1. Introduccidon

Carta de Smith o Smith chart es un grafico y nomograma presentados en apartado 4.4 y que simplifica el
numero de cédlculos con ntimeros complejos. La carta de Smith fue desarrollada por Phillip Smith en 1939
mientras trabajaba en los laboratorios de Bell. La carta de Smith es particularmente importante en el uso de

LTs y su estimacién de impedancias de forma expedita.
De forma adicional recomendamos al lector la fuente bibliografica Paul & Nasar (vea 1998, apéncide C).

B.2. Diagrama

La carta o gréfico oficial de Institute of Electrical and Electronics Engineers (IEEE) y MTTS estd disponible
online', que incluye nomogramas extra (ejes de otras variables; e.g., standing wave loss) y la versién en IATEX
estd disponible en figura B.1.

IMTTS cata de Smith: https://mtt.org/smith-chart/.
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B. Carta de Smith

[T / [ [
/ |
{6 0,7 0,809 1 1

Figura B.1.: Carta de Smith en coordenadas de impedancia. Las secciones de la circunferencia concéntrica mas
exterior es llamada hacia generador (TG) y la segunda més exterior es llamada hacia la carga
(TL).
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C. Siglas

ADC analog-to-digital converter

AGN active galactic nuclei

ALMA Atacama Large Millimetre/sub-millimetre Array
BW beamwidth

CAD computer-aided design

CHIME Canadian Hydrogen Intensity Mapping Experiment
CHIME/FRB CHIME Fast Radio Burst Project

CMB cosmic microwave background

DAC digital-to-analog converter

DM dark matter

EVN European VLBI Network

FDM finite difference method

FEM finite element method

FFT fast FT

FIR far infrared radiation

FPGA field-programmable gate arrays

FRB fast radio burst

FT Fourier transform

GR general relativity

GSPS giga samples per second

IEEE Institute of Electrical and Electronics Engineers
IRE Institute of Radio Engineers

ISM interstellar medium

LCP left-hand circular polarization

LT linea de transmisién

MASER microwave amplification by stimulated emission of radiation
MPIfR Max-Planck-Institut fiir Radioastronomie
MTTS IEEE Microwave Theory and Technology Society
NS neutron star

ODE ordinary differential equation
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Siglas

OIR optical/near-infrared radiation
PCB printed circuit board

PDE partial differential equation

PSD power spectral density

QED quantum electrodynamics

QFT quantum field theory

QUASARS quasi-stellar radio source
RCP right-hand ciruclar polarization
RF radio frequency

S| International System of Units

SMA sub-miniature version A

SMBH super massive BH

SNR signal-to-noise ratio

TE transverse electric

TEM transverse electromagnetic

TG towards generator

TL towards load

TM transverse magnetic

VERA VLBI Exploration of Radio Astrometry
VLBI very long baseline interferometry

VWSR voltage-wave standing ratio

128



Bibliografia

Adler, R. B., Chu, L. J., & Fano, R. M. 1960, Electromagnetic energy transmission and radiation (Wiley New
York)

Anderson, C. D. 1933, Phys. Rev., 43, 491, doi: 10.1103/PhysRev.43.491

Arfken, G. B., & Weber, H.-J. 1967, Mathematical methods for physicists (Academic Press Orlando, FL)

Arfken, G. B., Weber, H. J., & Spector, D. 1999, American Journal of Physics, 67, 165, doi: 10.1119/1.19217

Baade, W., & Minkowski, R. 1954, Astrophysical Journal, 119, 206, doi: 10.1086/145812

Baars, J. W. M. 2021, URSI Radio Science Bulletin, 375, 10

Baars, J. W. M., & Kércher, H. J. 2018, Radio Telescope Reflectors: Historical Development of Design and
Construction, Vol. 447, doi: 10.1007/978-3-319-65148-4

Balanis, C. A. 1992, IEEE Proceedings, 80, 7

Balick, B., & Brown, R. L. 1974, Astrophysical Journal, 194, 265, doi: 10.1086/153242

Barbieri, C., Naletto, G., & Zampieri, L. 2023, Astronomy, 2, 180, doi: 10.3390/astronomy2030013
Bardeen, J. 1973, Science, 181, 1209, doi: 10.1126/science.181.4106.1209

Beiser, A. 2002, Concepts of modern physics

Bork, A. M. 1963, American Journal of Physics, 31, 854, doi: 10.1119/1.1969140

Born, M., & Wolf, E. 1965, Principles of optics. Electromagnetic theory of propagation, interference and
diffraction of light

Bracewell, R. N. 1986, The Fourier Transform and its applications
Broten, N. W., Legg, T. H., Locke, J. L., et al. 1967, Science, 156, 1592, doi: 10.1126/science.156.3782.1592

Burrows, A. S., & Ostriker, J. P. 2014, Proceedings of the National Academy of Science, 111, 2409, doi: 10.
1073/pnas.1318003111

Byron, F. W., Fuller, R. W., & Merzbacher, E. 1971, Physics Today, 24, 52, doi: 10.1063/1.3022387

Cassanelli, T., Bach, U., Winkel, B., & Kraus, A. 2021, arXiv e-prints, arXiv:2109.00006. https://arxiv.
org/abs/2109.00006

Cassanelli, T., Leung, C., Rahman, M., et al. 2022, Astronomical Journal, 163, 65, doi: 10.3847/1538-3881/
ac3d2f

Clerk Maxwell, J. 1865, Philosophical Transactions of the Royal Society of London Series I, 155, 459
Condon, J. J., & Ransom, S. M. 2016, Essential Radio Astronomy

Conrady, A. E. 1957, Applied optics and optical design

Cordero, P. 2015, Electromagnetismo

Dorf, R. C. 1993, The electrical engineering handbook

Feynman, R. P. 1964, Feynman lectures on physics. Volume 2: Mainly electromagnetism and matter

—. 2006, QED: The Strange Theory of Light and Matter

129


http://doi.org/10.1103/PhysRev.43.491
http://doi.org/10.1119/1.19217
http://doi.org/10.1086/145812
http://doi.org/10.1007/978-3-319-65148-4
http://doi.org/10.1086/153242
http://doi.org/10.3390/astronomy2030013
http://doi.org/10.1126/science.181.4106.1209
http://doi.org/10.1119/1.1969140
http://doi.org/10.1126/science.156.3782.1592
http://doi.org/10.1073/pnas.1318003111
http://doi.org/10.1073/pnas.1318003111
http://doi.org/10.1063/1.3022387
https://arxiv.org/abs/2109.00006
https://arxiv.org/abs/2109.00006
http://doi.org/10.3847/1538-3881/ac3d2f
http://doi.org/10.3847/1538-3881/ac3d2f

Bibliografia

Fossheim, K., Sudbg, A., & Ryazanov, V. 2005, Physics Today, 58, 60, doi: 10.1063/1.2117828

Geuzaine, C., & Remacle, J.-F. 2009, International journal for numerical methods in engineering, 79, 1309
Goldstein, H., Poole, C., & Safko, J. 2002, Classical mechanics (Addison Wesley)

Greiner, W. 2004, Classical Mechanics, doi: 10.1007/b97649

Greiner, W., & Dreitlein, J. 1990, American Journal of Physics, 58, 1217, doi: 10.1119/1.16210

Griffiths, D. J. 2017, Introduction to Electrodynamics, 3rd edn. (Prentice Hall)

Griffiths, D. J., & Schroeter, D. F. 2018, Introduction to Quantum Mechanics, doi: 10.1017/9781316995433
Hanbury Brown, R. 1974, The intensity interferometer. Its applications to astronomy

Haynes, W. M. 2014, CRC Handbook of Chemistry and Physics

Hecht, F. 2012, J. Numer. Math., 20, 251. https://freefem.org/

Hewish, A., Bell, S. J., Pilkington, J. D. H., Scott, P. F., & Collins, R. A. 1968, Nature, 217, 709, doi: 10.
1038/217709a0

Hughes, T. 2000, The Finite Element Method: Linear Static and Dynamic Finite Element Analysis, Dover
Civil and Mechanical Engineering (Dover Publications)

Hunt, B. J. 1994, The maxwellians (cornell university press)

Jackson, J. D. 1998, Classical Electrodynamics, 3rd Edition

Jansky, K. 1933, Proceedings of the Institute of Radio Engineers, 21, 1387, doi: 10.1109/JRPROC. 1933.227458
Kipnis, N. 1991, History of the Principle of Interference of Light, Science networks historical studies (Springer)
Landau, L. D., & Lifshit’s, E. M. 1959, Theory of elasticity

Landau, L. D., & Lifshitz, E. M. 1960, Electrodynamics of continuous media

Leighton, R. 1959, Principles of Modern Physics, International series in pure and applied physics (McGraw-Hill)

Lorimer, D. R., Bailes, M., McLaughlin, M. A., Narkevic, D. J., & Crawford, F. 2007, Science, 318, 777,
doi: 10.1126/science. 1147532

Lorimer, D. R., & Kramer, M. 2012, Handbook of Pulsar Astronomy

Mamajek, E. E., Torres, G., Prsa, A., et al. 2015, arXiv e-prints, arXiv:1510.06262. https://arxiv.org/abs/
1510.06262

Marks, R. 2009, Handbook of Fourier Analysis & Its Applications (Oxford University Press)

Mizuhashi, T. 1937, The Journal of the Institute of Electrical Communication Engineers of Japan, 20, 1053
Pannekoek, A. 1961, A history of astronomy.

Paul, C. R., & Nasar, S. A. 1998, Introduction to Electromagnetic Fields (McGraw-Hill)

Penzias, A. A., & Wilson, R. W. 1965, Astrophysical Journal, 142, 419, doi: 10.1086/148307

Peres, A. 1961, Phys. Rev., 122, 273, doi: 10.1103/PhysRev.122.273

Pupin, Goldsmith, A. N., Espenschied, L., Marriott, R. H., & Martin, J. 1913, Proceedings of the Institute of
Radio Engineers, 1, 12, doi: 10.1109/JRPROC. 1913.216565

Razavi, B. 1995, Principles of Data Conversion System Design, Electrical engineering, circuits and systems
(Wiley)

Reber, G. 1940, Astrophysical Journal, 91, 621, doi: 10.1086/144197

130


http://doi.org/10.1063/1.2117828
http://doi.org/10.1007/b97649
http://doi.org/10.1119/1.16210
http://doi.org/10.1017/9781316995433
https://freefem.org/
http://doi.org/10.1038/217709a0
http://doi.org/10.1038/217709a0
http://doi.org/10.1109/JRPROC.1933.227458
http://doi.org/10.1126/science.1147532
https://arxiv.org/abs/1510.06262
https://arxiv.org/abs/1510.06262
http://doi.org/10.1086/148307
http://doi.org/10.1103/PhysRev.122.273
http://doi.org/10.1109/JRPROC.1913.216565
http://doi.org/10.1086/144197

Bibliografia

Reif, F., & Scott, H. L. 1998, American Journal of Physics, 66, 164, doi: 10.1119/1.19073
Roberts, M. S., & Whitehurst, R. N. 1975, Astrophysical Journal, 201, 327, doi: 10.1086/153889

Rosser, W. 2013, Classical Electromagnetism via Relativity: An Alternative Approach to Maxwell’s Equations
(Springer US)

Ruze, J. 1966, Proceedings of the IEEE, 54, 633, doi: 10.1109/PROC. 1966.4784

Ryle, M., & Clarke, R. W. 1961, Monthly Notices of the RAS, 122, 349, doi: 10.1093/mnras/122.4.349
Saha, S. K. 2011, Aperture Synthesis, doi: 10.1007/978-1-4419-5710-8

Schouten, J. A.; & Corson, E. M. 1952, Physics Today, 5, 22, doi: 10.1063/1.3067367

Schutz, B. 2009, A First Course in General Relativity

Sears, F. W., Zemansky, M. W., Young, H. D., & Freedman, R. A. 2005, Fisica Universitaria, 9th edn., Vol. 2
(Pearson Education)

Shabad, A. E., & Usov, V. V. 2011, Phys. Rev. D, 83, 105006, doi: 10.1103/PhysRevD.83.105006
Shapley, H., & Curtis, H. D. 1921, Bulletin of the National Research Council, 2, 171

Smith, P. H. 1939, Electronics, 12, 29

Sorokin, D. P. 2022, Fortschritte der Physik, 70, 2200092, doi: 10.1002/prop.202200092

Staelin, D. H. 2011, Electromagnetics and applications (Massachusetts Institute of Technology Cambridge,
MA, USA)

Stroke, G. W. 1969, An Introduction to Coherent Optics and Holography 2nd edition
Stutzman, W. L., & Thiele, G. A. 1981, Antenna theory and design

Thompson, A. R., Moran, J. M., & Swenson, George W., J. 2017, Interferometry and Synthesis in Radio
Astronomy, 3rd Edition, doi: 10.1007/978-3-319-44431-4

Tiesinga, E., Mohr, P., David, & Taylor, B. 2019, 2018 CODATA RECOMMENDED VALUES OF THE FUN-
DAMENTAL CONSTANTS OF PHYSICS AND CHEMISTRY, Special Publication (NIST SP), National
Institute of Standards and Technology, Gaithersburg, MD. https://tsapps.nist.gov/publication/get_
pdf.cfm?pub_id=928211

Tinkham, M., & Wheatley, J. C. 1976, Physics Today, 29, 57, doi: 10.1063/1.3023526

Tolstov, G. 1962, Fourier Series, Dover Books on Mathematics (Dover Publications)

Tolstoy, 1. 1973, Wave propagation.

Tong, D. 2015, Lectures on Electromagnetism, http://www.damtp.cam.ac.uk/user/tong/em.html
Valenzuela, P. H. 2008, Matematica Volumen 4 (Universidad de la Frontera, Temuco, Chile)

Walker, M. J. 1949, American Journal of Physics, 17, 5, doi: 10.1119/1.1989500

Weaver, H., Williams, D. R. W., Dieter, N. H., & Lum, W. T. 1965, Nature, 208, 29, doi: 10.1038/208029a0

Wilson, T. L., Rohlfs, K., & Hittemeister, S. 2013, Tools of Radio Astronomy, doi: 10.1007/
978-3-642-39950-3

Wolszczan, A., & Frail, D. A. 1992, Nature, 355, 145, doi: 10.1038/355145a0

131


http://doi.org/10.1119/1.19073
http://doi.org/10.1086/153889
http://doi.org/10.1109/PROC.1966.4784
http://doi.org/10.1093/mnras/122.4.349
http://doi.org/10.1007/978-1-4419-5710-8
http://doi.org/10.1063/1.3067367
http://doi.org/10.1103/PhysRevD.83.105006
http://doi.org/10.1002/prop.202200092
http://doi.org/10.1007/978-3-319-44431-4
https://tsapps.nist.gov/publication/get_pdf.cfm?pub_id=928211
https://tsapps.nist.gov/publication/get_pdf.cfm?pub_id=928211
http://doi.org/10.1063/1.3023526
http://www.damtp.cam.ac.uk/user/tong/em.html
http://doi.org/10.1119/1.1989500
http://doi.org/10.1038/208029a0
http://doi.org/10.1007/978-3-642-39950-3
http://doi.org/10.1007/978-3-642-39950-3
http://doi.org/10.1038/355145a0

	Título
	Índice general
	Índice de figuras
	Índice de cuadros
	Prefacio
	Análisis vectorial
	Cálculo vectorial
	Operaciones vectoriales
	Productos triple
	Posición, desplazamiento y vector de separación
	Campos vectoriales
	Integrales
	Campos vectoriales e identidades en operaciones

	Teoremas fundamentales
	Campos vectoriales conservativos
	Teorema fundamental del cálculo
	Teorema de la divergencia
	Teorema del rotor
	Teorema de Helmholtz

	Coordenadas
	Coordenadas polares
	Coordenadas esféricas

	Distribución Delta Dirac
	Números complejos en ciencia e ingeniería

	Campos electromagnéticos cuasi-estáticos y sus propiedades en materiales
	Principios de teoría electromagnética
	Campos eléctricos y magnéticos
	Leyes fundamentales
	Resumen de electrostática y magnetostática

	Ecuaciones de Maxwell
	Corrientes
	Continuidad
	Polarización y magnetización macroscópica
	Ecuaciones de Maxwell en materiales
	Propiedades constitutivas del medio
	Condiciones de frontera
	Vector de Poynting

	Materiales sus propiedades e importancia
	Materiales conductores
	Materiales dieléctricos
	Materiales magnéticos

	Funciones potenciales
	Campos armónicos
	Campos armónicos y Poynting
	Ecuaciones de Maxwell en campos armónicos
	Potenciales escalar y vectorial

	Métodos de resolución de las ecuaciones de Poisson y Laplace
	Integración directa
	Método de imágenes
	Separación de variables
	Método de momentos
	Diferencias finitas


	Radiación: ondas planas
	Ecuación de onda para campos eléctrico y magnético
	Onda mecánica
	Onda electromagnética

	Propagación de ondas planas
	Medio sin pérdidas
	Medio con pérdidas
	Energía de una onda electromagnética
	Conductores y dieléctricos
	Profundidad de pentración

	Incidencia normal
	Incidencia oblicua
	Ley de Snell
	Ángulo de reflexión total

	Polarización

	Radiación: ondas confinadas
	Ondas TEM en líneas de transmisión sin pérdidas
	Excitaciones sinusoidales en estado estable en líneas sin pérdidas
	Acoplamiento de impedancias
	Calculadora gráfica de impedancias: carta de Smith
	Líneas de transmisión con pérdidas
	Introducción a guías de ondas
	Ecuación de onda para guías de onda
	Propagación en guías de ondas rectangulares
	Modo de propagación TM
	Modo de propagación TE
	Flujo de energía en una guía de ondas


	Introducción a conceptos de antenas
	Breve historia del desarrollo de antenas
	Una breve historia de la radio astronomía
	Antenas elementales
	Antena de dipolo ideal
	Propiedades de antenas
	Radiómetros

	Antena de apertura
	Geometría de antenas
	Ganancia de una radio antena
	Patrón de potencia para antenas de apertura
	Distribución de apertura

	Ondas planas y rangos de radiación
	Digitalización
	Arreglo de antenas
	El interferómetro de dos elementos
	Teorema de Wiener-Khinchin
	Correlador
	Interferometría a gran escala


	Constantes, convenciones y unidades
	Constantes
	Constantes numéricas
	Constantes físicas
	Constantes astronómicas
	Convenciones

	Carta de Smith
	Introducción
	Diagrama

	Siglas
	Bibliografía

