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Prefacio

"Quando jovem, aprendemos.
Quando velho, compreendemos."”

Albert Einstein

Este texto surgiu da experiéncia dos autores quando ministraram algumas vezes
a disciplina Algebra Linear e Geometria Analitica para vérios cursos na Universidade
Federal da Paraiba.

O principal objetivo deste texto é fazer uma apresentacao rigorosa e clara das pro-
vas dos Teoremas e exemplos da Algebra Linear no nivel de graduacio, desenvolvendo,
também, a capacidade de modelagem de problemas e provas envolvendo combinacgdes
lineares, transformacdes lineares e matrizes, diagonalizacdes de operadores lineares e
classificacdes de quadricas. Além disso, resolver problemas que envolvam matrizes uti-
lizando a forma canonica de Jordan.

E nossa expectativa que este texto assuma o cardter de espinha dorsal de uma
experiéncia permanentemente renovdvel, sendo, portanto, bem vindas as criticas e/ou
sugestdes apresentadas por todos - professores ou alunos quantos dele fizerem uso.

O leitor interessado em aprender a utilizar um programa de computagdo, por
exemplo o Maple, como ferramenta na aprendizagem da Algebra Linear e Geometria
Analitica pode consultar uma das referéncias [1,3,5,8]

Para desenvolver a capacidade do estudante de pensar por si mesmo em termos
das novas defini¢des, incluimos no final de cada secdo uma extensa lista de exercicios,
onde a maioria dos exercicios dessas listas foram selecionados dos livros citados no final
do texto. Devemos, porém, alertar aos leitores que os exercicios variam muito em grau
de dificuldade, sendo assim, ndo é necessdrio resolver todos numa primeira leitura.

Nos capitulos 1 e 2 apresentaremos as principais defini¢des e resultados sobre
matrizes e sistemas de equagdes lineares que serdo necessdrias para o desenvolvimento
deste texto.

No capitulo 3 apresentaremos defini¢des abstratas de espacos vetoriais e subespa-
¢os, combinagdes lineares, conjuntos linearmente independentes e dependentes, bases e



dimensao, coordenadas de um vetor ¢ mudanca de bases. Esse capitulo envolve o de-
senvolvimento axiomdtico de vetores, sendo assim, exigindo maior esfor¢o no inicio do
curso tanto do professor quanto do estudante.

No capitulo 4 apresentaremos transformagdes lineares, nicleo e imagem de uma
transformacao linear e representagdo matricial. A representacdo matricial proporciona
um modo elegante de desenvolver a dlgebra das matrizes e a geometria das transforma-
¢oes lineares.

No capitulo 5 apresentaremos as definicdes de autovalores e autovetores de um
operador linear, o polindmio caracteristico e minimal de um operador linear e operadores
diagonalizaveis. Esse capitulo inicia o estudo das relagdes de equivaléncias e das formas
candnicas, tteis nas aplicacdes que envolvem representacdes matriciais.

No capitulo 6 apresentaremos defini¢des abstratas de espacos com produto in-
terno, processo de ortogonaliza¢do de Gram-Schmide e o complemento ortogonal. Esse
capitulo introduz a no¢do de conceitos métricos sobre um espaco vetorial qualquer.

No capitulo 7 apresentaremos o teorema da decomposi¢do primdria, operadores
nilpotentes e a forma candnica de Jordan, a qual é uma ferramenta poderosa no estudo
das relagdes de equivaléncia de matrizes.

Finalmente, no capitulo 8 apresentaremos operadores lineares especiais tais como:
operador adjunto, ortogonais e simétricos e usd-los-emos para classificar as quddricas.

Agradecemos aos colegas e alunos do Departamento de Matemética que direta ou
indiretamente contribuiram para a realizacdo deste texto.

Antonio de Andrade e Silva
Jodo Bosco Batista Lacerda
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MMatrizes

Neste capitulo relembramos alguns conceitos basicos sobre matrizes e determi-
nantes, com o principal objetivo de fixarmos as notacdes e terminologias. Somente
ideias e resultados necessdrios para a nossa discussdo de matrizes especiais, muitos sem
provas. O leitor interessado em mais detalhes pode consultar as referéncias no final do
texto.

1.1 Notacoes Fundamentais

Nesta secdo introduziremos algumas defini¢des, notacdes e terminologias que se-
rdo usadas em todo texto.
Uma das maneiras de representar um conjunto é:

S={xeU: P(x) ésatisfeita},

[T

em que U € o universo dos objetos (elementos), o simbolo ““:” significa tal que e P(x) é
a propriedade ou condi¢do que os elementos de U tém que satisfazer.
Um corpo é um conjunto F' munido com duas operagdes bindrias

+: FxF — F - FxF — F
(r,y) +— z+y (,y) +— z-y

Sumadrio



1.1. Notacdes Fundamentais Capitulo 1. Matrizes

chamadas de adicdo e multiplicacdo, tais que os seguintes axiomas (ou propriedades)
sdo satisfeitos:
Axioma 1. (Leis comutativas)

r+y=y+rxex-y=y-x, Va,y€cbkF.
Axioma 2. (Leis associativas)
r+(y+z)=@+y)+zez-(y-2)=(x-y) -2 V z,yz€F.
Axioma 3. (Lei distributiva)
z-(y+z)=z-y+xz-z, V x,y,z€F.

Axioma 4. (Elementos identidades) Existem dois elementos distintos 0 e 1 em
F tais que
O+z=zel-xz=z, VzeF

Axioma 5. (Elementos inversos) Se x € F', entdo existe um tnico —x € F
talque  + (—2) = 0. Sex € F e x # 0, entdo existe um dnico z~' € F tal que
x -2~ = 1. Observe que as operagdes + e - estio relacionadas pelo axioma (3).

Exemplo 1.1 Seja F = GF(2) = {0, 1}. Definimos uma adi¢do e uma multiplicacdo
em F pelas tdbuas:

+]10 1 10 1
0j]0 1 e 0(0 O
111 0 110 1

E fdcil verificar que F com essas duas operacdes é um corpo, chamado de corpo de
Galois. Como uma ilustragdo, dados x, vy, z € F, obtemos

0, sex=0cecy+z=0o0ux=1ey+z2z=1

a:—l—(y—l—z):{ 1, sex=1ey+2=00uz=0e y+z=1

0, sez+y=0e z=0o0ux+y=1e z2=1
L

('Cl;—i_y)—i_'z:{ sex+y:1€z:00ux+y:0€Z:1.

Portanto, x + (y + z) = (z + y) + 2, para todos x,y, z € F.

Sumadrio 15



1.1. Notacdes Fundamentais Capitulo 1. Matrizes

Sejam F' e K corpos. Diremos que K é uma extensdo de F' se F© C K e, neste
caso, F' é um subcorpo de K.
Agora apresentaremos as nossas principais notagdes e fatos:

- N={1,2,3,...} é o conjunto dos niimeros naturais
-7Z=4...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} é o conjunto dos nimeros inteiros
- Z+ ={0,1,2,3,...} é o conjunto dos nimeros inteiros positivos
-2*=7Z—-{0}ouZ* =7Z— {0}

-Q= {% ta,beZ, com b# 0} € o conjunto dos niimeros racionais. Neste caso,
as operagoes sao:

a c ad+bc
b+d - bd
a. ¢ _ ac
b d —  bd

a . ¢ a . a
b d b ¢

- R € o conjunto dos nimeros reais. No qual, suponhamos a existéncia de uma
relacdo de ordem “<”, com a seguinte propriedade: para cadaa € R, com a > 0,
existe um z € R tal que 2> = a. Neste caso, z = +,/a.

-C={a+bi:a,beR, com i* =—1} ¢é o conjunto dos nimeros complexos.
Neste caso, as operagdes sdo:

(a+bi)+(c+di) = (a+c)+ (b+d)i
(a+bi)-(c+ di) (ac — bd) + (bc + ad)i

e Z = a — bi é o conjugado complexo de z = a + bi. O nlimero real

|z’2:z.2:a2+b2 ou \z|:\/(m,

chama-se norma ou mddulo de z. Assim, se z # 0, entdo z = rw, comr > O e

|lw| = 1. Além disso,
1 1

ERE ke

As notagdes Re(z) = 3(z + z) e Im(z) = 3(z — 2) representam a parte real e a
parte imagindria de z. Note que

NcZcQcRcC.

Sumadrio 16



1.1. Notacdes Fundamentais Capitulo 1. Matrizes

Os elementos de um subcorpo ' de C serdo chamados de escalares. Em tudo que
segue, salvo mencao explicita em contrdrio, F' representa um subcorpo do corpo
dos nimeros complexos C.

- (Principio da Boa Ordenaciao-PBO) Qualquer subconjunto néo vazio de Z pos-
sui um menor elemento.

- (Principio de Inducio Finita-PIF) Seja S um subconjunto de N que goza das
seguintes propriedades:
(a) 1 € S (base de indugio).
(b) Sen € S,entdion + 1 € S (PIF).

Entao S = N.

- (Principio de Inducao Completo-PIC) Seja .S um subconjunto de N que goze das
seguintes propriedades:
(a) 1 € S (base de indugio).
(b) Paracadan € N,se {1,2,...,n} C S,entdon + 1 € S. (PIF)

Entao S = N.

- Sejam S um conjunto, n € Ne I,, = {1,2,...,n}. Uma lista sobre S é qualquer
fungdo x : I, — S definida como x(i) = x;. Neste caso, identificamos o conjunto
de todas as lista sobre S com o conjunto de todas as n-uplas ou “vetores” sobre S,
S ={(x1,...,xn) : x; € S}.

- Seja S um conjunto ndo vazio. Uma relacdo sobre S é qualquer fungdo R :
S x S — S. Diremos que R é uma relagdo de equivaléncia sobre S se R goza
das seguintes propriedades:

(a) zRx, paratodo x € S (reflexividade).
(b) Se xRy, entdo yRx, para todos x,y € S. (simetria)
(¢c) Se xRy e yRz, entdo xRz, para todos x,y, z € S. (transitividade)
Uma relacao de equivaléncia pode ser pensada como uma generalizagdo da relagao

de igualdade e é comum denotar R® por ~. Neste caso, se * ~ y, diremos que z
estd relacionando com y.
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Seja F'[z] o conjunto de todas as somas formais
f(x) =ampa™ + -+ a1z +ag € Flz].
A expressdo

f@)=apz™+---+ax+ap ou f(x)=ay+a1x+- -+ apa™

chama-se polindmio sobre F' e denotamos por cog(f) = ax, se k = 0,...,m, e
cox(f) = 0, se k > m. Quando a,, # 0, diremos que f(z) possui grau m e deno-
tamos por J(f) = m e convencionamos 9(0) = —oo. Seja

g(x) =by+bix+ -+ bpa™ € Flx].

Diremos que f(z) e g(x) sdo iguais (f = g) se, e somente se, cog(f) = cox(g), para
cadak =0,1,...,m. Dados

f(x)=ao+ a1z + -+ apa™, g(x) = bo + brz + -+ + bpa™ € Fla].
Definimos adi¢do de polinomio como
(f +9)(z) = f(z) + g(z) = (a0 + bo) + (a1 + b1)z + -+ + (am + bp)z™
e multiplicagdo por escalar como
(ef)(x) = (cap) + (car)x + -+ + (cam)z™, ¥V c € F.

Como a adicdo e multiplicacdo por escalar de polindmios foram definidas em termos das
operag€es de F', é natural que F[x] herde algumas propriedades de F'. Assim, é ficil
verificar que F'[x] possui as seguintes propriedades:

L f(z)+(g(x)+h(z)) = (f(x)+9g(x))+h(z), para todos f(x), g(x), h(x) € Flz].
2. f(x)+g(z) = g(z) + f(z), para todos f(z), g(z) € F[z].
3. Existe 0 € F[z] tal que f(z) + 0 = f(x), para todos f(x) € F[z].

4. Para cada f(z) € F[z], existe —f(z) € Flz] tal que f(z) + (—f(x)) = 0, com
—f(z) = (=1 f(z).

5. (a+b)f(z) = af(x) + bf(x), paratodos a,b € Fe f(z) € F|x].
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6. a(f(z) +g(x)) = af(x) + ag(x), para todos f(x),g(x) € Flx]ea € F.
7. a(bf(x)) = (ab) f(z), para todos a,b € F'e f(x) € F[z].
8. 1- f(z) = f(x), paratodo f(x) € F|[x].

As propriedades de 1 a 8 constituem a definicdo de “espaco vetorial” sobre F'.
Sejam

fl@)=ag+arx+ -+ apx™, glx) =by+ bix + - + bya" € F[z]
O produto de f(zx) por g(x) é definido como

(f-9)(x) = f(x)g(x) =co+ 1+ + g™,

em que

k
Cr = Z aibj = Zaibk_i e L.

itj=k i=0
E facil verificar que F [x] munido com esse produto satisfaz as seguintes propriedades:
L f(z)(g9(x)h(x)) = (f(z)g(x))h(x), para todos f(z), g(x), h(z) € Flx].
2. f(z)(g(x) +h(x)) = f(z)g(x) + f(x)h(z), paratodos f(x),g(x), h(z) € F[z].
(f(z) +g(x))h(z) = f(z)h(z) + g(x)h(x), para todos f(x),g(x), h(z) € F[z].
4. f(z)g(x) = g(x)f(x), para todos f(z),g(x) € Flz].

5. c(f(z)g(x)) = f(z)(cg(x)) = (cf(x))g(x), para todos f(z),g(x) € Fla] e
ceF.

bt

E pertinente observar que F'[x] possui todas as propriedades de F, exceto que f(z) €
F[z], com O(f) > 1, ndo possui inverso multiplicativo. Por exemplo, se |z| < 1, entdo
a fracdo, obtida por divisdo usual,

1

1—z

:1+x+x2+“-zzwn¢F[l’]- (1.1
n=0

Para cada
f(x) =co+cz+---+cpa™ e Clzl,
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definimos o polinémio conjugado de f(x) como

f(x)=¢co+crz+ -+ cpa™ € Clz].

Entao
f(x)f(x) =do +dix + -+ dp2™ € Rlz],

pois d; = Jj, com j = 0,...,n. Portanto, ndo ha perda de generalidade, em considerar
polindmios apenas sobre R.

Teorema 1.2 (Teorema Fundamental da Algebra) Cada polinémio sobre R possui uma
raiz em C.

Prova. Confira a Bibliografia. [ |

Sejam f(x) = co+- - -+cma™ € Rlz] um polindmio ménico, isto é, com ¢, = 1,
e a € Cuma raizde f(x). Entdo é bem conhecido que = — o divide f(z), ou seja, existe
um g(z) € R[z] tal que f(z) = (z — a)g(x). Assim, indutivamente,

fle)=(z—a1) - (z — am), (1.2)

onde oy, . .., a,, € C sido as raizes, ndo necessariamente distintas, de f(z). Note que se
B € C — R é uma raiz complexa de f(z), entdo

ag+ a1+ -+ ans" =0.
Tomando a conjugacio complexa desta equagdo, teremos
ap+aif+ -+ amf™ =0.

Logo, 3 é também uma raiz de f(x), ou seja, as raizes complexas de f(x) ocorrem aos
pares. Portanto,

T S

f@) =@~y [[ (@ = Br)(= — Br) € Cla],

j=1 k=1
onde a; € R, 8, € C— R, r,s € Ner + 2s = m. Neste caso,

T S

f@) =TI =a)y) [T = Bk + Br)z + BiBr) € Rlz],

j=1 k=1
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pois i + Bi, BrBr € R. Se f = a + bi, onde a,b € R, com b # 0, entio
22— (B+ Bz + BB = 2° — 2ax + a® + b* € R[z]

é um polinémio irredutivel sobre R, pois A = —4b*> < 0. Portanto, podemos concluir
m—1

que, qualquer polindmio ménico f(z) = Y1" " ¢z’ + 2™ sobre R[z] € fatorado em
fatores lineares e quadraticos, a saber,

T S

flx) = H(:U—)\j) H(:p2+bk1:+ck) € R[z], onde r,s e N e r+2s=m. (1.3)
j=1 k=1

Exemplo 1.3 Determine as raizes, se existirem sobre R, de
f(z) =23 — 72® + 162 — 12 € R[x].

Solu¢io. Um método bem conhecido para determinar as raizes do polindmio f(x) é o
Dispositivo de Briot-Ruffine'. Neste caso, as possiveis raizes racionais de f(z) sio os
divisores de 12: +1,+2,+3,+4, £6, +12. Por exemplo, para A = 2,

2|1 —7 16 —12
1 21+ (-T)=-5 2-(-5)+16=6 2-6+(-12)=0

Portanto, A = 2 é uma raiz de p(z). Agora, repete 0 mesmo Dispositivo com o polidmio
g(x) = 2 — 5x + 6 € R[x], para obter as outras raizes 2 e 3 de f(x). Neste caso,
f(z) = (z — 2)*(x — 3). Consequentemente, A = 2 possui multiplicidade algébrica
igual a 2 e A = 3 possui multiplicidade algébrica igual a 1. [ |

Finalizaremos esta secio apresentando um fato conhecido como Relagdes de Gi-
rard?. Sejam n,7 € N e o conjunto de listas

Qm:{(kl,...,kr)EN’”:lgkl<k2<--~</<:T§n}.

Entdo existem (f) tais conjuntos. A funcdo F,. : F* — I definida como

E.(z1,...,2y) = Z kaz

(klv"'7k7')eQ7',n =1

'Charles Auguste Briot, 1817-1862, matematico francés; Paolo Ruffini, 1765-1822, médico e matema-
tico italiano.
2 Albert Girard, 1595-1632, matemético francés.
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chama-se r-ésima funcgdo simétrica elementar. Por exemplo, se n = 3, entdo

Ei(x1,22,23) = 1+ x2+ 3
Es(x1,22,23) = zix2 + 123 + 23
Es(x1,x2,23) = 12273,

Observe que
r r—1
E.(z1,...,2y) = Z H:z:kl + Z H»’Ukﬂ?n
(k17-~~7kr)€Qr7(n_1) =1 (kl7-~~7kr71)€Q(r—1)7(n_1) =1
Entao obtemos a férmula de recorréncia

E(x1,...,xn_1) + 2nEr_1(x1,.cc,tpn_1), ser=1,..,n—1
TnEn_1(x1,. .., Tp_1), ser =n.

E.(x1,...,xy) = {
Lema 1.4 Seja f(z) = (x — 1) -+ (x — ) € F[z]. Entdo
f(z)=2"— Ei(oq,...,00) " Lo (=1)"Ep (o, ..., o).

Prova. Vamos usar indugd@o sobre o grau n. Se n = 1, nada ha para ser provado.
Suponhamos que o resultado seja valido para todo k,com 1 < k < nen > 1. Entdo

5z —o) = TI(2 — )@ — ans)

= Z ( 1) (ala"'van)xn Z(x_an+l)
= ”H—(E (a1,...,00) + apy1)z”
+ (=D"(Er(ar,. ..y om) + anp1 By, ..o an))a™ ™"
+ o (=D)" a1 B (a, .. anet)
= x”“—El(al,...,an+1)x”+--~
+ (_1)n+1an+1En(a1a'~-705n+1)a

que € o resultado desejado. [ ]

E de grande importincia pratica e tedrica observar que o Lema 1.4 nos fornece
uma relacdo entre as raizes do polindmio e seus coeficientes. Mais precisamente, se
f(x)=co+crz+-+cp 12" + 2", entdo

Cn—k = (—l)kEk(al, cnap), k=1,...,n.
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Exemplo 1.5 Resolver a equagdo x> — 622 + 3x + 10 = 0, sabendo-se que a soma de
duas raizes é 1.

Solucdo. Sejam 71, o € r3 as raizes da equacio x> — 622 4 3z + 10 = 0. Entéio obtemos
as relagcdes de Girard:

r1+re+1r3=06,r11r2+ 11173+ 1973 =3 € rirers = —10.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que 71 + 79 = 1. Assim, 73 = 5 implica
que bryro = —10 e r; + ro = 1. Portanto, 71 = —1.r9 = 2 e rg = 5. [ ]

Exercicios
1. (Leis do Cancelamento) Sejam a, b, c € F', com a # 0. Mostre que

a+b=a+c=>b=ce ab=ac=b=c.

2. Sejam z,w € C. Mostre que:

@ z+w=z+w,zZWw=zZwez=z.
b)) z+zeRez—zC-R.

©) |zw| = |z[|w| e |z +w| < [z] + |w].
3. Um subconjunto finito de C pode formar um corpo?

4. Mostre que o polindmio f(z) = x3 + az? + bx + ¢ € R[z] possui pelo menos
uma raiz real. Conclua que qualquer polindmio de grau impar sobre R possui pelo
menos uma raiz real.

5. Se {r1,72,73} é 0 conjunto solugio da equagio 23 + 52 + 8z + 11 = 0 calcule
2,2 .2
ri +ry+ 3.

6. Calcular a soma e o produto das raizes da equacdo 2z + 32 + 422 + 52 +6 = 0.

1.2 Matrizes

Ao trabalhar com um “sistema de equagdes lineares”, somente os coeficientes
e suas respectivas posi¢des sdo importantes. Ademais, ao reduzir o sistema a forma
escalonada, é essencial manter as equacdes cuidadosamente alinhadas. Assim, esses
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coeficientes podem ser e cientemente arrumados em uma disposi¢do retangular chamada
de “matriz”, termo devido a Sylvester® e Cayley®.

Uma matriz m X n sobre F' é um arranjo retangular com m linhas, n colunas e
elementos ou entradas em F':

aii a2 o Aln
a1 a2 e a2n

A= ] ) ) ] ou A = (aj;).
Gml Om2 - Qmn

Formalmente, uma matriz m X n € uma fun¢do
AL ... omyx{l,...,n} = F

definida como f(i, j) = a;;. A matriz A = (a;;) chama-se matriz de ordem ou dimen-
sdo mn. Em particular, se m = n, diremos que A é uma matriz quadrada de ordem n e
os elementos

aii, a22,...,0pn € 412,023,...,0(n—1)n (a217a327"'aan(n—1))

formam a diagonal principal e a superdiagonal (subdiagonal) de A.. Além disso,
Anl, A(n—1)2; - - - , A1n fOrmam a antidiagonal ou a diagonal secunddria de A..

Sejam A = (a;j) uma matriz m x n e B = (b;;) uma matriz  x s. Diremos que
A e B sdo iguais (A = B) se, e somente se, m =r,n =s¢e

aij:bi]‘, izl,...,m € jzl,...,n.

Vamos denotar por F™*™ o conjunto de todas as matrizes de ordem mn sobre F'. Em
particular, F'*" o conjunto de todas as matrizes linha sobre F ou vetores linhas sobre
E

Li=(aa - ain )

e F'™*1 o conjunto de todas as matrizes colunas sobre F' ou vetores colunas sobre F:

aij

C; =

amj

3James Joseph Sylvester, 1814-1897, matemdtico inglés.
* Arthur Cayley, 1821-1895, matemdtico inglés.
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Neste caso, obtemos as identificacdes: F" «— F'X" e ™ «— F™*1 por exemplo,
a fungdio T : F™ — F'X" definida como

Tx)=(z1 - =z )=L,

paratodo x = (z1,...,x,) € F", é bijetora e preserva as operagdes.
Dado A = (a;j) € F™*". Diremos que A ¢é uma matriz diagonal se

Qi5 = O, 1 75 ]
Usaremos a notagdo D = diag(dy, ..., d,) para representar a matriz diagonal A, com
ai; =d;etr=1,...,n. Quando a;; = d; = d, v = 1,...,n, diremos que a matriz

diagonal D € uma matriz escalar. Em particular, diremos que a matriz diagonal D ¢
uma matriz identidade ou matriz unidade se

1, sei=7
aij_éij_{ 0, se i#j,
e denotamos por I,, = (4;;) = diag(1,...,1) ou simplesmente I, em que o simbolo J;;
chama-se delta de Kronecker’. Neste caso, D = (@ij0s5).
A matriz A = (a;;) € F™", coma;; = 0,i=1,....mej =1,...,n,
chama-se matriz nula e denotamos por O, «,, ou simplesmente O.
Seja A € F™*" Paracadar € {1,...,min{m,n}}, uma submatriz de ordem

r de A é qualquer matriz de ordem 7 obtida eliminando-se (m — r) linhas e (n — )
colunas de A. Assim, um modo ttil de escrever uma matriz é sob a forma de blocos ou

particionada:
A A Agg ) < A |Ap A )
A= ou A = 7
< Ag1 Az Ay Ao | Aoy | Ags

cujas entradas sdo submatrizes de A. Por exemplo,

1 0 0 1| 0 0
A= 0 cos@ —senf | =| 0|cos® —senf |, V 0cR.
0 senf cos 6 0|senf cosf

>Leopold Kronecker, 1823-1891, matematico aleméo.

[\
(9]
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Uma matriz na forma de blocos

-(38) s (30)

chama-se soma direta das submatrizes B e C e denotamos por A = B & C. Neste caso,

bij, se i,j=1,...,k
aij = Cli—k)(j—k)» S€ L,j=k+1,...,n
0, caso contrario.

Dados A = (a;5), B = (b;;) € F™*". Definimos adi¢do de matrizes como
A+B=(c¢j), cij=ajj+bj, i=1,....mej=1,...,n
e multiplicagcdo por escalar como
cA = (cij), cij=cayj, i=1,....me j=1,...,n, V c€F,

E pertinente lembrar que: como a adi¢do e multiplicagdo por escalar de matrizes foram
definidas em termos das operacées de F', é natural que F™*" herde algumas proprieda-
des de F'. Assim, é facil verificar que F"™*" possui as seguintes propriedades:

1. A+ (B+C)=(A+B)+C,paratodos A,B,C € F™*",
2. A+ B =B+ A, paratodos A,B € F™*",
3. Existe O € F""*" tal que A + O = A, para todos A € F"*",

4. Para cada A € F™ " existe —A € F™*" tal que A + (—A) = O, com
—A = (—1)A = (—ajj). Neste caso, definimos a diferen¢a de matrizes

A-B=A+(-B).

5. (a+b)A = aA + DA, paratodos a,b € F'e A € F"*".
6. a(A +B) =aA +aB,paratodos A,B € F""*"ea € F.
7. a(bA) = (ab)A, paratodos a,b € F e A € F"™*",

8. 1-A = A, paratodo A € F™*",
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As propriedades de 1 a 8 constituem a definicdo de “espaco vetorial” sobre F.
Sejam A = (a;;) € F™*" e B = (bj;) € F"*P. O produto de A por B é
definido como

n
AB:(Cij), Cijzzaikbkj’ izl,...,m € jzl,...,p.
k=1

Note que AB € F™*P. O produto de matrizes possui as seguintes propriedades:

1. (AB)C = A(BC),paratodo A € F"™*" B € "*P e C € FP*4.
2. (A+B)C =AC+BC,paratodos A,B € F"*" e C € F"*P.
3. AB+C)=AB + AC,paratodo A € F"™*" e B,C € F™*P,
4. ¢(AB) = A(cB) = (cA)B, paratodos A,B € F"*"ece F.

5. ExisteI € F"™* " talque A -I=1-A = A, paratodo A € F™*",
6. AO=0¢e¢ OB = O, paratodos A,O € F""*"eB,0 € F"*P,

7. Se A = (ai;) € F™*" e D = diag(dy,...,d,) € F™*", entdo DA = (d;a;;),
ou seja, multiplica cada linha L; de A por uma constante d;.

8. SeA e F""ex = (x1,...,Ty,) € F™, entdo
xA =x1Ly + - + T Ly
¢ uma combinagdo linear das linhas L; de A. Em particular, se e; = (J;;) € F™

¢ a matriz com 1 na j-ésima coluna e as demais zeros, entdo e;A = L;. O vetor
e; chama-se vetor elementar ou canonico.

9. Se A € F™*"eX = (x;) € F™*!, entdo

AX =21C1 + -+ 2,C,

¢ uma combinagdo linear das colunas C; de A. Em particular, se E; = (J;5) €
F™*1 ¢ a matriz com 1 na i-ésima linha e as demais zeros, entio AE; = C;.
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Como ilustragdo provaremos os itens (1) e (3): sejam A = (a;;), B = (bi;) e C = (c¢45).
Entdo

v (§ (o)) (- (1)) oo

AB+C) = (Xpog by +crg)) = gy (ainbrj + aincry))
= (D p=y @irbig) + (k= aircr;) = AB + AC.

E pertinente notar que podemos escrever o produto AB sob a forma de blocos:

AB = A(C, - C,)=(AC;, -+ AC,)
L; LB
L, L,B

ouainda, AB = )"}, C;Lj. Observe que as colunas de AB sdo combinagdes lineares
das colunas de A e as linhas de AB sdo combinacdes lineares das linhas de B. Além
disso, se A € F™*™ entdo. indutivamente, obtemos

AR ARA AFA™ — ARFT ¢ (Ak>m — AP Y kom €N,
Mais geralmente, sejam
f(x) = cpa™ + -+ 1z + o € Flx]

um polinémio de grau J(f) = m sobre F'e A € F™*". Entdo f(A) é uma matriz de
ordem n sobre I’ definida como

fA) =cn A"+ -+ 1A+l e e

a qual chama-se fungdo polinomial em A. Note que a matriz f(A) foi obtida de f(x)
substituindo-se a varidvel x pela matriz A e o escalar ¢g pela matriz escalar cgl. Diremos
que f(z) é um polinomio anulador de A se f(A) = O e A é um zero de f(x). Por
exemplo, se

A_<111 1)6F2X2 e f(x) =2%—2x -3¢ Flz],
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entao
f(A) = A?2-2A -3I

5 2 11 10
- (2) ) elav)-e
E facil verificar que A f(A) = f(A)A, para todo f(z) € F[z]. Mais geralmente,

f(A)g(A) = g(A)f(A), V [f(z),9(x) € Flz].

Observe que as operacdes de adi¢do, multiplicacdo por escalar e produto de matrizes
estdo relacionadas pelas propriedades (2), (3) e (4). Neste caso, diremos que F™*"
munido com essas operagdes € uma dlgebra “linear” sobre F.

Vale observar que F™*™ ndo herda todas as propriedade de F'. Por exemplo, se

10 0 1 0 1
ss(on)me(io) o= (0)

0 1 0 1 0 0
AB_(O 0>,AC_<0 O) eBA_<0 0)

Assim, AB # BA, BA = 0O,com A # Oe B # O,e AB = AC nio implica que
B = C, com A # O. Além disso, o polindmio

entao

f(A)=(A+I)(A-3I) =A% -2A 31, A cC¥?

ao contrdrio do polindmio f(z) = (z + 1)(x — 3), possui para zeros, além das matrizes
escalares —I e 31, as matrizes néo escalares

3 a
(o)
para todo @ € R, ou seja, ndo vale o Teorema Fundamental da Algebra sobre 2 dlgebra
linear C2*2,

Seja A = (ai;) € F™". A matriz transposta de A ¢ a matriz obtida de A
refletido-se as entradas em relagdo a diagonal principal de A, ou seja,

At:(bij), b,-j:aji, izl,...,n € j:]_,,m

A transposta de matrizes possui as seguintes propriedades:

Sumadrio 20



1.2. Matrizes Capitulo 1. Matrizes

1. (A+B)! = Al + B!, paratodos A,B € F™*™,
2. (@A)t = aAl, paratodo A € F™*"eq € F.
3. (AY)! = A, paratodo A € F'™*x™,

4. (AB)! = B'A!, paratodos A, B € F"*".

5. A fungdo T : F™*" — X" definida como T'(A) = A! é bijetora e preserva as
propriedades (1) e (2). Além disso, T2 = I.

A transposta conjugada ou adjunta de A é a matriz A* = A!, em que A = (a;;).

Observe, para cada matriz A € F"*" fixada, que

1 1
A = 5(A+A*) + §(A — A¥),

desde que 2 # 0 em F'. Além disso, a matriz antitransposta de A = (a;;) € F"*" éa
matriz obtida de A refletido-se as entradas em relagdo a antidiagonal de A, ou seja,

A® = (bij), bij = apm—(j—1))in—(i-1)), HJ=1...,n.

Seja Ej; = (epq) € F™*™ a matriz definida como

oo 1 se(pg) = (i)
€pa = Oindj = { 0, se (p.q)# (i, }),

isto ¢, E;; ¢ a matriz cuja (i, j)-ésima entrada ¢é igual a 1 e as demais zeros, ou ainda,
eij = leeyy = 0,quando ¢ # p ou j # q. Se m = n, diremos que E;; é uma matriz
unitdria fundamental. Por exemplo, para m = n = 2, obtemos

1 0 0 1 0 0 0 0
En—(o 0)’E12_(O O)’EQI_(l 0) 6E22—<0 1)~

Proposicio 1.6 Sejam A = (a;j),E;j = (epq) € F™*™. Entdo:
1. E;; = Ey; se, e somente se, (i,j) = (k,1).
2. Ejj = EzE§ ey Ey =1,
3. EijEy = 0j1.Ey. Em particular, EZQZ =E;e E%j = 0 se i # j. Isto nos fornece

uma tabela de multiplicacdo para a dlgebra linear F™*™.
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. EjjA = 2221 a;kEq, isto é, Bij A é a matriz cuja i-ésima linha é igual a j-
ésima linha da matriz A e as demais zeros.

. AE,, = > " appEiq, isto é, AE,, é a matriz cuja g-ésima coluna € igual a
p-ésima coluna da matriz A e as demais zeros.

. EpgAE, s = a, By, isto é, E, AE, é a matriz cuja (p, s)-ésima entrada é igual
a agr e as demais zeros.

. Mostraremos no capitulo 3 que:

A= Z ZaijEij.

i=1 j=1

Prova. Vamos provar apenas os itens (4) e (6): (4) Pondo E;; A = (c,), obtemos

n n
Crs = Z ErkQks = Zéir6kjakzs = irajs.
k=1 k=1

Assim, ¢;js = ajs e crg = 0se 1 # 7.

(6) Note que

EAE,s = Epy (2211 airEis) = 2111 QirEpgBis = 2211 @ir0qiEps
= aqrEp37

que € o resultado desejado. [ |

J4 vimos, para cada a € F'*, que existia um tinico a~! € Ftalquea-a™! =

-a = 1. E fécil verificar que a funcio T : F — F™*" definida como T'(a) = aI é

injetora e preservas as operacoes. Assim, obtemos uma equacio andloga para as matrizes
escalares, a saber, (aI) - (a='I) = (a='I) - (aI) = L. Isto motiva a seguinte definigdo.

Seja A € F™*™. Diremos que A é uma matriz invertivel ou uma matriz ndo

singular se existir um X € F™*" tal que AX = XA = 1. Caso contrdrio, diremos
que A é uma matriz ndo invertivel ou uma matriz singular. A matriz X chama-se matriz
inversa de A. Observe que se a inversa existir, é inica, pois se X e Y sdo duas inversas
de A, entao

X = XI=X(AY) = (XA)Y =1IY =Y.
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Denotamos a matriz inversa de A por X = A~!. Por exemplo, se d; # 0, para cada
1 =1,...,n, entdo as matrizes

D = diag(dy,...,d,) € F"" e A = (?} é)eFM

sdo ndo singulares, pois

D! = diag(d;},...,d,") e A7l = 5 1
-5 2
Exemplo 1.7 Seja A € F™"*".
1. Mostre que se A possui uma linha nula, entdo A ¢ singular.
2. Mostre que se A possui duas linhas proporcionais, entdo A ¢é singular.
Solugdo. (1) Suponhamos, por absurdo, que A seja ndo singular. Entéo existe X €
F™*™ tal que AX = XA = 1. Se L; = O é uma linha nula de A, entéo
I=AX=(LX - L X O LX - LX),

o que é uma contradi¢do, pois I ndo possui linha nula.

(2) Suponhamos, por absurdo, que A seja ndo singular. Entdo existe um X €
Fm*™ tal que AX = XA = 1. Se L; = cL;, com i # j, sdo duas linhas proporcionais
de A, entao

I=AX=(LiX - Lj X ¢LiX) LigX - LX),

o que é uma contradi¢do, pois I ndo possui linhas proporcionais. |
Teorema 1.8 Sejam A, B,C € F"*™,
1. Se A for ndo singular, entdo (A=1)"1 = Ae (A7) = (AY)~L.

2. Se A for ndo singular, entdo a equacdo matricial AX = B possui uma tinica
solugd@o em F™™™,

3. Se A e B sdo ndo singulares, entdo AB ¢é ndo singular e (AB)~! = B~1A~L

4. Se AB = O, entdo ocorre exatamente uma das condi¢oes: A = O ou B = O ou
A e B sdo singulares. Quando A # O e B # O, diremos que A é um divisor de
Zero.
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5. Se A for ndo singular, entdo AB = AC implica que B = C ¢ BA = CA
implica que B = C. Em particular, AB = O implica que B = O.

6. Se A for singular, entdo existe pelo menos uma B # O tal que AB = O.

Prova. Vamos provar apenas os itens (2), (3) e (4):
(2) E claro que A~'B é uma solugdo. Por outro lado, se X € F™*" for uma
solucdo, entao
X=IX=A"1AX)=A"'B.

Assim, qualquer soluciio é da forma A~'B. Sejam X e Y duas solugdes, entio
X=IX=A1AX)=A"'B=Y,

ou seja, a solugdo € Unica.
(3) Note que

(ABYB'A ) =ABB HA ! =ATA ' =AA ' =1
De modo andlogo, (B"*A~!)(AB) = I. Assim, pela unicidade da matriz inversa,
(AB)"! = B"'A~! e AB é nio singular.

(4) Observe, pelo item (3), que A € néo singular ou B é néo singular ou A e B
sdo singulares. Se A for ndo singular, entdo

B=IB=(A'A)B=A"1'AB)=A"'0=0.
De modo andlogo, se B for ndo singular, entio A = O. ]

Corolario 1.9 Seja A € F™ ™. Entdo A possui uma inversa a direita se, e somente se,
ela for ndo singular.

Prova. Suponhamos que exista um B € F*" tal que AB = I ou B'A! = I. Note,

pelo item (4) do Teorema 1.8, que A'X = O implica que X = O, pois X =1 - X =

(B'AY)X = BY(A'X) = B! - O = O. Assim, B é dnica. Como ABA = A e
AB+BA-I)=AB+ABA-A=1

temos que B + BA — I = B. Portanto, BA = 1. A reciproca ¢ clara. ]

Para apresentar um método de obter a inversa de uma matriz definimos um tipo
bastante 1util de matrizes. Uma matriz elementar sobre F' ¢ uma matriz quadrada de
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ordem n de um dos seguintes tipos:
P;; = 1, - E; +E; - E;; + Ej;,
DZ(C) = I,+ (C — 1)Eii, c 75 0,
Tij(C) = In—i-CEZ‘j, 175] € 6750.

P;; chama-se involugdo, D;(c) chama-se alongamento e T;;(c) chama-se cisalhamento.
Observe que as matrizes elementares sdo ndo singulares. De fato. Se 7 # j, entdo

Tij (c)Tij(—c) = (In + CE”)(In — CEZ'j) =1, = T;Jl(c) = Tz'j(—C),
de modo andlogo, Pi_j1 =P;jeD;'(c) = Di(c"!). Além disso,
1. ng = Pij, Df(C) = Dz(C) € T’;j(c) = sz-(c).
2. D;(¢)D;(d) = D;(cd), para todos ¢,d € F*.
3. TZ](C)TU(CZ) = Tl-j(c + d), para todos ¢,d € F*.
Por exemplo,
010
Po=|1 0 0 | =(Ey E; Eg)
0 01
¢ a matriz obtida de I3 permutando-se ou trocando-se as linhas L e Lo,
1 00
Da(c)=| 0 ¢ 0 | =(E; cEy E3)’
0 01

€ a matriz obtida de I3 multiplicando-se a linha Lo por c e

10
T21(C) = c 1 = (El cEq + Eo E3)t
00

= O O

€ a matriz obtida de Is multiplicando-se a linha Li; por ¢ e somando-se com a linha Lo,
ou seja, € a substituicdo da linha Ly pela linha Lo mais ¢ vezes a linha L.

Proposiciao 1.10 Seja A € F™*",

1. P;; A é a matriz obtida de A trocando-se as linhas L; e L.
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2. Dj(c)A é a matriz obtida de A multiplicando-se a linha L; por c.

3. Tij(c)A € a matriz obtida de A multiplicando-se a linha L; por ¢ e somando-se
com a linha L;.

Prova. Vamos provar apenas o item (3). Como cE;;A = (0---cL;---0), com cL; na
i-ésima linha, temos que

Tij(C)A = (In-f-cEl])A
= A—i—CEijA
(L -+ Lioy Li+cL; Ly --- Ly )lt

Y
ou seja, o esquema L; — L; + cL;.

Isto motiva a seguinte defini¢do. Seja A € F™*™. As operacdes elementares
sobre as linhas de A sdo:

1. Permutacdo das i-ésima e j-€sima linhas. (L; <+ L;)
2. Multiplicagdo da ¢-ésima linha por um escalar ndo nulo c. (L; — cL;)
3. Substitui¢do da ¢-ésima linha pela i-ésima linha mais ¢ vezes a j-ésima linha,

Z;ﬁj (L; — Li+CLj)

E claro que essas operacdes elementares sobre as linhas de A sdo equivalentes a multi-
plicar A a esquerda por matrizes elementares.

Sejam A, R € F"*", Diremos que R é equivalente por linha a A se R for
obtida de A através de uma sequéncia finita de operacGes elementares sobre as linhas de
A. E itil e didético representa esta relacdo por um diagrama de flechas:

A:A0—>A1—>--'—>Ak—>Ak+1:R,

em que a flecha significa uma tnica operacdo elementar e A; € equivalente por linha a
A, quando ¢ < j. Por exemplo, as matrizes

21\, (10 o
A‘<5 3)’1_(0 1)€F’
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sdo equivalentes por linhas, pois

2 1 . 1
A:(5 3> L1—>§L1 (5 L2—>L2—5LJ(
L3 1 10y _
L2—>2Lg 0 1 L1—>L1—§L2 0 1 =1

Observe que

[SSENTE
N———
O =
D0 —

I=T <—;> D5(2)Ts1(—5)Dy (;) A,

isto é, existe uma matriz invertivel P € F2*2 tal que PA = I. Mais geralmente, temos
o seguinte resultado:

Proposicao 1.11 Sejam A, R € F"™*". Entdo R ¢é equivalente por linha a A se, e
somente se, existir uma matriz invertivel P € F™*™ tal que PA = R, em que P é um
produto de matrizes elementares.

Prova. Suponhamos que R seja equivalente por linha a A. Entdo existem matrizes
elementares Eq, ..., Ep € F™ ™ tais que

R=E, --E/A.

Assim, existe uma matriz invertivel P = Ej - - - E; € F™*™ tal que PA = R.
Reciprocamente, suponhamos que PA = R, em que P = Ej - - - E; é um pro-
duto de matrizes elementares. Entdo Eq A é equivalente por linha a A e Eo(E1A) é
equivalente por linha a E; A implicam que E2(E;A) € equivalente por linha a A e,
indutivamente, R = PA ¢é equivalente por linha a A. |

Corolario 1.12 Sejam A, R € F"*",

1. Se R for equivalente por linha a A, entdo A e R sdo ndo singulares ou A e R
sdo singulares.

2. Se A for equivalente por linha a 1, entdo A é ndo singular. Conclua que A é um
produto de matrizes elementares.

Prova. (1) Suponhamos que A seja equivalente por linha a R. Entdo, pela Proposi¢do
1.11, existe uma matriz invertivel P € F™*" tal que PA = R. Assim, se A é ndo
singular, entdo PA ¢é nido singular. Logo, R € ndo singular, de modo anélogo, trata o
outro caso.
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(2) Como I é ndo singular temos, pelo item (1), que A é ndo singular. Portanto,
A~ =P = E; - E; é um produto de matrizes elementares. [ |

Seja A = (a;5) € F™*". Diremos que A é uma matriz trapezoidal superior se
a;; = 0, quando ¢ > j. Em particular, se m = n, diremos A € uma matriz triangular
superior. Observe que se A = (a;;) e B = (b;;) sdo matrizes triangulares superiores,
entdo A + B, cA e AB sio matrizes triangulares superiores. De fato. Pondo AB =
(cij), obtemos

n J
Cij = Zaikbkj = Zaikbkja
k=1 k=i

pois se @ > j, entdo ¢ > k ou k > j, para todo k, de modo que a;; = 0 ou by; = 0.
Portanto, ¢;; = 0.

Teorema 1.13 Qualquer A € F™*" é equivalente por linha a uma matriz trapezoidal
(triangular quando m = n) superior U.

Prova. Vamos usar indugéo sobre o niimero de colunas n de A. Se n = 1, entdo
t
Azclz( ailr - Qml ) .

Se C; = O, nada hd para ser provado. Caso contrario, o seguinte conjunto S = {i € N :
a;; # 0} é ndo vazio. Assim, pelo PBO, S contém um menor elemento, digamos k € S.
Efetuando sucessivas permutacdes de linhas, podemos supor que & = 1 e a1; # 0. Logo,
a sequéncia de operagdes elementares

-1 .
Li —>LZ'—CL11 aﬂLl, 2:2,...,m,

implicam que
A—>-~—>(a11 0O --- 0 )t,
ou seja, A ¢é equivalente por linha 2 uma matriz trapezoidal superior. Suponhamos que
o resultado seja vdlido para todo j,com 1 < j < nen > 1. Entdo
t
Cir=(* -+ * agG+) GGy ) s

em que * significa que o elemento nao interfere no resultado. Se ay(;;1) = 0, quando
k = j + 2,...,m, nada hé para ser provado. Caso contrdrio, pela base de inducao,

Sumadrio 37



1.2. Matrizes Capitulo 1. Matrizes

obtemos
t
Cj+1—>"'—>(* cec X a(j+1)(j+1) o -- 0) .

Portanto, o resultado € vélido para j + 1. Consequentemente, A ¢ equivalente por linha
a uma matriz trapezoidal superior U. [ |

Vamos aplicar o Teorema 1.13 a matriz (I|A), onde

11 -2 4
A=|11 -1 2 | eF¥>4
1 4 —4 5
Note que
1 001 1 -2 4 1 0 0|1 1 -2
019021 -12]}]—-—| —-101]0 -2 1
0 0 1|1 4 —4 5 -1 1 010 O 1 -2
ou P93T3(—1)T12(—1)A = U. Observe que
1 00 1 00
P23T31(—1)T21(—1) = -1 0 1 — -1 1 0
-1 1 0 -1 0 1

€ uma matriz triangular inferior permutada (Lo <> L3) e A = PLU ou simplesmente
A = LU chama-se a decomposi¢cdo LU de A.

Teorema 1.14 Seja U € F™*™ uma matriz triangular superior. Entdo U ¢é singular se,
e somente se, a diagonal de U possui pelo menos um elemento nulo.

Prova. Suponhamos que U possua todos os elementos ndo nulos em sua diagonal. Entdo
U € equivalente por linhas a I,,. Assim, pelo item (2) do Corolério 1.12, temos que U é
ndo singular.

Reciprocamente, suponhamos que U possua pelo menos um elemento nulo em
sua diagonal, digamos a;; = 0. Se a,,, = 0, entdo U possui uma linha nula. Assim, pelo
item (1) do Exemplo 1.7, U é singular. Se a,,, # 0, entdo a sequéncia de operacdes
elementares

L, —L; —a;%aan, 1=1,...,n—1,
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implicam que U € equivalente por linha a uma matriz com a dltima coluna igual a
t
Cn:(O e 0 ann) )

De modo anélogo, trabalha com os elementos a(,, _jy(,—j), para j = 1,...,n — 7. Logo,
U é equivalente por linha a uma matriz com uma linha nula. Portanto, pelo item (1) do
Corolério 1.12, U ¢ singular. |

Proposicao 1.15 (Critério da Inversa) Seja A € F™*".

1. A é singular se, e somente se, A é equivalente por linha a uma matriz triangular
superior com pelo menos um elemento nulo em sua diagonal.

2. A ¢ ndo singular se, e somente se, A é equivalente por linha a 1.

3. Se A é ndo singular, entdo
(A|L)—(I|P).
Neste caso, P = AL,

4. Se existir uma matriz invertivel P € F™*" tal que PA =1 ou AP =1, entdo A
é ndo singular.

Prova. Vamos provar apenas os itens (2) e (3): (2) Pelo Teorema 1.13, A € equivalente
por linha & uma matriz triangular superior R e, pelo item (1) do Corolério 1.12, R é ndo
singular. Assim, A — R — L.

(3) Pelo item (2), A é equivalente por linha a I. Assim, pela Proposic¢do 1.11,
existe uma matriz invertivel P = E; - - - E; € F™*" tal que PA = 1. Logo,

P(A|I)=(PA|P)=(1|P).
Finalmente, como PA = I temos que P = A~L. [ |

A prova do item (3) da Proposi¢do 1.15 nos fornece um método para obter a
inversa de uma matriz invertivel:

(A|I)— (EA|E )— - — (I|E,--E =A"").

E pertinente observar que no método acima devemos efetuar as operagdes elementares
necessdrias para reduzir A a I. Além disso, ele é tedioso de escrever. porém todas as
operacdes sao faceis.
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Exemplo 1.16 Seja

A:<a b>€F2X2.
c d

Mostre que a # 0 e ad — bc = D # 0 se, e somente se, existem q,r,s,t € F, com
gs # 0, tais que A = D1 (q)T21(r)Da(s)T12(t).

Solucio. E ficil verificar que
Tio(—a '0)Dy(aD )Ty (—c)Di(a )A =1

Portanto, existem ¢ = a,r = ¢,5s = a '!D et = a~'b, com gs = D # 0. Reciproca-
mente, cOmMo

D1 (q)T21(r)Da(s)T12(t) = ( g sj—trt )

temos que a = ¢,b = qt,c =red = s+ rt. Assim,a # 0e D = q(s+rt) — qrt =
gs # 0. Observe que

B 3 _ _ 1 +7rt —qt
Al = T12(—CL lb)DQ(GD 1)T21(_C)D1(a 1) = g < S_,: qq ) :

Note que se a = 0 e ¢ # 0, o processo aplica-se a B = P5A. [ |
Seja A € F™*™. As operagdes elementares sobre as colunas de A sao:
1. Permutagio das i-ésima e j-ésima colunas. (C; <+ C})
2. Multiplicag¢do da j-ésima coluna por um escalar ndo nulo c. (C; — cC})

3. Substitui¢do da j-ésima coluna pela j-€sima coluna mais c vezes a ¢-ésima coluna,
/) #] (C] — Cj + cCy)

De modo andlogo, as operagdes elementares sobre as linhas de A, é claro que essas
operagoes elementares sobre as colunas de A sdo equivalentes a multiplicar A a direita
por matrizes elementares. Por exemplo,

ATZ‘]‘(C) = A(In + CEij) =A+ CAEZ‘j

ou seja, o esquema C; — C; + cC;.
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Sejam A, B € F™*™, Diremos que A é equivalente a B se B for obtida de A
através de um nimero finito de operagdes elementares sobre as linhas e as colunas de
A. Neste caso, B € equivalente a A se, e somente se, existirem matrizes invertiveis
P e F™™Me Qe F™ ™ tais que B = PAQ, € facil verificar que equivaléncia é uma
relacdo de equivaléncia sobre F*". Por exemplo, as matrizes

_ 1 -1 (10 2%9
a=( L T )o=(g 1 )ern

sdo equivalentes, pois

1 -1 1 0
(_1 5) L2—>L2—|—L1(02—>02—|—012 (0 4>

a)=G) (e 5)()

Sejam A,B € F"*" ¢ E € F™ ™ uma matriz elementar. Diremos que a ma-
triz B = E~'AE é uma semelhanca elementar de A. Por exemplo, se ¢ # 0, entdo
D;(c"!')AD;(c) significa que L; — ¢ 'L; e C; — ¢C;. Por outro lado, se i # 7,
entdo T;;(—c)AT;;(c) significa que L; — L; — cLj e C; — C; + ¢C;. Portanto,
as matrizes A e B s@o semelhantes (ou conjugadas) se, e somente se, se B for obtida
de A através de uma sequéncia finita de operagdes de semelhancas elementares. Neste
caso, B é semelhante a A se, e somente se, existir uma matriz invertiveis P € F"*" tal
que B = P71 AP, é ficil verificar que semelhanca é uma relagio de equivaléncia sobre
F™*™_ Por exemplo, as matrizes

(13 (4 0 2%2
a=(y7)m=(y )

sdo semelhantes, pois

1 3 4 3
<3 1> L2—>L2—L1(Cl—>01—|—022 <0 _2>

4 3 4 —6
(0 _2> LQ—)—%LQ(CQ—)—2CQ) (O _2>

4 —6 4 0
( _ > Ll—)LlfLQ(CQ*)CQjLCQ <0 _2>.

Portanto,
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(0 2)=2(1 2)(s 1) o)

P= Tlg(l)DQ(—2)T21(l) e 1:)_1 = T12(—1)D2(—2_1)T21(—1).

Portanto,
em que

E pertinente observar que matrizes semelhantes sdo sempre equivalentes. Por outro lado,
ja vimos que as matrizes

1 /10 -
A‘<—1 5>’D_<0 4>€F’

sdo equivalentes, mas ndo sdo semelhantes, ou seja, a reciproca € falsa.

Finalizaremos esta secdo com um esquema para obter as matrizes invertiveis P €
Fmxme Q € F™" tais que PAQ = N,, em que N, = (d;;), com d;; = 1, para
i=1,...,rer < min{m,n}, e as demais zero, confira Proposi¢io 2.6. Em particular,
isto nos forne um método alternativo para obter a inversa de uma matriz invertivel:

AL, PA | P PAQ | P
AL, AQ |1, PAQ | P
I, O *'HT%*“%T%

A matriz N, chama-se forma normal de Hermite® de A. Observe que as operagdes de

linhas sobre A sdo as mesmas sobre (A|I,,) e as operagdes de colunas sobre A sdo as
mesmas sobre (I,|]A)? ou (A|I,,)*. Neste caso, a ordem das operagdes ndo importa, pois

ou

Charles Hermite, 1822-1901, matemético francés.
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(EA)F = E(AF). Por exemplo,

10 01

0 1 10

51110 92% T3 119 L22le—3L

5 3101 35101

0 1 0 1

10 1 -2

1 5 1 0 L2—>_L2(CQ—>CQ_2012 1 0 1 0
0 -1 | -3 1 0 1 3 -1

Portanto, PAQ =Tou A = P~!1Q~! = (QP)~!, de modo que A~ = QP.

Exercicios

1. Mostre todas as afirmacdes deixadas nesta secao.

MQ(R):K‘; _2>:a,beR}.

Mostre que M2 (R) com as operagdes usuais de matrizes € um corpo. Conclua que
a fungdo f : C — M3 (R) definida como

fla+bi) = <Cg _2>

¢ bijetora e preserva as operagoes.

2. Seja

3. Mostre que existem matrizes A, B € F2*? tais que

(A+B)?#A?+2AB+B? ¢ (A -B)(A+B)#A? - B2

4. Seja A € F™*". Mostre que (P~"'AP)™ = P~ A™P, para toda matriz inverti-
vel P € F"*" e todom € N.
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5. Sejam A, B € F"™*" Mostre que

m—1
B" - A" =Y A'B-AB" ) v meN
=0

Concluaque I — A™ = (Z;’;‘OI AY) (I~ A), paratodo m € N.
6. Mostre que A = I se, e somente se, AX = X, para todo X € Frxl
7. Sejam A, B € F™ ", Diremos que A & idempotente se A> = A.

(a) Determine todas as matrizes idempotentes em R2*2,
(b) Mostre que se AB = A e BA = B, entdo A e B sdo idempotentes.
(c) Mostreque se A + B =1e AB = O, entdo A e B sdo idempotentes.
8. Seja A € F™ ™. Diremos que A é nilpotente de indice k € N se A*¥ = O, mas
AF-1 £ 0.
(a) Determine todas as matrizes nilpotentes de indice 2 em R?*2.

(b) Mostre que se A € nilpotente, entdo I — A ¢ invertivel.
9. Seja A € F™ ™ Diremos que A é uma involugdo se A? = 1.

(a) Determine todas as matrizes involucdes em R?*2,
(b) Mostre que A é uma involugdo se, somente se, (I — A)(I+ A) = O.

10. Seja A € F™ " Diremos que A é uma matriz simétrica se A = A e que A é
uma matriz antissimétrica se A = —A.

(a) Determine todas as matrizes simétricas (antissimétricas) em R2*2.

(b) Mostre que se A e B sdo simétricas (antissimétricas), entio A+Be A — B
sdo simétricas (antissimétricas).

(c) Mostre que se A ¢ simétricas (antissimétricas), entdio P!AP é simétrica
(antissimétrica), para todo P € F™*",

(d) Mostre que se A e B sdo simétricas entdo AB ¢é simétrica se, e somente se,
AB = BA.

(e) Mostre que AA'e A + Af sdo simétricae A — A é antissemétrica.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Sejam A, B € F™*". Mostre que A(I - BA) = (I- AB)Ae(I-BA)B =
B(I — AB). Conclua que se I — AB ¢ invertivel, entdo I — BA ¢ invertivel e

(I-BA)'=1I+B(I-AB)'A.
Sejam A, B, P € F"*" tais que B, P e APA' + B! sejam invertiveis. Mostre
que P! + A'BA ¢ invertivel e

(P 1+ ABA)'=P - PA(APA' + B"1)"'AP.

Seja A € F™*™ invertivel. Mostre que existem X,Y € F"*™ tais que

A B\ (IO A O 1Y
C D/ \ X I O S o 1)’
com S = D — CA~'B o complemento de Schur’.

Seja A € F™ ", Mostre que AB = BA, paratodo B € F"*™ se, e somente se,
A =al, paraalguma € F.

Sejam A, D € F™*" tais que D = (I + A)~!A ¢ diagonal e invertivel. Mostre
que A ¢é diagonal.

Seja A € F2*2 comay; # ago. Mostre que qualquer X € F?*2 com 1] # 22,
tal que AX = XA é daforma X = uA + vl, onde u,v € Feu # 0.

Seja A = (a;;) € F™ ™. O trago de A ¢é definido como

n
tI‘(A) = Z Qi
i=1
Mostre que:

(a) tr(A + B) = tr(A) + tr(B), para todos A, B € F"*™,
(b) tr(cA) = ctr(A), paratodo A € F"*"ec € F.
(c) tr(AB) = tr(BA), para todos A, B € F"*".

"Issai Schur , 1875-1911, matematico israelita.
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(d) Mostre que tr(A'A) = >71L | 7% a;. Conclua que A = O se, e somente
se, tr(AfA) = 0.

(e) tr(P~'AP) = tr(A), para todos A, P € F™*", com P invertivel.

(f) tr(AB — BA) = 0, paratodos A,B € F"*",

18. Seja U,, = (u;j) € F™*", com u;; = 1, para todos 4, j. Mostre que se n > 1,
entio (I-U,) ! =1— (n—1)"1U,.

1.3 Determinantes

Por volta de 250 a. C. ja havia exemplos de resolucio de sistemas de equacgdes
através de matrizes, no livro chinés Nove Capitulos sobre a Arte Matematica, cujo autor
€ desconhecido. Além disso, algumas nocdes ligadas a determinantes, o assunto que sera
objeto de estudo desta secio, ja eram conhecidas na China antiga. E importante observar
que os determinantes possuem pouco valor pratico no cédlculo em geral. Nao obstante,
possuem muito valor como instrumento tedrico.

Seja A € F™ "™, O determinante de A é um escalar associado com A. Existem
varias maneiras de definir o determinante. Mas, em termo de permutacdes é a mais
concisa e as vezes conveniente, no entanto, isto pareca complicado em uma primeira
leitura. Para isto, vamos apresentar alguns conceitos e resultados sobre permutacdes.

Seja S = {1,...,n}. Uma permutacdo sobre S é qualquer fun¢do bijetora o de
S sobre S, ou seja, é um rearranjo dos elementos de .S em alguma ordem sem repeti¢des
ou omissdes. Vamos denotar por S,, o conjunto de todas as permutacdes de S. Entdo
Sy € um grupo de permutagaes, isto é, S,, munido com a composi¢io usual de funcgoes
satisfaz os seguintes axiomas:

l. oo(to¢) = (0oT)o ¢, paratodos o, T,d € Sy,.

2. Existeum [ = Ig € S,talquec ol =1 oo = o, paratodo o € 5.

3. Paracada o € S, existe um o~ € S, tal que o o ol =0"1o0 =1, com

o (i) = j se, e somente se, 0_1(j) = i

E facil verificar que a ordem de .S,, é igual a n!. Neste caso, S,, chama-se grupo simétrico
de grau n.
Um elemento o € S, pode ser escrita sob a forma
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em que a ordem das colunas ndo importae (1), ..., o(n) sdo simplesmente os elemen-
tos de S em uma ordem diferente, ou seja, S = {0 (1),...,0(n)} = o(S). Por exemplo,
para n = 3, temos que os seis elementos de S5 sdo:

;o <123> 02(1 23> 022000:<123)
12 3) 2 3 1) 31 2)°
123 123 ) 123

T <132>"’°T:<2 13>"’°T:(321>'

Sejam o € S, e ¢ € S fixado. Entdo, aplicando sucessivamente o a 7, obtemos

Como ¢™(i) € S e S é um conjunto finito temos que esses elementos ndo sdo distintos.
Assim, existem r, s € Z, com s > 7, tais que

o"(i)=0°() = "(i)=(c°c0 ")(i) = (6" 00" ")(1) = 1(i) = i.

Logo, o conjunto I' = {m € N : ¢"*(i) = i} é ndo vazio, Portanto, pelo PBO, T" contém
um menor elemento, digamos k. Neste caso,

k(i) =i, mas o (i) # i, para r=1,... k—1.
O subconjunto O(i) = {i,c(i),...,oc" (i)} de S chama-se uma drbita de i e pode ser

visualizado, geometricamente, em volta de um circulo. Observe que se iy = i,0(i1) =
i, ...,0% 1(iy) = iy, ento

O—:<i ’L.l Zk‘.—l ’Lk; ’I’L> CO—(':U):'%" V,];%{’Ll,,lk}

12 “ee 1’k2 7/1 N n

Isto motiva a seguinte defini¢do. Diremos que o € S, € um k-ciclo se existirem elemen-
tos distintos i1, . .., i € S tais que

o(in) =td2,...,0(ig) =41 e o(z) =z, Yo €S —{i1,...,i}

e denotamos por 0 = (i1 ...17;). O nimero k chama-se o comprimento do ciclo. Por
exemplo,

(12
7=\ 2 3
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€ um 3-ciclo. Um ciclo de comprimento dois chama-se uma transposicdo ou uma inver-
sdo. E claro que nem todo elemento de .S, é um ciclo.
Note que se o = (i1 . ..14x) é um k-ciclo em S, entdo seu inverso

—1 .o .. Lo .
g = (Zklk,1 e .2221) = (leka,l oo 22).

€ um k-ciclo. Além disso, o pode ser escrito de k£ maneiras, a saber,
g = (ijij+1 ...ikil...ij_l), j = 1,...,]43.

Assim, existem

n(n—l)...k(n—k+1) :<k_1)!<2>

k-ciclos distintos em S,,. Observe que
o(iy) =i, 02(i1) = o(iz) =i3,...,0" H(i1) = ix e o"(i1) = i1
Portanto, qualquer k-ciclo o dar origem a um subgrupo ciclico
H={(o)={l,0,...,0" '} ={6™:m e 7}

em S,. Neste caso, H € um subgrupo ciclico de ordem k. Em particular, um elemento
o € S, definido como

o (i) = 1+1, se 1<i1<n—1
] 1, se i=n

chama-se n-ciclo e o = (123 - - - n). Consequentemente, 0 = I e o* # I, para todo F,
comk=1...,n—1,isto é, H = (o) é um subgrupo ciclico de ordem n.

Seja o € Sy,. O subconjunto {i € S : o(i) # i} de S chama-se suporte de o e
denotamos por supp(c). Assim, o é um k-ciclo se

supp(o) = {i1, ..., i}

Sejam o e 7 dois ciclos em S,,. Diremos que o e T sdo permutacdes disjuntas se
supp(o) Nsupp(7r) = 0. Neste caso, o7 = 70, isto é, ciclos disjuntos comutam.

Teorema 1.17 Qualquer o € S,, com o # I, pode ser escrita como um produto de
transposigoes.
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Prova. Vamos usar indugao sobre n. Se n = 1, nada hd para ser provado. Suponhamos
que o resultado seja vélido para todo k,com1 < k <n—1len > 1. Sejac € 5y,
com o # I, tal que o(n) = k. Consideremos a transposi¢do 7 € S, tal que 7(n) = k
e 7(k) = n. Entdo 70 € S,, e (70)(n) = 7(k) = n. Assim, podemos ver 7 como
um elemento de S,_1. Logo, existem transposi¢des 7i,....T,;, € Sy tais que 7o =
T1 *** Tm, de modo que

O':T_17'1~'-Tm:7"7'1--'7'm,

que € o resultado desejado. |

Exemplo 1.18 Escreva a permutagdo o = (1234) como um produto de transposicées.

Solugdo. Escolhendo 71 = (12), temos 710 = (234). Tome 5 = (23). Entdo ma710 =
(34). Pondo 74 = (34), obtemos 7379710 = I. Portanto, 0 = 717273. .

Observe que se o € S, é um k-ciclo, entdo o pode ser escrito como um produto
de k£ — 1 transposic¢des disjuntas, pois, indutivamente, obtemos

o = (ir...ir) = (iri2) (i1d3 . . . i) = (ini2)(izd3) - - - (ig—1ix)

= T1° ' Tk-1.
Para cada o € S,, associamos uma medida
11 o(j) —oli) _ ﬁ

- Jj—1 et
1<i<j<n i=1 j=1+1

Por exemplo, se n = 3 ¢ o = (123) é um 3-ciclo, entdo

o(j)—o@i) a2)—0o(1) o@3)—0c(l) o(3)—0(2) _
11 i—i  2—-1  3-1 = 3-2 =1

1<i<j<3
Mais geralmente,
11 o(j) —o(i) _ ﬁ

-y
1<i<j<n Y i=1 j=it1

De fato. Como o ¢ bijetora temos que existem tnicos k e [ taisque o(k) =ieo(l) = j
ouo(l)—o(k) =j—i.Sek <, entdo o fator o(l) — o (k) = j—1i aparece no numerador
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do produto. Se k£ > [, entdo o fator
o(k) —o(l) =i—j=—(—1)
aparece no numerador do produto. Portanto,

o) —olk) _, . o) —al)

=—-1
j—i j—i ’

e fatores distintos no denominador dio origem a fatores distintos no numerador, ou seja,
seo(k)=c(l)ec(k')=c(l'),entdok =le k' =1.
Seja o € Sy,. Definimos o sinal ou indice de paridade de o como

. . -1 n . .

_ o(j) —oli) _ 7 o(j) —o(i)

smo— [ “=TO T [T =00
1<i<j<n =

Assim, sgno = —lousgno = 1.

Proposicao 1.19 Sejam o,7 € S,. Entdo sgn(to) = sgnt - sgno. Conclua que
sgno =sgno L.

Prova. Basta provar que

1<i<j<n a(j) = a(d) 1<k<I<n
Como o € S,, temos que existem tnicos p e ¢ tais que o(p) = ke o(q) =1. Sep > ¢,

entao
(ro)(p) — (r0)(q) _ 7(o(q)) —7(o(p)) _ 7()) — (k)

— ( —
o(p) —o(q) o(q) —o(p) L=k
Se p < g, entdo
(ro)(q) = (ro)(p) _ (1) — 7(k)
ol@)=olp) — I-k
ou seja, os termos dos produtos estdo em correspondéncia biunivoca. [ |

Seja o € S,,. Diremos que ¢ é uma permutacdo par se sgn o = 1 e uma permuta-
cdo impar se sgn o = —1. Observe que transposicdes sao sempre permutagdes impares,
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pois se

\1 2 -5 - i - mn—1n n J5

entdo, pelo o esquema ou diagrama cruzado, confira Figura 1.1, o nimero de inversdes
(cruzamentos) é 1+2(j—i—1), que é um niimero impar, pois para cada um dos (j—i—1)

inteiros ¢ + 1,...,7 — 1 existem dois cruzamentos, enquanto ¢ e j adicionam mais um.
Portanto, sgn 7 = —1. Consequentemente, pelo Teorema 1.17,
sgno = (1),

em que N é o nimero de transposi¢des na decomposi¢do de o. Neste caso, o é uma
permutacdo par se, € somente se, /N € um nimero par.

I 2 i i+l j-d J j+1 o n

T T 2 e

v IR s g B o

|

1

Figura 1.1: Diagrama cruzado.

Lema 1.20 Sejam o, 7 € S, transposicdes. Entdo ot é um 3-ciclo ou um produto de
dois 3-ciclos. Conclua que qualquer 3-ciclo é uma permutacdo par.

Prova. Se 0 = 7, entdo o7 = 02 = I. Assim, claramente o7 é um produto de dois
3-ciclos, digamos o7 = (abc)(ach), para todos a,b,c € {1,...,n}. Se o # 7, entdo hd
dois caso a serem considerados. Se ¢ e 7 ndo sdo disjuntos, digamos ¢ = (ab) e T =
(ac), paratodos a,b,c € {1,...,n}, entdo o7 = (acd). Se o e 7 sdo disjuntos, digamos
o = (ab) e T = (cd), para todos a, b, c,d € {1,...,n}, entdo o7 = (acb)(acd). ]

Sejao € Sp. Alista (a15(1); - - - no(n)) chama-se diagonal associada a . En-
quanto, 0 produto ay, (1) - * * Apg(n) chama-se produto diagonal associada a o. Observe
qQUE Ay(1)r(o(1)) " Co(n)r(o(n)) = Gir(1) """ Anr(n), Para todos o,7 € Sy, pois cada
elemento de 1 a n aparece exatamente uma vez entre o(1),...,0(n). Em particular,
Ao(1)1*** Go(n)n = @1g-1(1) " ** Qno—1(n)- Consideremos a permutagdo o = (12) € Sy e

a matriz
ail a2
A= e F?*2,
a1 a2
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Entao

aj; a2 asy —ai2 1 0
= (a11a22 — a12a21) -
a1 22 —as  ail 0 1

Assim, A € invertivel se, e somente se, o escalar a11a22 — ai2a91 # 0. Neste caso,

ALl = 1 a22 —ai2
a11a22 — a12a21 —azy ail

Observe que a11a22 € o produto diagonal associada ao elemento identidade [ e aj2a21 =
a15(1)@24(2) € 0 produto diagonal associada a o. Isto motiva a seguinte definigéo:
Seja A € F"*". O determinante de A é definido como o escalar

det A = Z (sgno) ﬁ Qio(i)-
i=1

O'ESn

Assim, det A é a soma de n! termos cada um dos quais envolvendo um produto diagonal,
em que o sinal estd bem definido e qualquer produto possui n elementos, um e somente
um, de cada linha e de cada coluna de A, pois o indice de cada linha (coluna) aparece
exatamente uma vez. E muito importante e didatico escrever a defini¢io do determinante

como
n

det A =ay1- - anp + Z (sgno) Haio(i)'
oc€Sn,0#£1 i=1

Logo, se i # j, entdo o produto diagonal (4)ais - - - aj; - - - ans N30 contém os fatores
aj; ou ajj;, caso contrdrio, ele possuiria dois fatores de uma mesma linha ou coluna.
Portanto, qualquer produto diagonal em det A, exceto aii - - - Gpp, POSSUI NO MAXiMO
n — 2 fatores da diagonal de A. Comprove isto no seguinte exemplo, se n = 3, entdo

det A = (—1)%aj1a20a33 + (—1)%a12a23a31 + (—1)2ai3a21a32
+(—1)tar1as3aszs + (—1)'ainazass + (—1)'a1zaas:
= (a11a22a33 + a12a23a31 + a13a1a32)
—(a11a23a32 + a13az2a31 + aizaziass)

que é exatamente a Regra de Sarrus®. E muito 1til ver o determinante como uma fungio

8Pierre Frédéric Sarrus, 1798-1842, matemdtico framcés.

9,
\9)
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det : F™*"™ — F definida como

det A = det(Ly,...,L,) ou det A =det(Cy,...,C,),
em que L; € a i-ésima linha de A e C; € a j-ésima coluna de A.
Lema 1.21 Seja A € F"*™.

1. Se B for a matriz obtida de A permutando-se duas linhas (colunas), entdo det B =
—det A.

2. det A =0, quando A possui duas linhas (colunas) iguais.

3. det A = det A,

Prova. (1) Seja B = (b;;) a matriz obtida de A permutando-se as linhas Lj, e L;, com

k < I. Entdo
a;j, se i#k ou i#l

bij = ap;, S€ 1=k
akj, se i=1.

Escolhendo 7 € Sy, com 7(k) =, 7(l) = ke 7(z) = z, paratodo = ¢ {k,(}, teremos

detB = ZO’ESH (Sgn U)bla(l) T bka(k) T bla(l) T bna(n)
Zaesn(sgn U)ala(l) Qo) T Qka(l) T Ono(n)
Y oes, (581(0T))a10(r (1)) Qo(r1)) " ko (r(k)) " Onol(r(n))

= —detA,
pois sgn(o7) = —sgn o, para todo o € S,,.
(2) Permutando as linhas iguais temos, pelo item (1), que det A = — det A, de

modo que 2 det A = 0. Portanto, det A = 0.
(3) Seja A" = (by;), com bjj = aj;. Como bip(;) = Gg(;);» para todo o € Sy,
temos que

det A" = 3 e, (sgn0) [T bioy) = > oes, (sen0) [T ag(yi
= ZUESn (sgno™) | Aie—1(;) = det A,

pois quando o percorre todo S,,, o~ ! também o faz. [ |

Sumario 53



1.3. Determinantes Capitulo 1. Matrizes

Observe que se n = 3, entdo podemos agrupar o det A sob a forma:
a
det A = aq7 det 22 a2 — ajg det @21 a23 + ay3 det @21 22 .
az2 as3 az1  as3 az1 asz

Mais geralmente:

Teorema 1.22 (Férmula de Laplace) ° Seja A = (a;;) € F™*™. Entdo:

1. Expansdo em relacdo a i-ésima linha de A,

(—1)*Jay; det(Ay;) = dpdet A, i k=1,...,n.
1

n

J

2. Expansdo em relacdo a j-ésima coluna de A,

D (1) FFag det(Ay) = dirdet A, jk=1,...,n,
=1

com A;j a submatriz de A obtida eliminando-se a i-ésima linha e j-ésima coluna.

Prova. (1) Ja vimos que cada produto diagonal de det A contém exatamente um ele-
mento de cada linha 7. Assim, podemos escrever

det A = a;1¢1 + - + aincin, 1=1,...,n,

em que ¢;; € independente da linha 7.
Afirmacio. ¢;; = (—1)"a;; det(A;;).
De fato. Parai = j = 1, os termos de det A que envolvem a7 sdo aqueles que aparecem
na soma
Z SgN 0 (a11a24(2) * * * Ang(n))s com o(1) = 1.
o€Sn

E facil ver que esta soma ¢ igual a

a1l (Z Sgng(a20(2) T ana(n))) , com 0(1) =1,

O'GSTL

“Pierre Simon Marquis de Laplace, 1749-1827, matematico francés.
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ou seja, c11 = a11 det(Aq7). Parai e j quaisquer, permutando a linha 7 sucessivamente
comas linhas i — 1,7 —2,...,2,1 até que a,; esteja na posi¢do (1, ), por meio de i — 1
trasposi¢des. E claro que isso ndo altera a ordem relativa das n — 1 linhas restantes.
Entdo permutando a coluna j sucessivamente com as colunas 7 — 1,7 —2,...,2,1 até
que a;; esteja na posi¢do (1, 1), por meio de j — 1 trasposi¢coes. Assim, obtemos uma
matriz B que possui o elemento a;; na posigdo (1,1). Como a ordem relativa das outras
linhas e colunas ndo foram alteradas temos, pelo item (1) do Lema 1.21, que

det(By;) = (—1) D00 det(A4;) = (=1)" det(Ay)).

Logo, pelo caso i = j = 1, ¢;; = a;; det(B11) = (—1)"™/a;; det(A;;). Portanto,
n . .
det A = Z(—l)”jaij det(Ayj), i=1,...,n.
j=1

Finalmente, seja B = (b;;) a matriz obtida de A substituindo-se a linha L; pela linha
L. Entao

b~:{ arj, se i £k

K aij, se i=k.

e det B = 0, pois B possui duas linha iguais. Logo,

0=detB = (=1)"b;det(By;) = > _(=1)"ay,; det(As),
j=1

j=1
ou seja,
n . .
D (1) ay; det(Ag;) = dipdet A, i,k =1,...,n.
j=1
(2) Segue do fato de que det A = det A'. |

E importante observar que a férmula de Laplace é um método bastante eficiente
para o calculo do determinante. Além disso, quando F' = R, obtemos

Jdet
8ai]~

(A) = (—1)" det(Ayj), i=1,...,n.

Sumadrio 55



1.3. Determinantes Capitulo 1. Matrizes

Exemplo 1.23 Seja U = (a;;) € F™*" uma matriz triangular superior. Entdo
detU=aq1- - ann-

Soluc¢ao. Vamos usar indugdo sobre n. Se n = 1, nada hd para ser provado. Suponhamos
que o resultado seja valido paratodo k,com1 < k <n—1en > 1. Assim, pela férmula
de Laplace em relagdo primeira coluna de A,

detU = aq1 det(Ull) = all(agg ce CLnn),
pois Uy é uma matriz triangular superior de ordem n — 1. |

Teorema 1.24 Sejam A, B € F"*™ec € F, com ¢ # 0.

1. A fungdo determinante é linear em cada linha (coluna).
2. A fungdo determinante é homogénea em cada linha (coluna).
det(Pj;A) = —det A.

c

det(D;(c)A) = cdet A.

(
det(Ti;j(c)A) = det A, se i # j.

S AW

det(EA) = det E - det A, para qualquer matriz elementar E € F™*".

7. Se A for equivalente por linha a uma matriz triangular U, entdo det A = ddet U,
para algum d € F, com d # 0. Conclua que det A = 0 se, e somente se,
det U = 0.

8. det(AB) = det A - det B = det(BA) (Férmula de Binet-Cauchy)'’.
9. Se B for semelhante a A, entdo det B = det A.

10. Formulas uteis:

I, 0 B A B
det(o A)-det(InGBA)—detAe det(o

I, > = det A.

10Alfred Binet, 1857-1911, pedagogo e psicélogo francés; Augustin-Louis Cauchy, 1789-1857, mate-
matico francés.
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Prova. Vamos provar apenas os itens (1), (2) e (8): (1) Seja C = (cy;) a matriz obtida
de A substituindo-se a linha L; pela linha L; + L;. Entao

Qg , N ’L#k‘
Ckj :{

ap; + afcj, se i = k.
Assim, pela formula de Laplace em relagdo a k-ésima linha de C,

detC = YU (=1)"cy;det(Cyy)
= Z?:l(_l)kﬂ(akj + a;:j) det(Ay;) '
= Z?:l(_l)kﬂakj det(Apg;) + 2?21(—1)’“”@2;]- det(Ay;)
det A + det A",

(2) Seja C = (cy;) a matriz obtida de A substituindo-se a linha L; pela linha cL;,
para algum c € F. Entdo

L G5, S€ ) 75 k
ki = { capj, se i=k.
Assim, pela férmula de Laplace em relagéo a k-ésima linha de C,
det C = Y0 (=1)"ey;det(Cry) = Y5, (—1)"H (car;) det(Ay;)
c (Z?_l(—l)kﬂakj det(Akj) = cdet A.

(8) E fécil verificar que E(AB) = (EA)B. Vamos dividir a prova em dois casos.
Se A for ndo singular, entdio A = E; - - - E;. Assim, aplicando recursivamente o item
(6), obtemos det(AB) = det((E;---E;)B) = det A - det B. Se A for singular,
entdo A € equivalente por linha a uma matriz triangular superior U, com pelo menos um
elemento diagonal nulo. Nao hé perda de generalidade, em supor que 4y, = 0. Como
AB =E; ---E;(UB) e UB possui a dltima linha nula temos que

det(AB) = det(E; - - - Ex(UB)) =0 = det A - det B.
Portanto, em qualquer caso, det(AB) = det A - det B. [ ]

E pertinente, de um ponto de vista teérico, definir formalmente o determinante.
Sejan € N. Um determinante é uma fungio det : F™*"™ — F' que satisfaz os seguintes
axiomas:
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1. det(Ly,...,Li+ Lj,...,L,) = Y2 det(Ly,..., Ly, ..., Ly), se i # j.
2. det(Ly,...,cL;,...,Ly,) = cdet(Ly,...,Lj,...,L,), paratodo c € F.
3. detI, = 1.

Observe, por exemplo, que

det(Ll,...,Li,...,Lj,...,Ln) det(Ll,...,Li,...,Li—FLJ’,...,Ln)

= det(Ll,...,—Lj,...,Li—I—Lj,...,Ln)
= —det(Ll,...,Lj,...,Li,...,Ln).

Uma maneira de provar que a fungdo det existe é usando indugéo sobre n e a expressio
n
det A = Z(—l)l—mal’j det(Aij), 1= 1, coeyn.
j=1

Por exemplo, det I, = detI,_; = 1. .
A matriz V,, = (a;;) € F™™, com a;; = :rg_lz

1 oz 22 - 2!
V, = .
1 oz, 22 ... 20!

chama-se matriz de Vandermonde'' de ordem n.

Exemplo 1.25 Mostre que

n—1 n
det Vn = H (:Ej - IEZ) = H H (Ij — SL‘Z'),
1<i<j<n 1=1 j=i+1

o qual chama-se determinante de Vandermonde.

Solug¢io. Vamos usar indugéo sobre n. Se n = 2, nada hd para ser provado. Suponhamos
que o resultado seja véalido paratodo k,com 1 < k <n — 1en > 2. Entdo a sequéncia
de operagdes elementares

! Alexandre-Theéphile Vandermonde, 1735-1796, matemético francés.
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Cj+1—>Cj+1—xlcj, j=n-—1,...,2,1,

implicam que V,, € equivalente por colunas a matriz

1 0 0 0
, 1 xg—x1 xo(we—a1) -+ a3 %(z9 —21)
VvV, =
1 zp—21 2p(xn—21) ... 27 %(2H —21)

Assim, pela féormula de Laplace em relag@o a primeira linha, obtemos

1 oz 2% - b
, 1 z3 a3 - 2?2

det V), = (x2 — 1) -+ (zp, — x1) det ) } ]
1z, 22 a2

Portanto,

detV,, = H (xj —z1)det Vg = H (xj — ;).

1<j<n 1<i<j<n

Note, para x = z1, que fi(z) = det V,, é um polindmio de grau n — 1, cujas raizes

sdo: ,...,x,. Consequentemente, fi(z) = a(—1)""1(x — 239)---(x — ), com
a = detV,_; o coeficiente de "~ ! = x’ffl, obtido pela férmula de Laplace em
relagdo a primeira linha. [ |

Seja Ty, = (a;5) € F™". Diremos que T,, é uma matriz de Jacobi'? ou uma
matriz tridiagonal se a;; = 0, para |j — i| > 1. Pondo

a; = Qyq, SCiZl,...,n
bi:ai(i+1), Seizl,...,n—l
C; :a(i+1)i7 se | = 1,...,71,— ].,

12Carl Gustav Jakob Jacobi, 1804-1851, matemdtico aleméo.
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obtemos
al b1 0 0 cee 0 0
cp as by 0 --- 0 0
a b 0 Cy das b3 s 0 0
le(al),TF(ci a;>eTn: Lo
0O 0 0 O ap—1 bp_1
0O 0 0 O Cpn—1 Qp

Entéo, pela férmula de Laplace em relagdo a dltima linha, teremos

T =apTp_1—bp_1¢n_1Tp_2, YVNnEN, comn>3ce T, =detT,.

Em particular, se a; = b; = 1 e ¢; = —1, obtemos a sequéncia de Fibonacci'*:

F,=F, 1+F, 2 VYVneN, comn>3.

Além disso, se b; = 1 e ¢; = —1, obtemos o continuo C,, = a,Cy,_1 + C,,_o, para todo
n €N, comn > 3.

Seja A = (a;j) € F™". O escalar ¢;; = (—1)"/ det(A;;) chama-se o cofator
do termo a;; em det A, o determinante det(A ;) chama-se (i, j)-menor e a matriz C =
(cij) chama-se a matriz dos cofatores de A. A transposta da matriz dos cofatores C?
chama-se de adjunta cldssica de A e denotamos por adj A = C?. Agora, estamos em
condi¢des de apresentar um outro método de determinar a inversa de uma matriz. E
importante observar que este método ¢ ineficiente quando n > 4.

Teorema 1.26 Seja A € F"™*". Entdo A(adjA) = (adj A)A = (det A)L,.
Prova. Seja d;; = cj; = (—1)"7 det(A;;) e adj A = (d;;). Entdo A adj A = (p;;),
com
Pij = Z aikdy; = Z aikCik = 0;j det A.
k=1 k=1

Assim, A (adj A) = diag(det A, ..., det A). Portanto, A (adj A) = (det A)L,. [ |

Corolario 1.27 Seja A = (a;;) € F"*". Entdo A ¢é ndo singular se, e somente se,

3Leonardo Fibonacci, 1170-1250, matemadtico italiano.
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det A # 0. Neste caso,

1 1
-1 _ 5 A -1 _ N
~ detA adj A e ay = det A T

Prova. Fica como um exercicio. []

Exemplo 1.28 Seja

— = Do
N OO

Determine det A, adjA e AL

Soluc¢ao. Vamos aplicar a formula de Laplace em relagdo a primeira linha de A.

1 0 -1 0
_ _1\1+1 _1\142
det A = 4(-1) det( 1 92 ) +2(-1) det( 0 9 >

-1 ) =8444+0=12.

_1)1+3
+ 0(-1) det( 01

Note que
C11 = (—1)1+1 det< 1 g ) =2e .C12 = (—1)1+2 det( _(1) g ) =2

De modo andlogo, obtemos c13 = —1,c01 = —4,c22 = 8,93 = —4,¢c31 = 0,¢c32 =0
e c33 = 6. Assim,

2 2 -1 2 -4 0
C=| -4 8 -4 | eadiA=Cl= 2 80
00 6 -1 —4 6
Finalmente,
2 =4 0
R [
2\ 1 46
que € o resultado desejado. [ |

Finalizaremos esta secio com uma generalizacdo da férmula de Laplace. Seja
A € F™*" Paracadar € {1,...,min{m,n}}, o determinante de uma submatriz
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de ordem r de A chama-se um menor de ordem r de A ou, equivalentemente, quando
obtido eliminando-se m — r linhas e n — r colunas de A. Mais precisamente, se as linhas
e colunas mantidas sio:

1<ii<ig< - <ip,<mellp<ig< - <jr<m,

entdo denotamos por
A( i dy e > — det(A),
Ju oJ2 o Jr

com A,, = (aj,;,) a submatriz de ordem 7 obtida de A eliminando-se todas as linhas
L;, onde i ¢ {i1,...,i}, e todas as colunas Cj, onde j ¢ {ji,...,j,}. Por exemplo,
se m = n, entao

2 3 ... n
A( D ) = det(A1p).
Quando iy = jr,k = 1,...,r, diremos que det(A,,) sdo os menores principais de
ordem r de A. Em particular, quando i, = ji, = k,k = 1,...,r, diremos que det(A,,)

sd0 os menores principais lideres de ordem r de A. Os menores complementares de A,
com m = n, sdo definidos como

Juv J2 0 Jr Jr+1 JIr+2 "0 In
e os cofatores complementares de A sdo definidos como
. . . . . . C
AC<Z.1 2o ZT):(_1)SA<1.1 2o Z)
Jir o Jz2oc I Jr o Jz2 o Jr

coms = (iy +i2+---+1i,)+ (j1 +j2+ -+ Jr). Note que se 7 = 1 a defini¢do reduz
a do cofator de um elemento e se r = n é conveniente definir como 1. Por exemplo, se

n = 5, entdo
2 3 5\° 1 4\ a1z ais
A<1 2 4> _A<3 5>_det<a43 a45>
e 23 5\ _, ar a3 ais \ _ a1z as
A (1 5 4>—( 1) det(a43 a45>_ det(a43 a45>'
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Teorema 1.29 (Teorema de Laplace) Seja A € F™*"™ e escolhemos qualquer r linhas
de A. Entdo

detA= Y A( ot >Ac< ot )
) 5 Ju oJz2 o Jr Ju oJgz2 o Jr
(Jl?"'?]’l‘)EQT,’VL
onde a soma é estendida sobre todos os (f) subconjuntos Qy.n, de {1,...,n}. Em par-
ticular, se r = 1, entdo

n
det A = Z(—l)”jazj det(Ayj),i=1,...,n.
j=1

Prova. Imite a Prova do Teorema 1.22 e/ou confira a Bibliografia. ]

Corolario 1.30 (Formula de Binet-Cauchy) Sejam A € F™*" ¢ B € F™*™ Se
m < neC = AB, entdo

o JL J2 o Im 1 2 -~ m
(jlrn,]m)eQm,n

Em particular, se m = n, entdo det C = det A det B.

Exemplo 1.31 Seja A € F™*", com L;, = e;,,k=1,...,7 < n. Mostre que det A é
igual a um menor principal de ordem r obtido de A eliminando-se as linhas e as colunas
Ty ey bpe

Solu¢ido. Como L;, = e;, possui 1 na i,-ésima coluna e as demais zeros temos, pela
férmula de Laplace em relagdo a ¢;-ésima linha de A, que

12 o i4—1 141 -+ n

— (1)t - .
det A = (—1) A(l 9 i -1 i1 n) det Ajyi; -

Assim, aplicando, indutivamente, esse processo nas linhas i;, de A;,;,, para cada k =
2,...,r, obtemos o resultado. [ |

Exercicios

1. Mostre todas as afirmacdes deixadas nesta se¢ao.
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2.

10.

Sejam T € S, com 7(i) = j, 7(j) =i e T(x) = x, paratodo = ¢ {i,j},
P={oceS,:o(i)<o(yj)} e I={o€S,:0()>0(j)}

Mostre que a fungdo f : P — [ definida como f(o) = o7 é bijetora. Conclua
que S, = PUlIe|P|=]|I| :%!.

Seja A € F™*". Mostre que det(cA) = ¢" det A, paratodo ¢ € F'.

. Seja A € F™*™ idempotente. Mostre que det A = 0 oudet A = 1.

. Seja A € F™*" nilpotente. Mostre que det A = 0.

Sejam A, B, C,D € F™*", com A nio singular. Use a identidade

g_(ABY_(1 O\(A B r_(A B
~\oc)"\ocj)lo1)°“" "\ copD
para mostrar que det E = det A det C e det F = det(AD — ACA™'B).

Sejam A, B € R?*2 nio singulares e C = ABA"'B~!. Mostre que se AC =
CA eBC =CB,entio AB =BA ou AB = —BA.

Sejam A, B € R?*2 invertiveis e C = AB — BA. Mostre que se AC = CA e
BC = CB, entio AB = BA.

Seja A € F?X2. Mostre que se existir um X € F?*2 com X # O, tal que
AX = —XA, entdo det A = 0 ou tr(A) = 0. Em particular, sejam

(01 [0 —i (1 0 ox2
(1) (7 70) =0 ) e

as matrizes de Pauli.'* Se A = agl + ajoj,comj =1,2,3¢e a% = a% + a% + ag,
entdo X = u(apl — aj0;), paraalgumu € C,e AX = XA = O. Se A = g0,
comj = 1,2,3, entdo X = z;0;, em que a1x1 + asw2 + azxrz = 0. Note que

o} = 0y, ou seja, elas sdo matrizes Hermitianas.

Seja A € F™*". Mostre que det(zI + A) é um polindmio de grau n sobre F.
Conclua que existe um ¢ € F' tal que cI + A seja ndo singular.

14Wolfgang Ernst Pauli, 1900-1958, fisico austriaco.
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11. Sejam A, B € F™*" nio singulares. Mostre que A + B € ndo singular, para
todo exceto uma quantidade finitade x € F'.

12. Seja C,, € F™ ™ a matriz de Frobenius'> ou a matriz companheira:
O I,
—ao ‘ —ap - T Gn-1

p(l’) = det(a:I — Cn) = xn + an_lxnfl 4 ... _|_2 1-2 + a1z + ag.

Mostre que

Note que det(AI — C,,) = 0 se, e somente se, A é uma raiz de p(z). Conclua
que para cada polindbmio p(x) de grau n existe uma matriz A € F™*" tal que
p(z) = det(zI — A).

13. Sejam A = (a;5) € F"" e p;(z) = a1; + azjx + - -+ + anjz™ . Mostre que se
B = (bjr) € F™*", com bj, = p;(x},), entdo det B = det V,, det A.

14. Seja f(x) = ap + a1z + -+ - + apa™ € F[z]. Mostre que se f(x) possui n + 1
raizes distintas em F', entdo f(z) é identicamente nulo.

15. Seja A, B € F™*". Mostre que adj(AB) = adj A adj B, det(adj A) = (det A)"!
e adj(adj A) = (det A)"2A.

16. Seja A € F™ " Diremos que A é uma matriz ortogonal se AA! = A'A =1,.
Mostre que se A € ortogonal, entdo det A = +1.

17. Seja A € C™*™, Diremos que A é uma matriz unitdria se AA* = A*A =1,.

(a) Mostre que det A* = det A.

(b) Mostre que se A é unitdria, entdo det A = €'?, para algum 6 € R.

18. Mostre que as equagdes

f(@) =aoz? + a1z +ay = 0, com ag#0
g(z) =boz® +biz +by = 0, com by #0

SFerdinand Georg Frobenius, 1849-1917, matemético alemo.
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possui uma raiz comum se, € somente se, o determinante da matriz de Sylvester
associada a f(x) e g(x)

ap 0 bo 0
ay aop b1 bo
as aip b2 bl
0 a 0 bg

res(f, g) =

¢ igual a zero. Conclua que as equagdes

ar’ +x+(a—1) = 0
b-1z2+z+b = 0

possui uma raiz comum, para todos a,b € F'.

19. Seja
0 a2 & 1
a2 0 62 1 Ax4
H=1 2 o 1 |SF7
1 1 1 0

Mostre que det H = —165(s — a)(s — b)(s — ¢), com s =271 (a + b+ ¢).

20. Sejam a;, b, c;,d; € F,com¢ = 1,...,n. Mostre que
oo T Tt Y2 5 (0o a5 %)
n n -
Zi:l biCZ' Zi:l bidi 1<i<j<n bi bj d d
21. (Identidade de Cauchy) Sejam a;,b; € F',com¢ = 1,...,n. Mostre que

o St et )y g w ),

Yl aibi D b 1<i<j<n b

22. (Desigualdade de Cauchy-Schwarzm) Sejam a;,b; € R, com¢ = 1,...,n.
Mostre que

(a1hy + -+ anbp)? < (a2 + -+ a2)(b3 + - + b2).

1Karl Hermann Amandus Schwarz, 1843-1921, matematico alemao.
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23.

24.

25.

26.

27.

Conclua que a igualdade ocorre se, e somente se, existir um A € R tal que
b; = Aa;, para todo i = 1,...,n, ou seja, os pontos (a;, b;) estdo sobre uma
reta vertical.

Sejam a; € R,com¢ = 1,...,n. Mostre que

1
ﬁ(a1+~-+an)2§a%+---+a,%.

1

Mostre, também, que se a; > 0, entdo (a3 + -+ + ay)(a; " + -+ +a, 1) > n?

Seja A € F™*™ ndo singular. Mostre que A pode ser transformada em uma matriz
diagonal D usando apenas uma sequéncia de operacdes elementares T;;(c) e P;;
seguida pela multiplicacdo de uma das linhas por —1.

Seja f : F™*™ — F uma funcéo que satisfaz os seguintes axiomas:

@ f(T;(1)A) = f(A), quando i £ ;.

(b) f(Li(c)A) = cf(A), em que L;(c) é o esquema L; — cL;, para todo
ceF.

© f(I) =1

Mostre que f(A) = det A.
Seja f : F™*™ — F uma fungéo tal que
f(AB) = f(A)f(B), V A,B € F""",

eexistem X,Y € F"*" com f(X) # 0e f(Y) # 1 (f ndo é constante). Mostre
que f(A) # 0 se, e somente se, A for ndo singular.

Mostre que
S0 S1 +r Sn—1
81 82 o oe e Sn
A= H (l‘j — CCZ')Q = det . . . . y
1<i<j<n : . : .
Sp—1 Sn - S2p—1
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com S = x]f + -« + z*, para todo k € Z,. Quando os z; sio raizes de um

polinémio p(z), diremos que A € o discriminante de p(x).

28. Seja A =1 - U, = (aj;) € F™", com a;; = 6;; — 1. Mostre que det A =
(=1)"(n —1).
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Equacoes Lineares

O coragdo da dlgebra linear estd em duas operagdes, ambas com vetores. Adicio-
namos vetores u e v para obter
u-+v

e multiplicamos eles por escalares c e d para obter
cu e dv
Combinamos essas operacdes para obter a combinacao linear
cu—+dv,

a qual é uma das mais importantes propriedade neste contexto. Portanto, a dlgebra
linear é o ramos da matemadtica que trata das propriedades comuns a sistemas algébricos
constituidos por um conjunto mais uma razoavel no¢ao de uma combinagdo de vetores
do conjunto.

Veremos que a dlgebra linear em um nivel elementar (espaco de dimensao finita)
é basicamente resolver os problemas:

(P,) AX = B
(Py) AX AX & (AL, — A)X = O.
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A transicdo entre os problemas P; e P € via determinantes:

(Regra de Cramer) +— X =A"'B
(Polinomial) +—— p(A) =det(A, — A).

2.1 Sistemas de Equacoes Lineares

O principal objetivo desta secdo € um dos aspecto basico da 4lgebra linear, o qual
€ o estudo de sistemas de equagdes lineares.

Uma equacdo linear é uma igualdade cujos membros sdao polindmios de grau 1
em uma ou mais varidveis ou nimeros. Se o nimero de varidveis € grande ou indefinido,
entdo o uso de indices se faz necessdrio no sentido de tornar mais precisa a escrita. Dessa
forma, uma equacgao nas varidveis

X1, L2y, Tn
€ uma igualdade do tipo

a—+a1x1 +aswe + -+ anTy, = b+ bixy +boxo + - + buy, 2.1
onde a,ai1,a2,...,0,,0,b1,ba,..., b, € F chamam-se coeficientes das varidveis. Ob-

serve, via operacdes elementares, que a equacao (2.1) pode ser reescrita sob a forma
a1z1 + asxa + -+ + apTy = b.

A expressdo a esquerda dessa equacdo chama-se forma linear. Quando se atribuem va-
lores numéricos as varidveis, a equagao se transforma em uma igualdade entre nimeros.
Se essa igualdade é verdadeira, entdo a n-upla que satisfaz esta equagio

(?/17y27~--7yn) € Fn

chama-se solucdo da equacdo (2.1) ou entdo que ¢ um ponto do conjunto definido pela
equacao ou ainda que estd no lugar geométrico que ela descreve.

Sejam m,n € N. Um sistema de equagdes lineares com m equagdes € n incog-
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nitas € um conjunto de equacdes lineares sob a forma:

apry + -+ apr, = by
a1 vy + - 4+ apr, = b
(2.2)
Am1T1 + 0+ Gpp®n = by,
ou, abreviadamente, para x = (x1,...,x,) € F",
n
fZ(X) = Zaijxj (] fz(X) = bi, (23)
j=1
onde a;j,b; € F,i =1,...,m,7 = 1,...,n. Seja S; o conjunto solu¢do da equacdo
(2.3), paracadai = 1, ..., m. Entdo uma solugdo do sistema (2.2) é uma n-upla

(Y1,...,yn) € F"

que satisfaz cada uma das m equagdes, isto €,
(Y1, yYn) €S0 N Sy

Neste caso, temos n graus de liberdade e no mdximo m restri¢gdes. Observe que quando
by = by = --- = b, = 0, diremos que o sistema (2.2) é um sistema homogéneo.
Neste caso, a n-upla (0, ...,0) é sempre uma soluc@o do sistema homogéneo e chama-
se solugdo trivial.

O sistema (2.2) pode ser escrito sob a forma matricial

AX=B<s 2C + - +2,C, =B, 2.4)
em que
aip - Qln I by
azr - Q2p L2 ba
A= . X = e B=
am1 - Qmn Tn, bm

sdo a matriz dos coeficientes, a matriz das incdgnitas e a matriz dos termos independen-
tes, respectivamente. Neste caso, a equacgdo (2.4) afirma que B € uma combinagao linear
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das colunas de A. A matriz associada ao sistema (2.2) ou (2.4)

aip - aip | b
A/ _ (A ’ B) _ a21 e a2n b2
aml - QGmn bm

chama-se matriz ampliada do sistema ou matriz aumentada do sistema. Note que a
equacao (2.3) pode ser reescrita sob a forma

fi(x) = Lix; =bii=1,...,m. (2.5)
j=1

O sistema de equagdes lineares (2.5) chama-se sistema consistente se para qual-
quer escolhade r; € F tal que Y ;~ r;f; = O se, e somente se, y .-, r;L; = 0, entdo
necessariamente y ;- r;b; = 0, ou seja, qualquer dependéncia linear entre as formas
lineares f; permanece entre os correspondentes membros da direita. Caso contrario, ele
chama-se inconsistente.

Se o sistema de equagdes lineares (2.5) possui pelo menos uma solucio, entdo ele

é consistente, pois se Y for uma solugdo do sistemae Y ;- r;L; = 0, entdo

iribi = in(LlY) = i(Tsz)Y = iTiLi Y =0Y =0.
i=1 i=1 i=1 i=1

A técnica bésica para determinar a solugdo de um sistema de equacdes lineares
é o método por eliminagdo ou por determinantes. E importante ressaltar que o método
por determinantes emprega férmulas especificas que sdo faceis de entender, de um ponto
de vista tedrico, mas a computagdo é bastante tediosa, exceto em casos muito simples.
Veremos neste capitulo que uma compreensao elementar das equacdes lineares e de suas
solugdes nos ajudard a construir uma teoria dos espacos vetoriais.

Exemplo 2.1 Resolva o sistema

T1+x9—223 = 4
r1+x9—23 = 2
T, +4x9 —4x3 = 5

Solucdo. Para resolver este sistema vamos usar o sistema e a matriz ampliada ao lado,
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nos quais vamos aplicar as mesmas operacdes:

T1+x9— 203 = 4 1 -2 14
1+ X2 — 3 = 2 1 1 —-1|2
1 +4x9 —4r3 = 5 1 4 —41|5

Multiplicando a primeira equagdo por —1 e somando com a segunda, obtemos

T1+ 10 — 223 = 4 1 1 -2 4
r3 = —2 00 1| -2
T, + 4xo — 4y = 5 1 4 —4 5

Multiplicando a primeira equagdo por —1 e somando com a terceira, teremos

xr1+x9 — 223 = 4 1 1 -2 4
r3 = —2 0 0 1| -2
3xg — 223 = 1 0 3 -2 1

Trocando-se (ou permutando-se) as equagdes dois e trés, temos

T+ a2 —223 = 4 11 -2 4
31‘2 — 2:133 == 1 0 3 -2 1
r3 = —2 00 1]-2
Multiplicando a segunda equacio por %, obtemos
r1+2x2—223 = 4 11 —-2| 4
Ty —3x3 = % 01 -2 2
ryg = —2 0 1] -2

Multiplicando a terceira equacdo por 2 e somando com a primeira, teremos

r1+x9 = 0 1 1 0 0
xy— 3wy = % 01 —-2] %
T3 = —2 0 0 1] -2
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Multiplicando a terceira equacio por % e somando com a segunda, temos
r1+x0 = 0 1 10 0
o = —1 01 0|-1
r3 = —2 0 0 1|-2

Finalmente, multiplicando a segunda equag@o por —1 e somando com a primeira, obte-
mos

71 = 1 1 00| 1
To = -1 01 0|-1
T3 = —2 00 1]-2

Portanto, (1, —1, —2) € a tnica solugdo deste sistema. Reciprocamente, é facil verificar
que (1, —1, —2) é a tnica solu¢do do nosso sistema. [ ]
O exemplo 2.1 ilustra as manipulacdes bdsicas usadas na resolugdo de um dado
sistema de equagdes lineares por eliminacdo, as quais reduzem-se ao uso de operacdes
elementares sobre as linhas da matriz ampliada do sistema.
Diremos que dois sistemas de equagdes lineares sdo equivalentes se eles admitem
as mesmas solugdes.

Teorema 2.2 Se um sistema de equacoes lineares for obtido de outro através de uma
sequéncia finita de operacdes elementares, entdo eles sdo equivalentes.

Prova. E claro que basta provar que uma operagio elementar sempre produz um sistema
equivalente. As operagdes (1) e (2) sdo facilmente provadas. Suponhamos que T';;(c),
comi < jec# 0, seja efetuada. Entdo o sistema (2.5) pode ser escrito sob a forma

(Li+CLj)X:bi+ij e LpyX=0b,k=1,...i—1,i4+1,...m. (2.6)

Se Y € uma solucao do sistema (2.5), entdo € claro que Y também é uma solugdo do
sistema (2.6). Reciprocamente, seja Y uma solucio do sistema (2.6), de modo que

(LZjLCLJ)Y:ijLCb] e LyY =b,k=1,...i—1,i+1,...m.

Como (L; + cL;)Y = L;Y + cL;Y temos que L;Y = b;, pois cL;Y = cb;. Portanto,
Y € uma solugéo do sistema (2.5). [ ]

Seja R € F"*"™, Diremos que R € linha reduzida a forma em escada ou sim-
plesmente em forma escalonada se:
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1. O primeiro elemento ndo nulo em cada linha nfo nula de R for igual a 1, o qual
chama-se termo lider.

2. Cada coluna de R que contém o primeiro elemento ndo nulo de alguma linha
possui todos os outros elementos nulos, a qual chama-se coluna lider.

3. Qualquer linha de R cujos elementos sdo todos nulos, se existir, ocorre abaixo de
todas as linhas que possuem pelo menos um elemento nao nulo.

4. Seaslinhas: =1,...,r,comr < m, sdo as linhas ndo nulas de R e se o primeiro
elemento ndo nulo da linha ¢ ocorre na coluna k;, entéo

k1 <ko <o <k,

Esta condi¢@o impde a forma escada (ou escada descendente) a matriz. Observe que se
R = (¢;j), entdo R = O ou existe um inteiro 7, com 1 < r < m, e existem inteiros
ki, ko, ..., k., com1 < k; < n, tais que

° Cij=056i>7’ecij=086j<]€i.
* Cik; =05, 1 <i<rel<j<r.
c ki <ky <<k

E de grande importéncia o seguinte: pela condigio (4), R possui exatamente r linhas néo
nulas. Assim, pela condi¢do (3), Ci, = E; sdo as colunas lideres de R. Além disso, uma
matriz R estd em forma de degrau se ela satisfaz as condicdes (1), (3), (4) e a condigdo
(2") Cada coluna de R que contém o primeiro elemento ndo nulo de alguma linha possui
todos os elementos abaixo nulos. Portanto, qualquer matriz em forma escalonada esta
na forma de degrau. Por exemplo, a matriz

1 41 3
Ri=101 2 -2
000 O

estd na forma de degrau, mas ndo estd em forma escalonada. Por outro lado, dadas as
matriz

100 3 100 3
Ro=1 01 0 -2 eR3=10 01 -2 ],
001 2 010 4
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Entdo R estd em forma escalonada e degrau, mas R3 ndo estd em forma escalonada e
nem de degrau, pois k; = 1, ko = 3 e k3 = 2 ndo implica que k1 < ko < k3.

Lema 2.3 (Lema da Substitui¢do) Sejam A = (a;;) € F™*" e B = EA, com E
uma operagdo elementar. Entdo a j-ésima coluna de A é uma combinacdo linear das

colunas k1, ..., k, de A se, e somente se, a j-ésima coluna de B é uma combinagdo
linear das colunas k1, ..., k. de B. Conclua que os escalares dessas combinagoes sdo
0S mesmos.

Prova. E claro que as operagdes (1) e (2) sdo facilmente provadas. Suponhamos que
Tpe(c), com p # g e c # 0, seja efetuada. Entdo b,; = ap; + cag; € bjj = a;j, se
i # p. Note que a condi¢do: a j-ésima coluna de A € uma combinacdo linear das

colunas k1, ..., k., de A é equivalente a: existem x1, ..., x, € F tais que
T T
ajj = g Tk, ©=1,...,m, em particular, ay; = E Tg, -
=1 1=1

Se i # p, nada hd para ser provado. Se ¢ = p, entdo

' T
apj + Cagj = le(apkz + cagy,) = byj = lebpkzv
=1 =1

pois cagj = ¢y ;_, Tiaqk,- A dltima afirmacdo serd provada no capitulo 3. u

Teorema 2.4 Qualquer matriz é equivalente por linha a uma matriz na forma em es-
cada.

Prova. Seja A = (a;;) € F*". Se A = O, nada hd para ser provado. Se A # O,
entdo existe um a;; em A tal que a;; # 0. Entre todas as linhas de A, escolhemos aquela
em que k1 seja o primeiro j para o qual o elemento a;; # 0. Assim, permutando a i-
ésima linha com a primeira linha (L; <> L1) movemos o elemento a;, para a posi¢do
(1, k7). Multiplicando a primeira linha de A por a;ki , obtemos uma matriz cuja primeira
linha é

(0 o 001 by e b1n),

com by; = ai_ki aij, j = k1 +1,...,n. Logo, nesta nova matriz, efetuando a operagdo
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T;1(—a;x, ), obtemos uma matriz sob a forma

0 -+ 0 1 bygy1)y -+ bin
0 0 0 bopgyr1y -+ bon
0 «+ 0 0 bugysn) - bom
com b;; = ai; — ajx,b15,% = 2,...,mej = ki,...,n. Se todos os b;; sdo iguais a

0, acabou. Se algum b;; # 0, entdo o processo acima pode ser repetido, obtendo uma
matriz sob a forma

0 -+ 0 1 bygyyy - biko—1) O Cifhor1)y - Cin
0 --- 0 0 0 0 1 Cokpr1) *° Con
0 --- 0 0 0 0 0 Cahpt1) “*° C3n
0 --- 0 0 0 . 0 0 Co(hat1) “*° Com
E assim sucessivamente. [ |

Corolario 2.5 Se R e S sdo formas escalonadas de A, entdo, a menos da sequéncia de
operagoes elementares sobre as linhas, R = S.

Prova. Como o procedimento para obter R e S ndo altera as colunas nulas (zeros) temos
que elas possuem as mesmas colunas nulas. Assim, R e S possuem as colunas lideres

E1, Eo, ..., ocorrendo pela primeira vez nas mesmas posi¢des, digamos, ki, ko, . .., k;.
Logo, pelo Lema 2.3, cada coluna C; de R e de S ocorrendo entre k; e k; ;1 ou fora é
uma combinacio linear das colunas Eg, , ..., Eg, . Portanto, pelo Lema 2.3, R =S. =

Proposiciao 2.6 Qualquer A € F™*" é equivalente a uma matriz sob a forma normal
N, = ( L (O) >, com r < min{m,n}.

Prova. Com objetivos diddticos apresentaremos a prova. Seja A = (a;;) € F™*".
Se A = O, nada hd para ser provado. Se A # O, entdo existe um a;; em A tal que
a;; # 0. Entdo permutando a ¢-ésima linha com a primeira linha (L; <+ L1) e a j-ésima
coluna com a primeira coluna (C; <+ C1) movemos o elemento a;; para a posigao (1, 1).
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Assim, efetuando a operagdo D, (ai_jl), obtemos uma matriz cuja primeira linha é

(1 bz =+ bin ).

Efetuando a sequéncia de operagoes T;1(—a;;) a esquerda e Tj1(—a;;) a direita, obte-
mos uma matriz sob a forma

1 0 --- 0
0 by -+ bay
0 bm? T bmn

Se todos os b;; sdo iguais a 0, acabou. Se algum b;; # 0, entdo o processo acima pode
ser repetido com a submatriz (b;;). E assim sucessivamente. ]

Teorema 2.7 Sejam AX = B e CX = D sistemas. Entdo eles sdo equivalentes se
suas matrizes ampliadas sdo equivalentes por linhas.

Prova. Suponhamos que as matrizes ampliadas sejam equivalentes por linhas. Entio,
pela Proposigdo 1.11, existe uma matriz invertivel P € F™*™ tal que

(PA | PB)=P(A | B)=(C | D).

Assim, PA = C e PB = D. Logo, multiplicando ambos os membros do sistema
AX = B aesquerda por P, obtemos PAX = PB se, e somente se, CX = D. Se X
for qualquer solugdo do sistema AX = B, entdo ela é também uma solucéo do sistema
CX = D. Reciprocamente, se X for qualquer solucio do sistema CX = D, entdo

AX =P }{(PA)X =P }(CX) =P 'D =B,
ou seja, ela é também uma solucdo do sistema AX = B. [ |
E muito 4til, de um ponto de vista tedrico e didético, a seguinte simplificacdo
de notacdo. Se o sistema AX = B for equivalente ao sistema RX = C, em que R

¢ a matriz em forma escalonada de A, entdo renumerando, se necessario, as variaveis
podemos supor que

I | D .
= < .
R ( oo ), com 7 < min{m,n}
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Mais precisamente, se efetuamos a operagdo P = Pj; sobre X, entdo

D=AP=(C, --- C; --- C;i - C,).

Como P? = I temos que
AX = AP?’X = (AP)(PX) = DY.

Portanto, indutivamente, obtemos a forma desejada.

O Teorema 2.7 nos fornece um método simples para analisar e resolver o sistema
AX = B, quando C = R ¢ a matriz em forma escalonada de A, e conhecido como
o método da reducdo de Gauss-Jordan." Por outro lado, uma maneira mais eficiente
de resolver o sistema AX = B € o método da substituicdo reversa ou o método da
eliminacdo Gaussiana, em que C = R é a matriz em forma de degrau. Neste caso, se
A = LU, entdo podemos encontrar X resolvendo LY = B e depois UX =Y

Exemplo 2.8 Resolva o sistema

T1+2x9+3r3 = 5
21+ 510+ 3x3 = 3 < 21C1+ 22Cy + 23C3 = B.
1+ 0x9 +8x3 = 17

Solucao. Para resolver este sistema vamos usar o método da substitui¢do reversa. Para
isto, basta reduzir a matriz ampliada em forma de degrau:

1 2 3|5 1 2 3| 5

2 5 3|3 —---—R=101 —-3|-7

1 0 8|17 00 1] 2
Assim, z3 = 2, entdo 9 = —7 + 3x3 = —1. Finalmente, x1 = 5 — 229 — 3x3 = 1.
Portanto, (1, —1,2) é a tinica soluc¢@o do nosso sistema. Neste caso, a matriz B pode ser
escrita de modo inico como uma combinac?o linear das colunas de A. |

!Johann Carl Friedrich Gauss, 1777-1855, matemético alemdo; Camille Marie Ennemond Jordan. 1838-
1922, matematico francés.
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Exemplo 2.9 Resolva o sistema

T1+x0+22x3 = 3
1+ 0xo + x3 5 & 11C1 + 29Cy + 23C3 = B.
2021 + 22+ 3x3 = 8

Solucdo. Basta reduzir a matriz ampliada em forma de degrau:

11 23 1 1 213

1 01|83 —--—R=|0 -1 —-1|2

21 3|8 0 0 010
Assim, z9 = —2 — x3, entdo 1 = 3 — x2 — 2z3 = 5 — 3. Logo, pondo z3 = ¢,

S={b-t,-2—-tt):teF}

é a descrigdo paramétrica do conjunto de todas as solu¢des do nosso sistema. Portanto,
0 nosso sistema possui infinitas solugdes. Neste caso, a matriz B pode ser escrita de
vdrias maneiras como uma combinacio linear das colunas de A. |

Exemplo 2.10 Resolva o sistema

Tr] — 29 + 223 = 3
1+ 219 —23 = -3 < 11C) +a92Cy +23C3 = B.
0z 4+ 229 — 203 = 1

Solucao. Basta reduzir a matriz ampliada em forma de degrau:

1 -1 2| 3 1 -1 2| 3
1 2 -1|-3|]—--—R=[0 1 —-1]-2
0 2 -2 1 0 0 0| 5

o que é impossivel, pois a equagdo Ox; + Oxo + Ox3 = 5 é falsa. Portanto, o nosso
sistema ndo possui solucdo. Neste caso, a matriz B ndo pode ser escrita como uma
combinagdo linear das colunas de A. ]
Exemplo 2.11 Sejam

a11z1 + ajpre =0 bi1x1 + biaz2 =0
e
a2171 + agzre =0 ba1x1 + bagxe =0
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sistemas homogéneos. Mostre que se eles sdo equivalentes, entdo cada equacdo do
segundo é uma combinagdo linear das equacdes do primeiro e vice-versa.

Solu¢ao. Para resolver basta provar que os sistemas

(1) { a11y1 + aizy2 = bi1 e (2) { a1121 + a1222 = bay
as1y1 + asoys = bio a2121 + a2272 = bao

possuem solugdes. Se a;; = 0, para todos i,j € {1,2}, nada hd para ser provado.
Suponhamos que existam 7, j € {1, 2} tais que a;; # 0, digamos a1 # 0. Entdo

—1
( @ dn > Ly —afLy ( L appain ) Ly — Ly — anly
—

as a2 asy a2
—1
1 a1 @12
-1
0 ay; (anaz —aziai2)

Assim, nosso sistema € equivalente ao sistema
—1 _
T+ aqq Q1222 = 0
ajy (anag — aziaiz)zs =

Se ajiage — aziaiz # 0, entdo, pela Regra de Cramer, os sistemas (1) e (2) possuem
solugdes (Unicas). Se ajjagze — aziaiz = 0, entdo as solu¢des do nosso sistema sdo da

forma
S = {(—alg,an)t it e F}

Considerando as matrizes ampliadas dos sistemas (1) e (2) e usando as mesmas opera-
¢des, obtemos

(1) { B Y1 + af11a12y2 = aﬁlbn B

ajy (a1a2e — ag1a12)y2 = bia — ajy ai2bi;
(2) » 21+ ajfanze = ajtba »

ajy (a11a22 — as1a12) 22 = bag — ajy ar2bar

Como (—aj2,a11) é uma solugdo do nosso sistema temos que os sistemas (1) e (2)
possuem solugdes

Sl = {(bn — alg,all)s NS F} € SQ = {(b21 — alg,all)t it e F},

respectivamente. [ |
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O restante desta secao serd dedicada a discussdo dos sistemas de equagdes linea-
res. Sejam A € F*" ¢ R a matriz em forma escalonada de A. O posto linha de A e
denotamos por p;(A), é o nimero de linhas nao nulas de R o qual, pelo Corolario 2.5,
estd bem definido. A nulidade de A e denotamos por v(A), é igual

v(A) = n— pi(A)

e como veremos ¢ o nimero de varidveis livres ou o grau de liberdade. Observe que
somente a matriz nula possui posto linha zero. Mas, qualquer outra matriz possui posto
linha pelo menos 1 e no miximo m. Por outro lado, cada linha ndo nula de R define
um termo lider e, portanto, uma coluna lider, de modo que o posto linha € também no
maximo n. Consequentemente, 0 < p;(A) < min{m,n}. Em particular, p;(N,) = 7.
Por exemplo, o posto linha e a nulidade da matriz

1 210
A=| -1 0 3 5
1 -2 1 1
sdo p1(A) =3ev(A) =4—3 =1, pois
1 210 1 0 0 —%
A=(-1 035]|——R=[010 -1
1 -2 1 1 0 01 i

ol

Teorema 2.12 O sistema homogéneo AX = O possui uma solugcdo ndo trivial se, e
somente se, p1(A) < n.

Prova. Suponhamos que A € F"*" R seja a matriz em forma escalonada de A e
r = p1(A) < n. Entdo ja vimos que

I |C
n-(51C).

Como r < n e existe pelo menos 7 + 1 colunas temos que a matriz C possui pelo menos

uma coluna. Assim,
I, ‘ C Z
- (57o) (+)
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possui uma solucao nio trivial

X = <_S[Y> , paracadaescolhade Y # O.

Reciprocamente, se r = p1(A) = n, entdo

RX:<I">X:O.

o

Logo, a tinica solugdo possivel do sistema € a trivial X = O. [ |

Seja A € F™*™. Diremos que as colunas de A sdo linearmente dependentes
(LD) se o sistema homogéneo AX = O possui pelo menos uma solugdo ndo trivial.
Caso contrdrio, diremos que as colunas de A sdo linearmente independentes (LI). O
conjunto
C:{x101+-"+xnCn:xi EF}

gerado pelas colunas de A chama-se espago coluna. Neste caso, o nimero de colunas
LI de A chama-se posto coluna de A ou dimensdo de C' e denotamos por p.(A) ou
dim(C'). De modo andlogo, o conjunto

L={mLi+ - - +x,Ly 2, € F}
gerado pelas linhas de A chama-se espago linha. Neste caso, dim(L) = p;(A).
Lema 2.13 Sejam A € F™*" ¢ X € F™¥1,
1. X'X = 0 se, e somente se, X = O.
2. AX = O se, e somente se, AtAX = O.
3. pe(A) <nepe(A) = p(ATA).

4. pe(A) = po(A") = pi(A).
Prova. Vamos provar apenas o item (4). J4 sabemos que

A'A = (AtCy |- | AtC, ),
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isto é, a j-ésima coluna de A*A € igual a A*C;, a qual é uma combinacdo linear das
colunas de A’. Assim, pelo item (3),

pe(A) pe(ATA) = dim{z1 (A'Cy) + - + 2, (A'Cy) 1 2; € F}
dim{A*Y; + - -+ A'Y, : Y; = 2;,C; € F"™¥1}

pe(AY).

Por simetria, p.(A!) < p.((AY)Y) = p.(A). Portanto, p.(A) = p.(Al) = p(A). =

Al

Seja A € F™*™. O posto de A é definido como p.(A) = p;(A) e denotamos
simplesmente por p(A). Neste caso, v(A) é igual ao nimero de colunas ndo lideres de
R. Em particular, se p(A) = n, entdo a forma escalonada de A é

R=(E - E,)

e R = I,, quando m = n. Observe que p(A) = r se, e somente se, € 0 maior nimero
natural tal que o menor

A ( Loz T ) = det(A,,) #0,
11 19 . e Ty
ou seja, pelo menos um dos seus v(A) = n — r menores é ndo nulo, enquanto todos os
seus V(A) — 1 =n — (r + 1) menores sdo nulos.

Teorema 2.14 Sejam A € F™*", AX = B um sistema e A’ sua matriz ampliada.
Entdo o sistema € consistente se, e somente se, p(A) = p(A').

Prova. Suponhamos que p(A) = r e que R seja a matriz em forma escalonada de A.
Entado
p(A | B)=p(R | C)=7r ou r+1.

Como
1 0 * * c1
o --- 1 X% ... % Cr
(R| C)= 0O --- 0 0O --- 0 c
0 0 0 -0 0
0 0 0 - 0 0
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temos que o sistema é inconsistente se, e somente se, ¢ # 0. Mas, ¢ # 0 se, € somente
se, p(A | B) =7+ 1. Assim, C = E,;, pois (R | C) estd em forma escalonada.
Portanto, o sistema € consistente se, e somente se, p(A) = p(A’). ]

O Teorema 2.14 nos fornece um método simples para discutir o sistema ndo ho-
mogéneo AX = B:

* Se p(A) = p(A’) = n, entdo o sistema possui uma tnica solugdo. O sistema é
consistente e determinado.

* Se p(A) = p(A’) < n, entdo o sistema possui infinitas solu¢des. Neste caso,
existem v(A) = n — p(A) varidveis livres. O sistema € consistente e indetermi-
nado.

* Se p(A) < p(A), entdo o sistema € inconsistente, ou seja, nio possui solucao.

Exemplo 2.15 Discuta e resolva o sistema

1 —2x9+ 323 =0
2x1 — 5xo 4+ 63 =0

Solucdo. A matriz ampliada do sistema é

1 -2 3|0 . R-— 1 0 3|0
2 -5 610 -~ \0 1 00 )"
Assim, nosso sistema ¢ equivalente ao sistema

1 +3x3=0
33‘2:0

Como p(A) = p(A’) = 2 temos que o sistema € consistente. Sendo p(A) < 3, teremos
v(A) = 3 — 2 = 1 varidveis livres. Portanto, S = {(—3,0,1)t : t € F'} é a descrigdo
paramétrica do conjunto solucio do sistema. [ |

JA; vimos que uma matriz A € F™*" era nio singular se existisse uma matriz
X € F™ ™ tal que AX = I. Mas isto significa que devemos resolver simultaneamente

n sistemas
AXj :Ej, j= 1,...,n,
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ou seja, escalonando cada matriz
(A|E),(A|Ey),....,(A|E,).

Em cada caso, efetuamos as mesmas operagdes elementares sobre A. Isto sugere um
método muito eficiente de resolver e analisar uma sequéncia finita de sistemas de equa-
¢oes lineares, o qual € muito util no Principio da Superposigdo:

AX =B4,...,AX = By,
a saber, escalonando a matriz aumentada
(A[Bi||By).
Exemplo 2.16 Resolva os sistemas

r1+3x2 = -9 B y1+3y2 = —5
—4$1 — 5$2 = 1 —4y1 — 5y2 = -1

Solucao. Pelo exposto acima, basta escalonar a matriz

L3 =9|=5 \_, .. _ (10| 6|4
-4 =5 1] -1 01 -5 | =3 '
Assim, (6, —5) e (4, —3) sdo as solugdes dos sistemas. ]

Teorema 2.17 (Teorema da Matriz Inversa) Seja A € R™*". Entdo as seguintes con-
dicdes sdo equivalentes:

1. A éinvertivel;

2. AX = O possui somente a solugdo trivial;

3. p(A) =nev(A)=0;

4. A pode ser escrita como um produto de matrizes elementares;
b}

. Para cada B € R, o sistema AX = B possui uma solugdo, ou seja, B pode
ser escrita como uma combinagdo linear das colunas de A

6. Para cada B € R™" 1 o sistema AX = B possui exatamente uma solugdo, ou
seja, B pode ser escrita de modo vinico como uma combinagdo linear das colunas

de A.
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Prova. Vamos provar apenas que (3 < 4). Suponhamos que p(A) = n. Enrdo A
é equivalente por linha a I. Assim, pela Proposicdo 1.11, existe uma matriz invertivel
P € R"" tal que PA =1,em que P = E; - - - E;. Logo,

P(A|I)=(PA|P)=(1|P).
Finalmente, como PA = I temos que P = A~!. A reciproca é clara. [ |

A prova da equivaléncia dos itens (3) e (4) do Teorema 2.17 nos fornece um
método para obter a inversa de uma matriz invertivel:

(A|I)— (EBA|E )— - — (I|E--E =A"").
E pertinente observar que no método acima devemos efetuar as operacdes elementares
necessarias para reduzir A a I. Além disso, a solucdo do sistema AX = B & dada pelo
diagrama de flechas
(A|1I|B)— - — (I|A|X).
Exemplo 2.18 Determine a inversa da matriz
2 1
=(3s)

Solucao. Pelo exposto acima, basta escalonar a matriz

21|10 . (10] 3 -1
53|01 01| -5 2 )
1

Al =Ty <—2> D2 (2)T21(—5)Dy G) = < _g _; ) :

Este método de determinar a inversa de uma matriz € tedioso de escrever. porém todas
as operacdes sio faceis. |

Portanto,
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Exercicios

1. Sejam A € F™"*™ e R a matriz em forma escalonada de A. Mostre que R possui
uma linha nulaou R = 1.

2. Determine a, b, c € F', de modo que as matrizes sejam equivalentes por linhas.

1 0 a 11 2
0 -1 0 e -2 0 —4
b 0 1 3 2
3. Discuta e resolva os sistemas:
T1+x0+23 = 3 201 + x0 —dxy = 3
201 —x0+2x3 = H e 221+ 3x0 + 223 = -1
1 +4x9 —bx3 = 4 014+ 20 +3x3 = -2

4. Determine a,b € F', de modo que o sistema tenha infinitas solucdes.

1 +2x9—2x3 = 7
3r1+x9—5x3 = b
—x1+axro+x3 = 3

5. Determine condic¢des sobre by, b2 € b3, de modo que o sistema tenha solugéo.

T — 229 + T3 by
2r1 + 29 +x3 = b
01’1 + 51’2 — T3 = bg

6. Determine \ € F, de modo que exista uma matriz B € F3*? tal que
1 2 3 1 2
4 5 6 |B= 3 1
7T 8 A 5 b

7. Seja H = (h;j) € F™". Diremos que H é uma matriz de Hilbert* se h;j =

Z.Hl.il. Determine a inversa de H quando n = 3. Seja T = (a;;) € F™*" a

’David Hilbert, 1862-1943, matemdtico alemo.
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10.

11.

12.

matriz tridiagonal, com a;; = 2(i — 1)i + % € Ui(it1) = Air1)i = —i?. Mostre
que HT = TH.

Sejam as matrizes

- 1 1 (21 (20 2%9
a=( L )m=(7y)e=(75)er
Determine uma matriz X € F2%2, de modo que
XA - 2X + XB? = C? - XA - XB%.
Seja a matriz
1 210
A=| -1 0 3 5 |er¥
1 -2 1 1

Determine uma matriz R em forma escalonada de A e uma matriz invertivel P €
F3*3 tal que R = PA.

Seja a matriz

1 2 -3
A= 2 5 —4 | eF?s.
-3 -4 8

Determine uma matriz invertivel P € F3*3 tal que

0 0
1 0
0 =5

PAP=D =

O O =

Note que A’ = A e D é diagonal.

Sejat € F' fixado e considere os conjuntos

U= {(2,3,2) €R® :z—y + 1z =21,V = {(,9,2) € RS : y + 2 = 1}
W= {(z,y,2) ER3 12 —y — ty = t}.

Determine U NV N W. D& uma interpretagdo geométrica desse problema.

Sejam A, B,C, D, X € F™*", Mostre que a equacdo AX = B possui solugio
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se, e somente se, p(A) = p(A|B).

(a) Se AD = BQC, entdo as equagdes AX = B e XC = D possuem uma
solu¢do comum.

(b) Se A ou B € ndo singular, entdo vale a reciproca do item (a).

2.2 Um Método Alternativo

Nesta sec¢do apresentamos um método alternativo para resolver e analisar o sis-
tema AX = B ou o sistema adjunto A'Y = C. Para isto, iniciaremos descrevendo o
conjunto geral de solucdes do sistema homogéneo.
Sejam A € F™" XY € F™! solugdes do sistema AX = Oec,d € F.
Entdo
A(cX+dY)=cAX +dAY =cO +dO = 0.

Isto significa que ¢X + dY é também uma solugdo do sistema. Assim, o conjunto
S={XecF.AX =0}

herda as propriedades de F*! e chama-se espaco solucdo, de modo que a nulidade
v(A) = dim(S). Seja R € F™*™ a matriz em forma escalonada de A’. Entdo, pelo
Proposicdo 1.11, existe uma matriz invertivel P € F™*" tal que

(PA'|P)=P(A'"|I)=(R|N).

Assim, PA' = R e N = P. Logo, NA! = R. Como N ¢ invertivel temos que
p(R) = p(NA?) = p(A!) = r. Isto significa que R possui n — r linhas nulas. Pondo

() en- (1)

onde Ry € F"*™ possui todas as linhas ndo nulas, e Ny € F (n=r)xn_Negte caso,

R, | N N; A
(NAtN):(RN):<Tl‘N—;> eR:NAt:(N;At>
implicam que
NA" N\ (RN
NA" [Ny )\ O [Ny J°
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Logo, N2A! = O ou AN), = O. Portanto, as ¥(A) = n — r colunas de N} sdo as
solucdes LI do sistema AX = O, pois R; possui 7 linhas e IN € invertivel. O processo
de determinar a solugdo geral do sistema homogéneo pode ser resumido no diagrama de

fechas:
(A"|I)—-—(R|N).

Exemplo 2.19 No processo de fotossintese, o dioxido de carbono (CO3) reage com a
dgua (H2O) para produzir glicose (CsH120g) e oxigénio (O2). Quanto de carbono,
hidrogénio e oxigénio precisamos?

Solucao. O nosso problema consiste em resolver a equagdo quimica:
21C 09 + 29H90 — 23CsH1906 + 2405.

Como o nimero de dtomos de cada elemento no inicio da reagdo deve ser igual ao nu-
mero de dtomos desse mesmo elemento no fim da reacio temos que escolher x1, x2, T3 €
x4, de modo que x1 = 6x3, 229 = 1223 € 21 + x5 = 63+ 224. Mas isto é equivalente
a resolver o sistema homogéneo:

1 +0x9 —6234+0x4 = 0

Ox1 4+ 229 — 1223 +0x4y = 0

201+ 19 —6x3 — 224 = 0

Pelo exposto acima, basta escalonar a matriz

1 0 2 1 000 1 00 1 0 0 1
0 2 1/0100 o1o0/]o0 35 -4 1
_> 1
-6 —-12 -6 0 010 0 01 0 0 1 =3
0 0 -2 00 01 000 6 6 1 6

Portanto, S = {(6¢, 6¢, c,6¢) : ¢ € R} € a descrigdo paramétrica do conjunto solugio
do sistema. Em particular, tomando ¢ = 1, obtemos (6, 6, 1, 6) uma solugdo particular
do sistema. Neste caso,

6C Oy + 6H20 — CgH120¢ + 604.

Note que p(A) = 3 e v(A) =4 — 3 = 1 ¢ o niimero de varidveis livres, o qual é igual
ao numero de linhas L1 de Ns. [ |
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Teorema 2.20 Sejam A € F™*" e AX = B um sistema. Entdo o sistema é consistente
e determinado se, e somente se, o sistema homogéneo AX = O possui apenas a solucdo
trivial.

Prova. Suponhamos, por absurdo, que o sistema AX = O possua uma solugdo X;, #
O e que X, seja uma solu¢do de AX = B. Entdo, para cada c € F, teremos

A(Xp + CXh) = AXp + CAX() = B,

isto €, X, + cX}, € uma solu¢do de AX = B, o que contradiz a unicidade da solucdo.
Reciprocamente, suponhamos que X; e X» sejam solucdes de AX = B. Entdo

AXy;—X;)=AXy;-AX;=B-B=0.
Assim, Xo — X1 = O, ou seja, Xo = X;. Portanto, o sistema € consistente e determi-

nado. [ ]

Pela prova do Teorema 2.20, a solugdo geral do sistema AX = B é

X =X, + Xy,
em que
n
Xp= Y ali ¢ €F,
i=r+1
r = p(A)eL;,i =r+1,...,n, sdo as linhas da matriz No, as quais sdo todas ndo

nulas, pois sdo L. O préximo resultado apresenta uma prova alternativa de que p.(A) =
pi(A).

Teorema 2.21 Sejam A € F™*" ¢ AX = B um sistema consistente. Entdo o dia-

grama de flechas
At 1 Al T
B0 ) o[ c )

implica que C ¢ uma solucdo de AX = B.
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Prova. Observe que AX = B ¢é consistente se, e somente se, X*At = B! for consis-
tente. Assim, o diagrama de flechas é possivel. Logo, pela Proposi¢ao 1.11,

A' I\ [1I]O AT\ (AT
StAt—B'[s' ]\ S| 1 -B'|0' )\ O'|C )"

Isto implica que S*At — B! = O! e S! = C. Portanto, AC = B. [ |

J4 vimos que o processo de determinar a solucdo geral do sistema homogéneo era
dado pelo diagrama de fechas:

(A"|TI)— - — (R|N).

Portanto, pelo Teorema 2.21, a solugfo geral do sistema AX = B ¢ dada pelo diagrama
de fechas:

(18— (Bh) - (312).

E pertinente ressaltar que no primeiro estdgio do diagrama de flechas usamos algumas
combinacdes lineares das linhas de A para zerar a linha —B?, sem que a tdltima linha
fosse permutada com qualquer outra linha e nem multiplicada por constante. Além disso,
C é uma solucdo de AX = B e ndo do sistema homogéneo AX = O, as quais sdo dadas
pelas linhas de IN.

Exemplo 2.22 Resolva o sistema
T1+x9+2x3 = 3
r1+0x0+23 = 5
201+ 20+ 3x3 = 8

Solucao. Basta reduzir a matriz em forma escalonada:

1 1 21100 10 1 0 10
1 0 1]010 01 1 1 -1 0
2 1 3]001 |77 000 -1 -11

"3 5 8,000 00 0 5 —2 0

Note que para zerarmos a ultima linha usamos a combinac@o linear 5L; — 2L5. O terno
(5,—2,0) é uma solugdo do sistema. Enquanto, o terno (—1,—1, 1) é uma solugio do
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sistema homogéneo. Portanto,

X! = (5,-2,0)+t(-1,-1,1), V t € F, (2.7)
€ a solugdo geral do sistema. Geometricamente, a equacdo (2.7) representa a “reta”
que passa por (5, —2,0) na dire¢do do vetor (—1, —1, 1). Portanto, o conjunto solugao

de AX = B ¢ uma reta através de (5, —2,0) paralela ao conjunto solugéo do sistema
homogéneo AX = O. ]

Exercicios

1. Resolva os sistemas

r1 + 2r9 — 213 = 1 T1+2x9 —23—224 = 1
T1 + 229 + T3 — T4 = 0
r1 +8x9g —6x3 = -7 0x1 + w2 + 23 + 24 = 0

2. Seja A € F™*™ Mostre que se A possui pelo menos m — r linhas nulas, entdo
p(A) <r.

3. Sejam A, B € F"*". Mostre que p(AB) < min{p(A), p(B)}. Conclua que se
B ¢é ndo singular, entdo p(BA) = p(A) = p(AB).

4. Sejam A € F"™*™ B e F™*", C e F"*™ D e F" ",

I, B (A B
E_<c o) eF_(c D)
Mostre que p(B) + p(C) < p(E) e se A é ndo singular, entdo p(F) = m se, e

somente se, D — CA™'B = O.

5. (Desigualdade de Sylvester) Sejam A € F™*" ¢ B € F"*P. Mostre que p(A)+
p(B) —n < p(AB).

6. Determine todas as fungdes f : R — R da forma f(x) = a+bx+cx?+dx3 +ex?,
de modo que f + f'+ f" + f" = 1.
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7. Uma matriz

al bl C1
A= as by co € F3X3
az by c3

€ um quadrado mdgico de ordem 3 se a soma dos elementos das trés linhas, das
trés colunas e das duas diagonais s@o todas iguais a0 mesmo peso s.

(a) Reescreva as condicdes para um quadrado magico como um sistema de 8
equagoes lineares nas variaveis s, a;, b; € ¢;, © = 1,2,3 e resolva esse sis-
tema.

(b) Mostre que 3by = s.

(c) Substitua as estrelas por nimeros, de modo que a matriz

Il
N % %
* % =
=~ % %

seja um quadrado magico.

8. Seja x = (v1,79) € R2ey = (y1,%2) sua reflexdo em volta do eixo dos .
Determine A € R?*? tal que y* = Ax’.

9. Que condi¢des os inteiros a, b e ¢ devem satisfazer para que o sistema de equacaes
200 —x0+2x3—3T4 = @

T+ X2 — T3
4x1 + 29 — 23 — 334 =

tenha solucaes inteiras?

10. Sejam A € R™*" e B € R™*!. Mostre que se AX = B possui uma solugio em
C™*!, entdo ele também possui uma solugido em R,

11. Sejam z1,...,Tn,Y1,..-,Yn € F. Mostre que se z1, ..., 2, sdo distintos aos
pares, entéio existe um tnico polindmio f(z) € F|x] de grau no maximo n — 1 tal
que f(z;) =y, i=1,...,n.

Sumadrio 95



2.2. Um Método Alternativo Capitulo 2. Equacdes Lineares

12. Sejam f(z) = (x1 —x)--- (x, —x) € Flz] e

r1T a a a a a
b 9 a a a a
b b z3 a a a
Dn = .
b b b b ... TH1 a
b b b b ... b Tn

(a) Mostre que se a # b, entdo (b — a) det(D,,) = bf(a) — af(b).
(b) Mostre que se a = b, entdo det(D,,) = a) i, fi(a) + z,fn(a), com
fil) =(z1—2) - (@im1 — @) (i1 — )+ (2 — ).
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Vetores

O principal objetivo deste capitulo é levar o aluno a compreender o conceito de
espaco vetorial de um ponto de vista axiomético, isto €, o conceito abstrato de espago
vetorial como objeto com uma estrutura algébrica especifica, o qual é devido a Peano!
em 1888. Além disso, serdo vistos os conceitos de subespagos vetoriais, dependéncia e
independéncia linear, bases e dimensdo de um espaco vetorial e relacdes entre bases de
um mesmo espaco vetorial.

3.1 Espacos Vetoriais

Um espago vetorial sobre o corpo F' € um conjunto ndo vazio V munido com duas
operacdes: adigcdo
+: VxV = V
(u,v) — u+v

e multiplicagdo por escalar

FxV — V
(a,u) — au

1Giuseppe Peano, 1858-1932, matematico italiano.
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tais que os seguintes axiomas sdo satisfeitos:

l.u+ (v+w)=(u+v)+w,paratodos u,v,w € V.

2. u+v=v-+u,paratodosu,v e V.

3. Existeum 0 € V talque u+ 0 = u, paratodou € V.

4. Paracadau € V, existe um —u € V tal que u 4+ (—u) = 0.
5. (a+b)u=au+ bu, paratodos a,b € FeuecV.

6. a(u+v)=au+av,paratodosu,ve VeacF.

7. a(bu) = (ab)u, paratodos a,b € Feue V.

8. 1l-u=u,paratodou € V.

Note que o préprio corpo F' com as operacdes usuais € um espaco vetorial. Além
disso, V' = {0} é um espaco vetorial, o qual chama-se espago vetorial trivial. Observe
que se w = —u + u, entdo

whw = (cutu)+(—utw) = —u+ (fut (—w)+u)
= —u+(0+u)=-utu=w.

Assim,
0 = wH(—w)=[wH+w|+(—w)=w+[w+ (—w)]
= w+0=w.

Portanto, —u 4+ u = 0, para todo u € V. Além disso,
O+tu=[u+(-u)]+u=u+[-u+u/=u+0=nu,

isto €, 0 + u = u, para todo u € V. No item (3) da Proposi¢do 3.5, provaremos que
podemos escrever

u—v=u+(—-v),
paratodos u, v € V, pararepresentar a diferenga entre elementos de V. Os elementos de

V' chamam-se, por conveniéncia, de vetores. As propriedades associativa e comutativa
da adi¢do de vetores implicam que a soma de um certo ndmero de vetores € independente
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da maneira pela qual esses vetores sdo combinados ou associados. Por exemplo, se
u, v, w et sio vetores quaisquer em V/, entdo

(W V) + (W)= [v+ (utw)+t
e essa pode ser escrita sem confusdo como
u+v+4+w-4t.

O préximo resultado € nosso exemplo modelo. Por isto, faremos todos os detalhes
da prova:

Exemplo 3.1 Seja V = F" o conjunto das n-uplas ou das listas sobre F. Se u =
(1,...,2n) EVev=(y1,...,yn) €V, entdo V, munido com as operagées usuais
de adicdo
u+v=(z1+y,. .., T +Yn)
e multiplicacdo por escalar
au = (axq,...,axy,),

é um espaco vetorial sobre F.

Solucao. O leitor que tenha dificuldade em trabalhar com o caso geral pode iniciar esse

exemplo comn = 2oun = 3. (1) Dadow = (21, ..., 2,) € V, obtemos
ut(v+w) = (@,..,20) Wt Y+ o)
= 5'31+(y1+21) <o+ (Yn + 2n))

em

(1 +y1) + 21,y (Tn +yn) + 20)
£U1+yl, . xn+yn)+(z17"'7zn)
u+v)+

(
(
oy
(
(

(2) Dados u = (z1,...,2n), V= (Y1,...,yn) €V,

em F
u+v:($1+y17"'7xn+yn) = (y1+x1,...,yn+xn):v+u

(3) Dado u = (z1,...,x,) € V, devemos encontrar v = (y1,...,yn) € V tal
que u + v = u. Assim,

(T1 4+ Y1,y T+ yn) = (21, Tp) = i+ yi =z, 1=1,...,n.
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Logo, y1 = y2 = --- = y, = 0. Portanto, existe um 0 = (0,...,0) € V tal que
u+0=u,paratodou e V.
(4) Dado u = (z1,...,2,) € V, devemos encontrar v = (y1,...,y,) € V tal
que u + v = 0. Assim,
(14 Y1, sn+yn)=(0,...,0) =z, +y; =0, i=1,...,n.
Logo, y; = —z;, % = 1,...,n. Portanto, existe um —u = (—x1,...,—x,) € V tal que

u+ (—u) =0, paratodou € V.
(5) Dado u = (xy, ..

., ZTpn) € Vea,be F,teremos

(a+bu = ((a+bdz1,...,(a+b)xy,)
em F
=" (azy +bzy,...,ax, + bzy)
= (axy,...,axy) + (bx1,...,bxy)
= au+bu.
(6) Dados u = (z1,...,2n), Vv = (Y1,-..,yn) € Vea € F, obtemos
a(u—l—v) = CL(IL‘l +y1>~"7xn+yn)
= (a(x1+wy1),. - a(zn +yn))
em F (azx1 + ayr, . ..,azx, + ayy)
= (axy,...,axy) + (ay1,...,ayn)
= au + av.

(7) Dados u = (1, . ..

albu) =
em F

(8) Dado u = (zy, ..

1-11:(1-561,.

que € o resultado desejado.

a(bzy, .
((ab)xq, ..

o lemy,) T=

,Tn) € Vea,b € F,temos que

cbxy) = (a(bxy), ..., a(bxy))
., (ab)xy,) = (ab)u.

., Tpn) € V, teremos

em

(x1,...,2p) = U,

Jd vimos que os conjuntos de matrizes F™™*™ e dos polindmios F'[x] eram espagos

vetoriais sobre F. Em particular, o conjunto

V =B (F) = {plx) € Fl] : 9(p) < n},
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com as operagdes herdadas de F'[x], é um espaco vetorial sobre F.
Devido a sua grande importancia tedrica faremos todos os detalhes da prova do
resultado a seguir:

Exemplo 3.2 (Espaco das Funcoes) Sejam S um conjunto ndo vazio e
V=FS,F)=F ={f:8—F:f éumafunco}.

o conjunto de todas as funcoes de valores sobre F'. Se f € V e g € V, entdo V, munido
com as operacoes de adicdo f + g definida como

(f +9)(=) = f(z) + g(z), ¥V z €5,

e multiplicagdo por escalar af definida como

(af)(x) =af(z), V z €S,
é um espaco vetorial sobre F'.
Solucdo. (1) Dados f, g, h € V. Como a adi¢do em F € associativa temos que

[f + (g + h))(x) f(@) + (g +h)(x) = f(x) + [9(z) + h(z)]

[f () + (ﬂ+h() (f +9)(@) + h(z)
[(f +9) + hl(=), €S

Assim, f+ (g+h) = (f +g) +h.
(2) Dados f,g € V. Como a adi¢do em F' é comutativa temos que

=R

em F

fl@) + g(z) "= g(2) + f(x)
= (g+ f)x), Vxebs.

(f +9)(z)

Logo, f+g =g+ f.
(3) Seja 0 a fungdo nula, isto é, 0(x) = 0, para todo = € S. Entéo

(f +0)(z) = f(z) +0(z) = f(z) +0 27 f(z), ¥V z €8S.

Portanto, f + 0 = f, paratodo f € V.
(4) Seja — f a fung@o definida como (—f)(x) = —f(x), para todo x € S. Entdo

(f + (=f)@) = f(2) + (~f)(@) = fz) - fx) "B 0, ¥z €8
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Consequentemente, f + (—f) = 0, paratodo f € V,
(5) Dado f € V ea,b € F. Como a adi¢do e a multiplicagdo em F' sdo distribu-
tivas temos que

[(a+0)fl(x) = (a+ b)jf(:ﬂ) B af(@) +of(x)

Assim, (a +b)f =af +bf.
(6) Dados f,g € V e a € F. Como a adi¢do e a multiplicagdo em F’ sdo distri-
butivas temos que

a(f +9)l@) = alf+9)(x)=alf(z) + g()]
R af(x) + ag(z) = (af)(z) + (ag)(z)
l[af +agl(x), V z € 8S.

Logo, a(f + g) = af + ag.
(7) Dados f € V e a,b € F. Como a multiplicagdo em F ¢ associativa temos

que
em F

[a()](z) = al[(bf)(x)] = a[bf(x)] "= (ab)f(z)
= [(ab)fl(z), V z €S

Portanto, a(bf) = (ab)f.
(8) Dado f € V, temos que

em F

(1-fll@) =1-f(z) =" f(z), Vzecs
Consequentemente, 1 - f = f. [ |
E importante ressaltar, de um ponto de vista teérico e didético, que os espagos

vetoriais F", F[x] e F*™ sdo casos particulares de (S, F). com S = {1,...,n},
S=FeS={1,...,m} x{1,...,n}, respectivamente.

Exemplo 3.3 Sejam V = F?, u = (x1,12) € Vev = (y1,y2) € V. Verifique se V
munido com as operagdes de adi¢do usual e multiplicagdo por escalar a®u = (ax1,x2)
é um espaco vetorial sobre F'.

Solucio. E claro que a operacio de adicio satisfaz as propriedades de (1) 2 (4). Assim,
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devemos verificar as propriedades relativas a multiplicacdo por escalar. Note que
(a+b)ou=((a+b)xi,x2) = (ax1 + bz1,22); a Gu+bOu = (ax; + bx1,222)

Logo, se x2 # 0, entdo (a +b) ®u # a ®u+ b ® u, pois xy # 2z5. Portanto, V ndo é
um espaco vetorial sobre F'. |

Exemplo 3.4 Sejam V = F% u = (x1,22) € Vev = (y1,y2) € V. Verifique
se V munido com as operagoes de adigdo usual e multiplicagdo por escalar a ® u =
(ax1 — a + 1,ax2) é um espago vetorial sobre F.

Solucao. Fica como um exercicio. |

Proposicao 3.5 Seja V um espaco vetorial sobre F'. Entdo:

1. Existe um tinico vetor nulo em 'V (elemento neutro).
2. Cada vetor u € V admite um tinico vetor simétrico —u.

3. Existe um tnico x € V tal que u + x = v, para todos u,v € V, a saber,
x=v+(—u).

4. a0 =0, paratodoa € Fe0Q e V.

5. 0u=0, paratodou e VelcF.

6. Seau=0,¢entdoa=00ouu=0,0ondeac FeueclV.
7. —u= (—1)u, paratodou € V.

8. (—a)u=a(—u) = —(au), paratodoa € FeueV.

9. Seu=zu1+----+rupev=yu+---+yyuy ondew; € Vex;y €F,
1=1,...,n, entdo

u+v=(xy+y)ur+- -+ (Tn +yn)u, eau = (ax)ug + - - + (azy)uy,

10. a(nu) = n(au) = (na)u, paratodon € Z,a € Feu V.
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Prova. Vamos provar apenas os itens (1), (4) e (5): (1) Suponhamos que exista outro
vetor 0’ € V talque u+ 0" = u, paratodou € V. Entio0 = 0+ 0" = 0". (4) e (5)
Note, pela leis distributivas, que

au+a0 = a(u+0)=au
au+0u = (a+0)u=au
Portanto, pelo item (1), a0 = 0 e Ou = 0. ]

Sejam u,v € V. A diferenca entre u e v € definida como
v—u=v+(—u)

a qual, pelo item (3) da Proposi¢do 3.5, estd bem definida.

Exercicios

1. Mostre todas as afirmagdes deixadas nesta se¢ao.

2. SejaV = F?. Seu= (r1,72) € Vev=(y1,y2) €V, entdo V, munido com as
operagdes de adi¢do u ® v = (3x2 + 3y2, —x1 — 1) e multiplicagdo por escalar
a ®u = (3axs, —az1), € um espago vetorial sobre F'?

3. SejaV = F2. Seu = (x1,22) € V, entdo V, munido com as operagdes de adigio
usual e multiplicagio por escalar a®u = (a?x1, a®z2), é um espago vetorial sobre
F?

4. Seja V = F2. Seu = (x1,72) € V, entdo V, munido com as operagdes de
adi¢do usual e multiplicagdo por escalar a ® u = (baxy,bazy), é um espago
vetorial sobre F'?

5. Seja V.= F2. Seu = (71,22) € V, entdo V, munido com as operagdes de
adi¢ao usual e multiplicac@o por escalar a ® u = (ax1,0), é um espago vetorial

sobre F'?
6. Sejam V = F"eu = (z1,...,x,) € V. Verifique que se V' munido com as
operagdes de adi¢do usual e multiplica¢do por escalar ¢ ©® u = (0,...,0) é um

espaco vetorial sobre F'.
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7

10.

11.

12.

13.

3.2

. Seja V.= {(¢t,2t,...,nt) € F" : t € F}. Verifique se V munido com as

operacdes usuais de adi¢do e multiplicagdo por escalar € um espaco vetorial sobre
F.

SejaV.=F". Seu= (21,...,2,) € Vev=(y,...,yn) € V. Verifique se
V munido com as operagdes de adi¢do u & v = (z1, ..., z,) e multiplicagdo por
escalar usual € um espaco vetorial sobre F'.

SejaV = F2% Seu = (v1,72) € Vev = (y1,y2) € V, entdo V munido com
as operacdes de adicdo u © v = (1 — y1, 22 — y2) e multiplicagdo por escalar
a®u = (—axr1, —axy) é um espago vetorial sobre F'?

Mostre que a propriedade de comutatividade para a adicdo de vetores € redun-
dante, isto €, pode ser provada a partir das outras propriedades.

Por que um espago vetorial V' sobre F' possui um elemento ou infinitos elementos?

Sejam V' qualquer espaco vetorial sobre R e V = VC =V x V. Mostre que se
u= (u,uy) € Vev = (vy,vs) € V, entdo V, munido com as operacdes de
adigio u @ v = (u; + vy, us + va) e multiplicagdo por escalar (a + ib) ©® u =
(auy —bug, aug +buy ), é um espago vetorial sobre C e chama-se complexifica¢do
de V. Neste caso, V = {u+iv:u,v e V}.

Sejam Vi, ..., V;, espagos vetoriais sobre F'e V = [[""_; V;. Mostre que se u =
(X1,...,%p) € Vev=(y1,...,yn) € V, entdo V, munido com as operagdes
de adicdo

udv=(xX14+Yy1, -, Xn+¥n)

e multiplicacdo por escalar
a®u=(axy,...,axy,),

€ um espago vetorial sobre F' e chama-se soma direta externa dos espagos V; e
denotamos por V1 ® - - - ® V.

Subespacos Vetoriais

Sejam V um espacgo vetorial sobre F' e W um subconjunto nao vazio de V. Entao

as operagdes de adi¢do e multiplicacdo por escalar sdo definidas para todos os elementos
de V. Em particular, para aqueles pertencente a W. O resultado dessas operacdes sobre

Sumadrio 105



3.2. Subespacos Vetoriais Capitulo 3. Vetores

elementos de T estdao em V. Portanto, muitas vezes, é possivel que elas sejam fechadas
em W, ou seja, a adicdo de dois elementos de W devem sempre ser um elemento de IV,
e a multiplicagdo de um escalar e um elemento de W devem sempre ser um elemento
de W. Neste caso, diremos que W é um subespago de V. Mais precisamente. um
subconjunto de V' € um subespaco de V' se as seguintes condicdes sao satisfeitas:

1. W #0.
2. u+v € W, paratodos u,v € W.
3. aue W,paratodoa € Reu e W.

Seja V um espacgo vetorial sobre F'. Qualquer subespaco W de V' contém o vetor
nulo 0, pois quando a = 0, temos que

0=0-ueW, YVueW

Pode ser provado que, se admitirmos essas duas propriedades em W, os oito axiomas de
espaco vetorial sdo vélidos em W. Dessa forma, W € também um espaco vetorial com
as propriedades herdadas de V. Note que o espaco vetorial V' admite pelo menos dois
subespacos, a saber, {0} e V, os quais chamam-se subespacos triviais ou improprios.
Os demais subespacos de V' chamam-se subespacos ndo triviais ou proprios.

Proposicao 3.6 (Critério de Subespaco) Sejam V um espaco vetorial sobre F' e W
um subconjunto ndo vazio de V. Entdo W é um subespaco de V se, e somente se,
u-+av € W, para todos u,v € Wea € F.

Prova. Fica como um exercicio. [ ]

Exemplo 3.7 Sejam V = F" e W = {(x1,...,2,) € V : x1 = 0}. Mostre que W é
um subespaco de V.

Solucio. E claro que W # (), pois 0 = (0,...,0) € W. Dadosu,v € Wea€ F.
Como u,v € W temos que u = (0,z2,...,z,) e v = (0,y2,...,yn). Assim,

u+v=0+4+0,20+y2,....,2n +Yyn) = (0,22 +y2,...,Tn+yn) €W

au = (a0, axy, ... ,ax,) = (0,azs,...,azx,) € W.

Portanto, W € um subespaco de V. n
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Exemplo 3.8 Sejam V = F"™*" e W = {A € V : A = A} o conjunto das matrizes
simétricas. Mostre que W é um subespaco de V.

Solucio. E claro que W # (), pois O = O implica que O € W. Dados A, B € W e
a € F.Como A,B € W temos que A’ = A e B! = B. Assim,

(A+B)f=A"+B'=A+B=A+BecW
e (aA)! = aAl = aA implica que aA € W. Portanto, W é um subespago de V. [ |

Exemplo 3.9 Sejam A € F™ "™ uma matriz fixada, V = F"1 e S = {X € V :
AX = O} o espago solucdo do sistema homogéneo AX = O. Mostre que W é um
subespago de V. Em particular, se a = (a,b,c) € R3, com a® + b2 + 2 > 0, entdo o
plano em R® passando através da origem 7 = {x = (z,,2) € R3 : ax! = 0} é um
subespago de R,

Solucio. Fica como um exercicio. [

Exemplo 3.10 Sejam V = F(S,F)eV, ={f €V : f(—x) = f(z), Y x € F}o
conjunto das fungdes pares. Mostre que V), é um subespago de V.

Solucdo. E claro que V}, # (), pois 0(—z) = 0 = 0(z), para todo = € F, implica que
0 € V,. Dados f,g € V,ea € F. Como f, g € W temos que f(z) = f(—z)e
g(z) = g(—x), paratodo = € F. Assim,
(f +9)(=z) = f(=2) + g(=2) = f(z) + g(x) = (f + 9)(z), V z € F,
demodoque f +g € Ve
(af)(—z) =af(-2z) = af(z) = (af)(z), V z € F,

implica que a f € V). Portanto, V}, ¢ um subespaco de V. n

Exemplo 3.11 (Espaco das Sequéncias) Sejam V = Seq(F') = F(N, F') o espago das
sequéncias e

Seqp(F) ={x=(21,...,Zn,...) EV:iz,22 € F € Tpya=Tp + Tns1}

o conjunto das sequéncias do tipo Fibonacci. Mostre que Seqy(F') é um subespago de
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V. Note, em particular, que
e=(1,0,1,1,2,...) € Seqs(F) e £=(0,1,1,2,3,...) € Seqs(F).
Solucao. Fica como um exercicio. ]

Exemplo 3.12 Sejam V =P, (F), comn > 2, e W = {p(z) € V : p(1) = p(7) = 0}.
Mostre que W é um subespago de V.

Solucdo. E claro que W # {), pois 0(1) = 0(7) = 0 implica que 0 € . Dados
p(x),q(x) € Wea € F. Como p(x),q(x) € W temos que p(1) = p(7) = 0 e
q(1) = q(7) = 0. Assim,

(Pr+q¢)(1)=p(1)+q(1)=0+0=0¢e (p+q)(7) =p(7) +¢(7) =0+0 =0,

de modo que p(z) + g(x) € W, e (ap)(1) = ap(l) = 0e (ap)(7) = ap(7) = 0
implicam que ap(z) € W. Portanto, W é um subespaco de V. |

Exemplo 3.13 Sejam V =F" e W = {(z1,...,2,) € V : 3 = x1 + 1}. Entdo W
ndo é um subespago de V, pois 0 = (0,...,0) ¢ W.

Exemplo 3.14 Sejam V. =R%? e W = {(z1,72) € V : x3 = |21|}. Entdo W ndo é um
subespago de V, poisu = (—1,1) e Wev =(2,2) € W,masu+v = (1,3) ¢ W.
Note que 0 = (0,0) € W. Portanto, 0 € W ¢ condi¢cdo necessdria, mas néao suficiente
para que W seja um subespaco de V.

Teorema 3.15 Seja V' um espaco vetorial sobre F. Se W1 e Wy sdo subespacos de V,
entdo W1 N Wy é um subespago de V. Conclua que W1 N Wy é o maior subespaco de
V' contido em W7 e Wh.

Prova. E claro que W1 NWs # (), pois 0 € Wy e 0 € Wy implicam que 0 € Wy N Wh.
Dados u,v € Wi NWyea € F. Como u,v € Wi N W, temos que u,v € Wy e
u,v € Ws. Assim, por hipétese, u+v € Wi, u+v € Woeau € Wi, au € Wo, de
modo que u+ v € Wy N Wy e au € Wy N Way. Portanto, W1 N W € um subespaco de
V. [

Exemplo 3.16 Sejam V = F3 W) = {(z,y,2) €V :x =0} e Wo = {(z,y,2) € V :
y = 0} subespagos de V' (prove isto!). Determine W1 N Wo.
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Solucéo. Dadou = (z,y,z) € WiNWs, obtemosu = (z,y,2) € Wieu = (z,y,2) €
Ws. Assim, z = 0ey = 0. Logo, u = (x,y, z) € WiNWs se, e somente se, z =y = 0
e z qualquer. Portanto,

WinWy, ={(z,y,z) € V:x=y=0}

que € o resultado desejado. |

Exemplo 3.17 Sejam V = F2*2,

W= " Yeviabeerl emn=d( % % \ev.ader
c 0 0 d

subespagos de V' (prove isto!). Determine W1 N Wa.

Soluc¢ao. Observe que qualquer

A:(i Z>€W10W2<:>A€W1 e Ac Wy

Assim, d =0,b=0ec=0. Logo,

A:(CC‘ Z)erﬁWQ@b:c:d:()

e a qualquer elemento de F'. Portanto,
WlﬂWQZ{aEH EV:CLGF},
que € o resultado desejado. [ |

Pergunta. W; U W5 € um subespaco de V7 A resposta dessa pergunta é, em
geral, nio. Por exemplo, sejam V = R2,

Wi ={(z,y) eV:y=0} e Wo={(z,y) € V:2=0}

subespacos de V' (prove isto!). Entdo W7 U W5 ndo é um subespaco de V, pois u =
(1,0) eWiUWsev = (0,1) e WiUWsy, masu+v = (171) Qé Wi U Wa.
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Teorema 3.18 Seja V' um espaco vetorial sobre F. Se W1 e Wy sdo subespacos de V,
entdo o conjunto

W1+W2:{u1—|—u2:u1€W1 e UQEWQ}

é um subespago de V. Note que W1, N Wy C W1 U Wy C Wy + Wa.

Prova. Como 0 € Wi e0 € W5 temos que 0 = 0+0 € Wi +Ws. Assim, Wi +Ws # (.
Dadosu,v € Wi+ Wy ea € F, de modo que existem uy, vy € Wy e ug, vy € W tais
que u = uj + uz e v = vy + va. Logo, por hipétese, u; +v; € Wi, ug + vy € Wre
au; € Wy, aug € Ws. Portanto,

u"‘vz(u1+u2)+(V1+V2):(U1+V1)+(UQ+V2)GWl—I—WQ

au = a(ul + 1.12) =au; + auy € Wi + Ws.
Consequentemente, Wy + Wy é um subespaco de V. |
Exemplo 3.19 SejamV =F, W1 = {(z,y,2) € V:x =0} e Wy = {(z,y,2) € V :
y = z = 0} subespagos de V' (prove isto!). Determine W1 N Wy e W1 + Wha.

Solugdo. Note que u = (z,y,z) € Wi N W; se, e somente, se u € Wi eu € Wa.
Assim, z = 0 e y = z = 0. Portanto, W; N Wy = {(0,0,0)}. Dado u € Wy + W,
existem u; = (0,y,2) € Wi euy = (2,0,0) € Wy, onde z,y,z € F, tais que
u=u; +uy = (z,y,2) € V. Consequentemente, Wy + Wy = V. ]

Sejam V um espaco vetorial sobre F' e W7y, W5 subespacgos de V. Diremos que V'
& decomposto em soma direta interna de Wy e Wy, em simbolos V' = Wy @ Wh, se as
seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

1. V=W + W
2. WinWy = {0}

Neste caso, Wy chama-se complemento direto de W5 e vice-versa. Por exemplo, confira
o Exemplo 3.19 para ver que V = Wy & Wh.

Exemplo 3.20 SejamV = F" " Wy ={A €V :Al=A}leWo={A eV :Al=
—A} subespagos de V. Mostre que V.= W1 @ Wo.
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Solucdo. Dado A € Wy N Wa, temos que A € Wi e A € Wy, Assim, A = Ae
A! = —A, de modo que A = —A implica que 2A = O, ou seja, A = O. Logo,
Wy N Wy = {O}. Primeiro note que a inclusdo W7 + Wy C V é sempre verdadeira.
Assim, basta provar a inclusdo V' C W; 4+ Wj. Para isto, dado A € V, temos que

A =1A=0+ha=lA+1A=1A+1A" 1A'+ 1A
= J(A+AY)+3(A-AY.

E ficil verificar que 271 (A + A?) € Wy e 271(A — A*) € W5, de modo que A €
Wy + Ws. Portanto, V = W7 + Wh. [ ]

E muito importante ressaltar que: quando as propriedades que caracterizam um
subconjunto W de um espago vetorial V' ndo sdo “equagdes lineares homogéneas”, em

geral, W ndo é um subespaco de V. Como um exemplo, confira o Exemplo 3.14. Além
disso, note a semelhanga entre os vetores de F'4, F2*2 e P3(F):

(a,b,c,d), (Z Z) e a+ br+ cx? + dd.

Exercicios

1. Seja V = R3. Verifique quais dos subconjuntos abaixo sio subespacos de V.

(@ W=A{(z,y,2) e V:z+y+2z=0}

(b) W=A{(z,y,2) eV:z<y<z}

© W={(z,y,2) € V:z—3z =0}

@ W={(x,y,2) eV :z e}

© W={(r,y,2) eV:a?+y*+22 <1},

O W ={(z,y,2) € :EZO}-

@ W=A{(z,y,2) €V :ay =0}

) W ={(z,y,2) €V iz =2}

2. Seja V. =R™ " n > 2. Verifique quais dos subconjuntos abaixo sdo subespacos

de V.

(a) W:{<CCL 2)€V:a:ce b+d:0}.
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(b) W:{(Z Z)eV:a+d§b+c}.

(c) W={Ae€V:AB =BA, B umamatriz fixaem V}.
d W={AecV:A2=A}.

(e) W-{(Z Z)evzad—bc;éo}.

(f) W:{<CCL 2)€V:adbc:0}.

3. SejaV =P, (R), n > 2. Verifique quais dos subconjuntos abaixo sdo subespacgos

de V.

(@) W ={p(z) € V :p(0) =0}.

(b) W ={p(z) € V:p(0) =2p(1)}.

() W= {p(z) € V:p(x) +p'(r) =0}
(d) W={p(z)eV:p2)=0ce ()#0}

(e) W= {p(x) e V:px)=ao+aa®+ -+ a2’ e 2k < n}, ou seja,
W € o conjunto de todos os polindmios de poténcias pares.

4. Seja V = F(R,R) o espago vetorial de todas as fungdes reais. Verifique quais
dos subconjuntos abaixo sio subespacgos de V.

@ W={feV:f0)=1}

(b) W={feV:f(5) =0}

© W={feVv:f@3)=/r05)}

(d W={feV:f écontinua}.

(e) W={feV:[f éderivivel}.
() W={feV:[f éintegravel}.

5. Sejam Wy, Wy e W3 os seguintes subespagos de V = F3:

Wiy = {(z,y,2) eV:ia=z}, Wo={(z,y,2) €V :x=y=0},
Wy = (z,y,2)€eV:x+y+2z=0}

E verdade que Wi +Wo =W +Ws =Wy 4+ W3 = F3?Em algum dos casos a
soma € direta?
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6. Sejam V' um espago vetorial sobre F' e Wy, W5 subespagos de V. Mostre que
V = Wy & W3 se, somente se, todo vetor v em V' pode ser escrito de modo tnico
sob a forma v = uj + ug, onde u; € Wi e ug € W,

7. Considere
Wy ={(z,y) € F2. y=u1x}.

Encontre um subespaco Ws de F' tal que FZ =W, ®W,.
8. Sejam V = F(S,F)e
Vo = {feV:f(-x)=f(z), V xS},
Vi = {feV:f(-2)=—f(2), ¥ z €S}

subespagos de V', com V; o conjunto das funcées impares. Mostre que V = V), ©
Vi.

9. Sejam V' = F(R,R) e r € R* fixado. Mostre que o conjunto
W,={feV:f(x)=0, ¥V z€[-rr]}

¢ um subespaco de V.

10. Sejam V um espago vetorial sobre F' e W7, Wy subespacos de V. Mostre que
W1 U W, é um subespago de V' se, e somente se, W7 C Wy ou Wy C Wi,

11. Sejam V um espaco vetorial sobre F' e W1, W5, W3 subespacos de V.
(a) Mostre que (W7 N Wa) + (W1 N W3) C Wy N (We + Ws).
(b) Mostre que Wy + (Wo N W3) C (W7 + Wa) N (W7 + Wa).
(c) Mostre, com um exemplo, que as inclusdes acima podem ser estritas.
(d) Mostre que se W3 C W1, entdo vale a igualdade.

12. Sejam V um espago vetorial sobre F' e Wy, Wy subespacos de V tais que V' =
W1 @& Ws. Diremos que um subespaco U de V' é adaptado (mais tarde invariante
sob um “operador linear” 7" : V' — V') a essa decomposicdo se

U=(UnW) e UnNW,).

(a) Determine um exemplo de uma decomposi¢cdo e um subespago que ndo seja
adaptado a decomposicao.

(b) Mostre que se W7 C U ou Wy C U, entdo U é adaptado a decomposicao.
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3.3 Combinacoes Lineares

Sejam F' um corpo e S um conjunto ndo vazio qualquer. Uma soma formal sobre
S é uma expressdo sob a forma ) | g ass, com as = 0, para todos exceto uma quanti-
dade finita de s € S. Pode ser provado que o conjunto das somas formais F'[S], munido
com as operacdes

Zass 25 Z bss = Z(as +bs)s e cO (Z a53> = Z(cas)s,

ses ses seS seS ses

¢ um espaco vetorial sobre F'. O conjunto S chama-se conjunto de geradores e F[S]
chama-se espago vetorial livre sobre S. Neste texto, nos restringimos, em geral, aos
casos em que S é finito e F[S] chama-se espago vetorial do tipo finito. Caso contrdrio,
espago vetorial do tipo infinito.

Sejam V' um espago vetorial sobre F' e « = (uy,...,u,) uma lista sobre V ou
em V. Diremos que um vetor u € V' é uma combinagdo linear dos vetores da lista o se
existir uma lista x = (x1, ..., z,) sobre F tal que

n
u=zu +---tzxpu, = E x;u;.
=1

E muito importante o seguinte: cada lista @ = (uy, ..., u,) sobre V fixada, induz uma
funcdo L, : F™ — V definida como L, (x) = xju; + - - + z,u,, a qual preserva as
operagdes e L, (0) = 0. Por exemplo,

n

n n
La(x+y) = Z(% +yi)u = Ziﬁiui + Zyiui = La(x) + La(y)-
i=1 i=1 i=1

Portanto, F'[a] = Im L, = {x1u1+---+zpu, : 2; € F'} é um subespaco de V, (prove
isto!) o qual chama-se subespago gerado por « e denotamos, também, por Fla] =
F[uy,...,u,]. Além disso, F[a] é o menor subespaco de V' contento os u;. Neste
contexto, F'[S] é o subespaco gerado por S. Observe que u € V é uma combinagdo
linear dos vetores da lista « se, e somente se, u € F[a]. Em particular, V = Fa] se, e
somente se, L, for sobrejetora. Portanto, quando V' é um espaco vetorial do tipo finito
como F", F™*" ou P, (F'), o problema de decidir se u € F'|a] é equivalente a discutir
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o sistema ndao homogéneo AX = B, com
A=(u - u, ), X=(x) e B=(u).

Exemplo 3.21 Sejam V = F* e o = ((1,1,-2,1),(3,0,4,-1),(—1,2,5,2)) uma
lista sobre V. Quais dos vetoresu = (4, 5,9, —7),v = (3,1, —4,4)ew = (—1,1,0,1)
sdo combinagdes lineares dos vetores da lista a.

Solucdo. Sejam u; = (1,1,-2,1),u2 = (3,0,4, —1)e uz = (—1,2,5,2). Entdo, pelo
exposto, para resolver esse problema devemos escalonar a matriz

I3 -1|h 1 0 0 B8hklsha=6h

1 0 2|by 01 0 361 ~by-+by

2 4 5|bg | 7 00 1| SAbutllrs o
- 3b1 —14bo+b3+13b

1 1 2 b4 0O 0 O 1 2133 4

com u = (by,be, b3, by) € V. Assim, pelo Teorema 2.14, o vetor u é uma combinagio
linear dos vetores da lista « se, e somente se,

3b1 — 14by + b3 + 13by
13

=0« by = —3b; + 14by — 13by4.

Logo, u é uma combinacio linear dos vetores da lista «, pois
9=-12—-70+91 ¢ u= —3uy + 2us — us.

E facil verificar que v e w ndo sdo combinagdes lineares dos vetores da lista . Uma
outra solugdo seria escalonando a matriz

1 3 -1 4 3 -1 1 00/-30 %

10 25 1 1| 010} 20 —¢

-2 4 5[ 9 -4 0 00 1|-10 5

1 -1 2|-7 4 1 000 01 —5
Portanto, u = —3u; + 2us — u3, mas v e w nao sao. [ ]

Exemplo 3.22 Sejam V = F3 e a = (ey,eq,e3) a lista dos vetores candnicos e; =
(01,042, 0i3) € V, com i = 1,2,3. Determine W = F[eq, ez, e3].
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Solu¢ao. Note que

W = {ze; +yey+zes:x,y,z€F}
= {z(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1) : z,y,z € F}
= {(z,y,2):z,y,2z € F}.

Portanto, W = V,isto é, L, : F? - V é sobrejetora. [ |

Exemplo 3.23 Sejam V = F?*2? ¢ a = (Eq11, E12, Ea1, E22) a lista dos vetores cané-
nicos Epq = (03p04;) € V, com p,q = 1,2. Determine o subespago gerado por o, ou
seja, W = F[E11, E12, Eg1, Ego].

Solucao. Note que
W = {aEi1 + bE12 + cEg + dEg : a,b,c,d € R}
= {<CCL Z) :a,b,c,dEF}.
Portanto, W = V,isto é, Ly, : F* — V é sobrejetora. [ ]

Exemplo 3.24 Sejam V = P3(F) e a« = (po, p1, P2, p3) a lista dos vetores candnicos
pi=12' €V, comi=0,1,2,3. Determine W = Fpg, p1, D2, D3).

Solucao. Note que

W = {aopo + a1p1 + azp2 + azps : ag,a1,a2,a3 € F'}
= {ag + a1x + azx? + a3z : ag, a1, a9,a3 € F}.

Portanto, W = V,isto é, L, : F* -V é sobrejetora. [ |

Exemplo 3.25 Sejam V' um espaco vetorial sobre F' e W1, Wy subespacos de V. Mostre
que W1 + Wy é o menor subespaco de V' contendo W1 e W, isto é,

Wi+ Wy = [Wl,WQ] = [Wl U WQ].
Solucdo. Ja vimos, pelo Teorema 3.18, que W7 + W5 € um subespaco de V. Como
wi=w1+0e W +Wrewy =0+ wy € Wy 4+ Wy temos que W1 C Wi + Wae
Wy C W1 4+ Wa. Logo,

WiUWs CWp+Ws e [WlUWQ]ng+WQ.
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Por outro lado, se w € W1 + W, entdo existe um w; € Wy e wy € Wy tal que
W=w;+wy=1-wj;+1-ws.

Assim, qualquer vetor w € W; 4+ W5 € uma combinagdo linear de vetores em W; U
Wj. Consequentemente, Wy + Wy C [W; U Wa]. Portanto, Wy + Wy = [W; U W.
Finalmente, seja W qualquer subespaco de V' tal que W; C W e Wy C W. Entdo
Wi UWy C W e [W; UWs| C W, pois qualquer vetor de [W7 U W3] é uma combinagéo
linear de vetores em W7 U Wy e W € um subespaco de V. Portanto, W; + Wy CW. &

Exemplo 3.26 Determine todos os subespagcos de F2.

Solu¢do. Seja W um subespago qualquer de F2. Se W = {(0,0)}, nada h4 para ser
provado. Se W # {(0,0)}, entdo W contém um vetor u = (a,b), com u # (0,0).
Em particular, Flu] C W. Se W contém um vetor v = (¢, d) tal que v # zu, para
todo x € F, entdo ad — bc # 0. Caso contrario, existiria t € F* tal que ad = bc = t,
de modo que v = tu, o que é impossivel. Neste caso, W = F[u,v] = F2. De fato,
dado w = (z,y) € F?, devemos provar que existem r, s € F tais que w = 7u + sV.
Mas isto € equivalente a determinar condicdes sobre r e s, de modo que o sistema nao
homogéneo
ar +cs=x
{ br +ds =y.

tenha solucdo. Como ad — bc # 0 temos, pela Regra de Cramer a seguir, que o sistema
possui uma dnica solucao

_dx —by _axr —cy
T ad—be T ad—be

Uma outra solucio, seja W um subespaco qualquer de F'?. Entio

Wi, = {x€F:ze;+yey=(x,y) €W, paraalgum y € F} e
Wy = {yeF:ye;=(0,y) € W}

sdo subespacos de F' (prove isto!). Assim, existem xg,y; € F tais que W7 = Fxg] e
Wy = Fly1]. Logo, pela defini¢do, podemos encontrar yo € F' tal que ug = (xo,y0) €
Weu = (0,y1) € W.

Afirmacdo. W = Flug, uy].
De fato, dado u = (x,y) € W, com = € Wi, de modo que = = ax, para algum a € F.
Logo, u—augy = (0,y —ayp) € W implica que y — ayg € Wa. Portanto, y — ayy = by,
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para algum b € F. Consequentemente,
u = (z,y) = (axo, ayo + by1) = aug + buy,

isto é, W = Fug, uy]. ]

Exercicios
1. Mostre que todo vetor em F'2 pode ser escrito como combinacio linear dos vetores
(1,2) e (5,0). Que relagdo existe entre F2 e F[(1,2), (5,0)]?

2. Sejam V =Py(F)ea = (f(z) = 2—3x+52%, g(x) = —8+5x—22?%) uma lista
de vetores em V. Quais dos vetores p(z) = —26+ 11z + 72 e ¢(z) = 1+ + 2>
sdo combinacdes lineares dos vetores da lista a?

3. Sejam V = F3ea = (u; = (1,1,-2),uy = (3,0,4)) uma lista de vetores
em V. Quais dos vetores u = (4,—5,9), v = (3,1,—4) e w = (—1,1,0) sdo
combinagdes lineares dos vetores da lista o?

4. SejamV = F3ea = (u; = (1,1,-2),uz = (3,0,4),u3 = (—1,1,0)) uma lista
de vetores em V. Determine o valor de k£ de modo que (4, —5, k) € F[uy, ug, us].

5. Sejam V' = P3(F) e o = (po(z),p1(x), p2(2),p3(x)) uma lista de vetores
pi(z) = (1 —x)" € V,comi = 0,1,2,3. Quais dos vetores em V' sdo com-
binagdes lineares dos vetores po(x), p1(x), p2(x) e ps(x)?

6. Sejam V = F?X2 ¢

11 3 0 -1 2
(= (a )2 (0 )= (50)
uma lista de vetores em V.Quais dos vetores
4 -5 3 1 -1 1
A=) () o ()
sao combinacdes lineares dos vetores da lista a?

7. Encontre os geradores para os seguintes subespacos de F3:

(@) Wi ={(z,y,2) € F3:2—y=0}.
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() Wo ={(2,y,2) € F3 : 2+ 2=2—2y=0}.
(©) Ws = {(2,y,2) € F* : 2+ 2y — 32 = 0}
(d) WinWs.
(e) Wy + Wiy,
8. Sejam V = Fie W = {(v,y,2,t) € V :x+2y—22 =0¢et = 0} um

subespago de V. Quais dos vetores u = (—2,4,3,0),v = (6,2,4,1) e w =
(—=2,1,0,0) estdo em W?

9. Sejam V um espago vetorial sobre R, V sua complexificacdo e W qualquer subes-
paco de V. Mostre que existe um subespaco U de V tal que W = U= {u+iv:
u,v € U} se, e somente se, J(W) C W, em que J : V — V definida como
J(u+iv) =u—iv éafungdo conjugacdo.

10. Sejam V' um espaco vetorial sobre ' ¢ W um subespaco de V. Diremos que W
é um subespagco minimal de V' se W € um subespacgo proprio de V' e ndo existir
um subespaco U de V tal que {0} C U C W. Mostre que qualquer subespago
minimal de V' é da forma [u], para algum u € V' — {0}.

3.4 Dependéncia e Independéncia Linear

Sejam V' um espaco vetorial sobre F' e &« = (uy,...,u,) uma lista sobre V.
Diremos que os vetores da lista v sdo linearmente dependentes (L D) se existir uma lista
x = (z1,...,%,) ndo nula sobre F' tal que

ziu; + - +xpu, =0 3.1

ou, equivalentemente, a equacdo vetorial (3.1) admite uma solu¢éo nio nula. Caso con-
trario, diremos que os vetores da lista «v sdo linearmente independentes (LI) ou, equi-
valentemente, a equacdo vetorial (3.1) admite apenas a solu¢do nula.

E muito importante o seguinte: a equacio vetorial (3.1) é equivalente ao conjunto

ker Lo, = {x € F" : Lo(x) = 0}.
Lembrando que L, : F™ — V € a fun¢ado definida como

Lo(x) = zug + -+ - + 24y,
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Neste caso, ker L, € um subespaco de F" (prove isto!). Portanto, a lista o € LI se, e
somente se, L, € injetora, ou seja, ker L, = {0}. Quando V é um espago vetorial do
tipo finito como F™, F"*" ou P, (F), o problema de decidir se x € ker L,, é equivalente
a discutir o sistema homogéneo AX = O, com

A=(u - u,)e X=(x).

Portanto, ker L,, é o espago solugdo de AX = O e a nulidade v(A) = dim(ker L,,).
E interessante, de um ponto de vista teérico e didético, termos uma nocdo contdvel
de um conjunto LI ou LD. Sejam = (uy,)nen qualquer sequéncia em Seq(V) e
X = (zn)nen qualquer sequéncia de suporte finito em Seq(F'). Diremos que /3 é LI se

Lg(x):anun:O:,xxn:O, vV neN.
neN

Intuitivamente, qualquer subconjunto finito de 5 € LI. Caso contrario, 5 é LD.

Exemplo 3.27 Sejam V = F3 e a = (u; = (3,0,-3),uz = (-1,1,2),u3 =
(4,2,—-2),us = (2,1,1)) uma lista de vetores sobre V. Verifique se os vetores da
lista o sdo LI ou LD.

Solucao. Pelo exposto, para resolver esse problema devemos escalonar a matriz
3 -1 4 2 1020
o 1 21 |—=---=]101220
-3 2 =21 0 0 01
Assim, a nulidade ¥(A) = 1 e alista « é LD. Outro modo, nosso sistema € equivalente
ao sistema

r1+2x3 = 0
Tro+2x3 = 0
ry = 0.

Escolhendo, z3 =t € F, temos que
ker Lo, = {(—2t,—2t,t,0) € Fy: t € F'}
¢ o conjunto solugdo do sistema. Em particular, se ¢ = 1, entdo (—2,—2,1,0) é uma

solu¢do ndo nula do sistema. Portanto, a lista o é LD, isto é, L, : F 4 5 V ndo é
injetora e —2u; — 2ug + uz + Ouy = 0. -
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Exemplo 3.28 Sejam V = F(R,R) e a = (u; = €%, uy = €**) uma lista de vetores
sobre V. Verifique se os vetores da lista o sdo LI ou LD. Note que u; e us sdo solugcées
da equacdo diferencial y' — 3y’ + 2y = 0.

Solucao. Para resolver esse problema devemos discutir a equagéo vetorial
ae® +be** =0, V z € R,

onde 0 € a funcao identicamente nula. Diferenciando ambos os membros dessa equagao,
temos que
ae® +2be®* =0, V z € R.

Assim, subtraindo a primeira equacdo da segunda, resulta que be?* = 0, para todo
x € R. Em particular, se x = 0, entdo b = 0 e, da primeira equacio, ae® = 0. Logo,
a = 0. Portanto, os vetores da lista « sdo LI. ]

Exemplo 3.29 Seja A = (a;;) € R"*" tal que a;; < 0, se i # je > p_; aip > 0, para
i=1,...,n. Mostre que A ¢é ndo singular.

Solu¢ido. Suponhamos, por absurdo, que A seja singular. Entdo, pelo Teorema 2.12,
p(A) < n, ou seja, as colunas de A sdao LD. Assim, existem escalares x1,...,z, € R,
ndo todos nulos, tais que

n
21C1+ - +2,Cn =0 & Y agap =0, i=1,...,n. (3.2)
k=1
Pondo |z;| = max{|z1|,,...,|zn|} e multiplicando a solucdo do sistema (3.2) por —1,

se necessdrio, podemos supor que x; > 0. Considerando a j-€ésima equagdo do sistema
(3.2) temos, para j # k, que a;; < 0, de modo que

n n
0= Zajkmk =ajjxr; + Zajka:k > ajix; + Zajka:j = (Z ajk)xj > 0,
k=1 k) k£j k=1

o que é uma contradicdo. |

Exemplo 3.30 (Regra de Cramer) > Seja A € F™*". Mostre que se existir um X =
(w1,...,2,)" € F"' tal que B = AX = 21Cy + -+ + 2,C,, € F", entdo

2Gabriel Cramer, 1704-1752, matemadtico suigo.
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zjdet A = detI;(X)det A = det A;(B), com AE; = C; e
AjB)=(Ci -+ Cio1 B G -+ Gy ) =A ILi(X)

Em particular, se det A # 0, entdo

xj = a;llb1 +- a;nlbn = ﬁ(cljbl + -+ b)), cij = (—1)" det Ajj
Solucdo. Note que B = 2:Cy + - - - + z,,C,, implica que
z1Ci1+---+2;.1Cj_1+1-(2,C; —B) +2,11Cj1 +--- +2,C,, = O.
Assim, as colunas da matriz
(C -+ Cjo1 z;C;—B Cjy1 -+ Cyp)
sdo LD. Logo, pelos itens (1) e (2) do Teorema 1.24, temos que

0 = det(c1 -+ Cj_1 2;C;j—B Cjuq - Cn)
= xjdetA—det(Cl Cj,1 B Cj+1 Cn)

Portanto, z;det A = det A;(B). Uma outra prova ¢ aplicando a Férmula de Binet-
Cauchy. [ |

Observe que se A € F™ ™ for no singular, entio AA~! = I e a j-ésima coluna
X j da matriz inversa A~! = (b;;) é tal que AX; = E;. Portanto, pela Regra de Cramer,
b det AZ(EJ> (—1)i+j det Aji
* ! det A det A

J4 vimos, no Exemplo 3.28, como provar que um conjunto simples de funcdes era
LI ou LD. E muito til, de um ponto de vista tedrico e didatico, a sua generalizagio
baseada no determinante Wronskiano.> Sejam V' = C*([a, b], R) o espago das fungdes
de classe infinita, isto é, f(") existe, para todo n € Z... O determinante Wronskiano de
fis---, fn € V édefinido como W (z) = det A(x), com A(z) = (f;l_l)(:c)) € Rxn

e f;o) () = fj(x), paratodo z € [a, b].

3Josef Maria Hoéné-Wronski, 1776-1853, filésofo e matemético polonés.
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Exemplo 3.31 Sejam oo = (f1,. .., fn) uma lista em C*([a,b],R) e W(xo) # 0, para
algum xq € |a,b]. Entdo a é LI.

Solugdo. Suponhamos que f = ¢ f1 + -+ + ¢ fn, = 0. Entdo f(x) = 0, para todo
x € [a, b]. Assim, por derivagdo sucessiva, obtemos o sistema homogéneo

@)+ enfs @) = 0
el @)+t enfi () -V Lawx=o,
afi @)+ i) = 0
para todo = € [a,b]. Em particular, avaliando em xy € [a,b], obtemos det A (zg) =
W (xo) # 0 e, pela Regra de Cramer, ¢; = - - - = ¢, = 0. Portanto, a é LI. [ ]
Sejam V' um espago vetorial sobre F'e o« = (uy, ..., u,) uma lista sobre V. Di-

remos que uma combinago linear dos vetores da lista o, u = > " | x;u;, é dependente
de uy, se xj # 0. Caso contrdrio, é independente de u. Note que se x # 0, entdo

u; = Z(—xixlzl)ui + xlglu.
itk

Portanto, podemos substituir u por u para obter a “nova” lista
B=(ur,. ., Uk 1,0, Uk 11, Uy).

Neste caso, F'[a] = F[f]. De fato, v € F[a] se, e somente se,

v = Z Yili + YrUug = Z(yi — ziwy ye)w + (2 ye)u

i#k i#k
se, e somente se, v € F'[3]. Por um argumento indutivo, podemos substituir Uy, ..., U,
coml <k <---<ky<mn,porvy,..., v, paraobter a lista
B = (U1, ey Uy =1, V1, W Ty v evseevsVimyeon, Up).
Teorema 3.32 Sejam V' um espago vetorial sobre F' e @ = (uy,...,u,) uma lista

sobre V. Entdo o é LD se, e somente se, pelo menos um desses vetores for zero ou uma
combinacdo linear dos outros.
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Prova. Suponhamos que « seja L D. Entdo, por defini¢do, a combinagdo linear
ziuy + -+ zou, =0
¢ dependente de algum vetor, digamos u; # 0. Assim, u; = Z#k(—xixlzl)ui. Por-
tanto, u; € uma combinacdo linear dos outros. Reciprocamente, suponhamos que um
desses vetores seja uma combinagdo linear dos outros, digamos
u, =xiu; + -+ Tp_1Ug—1 + Tp41Ugp1 + -+ TpUy.
Logo, a combinagao linear
riug + -+ rpo g + (—)ug + 2pp g + - +Fu, =0

é dependente de ug. Portanto, o é LD. |

Corolario 3.33 Sejam V um espago vetorial sobre F e o = (uy,...,u,) uma lista
sobre V. Entdo o é LD se, e somente se, um desses vetores for zero ou uma combina¢do
linear dos precedentes.

Prova. Suponhamos que « seja LD. Entdo, por defini¢do, a combinagao linear
riuy+---+z,u, =0

¢ dependente de algum vetor. Assim, o conjunto S = {m € N : z,,, # 0} é ndo vazio
e possui um maior elemento, digamos k € S e xp # 0. Se k = 1, entdo z1u; = 0, de
modo que u; = 0, acabou. Caso contrdrio, k > 1 e

uy, = (—96190;;1)111 +t (—»Tk—lx;l)uk—y

A reciproca € clara. L
Por exemplo, se V = F?ea = (u; = (1,—1),us = (1,1),u3 = (1,0)) uma
lista sobre V, entdo o é LD, pois ug = 27 (u; + ug).

Exercicios

1. SejamV = F"eu= (z1,...,2,),Vv=(Yy1,...,Yn) € V. Mostre que u e v sdo
LD se, e somente se, existiruma € Ftalque y; = ax;, i =1,...,n.
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2. Sejam V um espaco vetorial sobre F' e & = (u, v, w) uma lista sobre V. Mostre
que se o é LI, entdo:
(@ f=u+v—-2w,u—v—w,u+w)éumalista LI.
b) y=(u+v-—-3w,u+3v—w,v+w)éumalista LD.

3. Sejaa = ((a,b), (c,d)) uma lista sobre F2. Mostre que o é LD se, e somente se,
ad = be.

4. Alista o = (1,2,2%,2 + o + 222) é LI ou LD sobre Po(F)? O que se pode
afirmar a respeito de qualquer uma de suas listas com trés elementos?

5. Sejam W; = F[(1,0,0),(0,1,0)] e Wo = F[(1,2,3),(1,—1,1)] subespacos de
F3. Encontre um vetor u € F3 tal que F[u] = W1 N Wa.

6. Em quais condigdes sobre k, a lista o = ((1,0, k), (1,1, k), (1,1, k%)) é LI sobre
F3?

7. Seja V' = C(R,R) o espago das fungdes reais continuas. Quais das listas abaixo
sdo LI sobre V.

@) (z,z+ 1,22 —-1).
®) (z+5,22 —z,22 + 2 — 10).
© ((z+1)%2z,2+1).
d (z+1)%2%2-1,z4+1).
(e) (1—z,2(1—-2),1—2%).
f) (1,e*,e7%).
(g) (senz,cosx, tg ).
8. Seja V um espago vetorial sobre F'. Mostre que a lista « = (uy, ..., u,) sobre V'

é LI se, e somente se, a lista 5 = (uy, ..., Ux_1,U, Ugt1,...,Uy,) sobre V E LI,
para toda substituicdo u.

9. Sejam V um espago vetorial sobre F' e & = (uy,...,u,) uma lista sobre V.
Mostre que se vi,...,V,, € Fla] sdo LI, entdo alguns dos m u; podem ser
substituidos pelos v;,com¢ =1,...,m.
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3.5 Bases e Dimensao

Sejam V' um espaco vetorial sobre F' e &« = (uy,...,u,) uma lista sobre V.
Diremos que « € uma base de V' se as seguintes condicdes sao satisfeitas:

1. aé LI
2. V= Flal.
ou, equivalentemente, a fun¢do L,, : F* — V € bijetora. Note que
V=Flw|®&- - &F[u,.

Sejam o = (uy,...,u,) uma lista sobre V e o € S,,, entdo o é uma base de V' se, e
somente se, 5 = oo = (ua(l), ceey ua(n)) for uma base de V. De fato, como a adi¢do
sobre V' € associativa e comutativa temos que

Z riu; = Z Lo(i)Uo (i)
i=1 i=1

para todo o € S,,. Portanto, podemos considerar uma base ordenada v em V' como um
subconjunto, sem nenhuma ordem particular, « = {uy,...,u,} uma base de V. Vale
lembrar que os elementos do conjunto sdo distintos.

E muito importante, de um ponto de vista tedrico e didatico, termos uma nogao
geral de uma base qualquer. Sejam V' um espaco vetorial sobre F' e S um conjunto nédo
vazio qualquer. Uma familia (indexada) sobre V' € qualquer funcdo f : S — V definida
como f(s) =use f ={us: s € S} = (us)ses. Neste contexto, o conjunto

FY = {x e F(S,F) : supp(x) é finito}
¢ um subespago de F (S, F), pois
supp(x +y) C supp(x) Usupp(y) e supp(ax) C supp(x).
Observe que cada s € S fixado, induz uma funcgio e, : S — F definida como

1, se s=1t

es(t):(;St:{ 0, se s#t.

Como supp(e;) = {s} temos que e, € F%), para todo s € S. Por outro lado, dado
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x € F9), com supp(x) = {s1,...,5,}, é facil verificar que
X =1Ts1€5; T+ Ts, €5,

em que x5, = x(s;),i = 1,...,n. Portanto, F®) = F[a], com o = {e, : 5 € S}.
Em particular, se S = I,, = {1,...,n}, entio F¥) = F" e a = {ey,...,e,} é a base
candnica de F", pois

X = (x1,...,2p) =x1€1 + -+ + Tpep.

Finalmente, cada familia o = {us : s € S} = (us)ses sobre V induz uma fungio
Ly : F®) — V definida como

La(x) = szus, V x = (2s)ses € F©),
seS

Consequentemente, o € um base de V' se, e somente se, L, for bijetora.

Teorema 3.34 (Existéncia de Base) Qualquer espago vetorial possui uma base.

Prova. Usa o Lema de Zorn.* [ ]

Exemplo 3.35 Sejan V = Flr] e a = {2"! : n € N} uma sequéncia sobre V.
Mostre que o é uma base infinita de V, a qual chama-se base candnica de V.

+

Solucgdo. Sejam p;(z) = 2, ..., piyn(x) = 27" vetores distintos de V, com i > 0. Se

cipi(x) + -+ - + cupign(z) =0,

entio ¢; = --- = ¢, = 0. Assim, a é LI. E claro que F [a] =V, pois qualquer vetor
p(x) em V é da forma p(z) = ap + a1z + - - - + a,x™. Portanto, o é uma base infinita
de V. [

Seja V um espaco vetorial sobre F'. Diremos que V' é de dimensdo finita se ele
possui uma base finita, por exemplo, V' = F" € de dimensao finita. Caso contrario, V é
de dimensdo infinita.

Seja Seq,.(F') o espago das sequéncias (z,,)nen do tipo recorréncia:

Tptk = 01Ty + -+ axTpik—1, k,nEN e ay,...,ax € F.

“Max August Zorn, 1906-1993, matematico alemao.
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Observe que se x1,...,x; € F sdo dados, entdo a férmula de recorréncia determina
unicamente todos os termos da sequéncia. Seja e, = (e%m))neN a sequéncia, com
m =1,...,k, em que os primeiros k termos sdo:

€(m)_ 1, S€E m=mn
no 10, sen<kem#k.

Entio @ = {ey,..., e} é uma base de Seq,(F'). Em particular, quando k = 2 e
a1 = ag = 1, temos o espago das sequéncias do tipo Fibonacci Seq(F'). Neste caso,
uma base « = {e1, ez}, em que

ee=e=(1,0,1,1,2,...) e ea=f=(0,1,1,2,3,...).
De fato, consideremos a sequéncia
bie; + -+ bpep = (6167(11) e bkegﬁ))neN = (0).

Se m < k, entdo o m-ésimo termo dela é igual a b,,. Assim, b,, = 0e o« é LI. Para
cada (z,)nen em Seq,.(F'), definimos a sequéncia

(Yn)nen = (xleﬁf) + -+ xke%k)>neN-

Se m < k, entdo o m-ésimo termo dela € igual a x,,. Logo, as duas sequéncias sdo
iguais. Portanto, Seq, (F') = F[a], de modo que Seq,.(F') é de dimensao finita.

Teorema 3.36 (Teorema da Existéncia de Base) Sejam V um espaco vetorial sobre F
e ={uy,...,u,} um conjunto de vetores ndo nulos em V tal que V = F'[a]. Entdo,
dentre esses vetores, podemos extrair uma base de V.

Prova. Se o for LI, nada ha para ser provado. Caso contrario, pelo Teorema 3.32, temos
que um desses vetores € combinacdo linear dos outros, digamos

u, =r1u; + -+ Tp_1Up—1.

Assim, V' = [a] = [a — {u,}]. Logo, aplicando sucessivamente o Teorema 3.32, (em
no maximo n — 1 etapas), obtemos uma base de V. n

Exemplo 3.37 Sejam V = F3 eu; = (1,0,0),us = (1,1,0),u3 = (0,0,1) e uy =
(1,1,1) vetores em V tais que V = [uj,ug,us,uy]. Determine dentre esses vetores
uma base de V.
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Solucao. Pelo Teorema 3.36, basta verificar se os vetores uy, us, us e uy sdo LI ou LD
ou, equivalentemente, escalonar a matriz

11
0 1
0 0

= o O
==
S = O
= o O
_ = O

1
—--=1 0
0

Assim, a nulidade da matriz € igual a 1, de modo que os vetores sdo LD. Neste caso, é
fécil verificar que ug = Ouj + ug + us. Portanto, o conjunto & = {u;, us, ug} é uma
base de V. [ |

Teorema 3.38 (Lema da Mudanca de Steinitz) Seja V um espaco vetorial sobre F tal
que V = F[uy,...,up]. Entdo qualquer conjunto com mais de m vetores em'V é LD.
Portanto, um conjunto de vetores LI em V possui no mdximo m vetores.

Prova. Como V' = [uy,...,u,,] temos, pelo Teorema 3.36, que existe uma base de
V' dentre esses vetores. Assim, renumerando, se necessirio, podemos supor que o =
{ui,...,ux}, com k < m, seja uma base de V. Seja § = {vy,...,v,} um conjunto
qualquer de vetores em V', com n > m. Como v; € V' e a € uma base de V' temos que
existem Unicos a;; € I tais que v; = ayju; + -+ + agjuy, para j = 1,...,n. Vamos
estudar a combinagdo linear

k
TIVIH ot TV = D V= D5 T (Zi:l aijuz‘)
k n
= 21:1 (Z]’:1 ijaz‘j> u;.
Sendo o um conjunto LI, obtemos
rivi+-+ T,y =0& 101 + -+ Tpaip =0,i=1,...k,

ou seja, basta discutir o sistema homogéneo com k equagdes e n incognitas. Como
n>m >k = p(A), com A = (a;5) € Fkxn_temos, pelo Teorema 2.12, que esse

sistema possui pelo menos uma solugio ndo trivial (y1, . . ., yn). Logo,
n k n k
Zijj = Z yjaij u; = ZOui =0.
j=1 i=1 \j=1 i=1
Portanto, 8 é LD. n
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Corolario 3.39 Seja V um espago vetorial de dimensdo finita sobre F. Se « = {u1,...,u}
e B ={vi,..., v} sdo duas bases quaisquer de V, entdo m = n.

Prova. Como V' = F[a] e § é um conjunto LI temos, pelo Teorema 3.38, que n < m.
Por outro lado, como V' = F[] e & é um conjunto LI temos, pelo Teorema 3.38, que
m < n. Portanto, m = n. [ |

Seja V' um espago vetorial de dimensdo finita sobre F'. A dimensdo de V é o
nimero de elementos em alguma base de V' e denotamos por dim V' ou dimp V. Note,
pelo Corolario 3.39, que essa definicdo ndo depende da base de V, isto €, estd bem
definida. Quando V' = {0}, convencionamos que dim V' = 0.

Sejam V' um espago vetorial sobre F' e & = {uy, ..., u,} um subconjunto qual-
quer de vetores de V. O posto de « é definido como p(a) = dim F[a].

Lema 3.40 Seja V' um espago vetorial sobre F. Seja o = {uy,...,un} um subcon-
Junto qualquer LI em V. Entdo u € V — F[a] se, e somente se, 5 = o U {u} for um
conjunto LI.

Prova. Suponhamos que u € V' — F[a] e existam z1, . . ., &,y € F tais que
Ty + -+ Ty +yu = 0.

Entdo y = 0, pois se y # 0, entdo a combinagdo linear é dependente de u, de modo que

u € Flal, o que é impossivel. Assim,y = 0exy = -+ =z, = 0, pois a L. Portanto,
B é LI. A reciproca € clara. [

Sejam V' um espago vetorial sobre F' e « = {uy,...,u,} um conjunto qualquer
de V. Uma parte de « significa que: existe uma funcdo injetora h : I, — I, com
m < n,talque B =aoh={uyq), ., Wum} Ca.

Teorema 3.41 (Teorema da Extensao) Sejam V um espaco vetorial de dimensdo finita
sobre F' e W um subespaco de V. Entdo qualquer conjunto de vetores LI em W é parte
de uma base de W. Conclua que existe um subespago U de V tal que V =W @ U.

Prova. Seja « = {uy,...,u,,} um conjunto qualquer de vetores LI em W. Se W =
Fla], acabou. Caso contrdrio, existe, pelo Lema 3.40, um u,,+1 € W — Flo] tal que
aU{um+1}é LI em W. Assim, aplicando sucessivamente o Lema 3.40 (em no maximo
dim V' — 1 etapas), obtemos uma base {u, ..., U, Wyt1, ..., U, } de W. Finalmente,
qualquer base o de W é parte de uma base § de V. Entdo existe um U = F[5 — ¢
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tal que V.= W @ U. Por exemplo, como = o U (8 — «) temos que V = F[5] =
Fla|+ F[—al=W +U. |

Corolario 3.42 Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita sobre F. Se W for um
subespaco proprio de V, entdo dim W < dim V. Além disso, se dimV = n, entdo
qualquer conjunto com n vetores LI em V é uma base de V.

Prova. Como W # {0} temos que existe um u em W, com u # 0. E claro que {u} é
LI em W. Assim, pelo Teorema 3.41, existe uma base de W contendo u e no maximo
dim V elementos. Logo, dim W < dim V. Como W # V temos que existeum v € V'
tal que v ¢ W, de modo que acrescentando v a uma base de TV, obtemos um conjunto
LI de V. Portanto, dim W < dim V. [ |

Exemplo 3.43 Seja V = F3. Verifique se os vetores (1,1,0) e (0,1, 1) é parte de uma
base de V.

Solu¢ao. Pelo Teorema 3.41, basta escalonar a matriz

10
11
0 1

o o e

1 0
.= 1 0 1 b—a
0 Ola—b+c

Assim, os vetores (1,1,0) e (0,1,1) sdo LI, de modo que o = {(1,1,0),(0,1,1)} é
parte de uma base de V. Logo, u = (a, b,c¢) € V — F[a] se, e somente se, a —b+c¢ # 0.
Em particular, u = (1,1,1) € V. Portanto, {(1,1,0),(0,1,1),(1,1,1)} é uma base de
V. |

Teorema 3.44 Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita sobre F. Se W1 e W sdo
subespacos de V', entdo

dim(W; + Wa) = dim W; + dim Wy — dim(W; N Wa).

Prova. Como W7 N W3 é um subespaco de W; e W temos, pelo Teorema 3.41, que

Wi N Wy contém uma base o« = {uy,...,ux} que é parte de uma base o U 3, com

B ={vi,..., v} de Wj e parte de uma base o U y, com v = {wy,...,w,} de Wa.

Note que os conjuntos «, 5 e v sdo dois a dois disjuntos, confira Figura 3.1.
Afirmacio. O conjunto § = o U 8 U v é uma base de Wy + W,.

De fato, € claro que o conjunto § gera W; 4+ Wa. Suponhamos que

(rar + -+ xpug) + (ivi + -+ YmVim) + (AW + -+ 2,Wp,) =0

Sumadrio 131



3.5. Bases e Dimensao Capitulo 3. Vetores

Figura 3.1: Representacdo grafica de W1 N Wa.

Entdo —(z1w1 + - -+ + z,wy,) € Wi N Wa, pois
—(z1W1 4+ z2pwy) = (z1ur + -+ xpug) + (Yive + -+ YmVim) € WL
Assim, existem t1, ..., 1, € F tais que
(tyug + -+ tpug) + (z1w1 + -+ + zpwy,) = 0.
Como v é LI temos que z; = - -+ = 2z, = 0. Logo,
(rur + -+ zpug) + (v + -+ Ymvm) = 0,

demodoque z; = -+ =z =y = -+ = Yy, = 0, pois 8 € LI. Portanto, § é um
conjunto LI. Consequentemente,

dim Wy + dim Ws (m+k)+n+k)=m+n+k)+k

= dim(W1 + WQ) + dim(W1 N Wg),

que € o resultado desejado. |
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Exemplo 3.45 Sejam V = F4, Wy = {(x,y,2,t) € V :y+z+t =0} e Wy =
{(z,y,2,t) e V:x+y=0ez—2t =0} subespagos de V.

1. Determine uma base de W1 + Wy e dim(W + W).
2. V é soma direta de W1 e W57

Solucdo. (2) Ja vimos que para determinar uma base de W; N W, basta resolver o
sistema

y+z+t = 0
r+y = 0.
z—=2t = 0

Assim, Wy N Wy = F[(3,—3,2,1)]. Portanto, V' nao é soma direta de Wy e Ws. (1)
Note que

Wy = {(z,y,2,t) eV:iy+2z+t=0}
= {(z,y,z,-y—2) €V x,y,z€F}

{(2,0,0,0) + (0,y,0,—y) + (0,0, 2, —2) : z,y,2 € F'}
= F[(1,0,0,0),(0,1,0,—1),(0,0,1,—1)].

e dim W; = 3. De modo andlogo, Wy = F[(1,-1,0,0),(0,0,2,1)] e dim Wy = 2.
Neste caso,

dim(W1 + Wg) =dim W7 + Wy — dim(Wl N WQ) =34+2—-1=4.

Portanto, V' = W7 + Ws, pois Wi + W5 C V. Para determinar uma base de W7 + W,
basta escalonar a matriz

1 00 O 1 0 00
0 1 0 -1 0100
o o1 -1 |—=---—=]00120
1 -1 0 O 00 01
0 0 2 1 0000

Assim, a = {(1,0,0,0), (0,1,0,—1), (0,0,1,—1), (1, —1,0,0)} é uma base de W, +
WQ. |

Exemplo 3.46 Sejam V = F3, Wy = F[(1,0,-1),(0,1,2)] e
Wy = F[(1,2,3),(1,—1,1)]. subespagos de V.
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1. Determine uma base de W1 N Wy e a dim(W7 N Wa).

2. 'V é soma direta de W1 e Wo?
Solucdo. (2) E fécil verificar que dim Wy = 2 e dim Wy = 2. Assim,
dim(W1 + Wg) = dim W7 4+ dim W5 — dim(W1 N Wz) =4 - dim(W1 N Wg)

implica que dim(W; N Wa) > 1, pois dim(W; + Wa) < 3 = dim V. Portanto, V'
ndo é soma direta de Wy e Ws. (1) Para determinar uma base para W; N W5, devemos
primeiro determinar os vetores u = (x,%,2) € F que estdo nos subespacos Wi e W,
isto é, escalonar as matrizes

1 0]z 10 T
0O 1ljly |—=---—=1 01 Y
-1 2z 0 0|lxz—2y+=2
e
1 1|z 10 I3y
2 —1|y |- 01 2‘”3;/
3 1 z 0 0 *5"17*3y+32

Assim, pelo Teorema 2.14, W) = {(z,y,2) € V 12 —2y+2 =0} e Wa = {(z,y,2) €
V : —bx — 2y + 3z = 0}. Logo, basta resolver o sistema

z—2y+z = 0
—br—2y+3z = 0°

Portanto, W1 N Wy = F[(1,2,3)] e dim(W; N W3) = 1. [

Exercicios

1. Responda verdadeiro (V) ou falso (F). Justifique.

() Todo conjunto que contém um subconjunto LD & LD?
() Todo subconjunto de um conjunto LI é LI?
() Todo conjunto que contém dois vetores iguais é LI?

() Todo conjunto que contém o vetor nulo é LI?
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10.

11.

12.

Sejam V = F3 e Wy, Wy subespacos de V tais que dim W; = dim W5 = 2. E
possivel obtermos W, N Wa = {(0,0,0)}?

Sejam V = F3 e Wy, W5 subespagos V tais que dim W7 = 1, dim Wy = 2 e
W1 & Wa. Mostre que V = Wq & Wa.

Sejam V' um espago vetorial sobre ' e Wy, Wj subespagos V, com dim W; = 4,
dim Wy = 5 edimV = 7. Determine os possiveis valores para a dimensao de
Wi N Ws.

Seja V = F. Determine uma base e a dimensio dos subespacos

Wy = F[(1,4,-1,3),(2,1,-3,-1),(0,2,1,-5)] e
Wy F[(1,-4,-2,1),(1,-3,-1,2),(3,—-8,—2,7)].

Sejam V = F3, Wy = {(z,y,2) € V : o = 0} e Wy = F[(1,2,0),(3,1,2)]
subespacos de V. Determine uma base e a dimensao para Wi, Wy, W1 + W5 e
W1 N W,

Sejam V = F?*2

wi={( 20 )eviom—abem={( ¢ })evie=—d}

subespacos de V. Determine uma base e a dimensdo para Wy, Wy, W1 + Wy e
W1 N Ws. E verdade que F' = W @ Wa?

Sejam V = P3(F) e W = {p(z) € V : p/(z) = 0} um subespago de V.
Determine uma base e a dimensdo de W.

Sejam V' = F e o conjunto de vetores &« = {u,v}em V,emqueu = (1—a,1+
a)ev = (1+a,1 — a). Determine o valor de a € F' para que o ndo seja uma
base de V.

Seja V = Py(F). O conjunto a = {p(z),p'(z),p" (x)}, onde p(x) = 222 — 3z +
1 €V, éumabasede V?

Mostre que o conjunto o = {(1 — )3, (1 — x)%,1 — 2,1} é uma base de V =
Py(F).

Seja V = F. Quais dos subconjuntos abaixo sdo bases de V'?
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(@ {(1,1,0,0),(0,1,1,0), (0 ,0,1,1) (1,0,0,1)}.

(b) {(1,3,-2,4),(1,1,5,9),(2,0,-13,23),(1,5,1,—-2)}.
(c) {(1,1,1,1),(3 2,0, 3),(0,—1,0,3),(4,2,1,7)}.

@ {(1,-2,0,1),(0,0,2,5),(-2,4,2,3),(—1,2,4,9)}.

13. Em cada um dos subconjuntos abaixo determine uma base de W e estenda-a a
uma base de V.

(@ W={(z,y,2) € F*:2—-3y+32=x+5y—z=x+y+z=0}
(b) SeV =€ FteW = F[(1,-2,0,1),(0,0,2,5),(—2,4,2,3)].
() SeV =FteW = F|[(1,1,1,1),(3,2,0,3),(0,—1,0,3)].
14. Seja W o conjunto de todos os quadrados mégicos de ordem 3 (confira Exercicio

(7) da Segdo 2.2).

(a) Mostre que W é um subespaco de F3*3 e que o conjunto

111 1 -1 0 0 1 -1
o= t111])],{ -1 O 1|, -1 O
111 0 1 -1 1 -1 0
¢ uma base de V.
(b) Mostre que qualquer matriz

ay az ag

A= * k%

* * *

pode ser transformada em um quadrado magico. Existe outra maneira de
fazé-la?

15. Sejam V um espago vetorial sobre I’ e W7, Wo, W3 subespacos de V. Mostre que

D i<icj<s Am(Ws N W)
+ dim(W1 N WsynN Wg)

16. Sejam V um espago vetorial sobre C e u € V, com u # 0. Mostre que os vetores
u e iu sdo LI sobre R. Conclua que se &« = {uy,...,u,} for uma base de V,
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entdo S = {uy,...,uy,iuy,...,iu,} é uma base de V' visto como um espago
vetorial sobre R.

17. Sejam V' um espago vetorial de dimensao finita sobre R e 1% sua complexificagéo.
Mostre que dim V' = dim V, mas dim V' = 2dim V quando V' ¢ visto como um
espago vetorial sobre R.

18. Sejam V' um espaco vetorial sobre F', com V' # {0}, e & um subconjunto ndo
vazio de V. Mostre que as seguintes condigdes sdo equivalentes:

(a) « é um conjunto linearmente independente maximal de V', no seguinte sen-
tido: néo existe um subconjunto LI 5 de V tal que o C f3;

(b) o é um conjunto de geradores minimal de V', no seguinte sentido: ndo existe
um subconjunto de geradores 3 de V tal que 5 C «;

(c) awéumabasedeV.

19. Sejam V um espaco vetorial sobre F', W um subespago de V' e o subespaco afim
ou a classe lateralu +W = {u+w:w € W}, paratodou € V.

(a) Mostre que u + W = v + W se, e somente se, v — u € W e chama-se
congruéncia modulo W, a qual € uma relagdo de equivaléncia sobre V.

(b) Mostre que o conjunto V = V/W = {u+ W : u € V}, munido com as
operagoes de adicdo (u+ W) @ (v + W) = (u+ v) + W e multiplicagao
por escalar a ® (u + W) = au + W é um espago vetorial sobre F', o qual
chama-se espaco quociente de V moédulo W. Quando W for o subespago
trivial identificamos V com V ou {0}.

(¢c) Se a for uma base de W e se § for um subconjunto de V' tal que v =
{u+ W :u € B} sejaumabase de V, entdo a N 3 = () e « U 3 é uma base
de V.

(d) Se B for uma base de V' tal que o C [ seja uma base de W, entdo v =
{u+W:uep—a}éumabasede V.

(e) Mostre que dimV = dimV + dim W ou dimV = dim V — dim W.

(f) Mostre que se W7, W5 sdo subespagos de V e U = W1 N Wo, entdo (W7 +
Wo)/U = W1 /U @ W5 /U. Use isto para dar outra prova ao Teorema 3.44.
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3.6 Mudanca de Bases

Em toda esta secfo, salvo mencdo explicita em contraro, identificamos uma lista
de vetores com um conjunto de vetores.

Sejam V' um espaco vetorial de dimensio finita sobre F'e o« = {uy,...,u,} uma
base de V. Entdo a fungdo L,, : I — V definida como

Lo(x) =z1u1 + ... + 201,

é bijetora. Assim, dado u € V, existe uma tnica lista x = (21, ..., z,) em F" tal que
u=Ly(x) =z1u; + - + TpUy.

Esta decomposicdo chama-se representacdo de u em relacdo a base o e os escalares
z1,...,ZTn chamam-se as coordenadas (ou pesos) de u em relacdo a base « e o vetor
coluna

X=[uo=(z1 - )tEF"X1

chama-se veror coordenada em relagdo a base «. Neste caso, obtemos um sistema de
coordenadas T, : V — F" definido como T, (u) = [u],, quando F™*! & identificado
com F™, preserva as operagdes e T, = L1, pois

U+ V]y =[u]a+[V]a e [au]qg =afu]e, V u,veV e acF.

Concluimos que 8 = {[ui]a, ..., [Un]a} € uma base de F™. Note que se p € N e
f = (v1,...,Vvp) for qualquer lista de V, entdo existem tnicos a;; € F tais que
n
Vj = a1;u1 + - + anjup = Zaijui, i=1,...,p. 3.3)
i=1
Logo, C; = [vj]g € F™!, com j = 1,...,p. Portanto, obtemos uma matriz [I]g =

(a;j) € F™*P, a qual chama-se representagdo de (3 em relagdo a base « e dim F'[] =
p([I ]ﬁ) Em particular, se n = p e # for uma base de V, entdo veremos, via a equagio
(3.3), que associado a matriz [I]g existe uma unica I,g : V — V tal que Ipn 0 Lg =
IngoLyoul,g = Lgo L isto significa que o diagrama (a) abaixo comuta. Observe

que v; = Lg(e;) = I,3(u;), de modo que I, € bijetora e preserva as operagoes, ou
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seja, um “‘isomorfismo linear”.

L T
Fr sy V5
[ [ [ [
Ipn | | g Iy | | Tse
y y y ¥
m—=V V4>Fn><1
Lg Ta

(a) (b)

Exemplo 3.47 Sejam V = F3 e a = {(1,0,—1),(1,1,1),(1,0,0)} uma base de V.
Determine [(a, b, ¢))q.
Solucao. Ja vimos, para resolver esse problema, que basta escalonar a matriz

100 b—c
—---=1 010 b

0 0 1|la—2b+c

_ o =
[

1
0
0

o o R

Portanto, [(a,b,¢)la = (b—c b a—2b+c )t. ]

Exemplo 3.48 Seja V = Py(F). Mostre que o = {1,1 + x, (1 + x)%} é uma base de
V e determine [a + bz + cx?],.

Solug¢do. Como (1 + x)2 = 1 + 2z + 22, basta escalonar a matriz

11 1a 1 0 0jla—b+c
01 2|6 |— =101 0| b—2
0 0 1]c 0 01 c
Portanto, o é LI e dim V' = 3 implica que « é uma base de V. Além disso, [a + bz +
cx?la=(a—-b+c b—2c c)t. |
Sejam V' um espago vetorial sobre F' e a« = {uy,...,u,}, 5 = {vi,...,Vn}

bases de V. Entao qualquer vetor u € V pode ser escrito de modo tnico sob a forma

{u:Ia(x) = ziu; + -+ Uy, (3.4)

u= I,B(y) = Yyi1vi+ -+ YnVn.

Pergunta. Qual a relagdo entre [u], e [u]3? Para responder essa pergunta consideremos
a representacio dos elementos de 3 em relacdo a base «v. Assim, paracadav; € 3 C V,
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temos que existem tnicos escalares aj; € I tais que
n
vi:Zajiuj, izl,...,n. (35)
j=1
Logo, pela segunda condi¢do da equacio (3.4), temos que
n n n n n
w= yivi=) u(Q aiuy) =3 (O ey
i=1 i=1  j=1

j=1 i=1

Portanto, pela primeira condi¢do da equagdo (3.4) e pela unicidade das coordenadas,
temos que

n
;=Y ajiyi, j=1,....m, (3.6)
i=1

ou seja, um sistema de equacdes lineares com n equacdes e n incognitas. Sob forma
matricial

T ail -+ Qin Y1
Tn anl *°° QAnpn Yn
Portanto,
[l = [1]5[ulg.

E conveniente representar a relagdo entre as coordenadas de u por uma tabela:

VAN |y
X1 aip 0 Qln
T, Gpl - Qnp

Por razdes técnicas, a matriz [/ ]ﬁ chama-se a matriz de mudanga de base ou matriz
de transicdo da base “velha” (partida) o para a base “nova” [ (chegada). Note, pela
segunda condicdo da equagdo (3.4), que

[u}a = [y1V1 + -+ ynvn]a = yl[vl]a +---+ yQ[Vn}on
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de modo que
[u]o = ( Vila - [Vala ) [u]ﬁ & [u]a = mg[u]ﬁ‘

Assim, [I ]ﬁ € a matriz obtida colocando as coordenadas em relagdo a base « do vetor v;
na i-ésima coluna e a matriz velha [u],, € obtida quando a matriz nova [u] 3 € multiplicada
a esquerda por [I ]§ Portanto, se V for um espago vetorial de dimensdo finita como

7z

F" F"*" ou P, (F), entdo o problema de determinar [/ ]{i € F™*" ¢ equivalente a
discutir a sequéncia finita de sistemas nao homogéneos AX = B;, com

A=(wy - u,), X=x)eB;=(vy), i=1,...,n.

Ja vimos que isso € dado pelo esquema:

(alB)=(wm - wy|vi - Vn)—>"'—>(1\[1]§)-

Por exemplo, se u; = (—9,1),uz2 = (=5, —1) e vi = (1, —4),va = (3, —5), entdo

-9 =5 1 3\ _ . (1o0|-% -2
1 ~1]|-4 -5 01 3 )
8

Logo, [vila = 3(—3,5)" e [vo]a = (—2,3)". Observe que a matriz [I]; é sempre

invertivel, pois
n n
V; = E al-juj € 11]' = E bjka
J=1 k=1

NIoW| W

implicam que
n

Vi = Zaij(z bjkvk) = Z(Z aijbjk) Vi,

7=1 k=1 k=1 j=1

de modo que

n
E aijbjk :(5ik,i,]€: 1,...,n.
7=1

Portanto, [I]3[I]% = (3;) = I. Veremos que [Iv(uj]g = [u;]s implica que [Iv]s =

[I ]g e os dois sistemas de coordenadas estdo relacionados pelo diagrama comutativo (b).

Note que Ty, 0 Iy = Tjgo 0T € T, € a fungdo associada a matriz [1 ]E usando a equagdo
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(3.5), obtemos
(T " o Tp)(ej) = Tt (vy) = Y Tt (w) = ) ajiei, (3.7
i=1 =1

E importante ressaltar que [I]5 = I quando o = 3.

Exemplo 3.49 Sejam V = F? e a = {ey,e2},3 = {uy,us} bases de V, com u; =
(2,—1) eup = (3,4). Determine [(a,b)|g. Em particular, [(5,—8)]s.

Solu¢do. Como u; = 2e; — ey e uy = 3e; + 4es temos que e = 1—11(4u1 +uy) e
ey = ﬁ (—3u; + 2uz). Observe que esse processo € equivalente a escalonar a matriz

2310) (1 0141—131>
—5 = | S
<—1 410 1 0 1|¢ &

Pondo u = ae; + bey, obtemos [u|z = [ae| + bes]g = aleq]s + ble2]s ou, equivalente-

mente, [u]g = [I]§[u]q. Logo, para determinar [u] basta conhecer as colunas da matriz

[{]3. Portanto, [u]s = L(4 — 3b,a + 2b)". Em particular, [(5, —8)]5 = (4, —1)". [ |

Exemplo 3.50 Sejam V = R? o = {e1,ex} e B = {f1,f2} uma base de V obtida de
« pela rotagdo anti-hordria de um dngulo 0 através da origem. Determine as novas
coordenadas [u) cujas coordenadas velhas sdo [u]o = (z,y)".

Solugdo. Pelo exposto a resposta € dada pela equagdo matricial [u]g = [{]F[u]a, pois
conhecemos [u],. Como f; = (cosf,senf) e fo = (—sen b, cos §)) temos que

e; = cosOf; —senOfy; e ey = sen Of; + cos Ofy,

confira Figura 3.2. Assim,

13 = (feds [eals ) = ( cosf senf ) e fuly = ( xcosf + ysend )

—senf cos6 —xsenf + ycosb

Em particular, se u = (z,y) e § = 7, entdo
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Note que se [u]g = (u,v)", entdo a mudanga de coordenadas ou uma rotagdo de eixos
[ulo, = ([1])""[u]s implica que

r = g(
se 22 — y? = 1 for a equacdo de uma hipérbole no plano cartesiano “velho” xy, entio
2uv+1 = 0 for a equag@o da mesma hipérbole no plano cartesiano “novo” uv. Portanto,
isto mudou apenas a localiza¢do do grafico da hipérbole, mas nao sua natureza (forma).

v)ey = \f(u + v). Por exemplo,

[ |
VA
e
A f,
0 .. /¢ X
&
_f2

Figura 3.2: Representacdo gréafica da rotacao.

Exemplo 3.51 Sejam V = F? e a = {(1,2),(3,—6)}, 3 bases de V. A matriz de
mudanga de base da base « para a base 3 é |1 }ﬁ = E11 + E19 + Eo; — Eoo. Determine
a base p.

Solucdio. Seja 3 = {v1,v2} a base desejada. Entio, pelo exposto, [u]a = [I]5[u 15 se,

e somente se, [u]g = ([7]a) " [u]a. Como [(1,2)]a = (1,2)" e [(3,=6)]a = (3,—6)"
temos que determinar a inversa de [/ ]Q, ou seja, escalonar a matriz

L1100y, (L0 5
1 —1]0 1 0 1|5 —5 /)"

Assim, [vi]s = (2, —2)" e [va]g = (—1,4)". Portanto, 3 = {(2,—2), (—1,4)}. |

Teorema 3.52 Sejam V um espago vetorial sobre F e v = {uy, ..., u,},  ={v1,...,vp},

v ={wi,...,w,} bases de V. Entao [I]3, = [I]g[[]g
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Prova. De modo andlogo a equacio (3.5), obtemos

n n
Vi = E aj;u; e Wi = E byvy, t.k=1,...,n.
j=1 =1

Assim,

W = Z blk(z alej) = (Z aublk)ul + -+ (Z anlblk)un, k=1,...,n.
=1 j=1 =1 =1

Logo,

Yoiaubn oo Y apibiy
]2 = ( Wila -+ [Wala ) = : :
Z?zl anlbll tee 2?21 anlbln

Portanto, [I]3, = [I]a[1]}. m

Observe que se B for o conjunto das bases de V' e GL,,(F') for o conjunto das
matrizes nio singulares de F"*", entdo, cada base a € B fixada, induz uma funcao
bijetora f, : B — GL(F) definida como f,(8) = [I]5, pois dado P = (aij) € GL(F),
use a equacdo (3.5) para obter 3. O conjunto GL,,(F') chama-se grupo linear geral.

Exercicios

1. Sejam V = F? e a = {(2,1),(1,—1)} em V. Mostre que o é uma base de V e
calcule [(4, —1)]4 e [(2, ¥)]a-

2. Seja V = F2. Entdo calcule [(6,2)]4 € [(z,y)]a, onde

@ a={(2,1),(1,-1)}.
(b) @ = {(2,0),(0,~1)}.
© a={(1,0),(0,1)}.
@ a={(21),(1,2)}

3. Sejam V =R?eu = (a,b),v = (c,d) € V tais que

ac+bd=0e a®>+b*=c+d*>=1.
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10.

11.

12.

Mostre que 8 = {u, v} é uma base de V. Além disso, calcule [(z,y)]q-

. Sejam V = P3(F)e 8 = {(1—xz)3,(1—2)?,1—z,1} umabase de V. Determine

[—$2 — 2z + 3]5.

. Determine a matriz de transi¢do da base § = {(1,1,0), (0, 1,0), (0,0, 3)} para a

base candnica de F*.

. Sejam V = F3e 3 = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} uma base de V. Determine

[(z,y,2)].6.
Sejam V = F?ea = {(1,3),(2,—4)} uma base de V. Se

m=( 1 5 )

entdo determine a base [3.

Sejam V = F2e 8 = {(3,5),(1,2)} uma base de V. Se

m=( 7y L ).

entdo determine a base «.

SejaV = F3ea = {u;,us,u3}, 3 = {vi1,va,v3} bases de V, em que v; =
u; + usg, vo = 2u; + ug + ug e v3 = uj + 2ug + us. Determine as matrizes de
transi¢des de o paraS e de (3 para «.

t =

Considere os dados do exercicio anterior. Se [v],

[v]s.

(1,2,3), entdo determine

A matriz de transigdo da base o de F'? para a base 3 = {(1,1),(0,2)} é
0
mi=( 2 7).
3

Sejam o = {ey,e2},8 = {—e1 +ez,e1 +ex} ey = {2e1,2ey} bases de F2. Se
[u]tﬁ = (-1, 3), entdo determine [u], e [u],.

WIND =t

Determine a base «.

Sumadrio 145



3.6.

Mudancga de Bases Capitulo 3. Vetores

13

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

. Sejam o = {e}, ez, e3} e B = {e1 +2ez,e; +3es +2es3, es + 3es} bases de F3.
Determine [1]%, [I]a e [1]3 - [1]a.

Sejam o = {ej, ez, ez}, = {—e1 +ex+e3,e1 + ey —e3,e; + e +es}e
v = 2a bases de F3. Se [u]% = (1,3, 1), entdo determine [u], e [ul,.

Sejam V' um espaco vetorial de dimensdo n sobre F' e o uma base de V. Deter-
mine [I]5.

Seja V = F[E11, E19, Eg2] um espago vetorial sobre F'.

(a) a= {EH, E9, EQQ} ef = {EH, Ei1+E;9,Ei1 +E; s+ E22} sdo bases
de V?
B
a

(b) Se sua resposta ao item (a) foi positiva, determine (|5 e [{]a.

Sejam o = (uy, ... u,) umabase de F1*" e A € F™*" Mostre que as linhas da
matriz o A formam uma base de F1*™ se, e somente se, A for néo singular.

Sejam V' um espago vetorial sobre F' e {WV,, : n € N} uma sequéncia de subespa-
cos de V. Mostre que W = N,,enW,, € um subespaco de V.

Sejam V' um espago vetorial sobre F' e {W,, : n € N} uma sequéncia de subespa-
cos de V tais que
WicWyC---CW,, C---.

Mostre que W = Upen Wy, € um subespaco de V.

Seja V' um espago vetorial de dimensao finita sobre I'. Suponhamos que o =
(ug,...,u,) uma lista de V, com n > 3, seja LD, mas quaisquer n — 1 desses
vetores sejam LI.

(a) D& um exemplo de uma tal lista em F3)
(b) Mostre que existe uma lista x = (x1,...,z,) em F", todos diferentes de
zeros, tais que zjuy + - - - + xpu, = 0.

(¢) Suponhamos que yjuj + - - - + y,u, = 0. Mostre que existe um a € F™* tal
que y; = ax;,comi=1,...n.
(d) Mostre que

W:{(y17'-'7yn)EFn:y1u1+"'+ynun:0}

¢ um subespaco de F'™ e determine a dimensao de W.
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21. Sejam V = F"*"ea ={Fy; :i,j =1,...,n},emque F;; = E;; + I. Mostre
que o é uma base de V/, com elementos ndo singulares.

22. Sejam a, b € F fixados, com a # b, e m,n € Z,. Mostre que

_ f(x) _ _ mn—
Fy(x) = {(:L“a)m(xb)” Df(z) =ap+ -+ ampn_1a™ ! GF[x]}

¢ um subespaco de F(F, F') e dim F¢(x) = m + n. Conclua que se p;(z) =
(z —a)' e gj(x) = (z — b)?, entdo a lista

B=(x),....,pm(2), q1(2), ..., ()

¢ também uma base de F(x).
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Transformacoes

Neste capitulo vamos estudar um tipo especial de fungdes, as quais chamam-se de
“transformacdes lineares” e que é um dos objetos fundamentais da dlgebra linear. Em
célculo, por exemplo, costuma-se aproximar uma fun¢édo diferencidvel por uma trans-
formacdo linear. Veremos, também, que resolver um sistema AX = B de equagdes
lineares é equivalente a encontrar todos os elementos X € F™*! tais que

TA(X) =B,

em que Tp : F™*1 — F™*1 definida como T (X) = AX é uma transformacio linear.

4.1 Transformacoes Lineares

Sejam V' um espaco vetorial sobre F' e o = (uy, . .., u,) qualquer lista sobre V.
Entdo, j& vimos que, a fun¢do L, : I — V definida como

Lo(x) = z1u1 + -+ - + 21y
satisfazia as seguintes condicdes:

Lo(x+y) = Lo(x) + La(y) e La(ax) = aLy(x).
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Isto motiva a seguinte defini¢do.
Sejam V e W espagos vetoriais sobre F'. Uma funcdo 7' : V. — W € uma
transformacdo linear ou simplesmente linear se as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

I. T(u+v)=T(u)+ T(v), para todos u,v € V (aditividade).
2. T(au) = aT'(u), paratodo a € F e u € V (homogeneidade).

Observe, intuitivamente, que uma transformacao linear € uma fungdo que preserva
as operagdes dos espagos vetoriais e 7'(0) = 0, pois

T0)=T0-u)=0-T(u)=0.
Note que T : V' — W € linear se, e somente se,
T(au+bv) =al(u)+bT(v), YV a,be F e u,veV,

pois
T(au+bv) =T(au) + T(bv) = aT(u) + 0T (v).

Conclua que 7' ¢ linear se, e somente se, o grifico G = {(u,T'(u)) :ue V}ideT ¢
um subespago de V' x W. Mais geralmente,

T(aug + -+ apuy) =a1T(wy) + -+ a,T(up), Va,€F e u V.
Finalmente, quando V' = W, diremos que 1" é um operador linear sobre V.

Exemplo 4.1 (Transformacao Nula) Sejam V e W espacos vetoriais sobre F. A fun-
¢ao 0 :' V — W definida como 0(u) = 0, para todo u € V, é linear.

Soluc¢ao. Dados u,v € V e a € F, obtemos
O(u+v)=0=04+0=0(u)+0(v) e 0(au) =0 = al(u).
Portanto, 0 € linear. u

Exemplo 4.2 (Operador Identidade) Seja V' um espaco vetorial sobre F. A funcdo
I = Iy : V — V definida como Iy (u) = u, para todo u € V, é um operador linear.

Solucdo. Dados u,v € V e a € F, obtemos

Iy(u+v)=u+v=Iy(u)+Iy(v) e Iy(au) = au = aly(u).
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Portanto, Iy € um operador linear. [ |

Exemplo 4.3 Qualquer transformacdo linear T' : F — F ¢é da forma ax, para algum
a € F fixado.

Solucio. E claro que a fungio 7 : F' — F definida como T(z) = az, paratodo z € F,
¢ linear. Reciprocamente, seja I' : F' — F' qualquer transformacao linear. Entao

T(x)=T(1 -z)=T(1)z, ¥ x € F.

Pondo a = T(1) € F, obtemos T(x) = ax, para todo x € F. E importante ressaltar
que o gréfico da fun¢do 7' : R — R definida como f(z) = ax + b é uma reta, mas f ndo
¢ linear, a menos que b = 0. u

Exemplo 4.4 Sejam V = F™1 W = F"™*! espacos vetoriais sobre F e A € F™*"
fixada. A fungcdo Ta : 'V — W definida como Ta(X) = AX, para todo X € V, é
linear.

Soluc¢ao. Dados X, Y € V ea € F, obtemos

TAX+Y)=AX+Y)=AX+ AY =TaA(X) + Ta(Y)

Ta(aX) = A(aX) = a(AX) = aTa(X).

Portanto, T € linear. Note que Sa : F™ — F™ definida como S (x) = (Ax!)! =
xA!, para todo x € F™, é linear. ]

Exemplo 4.5 (Operador Diferencial) Seja V' = P, (R) um espaco vetorial sobre R.
A fun¢do D : V. — V definida como D(p(z)) = p/(z), para todo p(x) € V, é um
operador linear.

Solucdo. Dados p(z),¢(z) € V e a € F, obtemos
D(p(z) + aq(x)) = (p(z) + aq(x))" = p'(z) + aq'(z) = D(p(x)) + aD(q(x)).
Portanto, D € um operador linear. |

Exemplo 4.6 (Operador Semelhanca) A fungdo T : R? — R? definida como T'(x,y) =
c(x,y), para todo ¢ € R, é um operador linear. Quando ¢ > 0, T' chama-se homotetia.
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Solu¢ao. Fica como um exercicio. ]

Exemplo 4.7 (Rotaciio por um angulo 0) Seja V = R?. Determine o operador linear
Ry : V =V, em que Ry(u) é uma rota¢do anti-hordrio de um dngulo 0, 0 < 6 < 2,
do vetoru € V.

Solucdo. Sejam u = (x,y) e Ry(x,y) = (u,v). Entdo, pela Figura 4.1, temos que
u=rcos(a+6),xr =rcosaey = rsena. Assim, u = xcosf — ysend. De modo
analogo, v = x sen 6 + y cos 6. Portanto,

Ry(z,y) = (xcosf — ysen b, xsend + ycosb),
que € o resultado desejado. ]

YA

.

Figura 4.1: Representacao gréafica da rotacao.

Exemplo 4.8 (Operador Translacao) Sejam V um espaco vetorial sobre F' e v € V
um vetor fixado. Entdo a fun¢do Ty : V' — V definida como T(u) = u + v ndo é um
operador linear, a menos que v = 0.

Solugdo. Basta notar, em geral, que 7'(0) = v # 0. Confira Figura 4.2, quando V = R?
ev = (a,b). [ |

Exemplo 4.9 Seja V = F2. A funcdo T : V — V definida como T(x,y) = (=, |y|)
ndo é linear.

Solucdo. Pondo u = (2,1) e v = (3, —1), obtemos

T(u+v)=(50)#(52)=T(u)+T(v).
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YA Yy
TV
/\
u Tv(u)
0 X v X

Figura 4.2: Representagdo grafica da translacdo.

Note que 7'(0,0) = (0,0). Portanto, 7'(0) = 0 é condi¢do necessdria, mas ndo sufici-
ente para que 7' seja uma transformacdo linear. ]

SejaT : R — R uma fun¢do. Diremos que 1" é uma fungdo aditiva sobre R se ela
satisfaz a seguinte condi¢cdo (equacdo de Cauchy):

T(x+y) =T(x)+T(y), V z,y € R,

Pelo Exemplo 4.3, para cada ¢ € R fixado, a funcdo 7, : R — R definida como
To(z) = ax é aditiva. Note que T : R? — R definida como T'(z,y) = x + y cos(¥) se
x#0eT(x,y) =0sex =0, satisfaz T'(au) = a7 (u), mas ndo ¢ aditiva.

Exemplo 4.10 Seja T : R — R uma fungdo. Mostre que T é linear sobre Q se, e
somente se, T' for aditiva.

Solucio. Se T for linear sobre (Q, entdo claramente 7" € aditiva. Reciprocamente, supo-
nhamos que 7" seja aditiva. Entdo, para cada z € R, T'(2z) = T'(x) + T'(z) = 2T ()
e, indutivamente, T'(nx) = nT'(x), para todo n € N. Como T'(0) = T(0 + 0) =
T(0) + T(0) temos que T(0) = 0 e T'(—y) = —T(y), para todo y € R. Assim,
T(nx) = nT(x), paratodo n € Z. Paracadan € N,

T(x)=T(n(n tz) =Tn e+ - +n"lz) =nT(n z)

implica que T'(n"'x) = n~'T(x). Portanto, T'(rz) = rT(x), para todo r € Q. Mais
geralmente, se V, W sdo espacos vetoriais sobre Q e a fungdo T' : V. — W for adi-
tiva, entdo 71" € linear sobre Q. Neste caso, podemos concluir que toda fungdo definida
em espago vetorial sobre (Q, satisfazendo a condicdo aditiva, € sempre linear sobre Q.
Provaremos, no exemplo 4.15, que esse resultado ndo €, em geral, verdade. |
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Teorema 4.11 Sejam V, W espagos vetoriais sobre F. Sejam o = {uy,...,u,} uma
base de V e 8 = (w1,...,Wy) uma lista qualquer em W. Entdo existe uma tinica
transformacdo linearl’ - V — W tal que

T(ui):wi, i:1,...,n.

Prova. (Existéncia) Como « € uma base de V' temos que cada vetor u € V pode ser
escrito de modo Unico sob a forma

u=2xu;+- -+ TpUp.
Vamos definir 7" : V' — W como
n
T(u) =T1W1 + -+ T W, = szwz
i=1

E claro que 7 estd bem definida e 7'(1;) = w;, comi = 1,...,n, pois

u;,=0u; +--+0w_1+1u; +0wj41+---+0u,, i=1,...,n.

Dados v € V, digamos v = yju; + - - - + Y, Uy, € ¢ € R, temos que

n

n n
Tu+v) =Y (zi+y)wi= > azwi+ Y yw; =T(u) + T(v)
=1 =1 =1

n

T(cu) = Z(cxi)wi =c )y z;w; =cT(u).
i=1 i=1

Portanto, 7" € linear.
(Unicidade) Seja S : V' — W outra transformagio linear tal que S(u;) = w;,
comi=1,...,n. Entdo

S(u) = S(Z T;) = inS(ui) = inwi =T(u),
i=1 i=1 i=1
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para todo u € V. Portanto, S = T. [ ]

O teorema 4.11 nos diz que uma transformacdo linear 7" : V — W goza da
seguinte propriedade “universal”: ela é unicamente determinada pela sua acdo sobre os
vetores de uma base de V. Explicitamente, pelos vetores T'(u;), com i = 1...,n, de
alguma base @ = {uy,...,u,} de V. Portanto, para determinar 7’(u) basta encontrar
[u]o. Além disso, duas transformacdes lineares sobre V' sdo iguais se elas coincidem
em qualquer base de V. E muito importante, de um ponto de vista teérico e didatico,
termos uma nog¢do de transformacdes lineares sobre espacos vetoriais quaisquer. Para
isto, sejam V, W espacos vetoriais sobre F' e & = {u;};c; uma base de V. Entéo para
qualquer fungdo f : a — W, existe uma tnica transformacéo linear 7' : V' — W tal que
f=ToAcomA:a—V,Au) = u, afuncdo inclusdo, ou seja, o diagrama acima
comuta. Note que T'(u;) = f(u;) = wy, paratodo i € I, e 8 = {w; };c; é uma familia
qualquer de vetores em W.

Exemplo 4.12 Determine a transformagéo linear T : F? — F3 tal que T(1,2) =
(3,2,1) eT(3,4) = (6,5,4).

Solugdo. E ficil verificar que a = {(1,2),(3,4)} é uma base de F2. Assim, pelo
Teorema 4.11, existe uma tnica transformagdo linear 7' : T2 — F* tal que T'(1,2) =
(3,2,1) e T'(3,4) = (6,5,4). Logo, para determinar 7'(u) basta encontrar [u], ou,
equivalentemente, escalonar a matriz

(1395) (1 0‘4’”;39)
— = 22 :
2 4|y 0 1] =¥

Portanto,
—4 3 2z — 3 1 1
T(l‘,y):ﬂ(?),Q’l)—i- . y(67574>: *%374‘*2/7237—*21 )
2 2 2 2
que € o resultado desejado. |

Exemplo 4.13 (Operador Projecio) Determine a projecio de um vetor u € R? sobre
aretay = ax, coma € R.
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Soluciio. E facil verificar que o = {(1,a),(—a,1)} elou o = {(1,a),(1,b)} é uma
base de R2, para todos a,b € R, com a # b. Entdo, pelo Teorema 4.11, existe uma tinica
transformagdo linear P : R? — R? tal que P(1,a) = (1,a) e P(—a, 1) = (0,0). Logo,
para determinar 7'(u) basta encontrar [u], ou, equivalentemente, escalonar a matriz

1 —al|x ) 10 T+ag
—S . s _+Lf~_ .
( a Ly ( 0 1 1(fa2y

Portanto, P(u) = u — v ou
r+ay ax +ad’y z,y)(1,a)
P($ay) = 2 2 = ( )( )t (1,&).
14+a?’ 14a (1,a)(1,a)

Como R? = R[(1,a)] ® R[(—a,1)], diremos que P é a projecdo sobre R[(1,a)] na
direcdo de (paralela a) R[(—a, 1)], onde a € R, confira Figura 4.3, ou seja, P(x,y) é o
ponto de intersecdo da reta r : y = ax com reta que passa por (z,y) e paralela a reta
(perpendicular a r) y = —éx, quando a # 0, e/ou y = bx. Além disso, é facil verificar
que P2 = P. |

yﬂ

Figura 4.3: Representacdo grafica da projecao.
Exemplo 4.14 (Operador Reflexdio) Determine a reflexdo de um vetor u € R? em
torno de uma reta y = ax, com a € R.

Solugdo. E ficil verificar que o = {(1,a), (—a, 1)} é uma base de R?, para todo a € R.
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Entio, pelo Teorema 4.11, existe uma tnica transformacio linear R : R? — R? tal que
R(1,a) = (1,a) e R(—a,1) = (a,—1). Logo, para determinar 7'(u) basta encontrar
[u],, ou, equivalentemente, escalonar a matriz

1 —a x> 1 0 ’10+a2y
— . 7+(1+ .
(a Ly (0 1| 5557

Portanto, u — R(u) = 2(u — P(u)) ou

(1—a?®)z+2ay 2az — (1 —a?)y
1+ a? ’ 1+ a? ‘

R(z,y) = <

Como R? = R[(1,a)] ® R[(—a, 1)],, diremos que R é a reflexdo em R[(1, a)] na diregdo
de (paralela a) R[(—a, 1)], onde a € R, confira Figura 4.4. Além disso, é facil verificar
que R? = I. =

Figura 4.4: Representacdo grafica da reflecdo.

Observe que se d = (1,a) for o vetor diretor dareta y = ax e Ty : R? — R? for
o operador translagdo, entdo Rq = R o Ty chama-se reflexdo de deslizamento (glide),
ou seja, Ry € a composicdo de uma translagc@o na direcao de uma reta por uma distancia
d seguida por uma reflexdo em torno dessa reta. Além disso, se 8 for o dngulo que a reta
y = ax faz com o eixo dos x, entdo a = tan § e é facil verificar que a reflexdo é definida
como
R(z,y) = (xcos 20 + ysen 20, x sen 20 — y cos 26).

Em particular, quando § = 7, temos que R(z,y) = (y, x).
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Exemplo 4.15 Mostre que existe uma fungdo aditiva T : R — R tal que T'(z) # ax,
para todo a € R.

Solucio. E fécil verificar que R com as operacdes usuais é um espago vetorial sobre Q.
Seja o uma base de “Hamel'” de R sobre Q e escolhendo zy € «. Entdo vamos definir
T:R — Rcomo

T(z) = Tiy S€ T=T1T1 4 F 1T A TeTp € Ty = T
0, caso contrario.

Entdo T' é aditiva. Por exemplo, se x( ocorre na representagdo basica de x e y, entdo
T(x+y)=r;+sj =T(x)+T(y). Em particular, T'(x¢) = 1 e T'(x;) = 0, para todo
x; € a,comi # 0. Se T'(z) = ax, para algum a € R, entdo 1 = T'(z9) = axy, de
modo que a # 0. Por outro lado, 0 = T'(x;) = ax; implica que a = 0, pois 0 ¢ «a, 0
que é impossivel. Portanto, T'(x) # ax, para todo a € R. [ |

Exercicios

1. Verifique quais das fungdes abaixo sdo lineares.

(@ T:F?*— F% T(x,y) = (22 — y,0).

b) T:F— F2,T(x,y,2) = (z— 1,y + 2).

() T:F — F3,T(z) = (,2r, —x).

(d) T:F?— F?,T(z,y) = (y,2°).

(e) T:F?— F%2 T(x,y) = (ax + by, cx + dy), onde a, b, c,d € F.

2. Sejam V = F™*™ ¢ B ¢é uma matriz ndo nula fixada em V, quais das seguintes
fun¢des sdo lineares?

'Georg Karl Wilhelm Hamel, 1877-1954, matemético alemio.
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3. Sejam V = F(R,R) e h € R fixado. Mostre que cada uma das fungdes 7" : V' —

10.
11.

V' abaixo € linear:

h). (Deslocamento)
h) — f(z). (Diferenca para frente)

x+5)— f(z — 1). (Diferenga central)

(z) = f(

(z) = f(

() = f(x) — f(z — h). (Diferenga para tras)
(z) = f(

(z) =3 (fle+ %) — f(z—%)). (Valor médio)

. (Operador Integracdo) Seja V = C(R,R) o espaco das fungdes reais continuas.

Mostre que a fun¢do J : V' — V definida como

uﬂuﬂ—[fﬂwﬁ

¢ linear.

(Operador Cisalhamento (shear) na direcao de =) Determine a fungédo linear
T : R? — R? que satisfaca T'(1,0) = (1,0) e T(0,1) = (a,1), onde a € R*.
Defina Operador Cisalhamento na direcao de y.

. Determine o operador linear 7' : R? — R? que satisfaga 7(1,2) = (1,1) e

T(0,1) = (1,0).

. Determine o operador linear 7' : R? — R? que satisfaca T(1,0) = (a,b) e

7(0,1) = (c, d).

. Seja V = F[z]| Mostre que cada uma das fun¢des 7" : V' — V abaixo € linear:

(@) T(p(x))

= zp(x) (Multiplica¢do por z).
(b) T(p(z)) = 7

% (Eliminacao do termo constante e divisio por x).
Sejam S : V. — W eT : V — W transformacgdes lineares. Mostre que S +

T e aT, para todo ¢ € R, sdo lineares. Conclua que o conjunto de todas as
transformagdes lineares £(V, W) é um espaco vetorial sobre F'.

Se dimV = 2 e dim W = 3, determine uma base de L(V, W). Generalize.

SejamR:U - V,S5:U — VeT :V — W transformacdes lineares. Mostre
que ToSélineareTo(R+S)=ToR+ToS.
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12. Sejam V =R%e R, S,T : V — V operadores lineares definidos como R(z,y) =
(2,0),5(z,y) = (y,2) e T(z,y) = (0,y). Determine:

(@ S+Te3S—5T.

(b) RoS,SoR,RoT, ToR,S0TeToS.
(c) R?, S?eT?.

(d) Mostre que S e 1" sdo LI.

13. Sejam V = R[z|e D, M : V — V operadores lineares definidos como D(p(z)) =
p'(z) e M(p(x)) = xp(x). Mostre que DM — MD = I e (DM)? = D?M? —
DM.

14. Sejam V, W espacos vetoriais sobre F' e f : V' — W uma fungdo. Mostre que as
seguintes condi¢des sdo equivalentes:

(@) Sew —u = ¢(v—w),entdo f(w) — f(u) = c(f(v) — f(w)), para todos
u,v,iwelVeceF,

(b) f(z) = T(z) + x,paratodoz € V,ondex € WeT :V — W éuma
transformacao linear;

© fOoi ) = > cif(u), paratodou; € Veg € F, comi =
1,....nec1+---+c,=1.

Uma fung¢do que satisfaz uma das (todas) condi¢des chama-se fungdo afim.

15. SejaT : V — V um operador linear tal que 7% = T*~! o T' = 0, para algum
ke N.

(a) Mostre que se existir um u € V tal que T"~!(u) # 0, entdo o conjunto
a={uT(),..., T"(u)} é LI

(b) Mostre que se W = F[u, T(u),...,T* !(u)], entdo T'(v) € W, para todo
veW.

4.2 Nucleo e Imagem

Sejam V e W espacos vetoriais sobre F', com o objetivo de simplificar as nota-
¢oes, usaremos L(V, W) para representar o conjunto de todas as transformagdes lineares
de V em W. Em particular, £L(V') quando V' = W. Ja vimos que £(V, W), munido com
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a soma e multiplicacdo por escalar usuais de fun¢des é um espaco vetorial sobre F'. Em
particular, £(V') mais a composi¢do usual de fungio é um dlgebra linear sobre F'.

|4 T w

@

Figura 4.5: Representacdo grafica da imagem.
SejaT € L(V,W). A imagem de T é o conjunto

ImT = {weW:w=7T(u), paraalgum u e V}
= {T(u):ueV}=T(V),

confira Figura 4.5. Observe que w € ImT significa que existe um u € V tal que
w = T'(u). Portanto, se & = {uy,...,u,} for uma base de V, entdo, pelo Teorema
411, ImT = F[T(a)] = F[T(u1),...,T(uy,)] e posto de T' é definido como p(T") =
dimIm7T.

O niicleo (kernel) de T é o conjunto

kerT = {uecV:T(u)=0}=T"10),

confira Figura 4.6. Observe que u € kerT significa que T'(u) = 0 e a nulidade ou
defeito de T' é definida como v(7T') = dimker T

|4 w

O

Figura 4.6: Representacdo gréafica do nicleo.

Teorema 4.16 Seja T' € L(V,W). Entdo ImT é um subespaco de W e kerT' é um
subespaco de V.
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Prova. Vamos provar apenas que Im 7" € um subespago de W. Note que Im T # (),
pois 0 = T'(0) € ImT'. Dados wi,ws € ImT e a € F, existem uj,ug € V tais que
w1 =T'(u1) e wy = T'(ug). Assim,

w1 +awy = T(u1) + aT'(uz) = T(u; + aug) € Im T,
pois u; + auy € V. Portanto, Im 7" € um subespago de W. [ |

Observe que se A € F™*" for fixada, entdo a funcio T, : F™*1 — Fmxl
definida como T (X) = AX é, pelo Exemplo 4.4, uma transformagcao linear. Neste
caso, B € ImTx = {AX : X € F™*1} significa que o sistema ndo homogéneo AX =
B possui pelo menos uma solugdo. Por outro lado, X € kerTa = {X : AX = 0}
significa que o sistema homogéneo AX = O possui pelo menos uma solucio. Portanto,

p(A) = p(Ta) = dimImTa e v(A) = v(Ta) = dimker Ta.

Exemplo 4.17 Seja T €: R? — R? definida como T (z,y, z) = (x,2y,0). Mostre que
T é linear e determine o niicleo e a imagem de T.

Solucio. E fcil verificar que T é linear. Assim,

kerT = {(z,y,2) € R3:T(z,y,2) = (0,0,0)}

= {(z,y,2) € R®: (,2y,0) = (0,0,0)}
= {(0,0,2) : z € R} = R[(0,0,1)]

ImT = {T(x,y,2): (x,y,2) € R?}
= {(z,2y,0):x,y € R} =R[(1,0,0),(0,2,0)].

Como 7°(1,0,0) = (1,0,0),7(0,1,0) = (0,2,0) e 7(0,0,1) = (0,0,0) temos que
Im7T =R[T(1,0,0),7(0,1,0)], confira Figura 4.7. ]

Exemplo 4.18 Determine T € L(F3, F*) tal que
ImT = F[(1,0,0,—1), (0,1,1,0)].

Soluciio. E ficil verificar que o = {(1,0,0,—1),(0,1,1,0)} é uma base de Im 7.
Como (1,0,0,—1),(0,1,1,0) € Im T temos que existem uy, us € F? tais que

T(w) = (1,0,0,—1) e T(uz) = (0,1,1,0).
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ZA ZA

KL T(ej)

<V

s~ferT 'L

Figura 4.7: Representacio grifica da imagem e do nicleo.

Seja W = F[uy, ug]. Entdo {u, us} é uma base de W, pois v é uma base de Im 7'.
Afirmacio. F3 = W @ ker T e W chama-se complemento direto de ker T.
De fato. Dado u € F3, temos que T'(u) € Im 7. Assim, existem y1,y2 € F tais que

T(a) =y1(1,0,0,-1) +2(0,1,1,0) = y1 T (1) + y2T'(u2) = T(y1u1 + yous).
Logo, u — (y1u1 + yaug) € ker 7', pois
T (u— (yru1 +youz)) = T(u) — T'(y1us + youz) = T(u) = T(u) = 0,
Portanto, existe um v € ker 7' tal que
u— (y1u; +youg) = v=u=(y1u; + you) + v W + kerT,

ou seja, > = W + ker T'. E fécil verificar que W Nker T = {0}. Escolhendo uma
base {u3} para ker T', obtemos uma base 3 = {uy, ug, uz} de F3. Em particular, pondo
u; = (1,0,0),u2 = (0,1,0) e ug = (0,0, 1) temos, pelo Teorema 4.11, que existe uma
tinica transformacdo linear 7' : F> — [ tal que

T(U-l) = (17 07 07 _1)7T(u2> = (07 17 17 0) € T(U-S) = (07 07 07 O)~
Finalmente, para determinar 7', dado u = (z,y,2) € F' 3 obtemos

T(z,y,2z) = xT(uy) +yT'(uz) + 27 (u3) = (z,y,y, —x),
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que € o resultado desejado. [ |
SejaT € L(V,W). Diremos que T" ¢ injetora se
Tu)=T(v)=u=v, VuveV

ou, equivalentemente, u # v implica que T'(u) # T'(v), para todos u, v € V. Diremos
que T' é sobrejetora se dado w € W, existir um u € V tal que T'(u) = w, isto é,
ImT = W. Finalmente, dizemos que 1" é bijetora se T' ¢ injetora e sobrejetora. Neste
caso, obtemos a relacao fundamental:

w=Tueu=T""(w)eToT =y e T 'oT=1Iy.
Seja T : F? — F definida como T'(x,y) = . Entdo T é linear e sobrejetora, pois
ImT = {T(z,y): (z,y) € F*}={x-1:2 € F} =F[1] = F.

Mas ndo ¢ injetora, pois 7'(0,1) = 0 = 7'(0,—1) e (0,1) # (0,—1). Por outro lado,
sejaT : F — F? definida como T'(z) = (z,0). Entdo T ¢ linear e injetora, pois

T(x)=T(y) = (z,0) = (y,0) =z =y.

Mas néo é sobrejetora, pois T'(z) # (0, 1), paratodo x € F, isto é, Im T # F?2. Por fim,
sejaT : F3 — F3 definida como T'(,y, z) = (z, 2y, 0). Entdo T é linear, nio é injetora
e nem sobrejetora, pois 7°(0,0,1) = (0,0,0) = 7'(0,0,—1), com (0,0, 1) # (0,0, —1)
e T(z,y,2) # (0,0,1), para todo (x,y, z) € F3,isto é, Im T # F3.

Sejam T' € L(V,W). Diremos que T' é ndo singular se ker T = {0}. Caso
contrério, diremos que 1" é singular.

Teorema 4.19 Seja T € L(V,W). Entdo T é ndo singular se, e somente se, T for
injetora.

Prova. Suponhamos que 7" seja ndo singular, isto é, ker 7' = {0}. Dados u,v € V, se
T(u) = T(v), entdo

Tu—v)=T(u)—T(v)=T(u) —T(u)=0.

Assim, u — v € ker T' = {0}. Portanto, u = v, ou seja, 1" é injetora. Reciprocamente,
suponhamos que 7 seja injetora. Dado u € ker T', obtemos 7'(u) = 0. Como 7'(0) = 0
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temos que 7'(u) = 0 = T'(0) implica que u = 0. Logo, ker 7" = {0}. Portanto, 7" é
ndo singular. |

Corolario 4.20 Sejam T € L(V,W). Entdo T é ndo singular se, e somente se, T leva
qualquer conjunto LI de V' em algum conjunto LI de W.

Prova. Suponhamos que 7" seja ndo singular. Seja v = {uy, ..., u,} conjunto qualquer
LI de V. Entdo devemos provar que T'(a) = {T'(uy),...,T(u,)} € um conjunto LI
de W. Sejam z1,...,x, € F tais que

riT(w) + - + 2,7 (u,) = 0.
Assim,
T(xiuy + -+ zpu,) = 1T () + -+ + 2,7 (u,) = 0.

Logo, z1u;+- - -+zpu, € ker T' = {0}, de modo que z1u; +- - -+x,u, = 0. Portanto,
1 =0,...,2, = 0, pois a« é LI, e T'(«) é um conjunto LI de W. Reciprocamente,
sejau € ker T', com u # 0. Entdo {u} é um conjunto LI de V. Assim, {T'(u)} = {0}
¢ um conjunto LI de W, o que é impossivel. Portanto, u = 0 e T" € ndo singular. é
importante ressaltar que esta prova vale para um conjunto LI qualquer. |

Teorema 4.21 (Teorema do Posto) Seja T € L(V, W), com dim'V = n. Entdo
dimV =dimker T +dimIm7T = v(T') + p(T).

Prova. Como ker 7' é um subespaco de V' temos que kerI' contém uma base o =
{uy,...,ux} que é parte de uma base § = a U {ugs1,...,u,} de V.

Afirmacdo. v = {T'(ug41),...,T(u,)} é uma base de Im 7.
De fato. Dado w € Im 7', existe um u € V tal que w = 7'(u). Comou € V e 3 é uma
base de V' temos que existem x1, ..., x, € F tais que

u=2x1uy +- -+ TpUg + Tht1Ugt1 + -+ TpUy.

Assim,
w=T(u) =217 (Wps1) + - - + 2, T (uy),

pois T'(u;) =0,i=1,...,k. Logo, v gera ImT'. Sejam yi1,...,yn € F tais que

yk+1T(uk+1) +-+ ynT(un) =0.
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Entdo T(yx+1Uk+1 + -+ + ynuy) = 0, de modo que yx1upi1 + -+ + ypuy, € ker T
Assim, existem 1, ..., T € R tais que

Yk+1Ug41 + -+ YpUp = UL + - -0+ T Uy,

ou seja,
riug + -+ g + (—Yet1) W1 + -+ (—yn)u, = 0.
Como (3 ¢é uma base de V temos que yx+1 = --- = y, = 0 e~ € um conjunto LI.
Portanto,
dimV =n=k+ (n—k) =dimker7T + dimIm 7T
eV =kerT @ [ugiq,...,u,]. [ |

E muito importante, de um ponto de vista teérico e diddtico, observar que o Te-
orema do Nucleo e da Imagem continua vélido quando dim V' € infinito. Neste caso,
se [ for uma base de Im 7', entdo, para cada w € (3, existe um u = uy € V tal que
u € T~ (w). Assim, a familia o dos tais u, isto é, « = {uy : w € 3},é LI em V.
Portanto, V' = F'[a] @ ker T, confira Exemplo 4.18.

Corolario 4.22 Seja T € L(V,W), com dimV = n e dimW = m. Entdo o posto
k = p(T) < min{m,n}. Conclua que existe uma base « = {uy,...,up} de 'V e
existe uma base § = {w1,...,wp,} de W tal que T'(u;) = w;, comi = 1,...,k, e
T(uj)=0,comj=i+1,...,n

Prova. Como Im7T C W e, pelo Teorema 4.21, dimIm7T < n temos que o posto
de T k = p(T) < min{m,n}. Assim, pela prova do Teorema 4.21, existe uma base

a = {uy,...up,vi,...,vy_p} de V, com {uy,...u,} uma base de ker7, tal que
{T'(v1),...,T(Vy—p)} é uma base de Im7T. Pondo w; = T'(v;),comi =1,...,k =
n — p, e estendendo para obter a base 8 = {w1,..., W, Wgi1,..., Wy, } de W com as
propriedades desejadas. |

Corolario 4.23 SejaT € L(V,W), com dimV = dim W = n. Entdo T € injetora se,
e somente se, T for sobrejetora.

Prova. Suponhamos que 7" seja injetora. Entdo, pelo Teorema 4.19, ker T = {0}.
Assim,
dimW =dimV =dimkerT + dimIm7T = dimImT.

Como Im7T C WedmW = dimIm7T temos que Im7T" = W. Portanto, T é so-
brejetora. Reciprocamente, suponhamos que 7' seja sobrejetora. Entdo Im7T = W e
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dim W = dimImT'. Logo,
dimImT =dimV =dimkerT + dimIm7T = dimkerT = 0.

Portanto, ker 7" = {0} e, pelo Teorema 4.19, T" € injetora. n

Corolario 4.24 Seja T € L(V,W), com dimV = dim W = n. Entdo as seguintes
condigoes sdo equivalentes:

1. T ¢ bijetora.
2. T é sobrejetora.
3. T é ndo singular.

4. T leva qualquer base de V em alguma base de W .

Prova. Fica como um exercicio. [ ]

Exemplo 4.25 Determine T € L(F3, F*)tal queker T = {(z,y,2) € R3 : x+y+2z =
0}.
Solucio. E ficil verificar que ker T = F[(1,0, —1), (0,1, —1)]. Entdo

1 0|a 1 0 a
0o 1}/ |—=---—=101 b
-1 —-1|c¢ 0 Ola+b+c

Assim, a = {(1,0,—1),(0,1,—1)} é uma base de ker 7. Como kerT C F3 temos
que o é parte de uma base de 3. Logo, para estender o a uma base de F2, basta
escolher u = (a,b,¢) € F3, coma + b+ ¢ # 0, digamos 8 = a U {(0,0,1)}.
Definindo arbitrariamente 7°(0,0,1) = w, temos, pelo Teorema 4.11, que existe uma
tinica transformacdo linear 7' : F'> — [ tal que

T(1,0,—1) = (0,0,0,0),7(0,1,—1) = (0,0,0,0) e T(0,0,1) = w.

Logo, para determinar 7'(u) basta encontrar [u], ou, equivalentemente, escalonar a ma-
triz

1 0 0| 1 00 T
0 1 0ly|—=--—1010 Y
-1 -1 1|=2 0 0 1l|lz4+y—+=
Portanto, T'(z,y,2) = (x + y + 2)w. |
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Teorema 4.26 Sejam S € L(U,V)eT € L(V,W). EntdoT oS € L(U,W). Conclua
se T for bijetora, entdo T~ € L(W, V).

Prova. E claro que T-1(0) = 0, pois T(0) = 0. Dados w1, ws € W ea € F. Como
T ¢ bijetora temos que existem Unicos up, uz € V tais que

wi=T(u) ©u =T (wy) e wy=T(ug) & up =T (wy).
Note que T'(uj + uz) = wy + wy e T'(au;) = aw; implicam que

T Y wy+wo) =T Hwy) + T Hwo) e T awy) = a7 (wy).
Portanto, T~ é linear. n

Seja T € L(V,W). Diremos que T' é um isomorfismo se T' € bijetora. Se existir
um isomorfismo de V sobre W, diremos que V' € isomorfo a W e denotamos por V' ~
W. Intuitivamente, um isomorfismo 7' de V sobre W € uma regra que consiste em
renomear os elementos de V/, isto €, o nome do elemento sendo 7'(u) ao invés de u € V.
E muito importante ressaltar o seguinte: se 7' for um isomorfismo e S C V. Entido S
é LI se, e somente se, 7'(S) for LI. Portanto, ao decidirmos que S é LI (base) ndo
importa se consideramos S ou 7'(.S), confira Corolario 4.24. Por exemplo, a fungdo
T : F™*t — F1X7 definida como T/(X) = X! é claramente um isomorfismo. Portanto,
isto justifica que sempre podemos identificar os espacos vetoriais £, F'1X" ¢ F7x1,

Exemplo 4.27 Mostre que T € L(F3) definida como T (x,y,2) = (v — 2y, z,x + ) é
um isomorfismo e determine uma regra para T~ como a que define T.

Soluciio. Note que v € Im T é equivalente a resolver a equagdo vetorial v = T'(u),
para algum u € 3. Mas, pelo Teorema 4.11, isto é equivalente a escalonar a matriz
(T'(e1) =(1,0,1)...)

1 0 0]t
== 0 1 0] 5°
0 0 1| b

1 -2
0
1

i)

0
1
0

o R

Assim, a equacdo possui uma solugdo e T' € sobrejetora, de modo que 7' € um isomor-
fismo. Logo, para determinar uma regra para 7~! devemos usar a relagio v = T'(u) <
u = T71(v), ou seja, dado v = (a,b, ¢) € F3, existe um tnico u = (,y, 2) € F? tal
que

T(x,y,2) = (a,b,c) & T Ya,b,c) = (z,y,2).
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Portanto,

a+2c —a+c
T Ya,b,c) = , b)),
que € o resultado desejado. |

Teorema 4.28 Qualquer espago vetorial de dimensdo n sobre F é isomorfo a F™.

Prova. Seja« = {uy,...,u, } umabase de V. Entéo ja vimos que a fungdo L, : F"" —
V definida como L, (x) = x1uj +- - -+ z,u, € linear e bijetora. Portanto, V' é isomorfo
aF". [ ]

A transformacdo linear L, : F* — V chama-se parametrizagdo de V induzida
pela base a. Note que Ly (€;) =u;,i=1,...,n.

Vamos finalizar esta secdo com algumas consideracdes sobre soma direta externa
e espacos quocientes. Sejam V e W espagos vetoriais sobre F'. Entdo ja vimos, no
Exercicio (13) da Se¢do 3.1, que V@ W = V x W, munido com as operagdes de adi¢do

udv = (u; +ug, vy +va)

e multiplicacdo por escalar
a®u= (aup,avy),

era um espaco vetorial sobre F'. Entdo, naturalmente, obtemos quatro funcdes lineares, a

saber, as inclusdes A1 : V. — VeWe s : W — VQW definidas como Aq(u) = (u,0)
e Aa(v) = (0,v); as projegdes 1 : VR W — Vem: V®W — W definidas como
m1(1,v) = uem(u,v) = v. E fcil verificar que elas satisfazem as relagdes:

moM =1y, moda=1Iw, modj=0,i#j, e Mom +Aom =1z,

com Z =V ® W, confira o diagrama:

e
N

\5/
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Teorema 4.29 Sejam V e W espacos vetoriais de dimensdes finitas sobre F. Entdo
dim(Ve@ W) =dimV + dim W.

Prova. Sejam o = {vy,...,v,,} umabase de Ve f = {wy,...,w,} base de W.
Entdo € fAcil verificar que

v ={(v1,0),...,(Vim,0),(0,wy1),...,(0,w,)}
¢ uma base de V' x W. Portanto, dim(V ® W) = dim V + dim W. |

Sejam V' um espaco vetorial sobre ' e W um subespaco de V. Entdo ja vimos,
no Exercicio (19) da Segdo 3.5, que V = V/W = {u+ W : u € V}, munido com as
operacdes de adigcdo

(u+W)e(v+W)=(u+v)+W
e multiplicacdo por escalar
a®(u+W)=(au)+ W,

era um espago vetorial sobre F'. Entdo, naturalmente, obtemos uma fun¢do linear e
sobrejetora m : V' — V definida como 7(u) = u + W, a qual chama-se projecdo
candnica.

v—L w

A

V/kerT - ~ =ImT

Teorema 4.30 Seja T € L(V,W). Entdo V/kerT ~ ImT. Conclua que dimV =
dimker 7" + dim Im 7.

Prova. Note, pelo Teorema 4.16, que ker 7' é um subespago de V' e Im 7' é um subespago
de W. Assim, V/ ker T' é um espago vetorial sobre F'. Logo, pelo diagrama, Aooom =
T significa que: T'(u) = o(u + kerT), para todo u € V. Portanto, a fungdo o :
V/kerT — W definida como o(u + ker T') = T'(u) possui as propriedades desejadas.
Por exemplo, Im ¢ = Im T implica que o € sobrejetora e ker 0 = ker T" implica que o é
injetora, pois T'(u) = O se, e somente se, u + kerT'=kerT' é ozeroem V/kerT. =

Vimos acima que 7 o Ay = Iy significa que w9 possui uma inversa a direita e
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mo 0 A1 = 0 significa que Im A\; = ker 7o, mas isto € equivalente a sequéncia:

0} —=V—2vew 2 ew —{0}
Isto motiva a definicdo. Sejam U, V' e W espacos vetoriais sobre F'. Diremos que

S T

Vv

{o} U 1% {o}.

€ uma sequéncia exata curta “em V” se S for injetora e T' for sobrejetora, ou seja,
Im S = ker T'. Neste caso, obtemos o diagrama:

{0} IS A=y ZW/ImT ——={0}
I
J: s T W’
{0} ——=U W ——={0}

Note que o e ¢ sdo isomorfismos, de modo que V = U @& W € uma soma direta.

Exercicios

1. SejaT € L(V,W). Mostre se U for um subespaco de V', entdo a imagem direta
de U: T(U) = {T'(u) : u € U}, é um subespago de V.

2. SejaT € L(V, W) Mostre que se Z for um subespaco de W, entdo a imagem
inversade Z: T~1(Z) = {u €V : T(u) € Z}, é um subespago de V.
d

3. Sejam T' € L£(R?) definido como T'(x,y) = (v +y,y) e

A = {(z,y) eR*: 2?2 +¢y* =1}, B={(z,y) e R* : [z| + [y| = 1},
C = {(x,y) € R?: max{|z|,|y[} = 1}.

Determine T'(A), T'(B) e T(C).
4. Para cada transformacao linear abaixo determine o niicleo e a imagem:

(a) T € L(F?, F3) definida como T(z,y) = (y — z,0, 5z).
(b) T € L(F3, F?) definida como T'(z,y, 2) = (z + y + 2, 2).
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5. SejaT € L(V,W). Mostre que se V = F[uy,...,u,] = F[a], entdo ImT =
F[T(a)].

6. SejaT € L(F3, F3) definidacomo T'(x,y, z) = (v—y+2z, 2xv+y, —v—2y+22).

(a) Se (a, b, c) for um vetor em F'3, quais as condi¢des sobre a, b e ¢, para que o
vetor esteja na imagem de 7'? Qual € o posto de T'?

(b) Quais as condi¢Ges sobre a, b e ¢, para que o vetor esteja no niicleo de 717?
Qual € a nulidade de T?

7. Determine S, T € L(F?) tais que ImS = F[(1,0,-1),(1,2,2)] e ImT =
[(1,2,3),(4,0,5)].

8. Determine 7' € L(F?3) tal que ker T = F[(1,1,0)].
9. Determine 7' € L(F3, F?) sobrejetora tal que 7'(1,1,0) = 7(0,0,1).
10. Existeum 7' € £L(F3, F?) tal que T(1,—1,1) = (1,0) e T(1,1,1) = (0,1)?

11. Existeum T € £(F?) talque T(1,—1) = (1,0),7(2,-1) = (0,1) e T(-3,2) =
(1,1)?

12. Seja T € L(V,W), com dim W = m. Mostre que se 5 = {wy,...,wy} for
uma base de Im7 e o = {uy,...,ux}, com T(w;) = wi, entiow é LI e V =
Fla] @ ker T. Conclua que dim7T'(U) = dim U — dim(U N ker T'), para todo
subespaco U de V.

13. Existe T € L(F5, F3), com T(e;) = (1,0,0),T(e2) = (0,1,0) e cujo nicleo
consiste dos vetores (21, T2, 23, T4, T5) € F? tais que

Ty —2x0+x3+T4—25 = 0
r1+x2—234+24—25 = 0
—2x1 + 2o+ x3 — 224 + 225 = 0?

14. Sejam T' € L(V, F?) um isomorfismo e uy, ug, uz,uy € V tais que T(uy) =
(1,0,1), T(ug) = (=2,1,0), T(us) = (—1,1,1) e T(ug) = (2,1,3).

(a) uj estd no subespaco gerado por uy e us?
(b) Sejam W1 = F[ul, UQ] € W2 = F[ug, u4]. Qual é W1 N W2?

(c) Determine uma base de F'uj, u, us, uy].
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Sejam S, T € L(V), com dim V' = n, tais que v(S) = v(T) = 0. Mostre que
v(ToS)=

Sejam S € L(U,V)eT € L(V,W),comdimV =nedimW =m.

(a) Mostre que Im(70S) CImT e dimIm(7T 0 S) < dimIm7.
(b) Mostre que ker S C ker(7 0 S) e dim kerS < dimker(S o T).

Sejam T € L(V,W)e S € LIW,V),comm = dim W > dimV = n. Mostre
que 1" o S nao pode ser injetora.

SejaT € L(V,W), comdimV = nedimW = m. Mostre que V e W sio
1somorfos se, e somente se, m = n.

SejaT € L(V,W),comdimV =nedimW =m.

(a) Mostre que se dim V' < dim W, entdo T' ndo pode ser sobrejetora.

(b) Mostre que se dim V' > dim W, entdo T ndo pode ser injetora.
Seja T € L(V), com dimV = n. Mostre que se existir um S € £(V) tal que
SoT =1Iy,entio T ' existee T~ = S.

SejaT € L(V), com dim V' = n. Mostre que se T? — T + I = 0, entdo T é ndo
singular. Determine 7~! em funcdo de 7.

Sejam U,V e W espacos vetoriais sobre F', com dimU = k,dimV = ne
dim W = m.

(@) Sejam S € L(UW)eT € L(V,W). Mostre que Im:S C ImT se, e
somente se, existirum R € L(U,V) talque S =T o R.

(b) Sejam S € L(UW)eT € L(U, V). Mostre que ker T C ker S se, e
somente se, existirum R € L(V,W)talque S = RoT.

Sejam S, T € L(V), com dim V' = n. Mostre que:

@ p(T +5) < p(S) + p(T).

®) v(S)+v(T)—n<v(S+T).

(¢) max{v(S),v(T)} <v(SoT)<v(S)+v(T).
@ (S)+plT) —n < p(S o T) < min{p(S), p(T)}.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Seja T € L(V,W), com dim W = m. Mostre que T é injetora se, e somente se,
existirum S € L(W, V) tal que S o T = Iy,. Conclua que se V =W e T for ndo
injetora, entdo existe um R € £(V') tal que T'o R = 0.

SejaT € L(V,W), com dim V' = n. Mostre que T é sobrejetora se, e somente
se, existirum S € L(W, V) tal que T' o S = Iyy. Concluaque se V =W e T for
ndo sobrejetora, entdo existe um R € L£(V) talque RoT = 0.

Sejam S € L(U,V)eT € L(V,W),comdimU = n e dimV = m. Mostre que
S for sobrejetora e T' for injetora se, e somente se, existir um R € L(W,U) tal
que SoRoT = Iy.

Seja T € L(V), com dimV = n. Mostre que Im7" = kerT se, e somente
se, n = 2dimImT e T? = 0, mas T' # 0. Determine vérios T € L£(R?) que
satisfaca essa condicdo.

Sejam T' € L(V,W) e wyg € W. Mostre que se a equagdo 7'(u) = wq possuir
uma solu¢do ug € V, entdo qualquer solucio desta equagdo é da forma ug + v,
para algum v € ker T. Conclua que V = T~ (wg) @ ker T..

Sejam V =R[z]e D, E,T,U € L(V') definidas como
D32k, air’) = doic1 iajz' !, E(Y i, a;z') = 2o i?ﬁxiﬂ’
T(ipwma’) = Yigma™ e UQioma') = 3 air'™".

Mostre que E e T' sdo injetoras, mas nao sio sobrejetoras. Além disso, DE =1 e
ED#L;UT =1eTU # 1.

Sejam S, T € L(V), com dim V' = n. Mostre que S e T" sdo nao singulares se, e
somente se, S o T e T o .S sdo ndo singulares.

Sejam S;,T; € L(V),comi = 1,2 e dimV = n. Mostre que se S; + S2 e
Sy — S9 forem néo singulares, entdo existem X; € L(V'), com i = 1,2, tais que

S1o0X1+520Xeo=T1 € So0X;+510Xy="1T5.

Seja S € L(W,V) um isomorfismo. Mostre que a fungdo f : L(V) — L(W)
definida como f(T) = S~ o T o S é um isomorfismo.

Sejam W; e W5 subespagos de V, com dim V' = n.
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(a) Mostre que a fungdo 7' : Wy x Wy — V definida como T'(wy, wy) =
W1 + W € linear.

(b) Mostre que 7' é injetora se, e somente se, W3 N Wy = {0}.
(c) Mostre que 1" € sobrejetora se, e somente se, V = Wy + Wo.

(d) Mostre que
d1m(W1 -+ WQ) = dim W7 + dim W5 — d1m(W1 N WQ)

34. SejaT € L(V), com dim V' = n. Mostre que existe um k € N tal que Im 7% N
ker T% = {0}. Conclua que V = Im T* & ker T*.

35. Sejam T € L(V,W)e S € LW,V),comdimV = nedimW = m. Mostre
que Im(7T 0 S) =T(Im S) e dimIm(7 0 S) = dimIm S — dim(Im S N ker T').

36. Seja V um espago vetorial sobre F'talque V =U & W.

(a) Mostre que a fungdo P : V — V definida como P(u + w) = u é linear,
a qual chama-se projecdo de V sobre U paralela a W. Conclua que @) =
Iy — P é aprojecdo de V sobre W paralelaa U e ker Q = Im P.

(b) Mostre que a fungdo R : V' — V definida como R(u+w) = u—w é linear,
a qual chama-se reflexdo de V em U paralelaa W.

37. SejaT € L(V,W). Mostre que existeum S € L(W, V) talque SoT = Iyy — P
eToS=1Iy—Q,emque P € L(V)éaprojecdo sobrekerT'e Q € L(W) éa
projecdo paralelaa Im 7'

38. SejaT € L(V), com dim V = n. Mostre que existe um S € £(V') ndo singular
tal que S o T = P, com P uma projecdo de V.

39. Sejam T € L(V,W)e S € LI(W,V). Mostre que se T o .S = Iy , entdo
(a) S é injetora.
(b) T é sobrejetora.

() Im S NkerT = {0}.
(dV=ImS®kerT.

40. SejaT € L(V), com dim V' = n. Mostre que as seguintes condi¢des sdo equiva-
lentes:
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41.

42.

4.3

(@ V=kerT+ImT,

b)) V=kerT®ImT;

(c) kerTNImT = {0};

(d) kerT? = ker T

() ImT? =ImT;

() ToSoT =Telm(SoT)=1ImT, paraalgum S € £(V') ndo singular.

Conclua que 7% = T, para algum ¢ € F*, satisfaz essas condicdes e determine
vérios T' € L(R?) que satisfaga essas condigdes.

Seja I = [0, 1] um intervalo em R. Uma rede sobre I é qualquer lista (a;)!"_ tal
que 0 =ap < a1 < --- < a, = 1. Se existirem uma rede (a;)}", sobre I e uma
lista (b;)7_, sobre R, entdo a funcdo f : I; — R, comI; = I — {1}, definida
como f(x) = b;, paratodo = € [a;, a;+1), chama-se fungdo degrau. Mostre que o
conjunto das fun¢des degraus F4(I;, R) é um espago vetorial sobre R e determine
uma base para ele.

Se existirem uma rede (a;);", sobre I e listas (b;);, (¢i)i—, sobre R, entdo a
fun¢do f : I} — R definida como f(x) = ¢; + b;x, para todo = € [a;, ait1),
chama-se funcdo linear por partes. Mostre que o conjunto das funcdes lineares
por partes F;(I;, R) é um espago vetorial. Conclua que o subconjunto C(I;, R) das
g € Fi(I1,R) tal que g é continua e g(0) = 0 é um subespago, com F;(I;,R) =
Fi(li,R) @ C(I;,R) e afungdo 7" : Fy4(I;,R) — C(I;,R) definida como

T(f) = /0 " ft)at

€ um isomorfismo.

Transformacoes Lineares e Matrizes

Nesta se¢do mostraremos, de um ponto de vista matemético, que o estudo de

transformacdes lineares em espagos vetoriais de dimensdo finita pode ser reduzido ao
estudo de matrizes. Para isto vamos lembrar alguns fatos:

Sejam X € F™*le A € F™*", Entio

E!X =z; e E/AE; = ( EIC, --- E!C, )E; =a;j, EICj = ay.
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Observe que a fungdo o : F™*! — ™ definida como o(X) = X! é um isomorfismo.
Portanto, nio hd perda de generalidade, em fazermos F™ = ["™*1,

Fn><1 Ta Fm><l \Va T 1974
A
U\L lqﬁ TallTQ lT[g
- — — s fm FLTL**>Fm
SA S

(a) (b)

Ja vimos no Exemplo 4.4 que, para cada A € F™*™ fixada, existia uma tnica
transformacdo linear T : F™*! — F™*! definida como

Ta(X) = AX, V X € FL,

e, também, Sp : " — F™ definida como Sa (x) = xAL. Logo, obtemos o diagrama
comutativo (a): isto significa que ¢ 0 T = Sa 0 0 ou Sp = ¢ o Ta o o~ L. Portanto,
quando m = n temos que T’ é um isomorfismo se, e somente se, A é ndo singular.

Teorema 4.31 Seja T € L(F™,F™). Entdo existe uma vnica A € F™*" tal que
T(X) = AX, para todo X € F". Neste caso, a;j = ET(E;).

Prova. (Existéncia) Note que T'(X); = E!T(X) = Elz;T(E;) = (EIT(E,))z;.
Pondo a;; = E!T(E;), obtemos T'(X) = AX, com A = (a;;). Mais explicitamente,
T(E;) =a;Ei + -+ anjEpn e T(X) = 21T(Ey) + - - - + 2,T(E,) implicam que
E?T(Ej) = a4 ¢©

TX)=(T(E) --- T(E,) )X.

Portanto, 7'(X) = AX.
(Unicidade) Seja outra B € ™™ tal que 7'(X) = BX, para todo X € F". Em
particular, b;; = E!BE; = E!T(E;) = E!AE; = q;;. Portanto, A = B. |

E muito importante observar a ordem de m e n. Enquanto, A é de ordem m x n,
T éde F" em F™. Além disso, os vetores C; = T'(E;), j = 1,...,n, sdo as colunas
de A, a qual chama-se matriz canénica para T. Em geral, sejam T € L(V, W), a =
{ui,...,u,}umabasede Ve = {w,...,w,,} umabase de W. Entdo T'(u;) € W,

comj = 1,...,n. Como 3 é uma base de W temos que existem tnicos a;; € F' tais
que
m
T(w) => aywij=1,...,n. 4.1)
i=1
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Portanto, a acdo de 7' sobre o € completamente determinada pelos mn escalares a;; ou,
equivalentemente, a acdo de 7' é completamente determinada conhecendo uma matriz
A = (a;;) € F™™. Por razdes técnicas, a matriz transposta A’ chama-se representa-
cdo matricial de T em relagdo as bases a e 3, e denotamos por

5= ([Tw)lg - [T(un)ls ) = (ai). (4.2)

Observe a ordem de o (dominio) e 3 (contradominio) em [T]g Reciprocamente, dado
A = (a;5) € F™"eu = z1u; + --- + zpu, € V. Entdo, pelo Teorema 4.11, existe
uma tnica 7" € L(V, W) tal que

n m m n
w) =Y 2;,O agwi) =D O zjai)wi
j=1 =1 i=1 j=1

Neste caso, A = Agp. Portanto, a fungdo ¢ : L(V,W) — F™*™ definida como
©(T) = Aq é claramente um isomorfismo. Por outro lado, é fcil verificar que a fungio
¢a @ L(V,W) — W™ definida como ¢,(T") = (T'(uy),...,T(uy,)) é um isomorfismo
induzido por a.

Teorema 4.32 Seja T' € L(V,W), com dimV = n e dimW = m. Entdo W" ~
L(V,W) =~ Fmxn,

Prova. Confira o exposto acima. [ |

E muito importante, de um ponto de vista tedrico e didético, observar o seguinte:
sejam o = {uy,...,u,} e 3 ={vy,...,v,} basesde V. Entdo S = Ty o T, ! estd em
L(F") e A = [S] € amatriz de transi¢ao ], pois u; = > I ; a;;v; implica que

n
S(e;) = Tg(uj) ZawTﬁ Vi) Zaijei.
i=1

Portanto, A = [S] = (a4j), com C; = [S(e;)] sua j-ésima coluna. Por outro lado,
como [u;]g = Ts(u;) = S(v;) temos, pela equagio (3.6), que

NG =(Twls - [wls ) = (i)

Neste caso, S = Tgo T, ! chama-se transformacdo de coordenadas, confira o diagrama

comutativo (b) acima, com V' = W e T = I;,. E bom lembrar que S = Lgl o
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L. No caso geral, sejam T € L(V,W), a = {uy,...,u,} umabasede Ve g =
{wW1,..., Wy, } umabase WW. Entdo, pelo diagrama comutativo (b) acima, S = Tz o7 o
T;' e L(F*, F™)ou S = LEI oT oL, € L(F™, F™) e sua representa¢do matricial

em relac@o as bases candnicas é A = [S] = [T’ ]2, pois, usando a equacdo (4.1),
m m
S(ej) = Ta(T(wy)) = Y ayTa(wi) = > aije;.
i=1 i=1

Portanto, se identificamos V' com F™ via L, ¢ W com F™ via Lg, entdo T' pode ser

identificada com a matriz [T']§ e concluirmos que: o problema de determinar [T]g é

equivalente, pela equacdo (4.1), a discutir a sequéncia finita de sistemas nao homogéneos
AX = B,;, com

A=(w; - wn) X=(x) eB=(T(w), i=1,...,n.

J4 vimos que isso é dado pelo esquema:

(B]T(@))=(w1 -+ wp|T(u) - T(Un))—>"'—><1‘[T]§).

Exemplo 4.33 Sejam o = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}, 8 = {(1,3),(1,4)} bases de
F3 F? ¢ T € L(F3,F?) definida como T(z,y,2) = (2z +y — 2,3z — 2y + 42).

Determine [T)5.

Solucdo. Note que 7'(1,1,1) = (2,5),7(1,1,0) = (3,1) e T'(1,0,0) = (2, 3). Assim,
pelo exposto, basta escalonar a matriz

11232_>_>10 3 11 5
3 415 1 3 0 1|-1 -8 =3 )°

me= (3 )

¢ a matriz de T" em relacdo as bases dadas. ]

Portanto,

Exemplo 4.34 Sejam o = {(1,1),(0,1)} e 8 = {(0,3,0),(—1,0,0),(0,1,1)} bases
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de F? e F3. Determine T € L(F?, F3) tal que

0 2
[Tla=1| -1 0
13

Solucdo. Por definigdo, 7'(1,1) = (1,—1,—1) e 7(0,1) = (0,9,3). Assim, para
determinar 7'(u) basta encontrar [u], ou, equivalentemente, escalonar a matriz

10:1:_%”_)10:6
1 1]y 0 1jy—x )~

T(l‘,y) = 1:(17 _]-a _1) + (y - "E)(O79a 3) = (‘T7 —10z + 9y7 —4zx + 3y)7

Portanto,

que € o resultado desejado. |
Exemplo 4.35 SejaT € L(F?)tal que T(e1) = (1,—3) e T(e) = (=2, 1). Determine

a base f3 de F? tal que
1 -1
B _
[T]a_<4 3)7

Solucdo. Seja 5 = {(a,b), (c,d)} a base desejada. Entdo T'(e1) = 1(a,b) + 4(c,d) e
T(e2) = —1(a,b) + 3(c, d). Assim, obtemos os sistemas

a+ 4e
—a + 3¢

Logo, basta escalonar a matriz

com « a base canénica de F?.

1 b+4d = -3
—2 —b+3d = 1

(D)
A A
-1 3|-2 1 0 1|—-2 -2
Portanto,
1 1
¢ a base procurada. |
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Teorema 4.36 Sejam T € L(V,W), a ={uy,...,up} e ={wi,...,wy,} bases de
Ve W. Entdo
[T(w)]s = [T][ula, ¥ ueV.

Prova. Visualize no diagrama comutativo (b) acima. Dado u € V, existem tnicos
zj € Ftaisqueu = )", z;u;. Assim, pela equacdo (4.1),

j=1
T(w) =) 2 T(uy) =) O wjai)wi.
j=1 i=1 j=1
Portanto, [T'(u)]g = [T)5[u]a., paratodou € V. |

Exemplo 4.37 Sejam o a base canénica de F?, 3 = {(1,0,1),(-2,0,1),(0,1,0)}
uma base de F3 e T € L(F?, F®) tal que

1 -1
[T]5 = 0 1
-2
Determine T'(a, b).
Solugio. Aplicando o Teorema 4.36, obtemos T'(a, b) = (a — 3b, —2a + 3b, a). |

Exemplo 4.38 Seja A € F™*™. Mostre que p(A) = p(A'A) = p(AA?).

Soluciio. Sejam B = A'A, Ty : It — FmXle Ty : F™*1 — F"X1 Entio,
pelo Teorema 4.21, p(A) = n — dimkerTy e p(B) = n — dimker Tz. Assim, é
suficiente provar que ker Ty = kerTp. Se X € ker Ty, entdo AX = 0 implica que
BX = A!(AX) = 0. Logo, ker T4 C ker Tz. Por outro lado, se X € ker T, entdo
BX = 0o0u A’AX = 0O, pelo item (1) do Lema 2.13, (AX)!(AX) = 0 implica que
AX =0e X € kerTy. Portanto, ker Tg C ker T'4. ]

J& vimos no Teorema 2.21 um método alternativo de resolver um sistema ndo ho-
mogéneo usando uma matriz adequada. Algo semelhante a esta mesma técnica pode ser
utilizada para obter simultaneamente bases para o niicleo e aimagemde 7" € L(F™, F'™)
ouT € L(V,W). Para isto vamos introduz alguns conceitos, sejam A = (a;;) € F"*™
e B = (b;;) € F™*". Diremos que a matriz

(A|B)epmimmn

Sumadrio 180



4.3. Transformacgdes Lineares e Matrizes Capitulo 4. Transformacdes

é T-associada se
T(bil,...,bm) = (ail,...,aim), 7= 1,...,n.

Diremos que a matriz ( R ‘ S ) é reduzida por linha a T-forma em escada da matriz
T-associada ( A ‘ B ) se R for reduzida por linha & forma em escada de A. Observe
que este conceito surge naturalmente: se w; = (bj1,...,bin) € F" e w; = e; € F'™,
entdo, pela equagdo (4.1), obtemos a matriz

(T(w)|wi)=(A[B)

T-associada, com A = [T]'. Note que a matriz reduzida por linha & T-forma em escada
(R ‘ S ) também € T-associada, pois as linhas de S sdo combinagdes lineares das
linhas de B, as quais formam uma base de F". Por exemplo, sejam u; = (1,1,1,1),
up = (1,1,1,0), uz = (1,1,0,0) e uy = (1,0,0,0) uma base de F*e T' € L(F*, F3)
definida como

T(z,y,2,t) = (x —y+2+t,x+22—t,x+y+ 32— 3t).

Entao a matriz

2 2 211 1 1 1

1 3 51 1 1 0

(A‘B)_ 01 2|1 1 0 O

1 1 1{1 0 0 O

¢é T-associada, pois 7'(uy) = (2, 2, 2) etc. Neste caso,

1 1 1 3
Lo -1igy 3 3 g
o1 21 111
(AIB)—= = (R[S)=| /, /3 4 1 1
it 1 1
00 0z -3 -2 —3

Note que
ImT = F|[(2,2,2),(1,3,5)] e kerT = F[(3,3,—-1,1),(1,—1,—1,—1)].

Voltando ao caso geral. E claro que InT' = F[T'(uy), ..., T(u,)]. Entdo, pelo Teorema
3.36, dentre esses vetores, podemos extrair uma base de Im 7', digamos as linhas néo
nulade R ou {T'(uy),...,T(ug)}, com k < min{m,n}, a qual é parte de uma base de
F™ asaber, § = {w1, ..., Wy, }. Portanto, pelo Coroldrio 4.22, podemos escolher uma
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base & = {uy,...,ug, vi,..., vy} de F" tal que T'(u;) = w;,comi = 1,...,k, e
T(v;) =0,comj =1,...,n — k. Este processo ¢ dado pelo esquema:

(A|B)—=---=(R|S)
Vamos resumir isto no proximo teorema:
Teorema 4.39 Sejam T € L(F™, F™) e

(M |L,)—--—=(R|S).

Entdo {ri,...,r;}, com k < min{m,n}, é uma base de ImT e {syy1,...,8,} é uma
base de ker T.
Prova. Fica como um exercicio. [ |

Ja observamos que dim Im 7" é o posto coluna da matriz [T']. Mas, o Teorema
4.39 afirma que dim Im 7" é o posto linha da matriz [T']. Portanto, isto justifica mais uma
vez que o posto linha € igual ao posto coluna.

Exemplo 4.40 T € L(F?*2) definido como T(A) = BA, com

2 =2
B:< 11 )=2E11—2E12—E21+E22-

Determine bases para o niicleo e a imagem de T

Soluciio. Primeiro note que a fungiio o : F2*2 — F* definida como o(aij) = (a11, a12, a1, az)
é um isomorfismo. Portanto, podemos identificar £2*2 com F**. Assim, pelo Teorema
439e T(Eij) = BEij = bliElj + b2iE2ja

10 -3 0[2 000
01 o -2lo i 0o

t 2 2
(L) == 506 o 6l1 01 0
00 0 0/0 101

Portanto,
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sdo bases de Im 7" e ker 7T'. ]

Teorema 4.41 Sejam R,S € L(U,V)eT € L(V,W), a, 3 e y bases de U,V e W.
Entdo

[R+ 8]0 = [Rla + 1512, [aRlg=alR], YV a€F e [(ToS)]} = [T]}[S]5.
Prova. Dado u € U temos, pelo Teorema 4.36, que
[(T'o S)(u)]y = [T o S|ilula e [T(S(u))]y = [T]5[S(w)]s
Como (T o S)(u) = T(S(u)) e [S(u)]s = [S]5[u], temos que
(T o 8)2ula = [TT[S]a[wa-
Portanto, pela unicidade das coordenadas, [(T o S)]% = [T]}[S]a. n
Corolério 4.42 Sejam T € L(V,W) ¢ a, 3 bases de V e W.

1. Se T for um isomorfismo, entdo [Tﬁl]g = ([T)5).
2. T é um isomorfismo se, e somente se, det([T]5) # 0.

3. T é singular se, e somente se, det(A) = 0, da matriz A = (Q)

Prova. Vamos provar apenas o item (1). Pelo Teorema 4.21, T~ ! existe e 77! ¢

LW, V). Assim, T"1oT = Iy e T o T~ = Iyy. Logo, pelo Teorema 4.41,
1=[Iv]s = [T7'BIT1E e T=[Iw]} = [T]3T 5.

Portanto, pela unicidade da inversa, [T‘l]g = ([T]'g)_l. |

Exemplo 4.43 Seja pi(z) € P, (F), com O(pr) = k, para k = 0,1,,...,n. Mostre

que T € L(P,(F)) definido como T(z*) = py(z) é um isomorfismo. Conclua que
{po(z),...,pn(x)} € um base de P, (F).
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Solucédo. Como 9(py) = k temos que o coeficiente lider de py(x), ax # 0. Sendo

apg *x .- %
0 a - *
[T]: . . .. .
0 0 - an

uma matriz triangular superior, obtemos det([7']) = apay - - - a,, # 0. Portanto, 7' é um
isomorfismo. ]

Exemplo 4.44 Determine todos os isomorfismos sobre F2.

Solugdo. Seja T € L(F?). Entdo T'(e;) = (a,b) e T(ez) = (c,d) completamente
determina 7', de modo que
a c
m=(5q)

Assim, pelo item (2) do Coroldrio 4.42, T' é um isomorfismo sobre F? se, e somente se,
D = ad — bc # 0. Note, pelo Exemplo 1.16, que

n-(5 (0D ) (")

quando a # 0. [

E muito importante observar o seguinte: se A € F™*™ € ndo singular e B é

qualquer elemento de F*", entdo A !B é obtida via o esquema:
(A|B)—-- = (I|A™'B).

Além disso, sejam Iy € L(V), « = {uy,...,u,} e f = {wy,...,w,} bases de V.
Entdo [Iy]5 = [1]5, pois u; = Iy (u;) implica que

)5 =( Hv(uw)lg - [Iv(w)lg ) =([wmls - [u]s ) =[5

Sejam T € L(V) e o, 3 bases de V. Qual a relagdo entre [T]2 e [T]2? Para

o
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responder esta questdo, vamos considerar o diagrama comutativo (a):

L
(@) VL5V (a) prtesy 2P pn

N N A

B V-g-v(e Wt
(a) (b)

Assim, S = Iy o T o Iy e, pelo Teorema 4.41, [S]g = [IV]Q[T]g[IV]g. Logo, pondo
P=[ly]§= [1]2, obtemos a férmula de mudanga de bases [T]g = [S]g =P T)eP,
isto é, as matrizes [T e [T]g sdo semelhantes ou conjugadas. Neste caso,

det([T]3) = det([T]3) e tr([T]3) = tx([T]2).

« B «

Portanto, o determinante (o trago) de T' € definido como o determinante (o trago) de
qualquer representagdo matricial de 7' em relagdo a alguma base de V' e denotamos
por det(7T') e tr(7"). Ja vimos que um modo de determinar o operador ndo singular
P € L(V) era dado pelo esquema:

(alB)=--=(I|P).

Exemplo 4.45 Sejam o a base canénica, 8 = {(1,2),(1,—1)} outra base de F? e
T € L(F?) definido como T(x,y) = (x + 2y,y). Determine P € F**? ndo singular

tal que [T)? = P=1[T]oP.
11
P - ( L ) .

B
Assim, para determinar P, basta escalonar a matriz

Solucao. Pelo exposto,
1 1]1 0 RN 10
2 -1|0 1 0 1
Portanto,

=2 (3 (3 2) (3 ) =21 %) -m
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e P(z,y) = (v +y, 22— y). -

Seja T € L(V,W). Entdo, pelo Coroldrio 4.22, podemos escolher uma base
a={uy,...,u, Ut1,...,u,} de V tal que {ug1,...,u,} seja uma base de ker T,
de modo que {T'(u1),...,T(ux)} é uma base de Im 7', a qual pode ser estendida a uma

base 8 = {T(u1),...,T(ug), Wgt1 ..., Wy} de W. Portanto,

I, O

B8 _ _
ma—lk@o_<o o

> = Ny, k <min{m,n}.

Em particular, se V' = W, entdo existe um S € L£(V') definido como S(7T'(u;)) = w;,
comi=1,....k,eS(w;) =uj,comj=Fk+1,...,n, talque T o SoT =T, de
modo que [T]5 = [T]g[S]g[T]g Em geral, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.46 Sejam « e 7y bases fixadas de Ve W. SejaT € L(V,W) tal que A =
[T)4- Entdo existem [3 e § bases de V e W tais que B = [T]g se, e somente se, existem
P € F™" e Q € F™ ™ ndo singulares tais que B = Q! AP.

Prova. Pelo diagrama comutativo (b) acima e o Teorema 4.41, obtemos
A=[T]}=[L7'oT oLy e B=[T]3=[Ls'oToLgl.

Assim, existem P = L' oLg € L(F") e Q = L' o Ls € L(F™) tais que P = [P] =
MfeQ=[Q] = [1]2 ou Q! = [I]7, de modo que

Q 'AP =[L; o LyJ[L; ' o T o L][Ly" o Lg] = [Ly' o T o Lg] = B.

Reciprocamente, sejam o = {uy,...,u,},y = {wy,...,wp}, P = (p;;) € F"*"e
Q = (¢ij) € F™*™. Entdo, pela a equagdo (3.5), os vetores

n m
Vi = E pjiaj € Zi = E q5iW;
J=1 J=1

possuem as propriedades desejadas, por exemplo, Tp : V' — V definido como v; =
Tp(u;) é um isomorfismo. Seja T € L(V, W) tal que A = [T]/. Entdo existem 3 e &
bases de V' e W tais que B = [T]g. ]

E muito importante lembrar que um modo alternativo de determinar as matrizes
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ndo singulares P € F"*" e Q € F™*"™ era dado pelo esquema:

AL, QA [ Q QAP | Q
fwﬁ"'ﬁfw*“ﬁﬁ
Exemplo 4.47 Sejam o = {(1,0,—1),(0,2,0), (1,2, 3)} uma base de F3, v = {(—1,1),(2,0)}
uma base de F? e T € L(F3, F?) é tal que

m-(3 1)

Determine [T].

Solugdo. Sejam f3 e § as bases candnicas de F'3 e F2. Entio, pelo exposto, devemos
determinar P = [[]2 e Q = [13 ou Q™! = [I]]. Observe que Q! é a matriz cujas
colunas sao os vetores da base . Assim, € suficiente escalonar a matriz

1 0 1/1 00 1 ool 20 -1
022(010]|—=-—=010[-% 1 —2
-1 0 3/0 0 1 001 & 0 3
Portanto,
[T]_<—1 2)(2—1 3)1 _i’gj _1<3 3—5)
1 0 3 10 /)4 10 1 25 -1 1
eT(fUaZ/wZ):%(3$+3y—52,5x—y+2) [

Vamos finalizar esta secdo com uma aplicacdo geométrica do determinante bas-
tante usada no Célculo Diferencial e Integral. Cada vetor fixado w = (a,b,c) € R3
induz um Ty, € L(R3) definido como Ty (x) = w x x (produto vetorial). Como
Tw(e1) = (0,¢,—b), Tw(e2) = (—¢,0,a) e Tw(ez) = (b, —a,0) temos que

0 — b
Tw] = c 0 —a e (wx x)! = [Ty]x".
b a O

Entio Im Ty, = F[(0, ¢, —b), (—c,0,a)] e ker Ty, = F[w], com a® +b*> + ¢ # 0. E
bem conhecido que se uy = (a1,b1,c1),us = (ag,be,c2) e ug = (as, b, c3) sdo LI
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em R3, entdo o volume do paralelepipedo determinado por eles é o valor absoluto do
produto misto

ay ay as
V= Hul, ug, u?,” = |det b1 bg b3
1 C2 C3

Em particular, sendo 7' : R? — R? definida como T'(z,y) = (z, v, 0) linear e injetora,
temos que a drea do retingulo determinado pelos vetores uy = (a1, b1) e ug = (ag, be)
em IR? ¢ o valor absoluto do produto vetorial
ap az
det ( by by >‘ .

Sejam R um retangulo (ou uma regiio que possa ser dividida em retingulos) em R?,
determinado pelos vetores u € v, ou seja, R = {ru+sv : 7,5 € [0,1]} e T € L(R?)
ndo singular. Qual a relac@o entre as dreas de R e T(R)? Para responder esta questéo,
note, pelo Exemplo 4.44, que T'(e1) = (a,b) e T'(e2) = (¢,d), com D = ad — bc # 0.
Como, pelo Teorema 4.41, [T'(x)] = [T'][x] temos que

= |u X ug| = |[ug, ug, e3]| =

IT(u) x T(v)| = |det[T]|Ju x v| = D] - |u x |-

Exercicios

1. SejaT € L(Py(F)) definido como T'(a + bx + cz?) = b+ ax + cx?. Determine
[T].

2. Para cada um dos 7' € L(F™, F™) abaixo, determine bases para o nicleo e a

imagem:
(@ T(z,y) = (22 —y,0).
(b) T(z,y,2) = (x4 2y,y — z,x + 22).

© T
@ T
e T
6 T

3. Seja D € L(P,(F)) definido como D(p(x)) = p(x). Determine [D].

) =(z+y,z+y).
Y, 2) = (T +y,y + 2).
Y, 2) = (x4 2,2 — 2,9).
Y, 2) = (x4 22, 2).

T

(
(x
(
(
(z
(
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4.

10.

11.

12.

Seja T' € L(F?*?) definido como T(A) = AB — BA, onde
B = E11 — Elg — 2E21 + 2E22.

Determine bases para o nicleo e a imagem de 7. Generalize para qualquer B,
com byy # bao € bi1 = bao.

Seja B € F™*" nilpotente. Mostre que BA = A, para algum A € F™*",

. SejaT € L(Py(F),P3(F)) definido como T'(p(x)) = p(z) +22p'(x). Determine

bases para o nicleo e a imagem de 7.

Dentre as transformagdes dos Exercicios de (1. a 4.), determine as que sdo iso-
morfismos e, para essas, encontre uma regra que defina a inversa.

Sejam S € L(F? F3)e S € L(F3, F?) definidas como
S(,y) = (x—y,3z,y) e T(z,y,2) = 2x -y — 2,3 +y).

Determine a representagdo matricial de S,T,.S o T' e T o S com respeito as bases
a={(1,0),(1,1)} de F?e 3 = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} de F3.

Seja T € L(Py(F), F?3) definido como T'(p(z)) = (p(c1),p(ca),p(cs)), para
todos c1, co, c3 € F distintos. Mostre que 7' € um isomorfismo. Generalize.

Sejamc € FeT € L(P,(F)) definido como T'(p(x)) = p(c+ x). Mostre que T’
¢ um isomorfismo. Conclua que {1,c+ z,...,(c + x)"} é uma base de P, (F).
E verdade que {1, J;(z — ¢), ..., 2;(z — ¢)"} € uma base de P, (F)?

(Teorema da Alternativa de Fredholm?) Seja 7' € L£(V), com dimV = n.
Entao uma e apenas uma das condi¢des ocorre:

(a) A equagdo T'(x) = b possui uma solugio, paratodob € V.
(b) kerT # {0}.

SejaT € L(F?)tal que [T] = —Eq; — 2E12 + Egs.

(a) Encontre, se possivel, vetores ue v, taisque 7' (u) =ue T (v) = —v.

(b) Determine uma base e a dimensdo do nicleo e da imagem de 7.

2Erik Ivar Fredholm, 1866-1927, matemético sueco.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

(c) T éum isomorfismo? Caso afirmativo, determine uma matriz que represente
T, encontrando, também, T~ (z, ).
Seja T € L(R?) tal que [T] = 371(—E11 + 2E12 + 4Eg; + Egy). Determine
[T]g, com 8 = {(1,2),(—1,1)}. Qual o significado geométrico de T'?

Seja V' o espaco vetorial das funcdes ¢ : R? — R definida como
q(z,y) = az® + bry + cy?® + dx + ey + f.

Mostre que 7' : V' — V definido como

T(q) = ;U/q(x,y)dw ;y/q(w,y)dw

é linear. Determine [T']%, com a = {22, 2,32, z,y,1}.
SejaV=U®W,comdimU = ke dimW = n — k. Mostre que as seguintes
condicdes sdo equivalentes:

(a) E éuma projecdo de V sobre U paralela a W;

b)) V=ImE@kerEelmE={veV:EVv)=v}

(c) Existe uma base de V tal que [E] = I & O;

(d) E?=E.

Seja E € L(R?) a projegio sobre U = R[(1,—1)] paralela a W = R[(1,2)].
Determine F(z,y).

Seja E € L(R3) a projecdo sobre m = {(x,y,2) € R3 : 3z + 2y + z = 0}.
(a) Determine F(z,y, z).
(b) Determine uma base 3 de R? tal que [E]g =L ®O0.

SejaV=U&W,comdimU = kedimW = n — k. Mostre que as seguintes
condicdes sdo equivalentes:

(a) Réareflexdiode V em U paralelaa W, isto é, R(u+ w) = u — w;
(b) V=ker(R—1I)®ker(R+I);
(c) Existe uma base de V tal que [R] = I, & —I,,_x;
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

(d) R*=1.
Seja R € L(R3) areflexdoem 7 = {(z,y,2) € R3: 3z + 2y + z = 0}.

(a) Determine R(x,y, 2).
(b) Determine uma base 3 de R? tal que [R]g =L o -I.

Determine a rotacdo de um angulo 6 em torno do eixo dos z. Generalize para
uma reta que passa pela origem e possui a diregio do vetor (a,b,c) € R3, com
a’? + b2+ =1.

Seja T; € L(F?),i=1,2,3, tal que

2 1 2 1 -2 2 ~1 2 2
ml=(12 2|, =2 -12] = -2 1 2
2 2 3 2 -2 3 -2 2 3

Mostre que cada T} preserva ternos (a,b, c) € 7Z tais que a® + b*> = c2, ou seja,
preserva triplas de Pitdgoras.

Geometricamente, um cisalhamento é um elemento de 7' € L£(R?) que satisfaz
as seguintes condicdes: T'(r) C r, para toda reta r em R? contendo a origem; a
reta determinada por P e T'(P) é paralela a r, para todo P ¢ r. Mostre que as
seguintes condic¢des sdo equivalentes:

(a) T é um cisalhamento;
(b) Existe uma base 3 de R? e um a € R tal que [T]g =1+ aEjs;

(c) (T — I)* =0, paraalgum k € N.

Seja A € F™*" Mostre que AP = PA, paratodo P € F™*" ndo singular, se, e
somente se, A = al,,, para algum a € F.

Seja T € L£(V), com dim V = n. Mostre que [T]® = [T]7, para todas as bases o
e S de V se, e somente se, T = al, paraalgum a € F.

Seja f € L(F™™ F) tal que f(AB) = f(BA), para todos A,B € F™*".
Mostre que f = ctr, para algum ¢ € F. Conclua que X € F™*"™ pode ser escrita
como X = AB — BA se, e somente se, tr(X) = 0.

Seja V' um espago vetorial sobre F', com dim V' = n.
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(a) Mostre que ST — T'S # I, paratodos S, T € L(V).

(b) Mostre, com um exemplo, que a afirmag@o (a) néo é necessariamente ver-
dade se dim V for infinita.

27. SejaT : R — R uma funcdo aditiva. Mostre que 7' € L(R) se, e somente se, T’
for continua.

28. Sejam V' um espago vetorial sobre R e J € L£(V) tal que J?> = —I e chama-
se uma estrutura complexa de V. Por exemplo, J(z,y) = (—y,z) e J(z,y) =
(y, —z). Vamos estender a a¢do de R sobre V' para uma a¢do de C sobre V' como:
paratodoa+bi € Ceu eV, (a+ bi) - u=au— bJ(u).

(a) Mostre que V' é um espago vetorial sobre C. Conclua que R? nio possui
uma estrutura complexa.

(b) Mostre que se {vy,...,Vv,} for um conjunto LI de V' sobre os complexos,
entdo {vi,..., vy, J(v1),...,J(vy)} é um conjunto LI de V sobre os re-
ais. Conclua, no caso finito, que dimg V = 2dim¢ V.

(c) Mostre que A € R?"*2" ¢ tal que A2 = —T se, e somente se, A é seme-
lhante a uma matriz sob a forma

o -1,
(v %)
4.4 Dualidade

Sejam V e W espagos vetoriais sobre F'. Entdo, pelo Exemplo 3.2, £L(V, W)
é um espaco vetorial sobre F. E muito importante, de um ponto de vista didético e
tedrico, apresentar uma prova direta de que dim £(V, W) = mn, quando dimV =ne

dim W = m. Para isto, sejam o = {vy,..., vy} umabasede Ve g = {wy,...,w,}
uma base de V. Entdo, pelo Teorema 4.11, existem tnicos elementos E;; € L(V, W),
comi=1,...,nej=1,...,m, definidos como

w;, se j=k
Eij(vy) = jkwi:{ OZ sej’;«ék k=1,...,n.
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Entdo os E;; agem sobre um vetor v.=» ', T3V} COMO

n n
Eij<V) = Tk ZEij(Vk) = Tk Z(Sjsz = ijZ'.
k=1 k=1
Afirmacdo. v ={E;j :i=1,...,n;j=1,...,m} é umabase de L(V, W).
De fato. Dado 7" € L(V, W) tal que T'(vy) = D" a;xwi, k = 1,...,n. Assim, pondo

S = ZzaijEij € L(V,W),

i=1 j=1

obtemos

n

m
Z Z aijBij) (Vi) Z Zam kWi = Z aixw; = T(vg).

i=1 j=1 i=1 j=1 =1

Portanto, T = S e L(V,W) = F[y]. Se S = 0, entdo S(u) = 0, para todo k =
1,...,n. Assim > ", a;v; = 0, paratodo k = 1,...,n. Como /3 é LI temos que

r =0,paratodoi =1,...,mek =1,...,n. Portanto, v € LI. Consequentemente,
v é uma base de L(V, W) e dim L(V, W) = mn. Neste caso,

m. n m n
[Tl = (a:) Z ZaijEij = Z Zaij [Eij]2 € Fmm,
=1 j=1 i=1 j=1

Este processo chama-se extensdo linear e sempre produzum 7' € L(V, W). Observe que
0 = {EH, EQl, e 7Em17 Elg, EQQ, e ,Emg, .. } € uma base de E(V, W) em ordem
antilexicografica (colunas de [T]5).

Um caso particular de grande importincia destas consideragdes € quando W € o
corpo F' visto como um espago vetorial sobre F, desta forma V* = L(V, F') chama-se
espaco dual (algébrico) de V. Um elemento f € V* chama-se funcional linear ou forma
linear sobre V. Um dos exemplos mais importante de um funcional linear é a fungdo
trago, confira Exercicio (17) da Se¢do 1.2: tr : F™*" — [ definida como tr(A) =
> iy @i, para todo A = (a;j) € F™*". Dadosu € V e f € V* é conveniente, por
razdes técnicas, escrever

f(u) = (u, f) (4.3)

o qual chama-se um emparelhamento de dualidade de V e V*. Neste caso, a func¢do

Sumadrio 193



4.4. Dualidade Capitulo 4. Transformacdes

E : V x V* — F definida como E(u, f) = (u, f) é linear em cada argumento ou
componente, ou seja,

(utav, f) = f)+a(v,f) e (0, f+bg) = (u,f) +b(u,g),

paratodos u,v € V, f,g € V*ea,b € F. A funcdo F chama-se forma bilinear. Em
particular, £y € V*, paratodo f € V*.

Exemplo 4.48 Para cada lista a = (a1, ...,ay,) sobre F™, mostre que a fungdo fa :
F" — F definida como fa(X) = a121 + -+ + anxy € um funcional linear. Recipro-
camente, qualquer elemento de (F™)* é desta forma. Conclua que a fungdo o : F™ —
(F™)* definida como o(a) = fa é um isomorfismo.

Solugdio. Dado f € (F™)*, obtemos f(x) = Y ", z;f(e;). Portanto, basta escolher

a; = f(e)z e F. |
Sejam ov = {vy,...,v,} umabase de V e § = {1} a base candnica de F. Entdo
os funcionais lineares f; € V*,comi = 1,...,n, definidos como

fi(vj) = (v, fi) = 0ij, = 1,...,n.

formam uma base de V*, a qual chama-se base dual de « e denotamos por a* =

{fi,--., fn}- Logo, dimV = dim V*. Note que os funcionais lineares f; agem so-
j— n . .

bre um vetor v =} 7, x;V; como

fi(v) :%'Zfi(vj) :$j25ij =z,i=1,...,n
=1 =1

Portanto, f; é a fungdo que associa cada vetor v a sua ¢-ésima coordenada x; em relacdo
a base a e os f; chamam-se formas coordenadas ou projecdes coordenadas associadas
com v;. Além disso, dados v € V e f € V*, existem unicos a;, b; € F tais que

VvV = iaivi € f = ibzfz
i=1 i=1

E fécil verificar que a; = p;(a) = (f; o La)(a) = fi(v) = (v, f;), confira diagrama
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abaixo, bi = fa(ei) = (fa o Ta)(vi) = f(VZ) = <Vi7 f) (&
V=00 abi(vio fi) =D ) aibidy =Y aibs
=1 j=1 =1 j=1 =1

¢ semelhante ao “produto escalar” usual de vetores, pois V' # V*. Quando (v, f) =0
diremos que v é anulado por f ou “ortogonal” a f. Por isto, os vetores de V' chamam-se
contravariantes e os de V* covariantes.

Frley Ny o
N \ N |
~ ‘fi h ‘fa
pz\\v f\*v
F F

Neste caso, f, chama-se a representacdo de f em relagdo a base a.

Teorema 4.49 Seja o = {v1,...,vy,} uma base de V. Endo existe uma tinica base
o ={fi1,..., fn} de V* dual a . Além disso,

1. v=>", fi(v)vi paratodov € V, com [V]o = (f1(V),..., fu(V))".
2. f =325 f(vi)fi paratodo f € V¥, com [flar = (f(v1),-.., f(va))".
3. dimV =dimV* 0:V = V* o(v;) = fi
Prova. Fica como um exercicio. ]

E muito importante, de um ponto de vista tedrico e didatico, observar o seguinte:
sejam o = {vy,...,V,} uma base qualquerde Ve § = {fi,..., f,} uma base qual-
quer de V*. Entdo a “matriz de Gram®” G = ((v;, f;)) = (gi;) é ndo singular e

(v ) =)0 i fiaiby =Y gijaib;.
=1 j5=1 =1 j=1

Exemplo 4.50 Seja o = {(3,0 — 3),(—1,1,2),(2,1,1)} uma base de F3. Determine
a base dual o*.

3Jgrgen Pedersen Gram, 1850-1916, matemético dinamarqués.
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Solucio. Pelo item (1) do Teorema 4.49, basta determinar [v], = [(z, y, 2)]q. Mas, isto
é equivalente a escalonar a matriz

3 -1 2|z 1 00 %(—:L‘+5y—3z)
0 1 1jly|—=---—=[010]|35(-2+3y—2)
-3 2 1]z 00 1|3(x—y+2)

Portanto,

filv) = =2+ 5y = 32), falv) = 5~ +3y —2) e fo(v) = 3~y +2)
e o = {f1, f2, f3} é a base desejada. ]

Exemplo 4.51 Para cada A € F™" fixada, mostre que fp : F"*" — F definida
como fa(X) = tr(AtX) é um funcional linear. Reciprocamente, qualquer elemento de
(F™*™)* ¢ desta forma. Conclua que a fungdo o : F™*"™ — (F™™)* definida como
o(A) = fa é um isomorfismo.

Solucdo. Observe que tr(A'E;;) = tr(>}_; ax;Eri) = a;j, para cada A € F™*".
Sejam f € (F™™)*,a ={E;; :i=1,...,n;j =1,...,n} abase candnica de F"*"
ea*={E;;:i=1,...,n;j =1,...,n} suabase dual. Entdo

n n
Eij(X) = (X, Ejj) =zij e = ZzaijEij,
i=1 j=1

de modo que

fX) = X 2 ai Eg(X) = 301 207 aiwi
> i Z}Ll i tr(A'Eq;) = tr(3o0, Z}Ll v A'Eij)
= tr(A'X).

Portanto, f(X) = tr(A’X). Em particular, tr = > | Ej;. [ ]

Sejam V = P,(F) et € F fixado. Entdo a fun¢do P, : V — F definida como
P,(p(z)) = p(t) é claramente um funcional linear, ou seja, P, € V*, paratodo t € F.
Assim, se tg, t1,...,t, € F forem distintos, entdo o = {Fp,..., P,} é uma base de
V*. De fato. Se

P=cPy+- - +cp =0,
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entdo P(p(xz)) = 0, para todo p(x) € V. Em particular, avaliando em 1, z,...,z",

obtemos o sistema homogéneo
coth + 1t + -+ cpth =0,i=0,1,...,n,< V,1C = 0.

Assim, ¢; = 0, pois o determinante da matriz de Vandermonde V1 = (aij), com
ajj = t%,i,j = 0,1,...,n, é ndo nulo. Seja a = {po(z),...,pu(z)} abase de V, a
qual possui * como dual. Entdo « é determinada pelas relagdes

Pi(pj(x)) = pj(ti) = 0ij & V1 X; = Ej,

com X; = (agj, - - ., anj)" os coeficientes de p;(z). Neste caso, depois de alguns cédlcu-
los,
1PN ~
pj(z) = Z/)\‘(t‘)pj(x)v com pj(x) = (¥ —to) -+ (x — tj—1)(x — tj41) -+ (. — tn).
G

Portanto, existe exatamente um polindmio

p(x) = copo(x) + -+ capn(z) €V

tal que p(t;) = ¢;. Esta expressdo chama-se Formula de Interpolacdo de Lagrange.
Logo, podemos concluir que qualquer polindmio de grau n é completamente determi-
nado a partir de seus valores em n + 1 pontos distintos, isto &, a fungdo T" : P,,(F') —
F+1 definida como T'(p(z)) = (p(to),...,p(t,)) é um isomorfismo linear.

Teorema 4.52 Sejam o = {vy,...,v,},5 = {w1,...,w,} bases de V e o =

{fi,--, fn}, 85 = {g91,--.,9n} as correspondentes bases duais. Se P = [I]g, en-

tdo [1)°. = (P11,
Prova. Seja Q = [].. Entdo w; = > j—1Pjivjeg =Y ;_; ¢jifj. Entdo
n n n n n
S = gi(w;) = i feO_pigvi) = > awid_pigbix) = > _ GriPrj-
k=1 i=1 =1 =1 k=1
Portanto, Q'P =Ie Q = (P 1)L n

O Teorema da Transformacao de Coordenadas 4.52 nos fornece um método alter-
nativo para obter bases duais em F". Seja § = {v1,..., Vv, } uma base qualquer de F".
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Entio P = [I ]§ ¢ uma matriz cuja j-ésima coluna C; € as coordenadas de v; em relacdo
a base candnica de F". Observe, pelo Exemplo 4.48, que cada linha L; = (b1, ..., bip)
de P! induz um tnico funcional linear fi + F™ — F definido como

fi(x) = bjzr + -+ + binwp.

Como f;(vj) = L;C; = ¢;; temos que o* = {f1,..., fn}. Consideremos novamente o
Exemplo 4.50. Assim, basta escalonar a matriz

= o O
D[N0 O =

SIS Sl OV

3 -1 2|1 0 0 10
0o 11010 ])]—=--—=101
-3 2 1]0 0 1 0 0

N[0 Loy | Ot

Portanto, o = { f1, f2, f3}, com f; = %[—1,5, —3] etc.

E muito importante, de um ponto de vista teérico e didético, termos uma nogio
geral de dualidade de um espago vetorial qualquer. Para isto, seja .S um conjunto infinito.
Entéo j4 vimos que

V =F% = {x e F(S,F) : supp(x) é finito}

era um subespaco de F (S, F') e que @ = {es : s € S} era a base candnica de V. Note
que a fungdo A : S — V definida como \(s) = e, é claramente injetora. Pelo caso geral
do Teorema 4.11, para cada g € F(S, F'), existe um tnico f € V*talque g = f o A,
ou seja, g(s) = f(es). Assim, a fun¢do o : V* — F(S, F) definida como o(f) = ¢
€ um isomorfismo. Portanto, V' nfo é isomorfo a V*, ou seja, dim V' < dim V*, pois
h € F(S, F) definida como h(s) = 1, para todo s € .S, implicaque a« U {h} é LI.

O processo de obter o espago dual pode ser repetido, pois se V' for um espaco
vetorial sobre F', entdo V* é um espago vetorial sobre F' ¢ V** = (V*)* é um espago
vetorial sobre F' e chama-se espago bidual de V.

Vamos apresentar um método alternativo de expressar a conexdo entre um espago
vetorial e seu dual. Para isto, consideremos a forma bilinear £/ : V' x V* — F definida
como E(v, f) = (v, f). Entdo, cada v € V fixado, induz um funcional linear E} :
V* — F definido como Ey(f) = E(v, f), ou seja, By, € V** paratodov € V.
Assim, obtemos a transformac@o linear ¢y : V' — V** definida como ¢y (v) = Ej ¢
denotamos por ¢ = ¢y. Note que (f,d(v)) = ¢(v)(f) = (v, f), paratodov € V
e f € V*. Uma propriedade fundamental de ¢ é que ela é sempre injetora, ou seja, se
v # 0, entdo sempre existe um f € V* tal que f(v) # 0. Por isto, ¢ chama-se imersdo
candnica.
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Teorema 4.53 Para qualquer espaco vetorial V, ¢ é sempre injetora. Conclua que se
V for de dimensdo finita, entdo ¢ é um isomorfismo.

Prova. Dado v € V, com v # 0, temos, pelo Teorema 3.34, que V contém uma base
atalque v € a. Seja f : V — F definido como f(v) = 1e f(u) = 0, para todo
u € a— {v}. Entdo f € V*e Ey(f) = f(v) = 1, de modo que ¢(v) = E, # 0.
Portanto, ker ¢ = {0} e ¢ é injetora. Por outro lado, quando V for de dimenséo finita,
dimV = dim V* = dim(V*)* e ¢ é sobrejetora. |

Vale ressaltar o seguinte: seja V' um espaco vetorial sobre ' com uma base o =
{es : s € S}. Entdo cada s € S induz um funcional linear fs € V* definido como
fs(er) = ds, de modo que o conjunto o = {fs : s € S} é sempre LI, pois dado
neN,ses; € 5S,z5, € F,comi=1,...,n,¢e

f:xslfsl +.“+xsnfsn :0?

entdo f(v) = 0, para todo v € V. Em particular, avaliando em es,, . .., €, , obtemos

n n
0= f(esj) = szifsi(esj) = sziésisj = xsjaj =1,...,n
=1 =1

Assim, x5, = -+ = x5, = 0e o é LI. Portanto, dim V' < dim V*. Note que se S
for um conjunto infinito, entdo existe um f, € V* tal que f,(es) = 1, para todo s em
S, de modo que a* U {f,} é LI. Neste caso, dimV < dim V*. Além disso, quando
dimV =n,Im¢ = {Ey : v € V} = V**. Assim, para cada L € V**, existe um
tnicov € Vtalque L = ¢(v) = Ey e L(f) = f(v), para todo f € V*. Logo, se
8 = {fi,..., fn} for uma base de V*, entdo existe uma base o« = {vi,...,v,} de
V tal que fi(v;) = &;j, pois se f* = {E1,...,E,} for a base dual de 3, entdo existe
um tnico v; € V tal que f;(vj) = E;(f;) = 0;;. Portanto, as vezes, é conveniente
identificar v com FEy, ou seja, V' = V**. Além disso, identificar cada f € V* com suas
proje¢des coordenadas [x1,. .., x,] = (z1,...,z,)" € F**1
Sejam V' um espaco vetorial sobre F' e S um subconjunto de V. O conjunto

SC={feV*:(v,f)=0, VveSt={feV": f(S)=0}
é um subespago de V* e chama-se anulador de S. E muito importante ressaltar que S
ndo precisa ser um subespacode V, {0}° = V*, V° = {0} e S° # V* quando S # {0}.

7z

Por outro lado, se W for um subespago de V'*, entdo seu anulador W*° € um subespaco
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de V**. Em particular, se V for de dimensdo finita, entdo V = V** e

$T W) ={veV:(v,f)y=0,V feW}= () ker f
few

€ um subespaco de V, ou seja, W é completamente determinado por W°.

Teorema 4.54 Sejam V espaco vetorial sobre F e U um subespago de V. Entdo (V/U)*
é isomorfo a U°.

Prova. Cada f € U° C V* induz um funcional linear g : V/U — F definido como
g(v+U) = f(v),poisv+U = w+ U se, e somente se, w — v € U, de modo que
f(w —v) = 0 implica que f(v) = f(w) e g(v +U) = g(w + U). Reciprocamente,
cada g € (V/U)* induzum f € U° C V* definido como f(v) = g(v + U), pois
f(v) = 0, para todo v € U. Portanto, a fun¢do 7' : U° — (V/U)* definida como
T(f) = g é o isomorfismo desejado, por exemplo, se f € ker T, entdo f(v) = 0, para
todo v € V, de modo que f = 0, confira exercicio (18) a seguir. |

Corolario 4.55 Sejam V espaco vetorial sobre F, com dimV = n, e U um subespago
de V. Entdo dimV = dimU + dimU° e U°° = (U°)° = U.

Prova. Seja dimU = k. Entdo dim(V/U) = n — k. Assim, pelo Teorema 4.54,
dimU° = dim(V/U)* = n — k. Note que dim V* = dim U° + dim U°°, de modo que
dim U®° = k. Por outro lado, dado v € U, temos que (v, f) = 0, para todo f € U°,
de modo que v € (U°)° e U C (U°)°. Portanto, U°° = (U°)° = U. Uma outra prova,
cada f € V* induz um funcional linear g : U — F definido como g(u) = f(u) e a
fungdo 7' : V* — U™ definida como T'(f) = g é sobrejetora, confira exercicio (17) a
seguir. Assim, pelo Teorema 4.30, V*/ ker T isomorfo a U* e ker T' = U°. [

E importante de um ponto vista, tedrica e pratico, ressaltar o seguinte: determinar
U® é o mesmo que U e vice-versa.

Vamos apresentar uma prova direta do Coroldrio 4.55. Sabemos, pelo Teorema
3.41, que qualquer base {vy,..., vy} de U é parte de uma base de V, digamos, o =
{Vi,. ., Vi, Vkt+1,...,Vpn}, Portanto, V. = U & W, com W = F[vii1,...,Vy] 0
subespaco complementar de U. Por outro lado, pelo Teorema 4.49, existe uma tnica
base de a* = {fi1,..., fn} de V* dual a o. Assim, f;j(v) = 0, paratodo v € U e
i =k+1,...,n, isto significa que v € ker f;, paratodov € Uei =k +1,...,n.
Logo, é suficiente provar que { fx111,..., fn} gera U°. De fato. Dado f € U° C V*
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temos, pelo Teorema 4.49, que

J= Z Vi fz— Z sz
i=1

i=k+1

Portanto, U° = F[fx+11,---,fn] e dimU® = n — k = dimV — dimU ¢ a codi-
mensdo de U. Antes de continuar vamos lembrar que um sistema de equagdes lineares
homogéneo, com m equagdes e n incdgnitas, foi definido como:

X) 1= Zaijwj e fil(x)=0
j=1

para todo x = (x1,...,2z,) € F", confira equagdo (2.3). O problema aqui é de-
terminar a dimensdo do espaco solucdo. Para isto, pelo Exemplo 4.48, cada linha
L; = (a1,...,ain) € F™ corresponde a um unico funcional linear f; € (F™)*. Pondo
U = F[Ly,...,Ly] e f(x) = ciz1 + -+ + cpap, temos f € U° se, e somente se,
C = (c1,...,cy)t é uma solugio do sistema AX = O, ou seja, L;C = 0. Assim, pode-
mos concluir que, o espaco solucio do sistema € o anulador das linhas de A e, portanto,
do espago linha de A. Retornando ao nosso caso, como U° = F[fx111,. .., [n] temos
que
v=x1vi+ -+ v, €U & fri1(v) =0,..., fn(v) =0.

Mas, isto € equivalente a um sistema homogéneo, com n — k equacdes e n incognitas,
cujo espago solugdo é (U°)° = U. Posto de outra forma U = N, 41 ker fi. Além
disso, vale observar que se U = F[v], entdo U° = ker E;, é um subespaco de V* e
(U°)° =U.

Exemplo 4.56 Sejam vi = €] —e4, vy = ey —e,,v3 = e3 —eq € FleU =
F[vi,va,vs]. Determine uma base de U°.

Solucao. Pelo exposto, basta escalonar a matriz

100 —1
A=(010 -1 |,
001 -1

a qual jd estd na forma de escada. Como f = [c1,¢2,c3,c4] € (F4)* € (c1, 2,3, ¢4)
deve ser uma solugdo do sistema AX = O temos que f € U° se, e somente se, f(v;) =
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0 se, e somente se, c; = ¢a = c3 = c4. Portanto, os f € U° sdo da forma f.(x) =
c(x1 + x2 + x3 + x4). Em particular, f; = [1,1, 1, 1] € uma base de U°. ]

Exemplo 4.57 Determine uma base para o espaco solugdo do sistema

T1 + x9 + 223 0
1+ 0xs+x3 = 0
2x1 + o + 3x3 0.

Solucdo. Sejam f; = [1,1,2], fo = [1,0,1] e f3 = [2,1, 3]. Entdo devemos encontrar o
subespago U anulado por eles. Para isto, basta escalonar a matriz

1 1 2 1 01
101 ]—--—]011
21 3 0 00

Assim, g1(x) = o1 + 23 € go(X) = 22 + 23 geram o mesmo subespaco de (F3)* como
fi, f2 e f3. Logo, (z1,x2,23) € U se, e somente se, v1 + x3 = 0 e xg + x3 = 0.
Portanto, U = F'[(1,1, —1)]. [ ]

Sejam V' um espago vetorial sobre I’ e U um subespaco de V. Diremos que U
€ um subespaco maximal de V' se U for um subespaco préprio de V' e nao existir um
subespaco W de V talque U C W C V. Um hiperplano de V' € qualquer subespaco
maximal de V.

Teorema 4.58 Seja V um espago vetorial sobre F', com dim V' = n. Entdo as seguintes
condicoes sdo equivalentes.

1. U é um hiperplano de V;
2. dimU =n—1;
3. U =ker f, para algum f € V, com f # Q.

Prova. (1 = 2) Suponhamos que U seja um hiperplano de V. Entdo existe umv € V,
comv #0ev ¢ U. Assim, W = F[U,v] = {u+zv :u € U,z € F} é um subespaco
WdeV,comU C WeU # W. Logo, V= W. Seja {uy, ..., u;} uma base de U.
Entdo claramente {uy,...,u, v} é uma base de V. Portanto, n = dimV =k + 1le
dimU =k=n—1.
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(2 = 3) Suponhamos que U seja um subespaco de V' tal que dimU = n — 1.
Entdo existeum v € V,comv # 0e v ¢ U, de modo que V' = U & {v}. Neste caso,
{ui,...,u,_1,v} é uma base de V. Logo, pelo Teorema 4.49, existe um f = f,, € V*
tal que f(v) = 1 e f(u) = 0, para todo u € U. E facil verificar que u € ker f se, e
somente se, u € U. Portanto, U = ker f.

(3 = 1) Suponhamos que U = ker f, para algum f € V, com f # 0. Entdo
existeum v € V tal que f(v) # 0, de modo que v ¢ U. Assim, U C F[U,v] C V. Por
outro lado, pondo ¢ = f(v)~! e dado u € V, obtemos

u=(u—cf(u)v)+cf(u)ve F[U,v|,

pois f(u—cf()v) = f(u)— f(u)(cf(v)) = f(u)~f(u) = 0. Portanto, V = F[U, V]
e U é um hiperplano de V. [ |

Observe, pelo Exemplo 4.48, que qualquer hiperplano de F™ é da forma
Ua={(21,...,20) € F" :a1@1 + - - + anxy = 0}

para algum a = (aq,...,a,) € F". Neste caso, U3 ¢ uma reta em F".

Sejam V' e W espagos vetoriais sobre F'. Entdo cada T' € L(V, W) fixado induz
uma fungdo T : L(W,U) — L(V,U) definida como T*(S) = S o T, para qualquer
espaco vetorial U sobre F’, confira o diagrama:

v T-w_S>py

E ficil verificar que T" satisfaz as seguintes condicdes:
1. Tt € L(L(W,U), L(V,U)).
2. (R+aT)t = R+ aT", paratodos R, T € L(V,W)ea € F.
3. Se I for a identidade sobre V, entdo I* é a identidade sobre £L(V, U).
4. (TR)! = R'T*, paratodo R € L(V,W)eT € LW, Z).
5. Se T for um isomorfismo, entdo 7% também o é e (T%)~! = (T~1)*.

Vamos estudar mais algumas propriedades da transformagio linear 7, pata todo
T € L(V,W), no caso particular em que U = F, e diremos que 7% : W* — V*¢éa
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transformagdo transposta ou adjunta de T e denotamos por T, confira diagrama (a), e
¢ comum denotar 7*(g) = g o T pela justaposi¢do g7 .

T

V\—>T 117 1% 1174
gO'J\_‘ Ny lg (j)Vl/ ld)w
N
(a) (b)

Note, paratodov € Ve g € W*, que
(T'(v),9) =9(T(v)) = (goT)(v) = T"(g9)(v) = (v, T*(g)).

Teorema 4.59 Sejam o = {vi,...,vp,},5 = {w1,..., Wy, } bases de V,W e o* =
{fi,-- s fnb, B = {91,.-.,9m} as correspondentes bases duais. Se T € L(V,W) e
A = [T)3, entdo T* € L(W*,V*) e [T*]'f; = Al

Prova. E ficil verificar que T* € L(W*,V*). Seja B = (b;;) = [T*]f; Entdo
m m m
(T'(vi), g5) = <Z ki Wi G5) = Z akig;(Wr) = Zakiéjk: = Qg
k=1 k=1 k=1
Por outro lado,
m m m
(vi, T*(97)) = (vi, Y bijfi) = D> brg(vi, fr) = Y biir = bij.
k=1 i=1 i=1

Portanto, b;; = aj; e B = A’ ]

Vamos finalizar esta secdo apresentando a conexao entre uma transformacao linear
e seu adjunto.

Teorema 4.60 SejamT € L(V,W), comdimV =nedimW =m,eT* € L(IW*,V*).
Entao

1. kerT* = (ImT)°.

2. ImT* = (ker T')°.
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3. dimIm7T = dimImT* = dim(ker T')°. Em particular, T* ¢é injetora se, e so-
mente se, T for sobrejetora e vice-versa.

Prova. (1) Dado g € W*, temos que g € kerT™ se, e somente se, (I'(v),g) =
(v,T*(g)) = 0, paratodo v € V, se, e somente se, g € (Im7T)°. Portanto, ker T* =
(Im T")°. Observe que ndo necessitamos da dimensdo na prova.

(2) E facil verificar, em geral, que Im7™* C (ker T')°. Por outro lado, pelo Teo-
rema 4.21, pelo item (1) e o Corolario 4.55, obtemos

dimIm7* = dimW* —dimker7* = dim W — dim(Im 7")°
= dimIm7 =dimV — dimker T
= dim(ker7)°.

Portanto, Im 7™ = (ker T')°.

(3) Note que dim(ker T')° + dimker 7" = dim V' = dimker T’ + dimIm 7', de
modo que dim(ker 7)° = dim Im 7'. Portanto, pelo item (2), dimIm 7" = dim Im 7.
Observe, pelos itens (1) e (2), que ker 7% = {0} se, e somente se, Im7 = W e
kerT' = {0} se, e somente se, Im 7™ = V*. Portanto, 7™ € injetora se, e somente se,
ImT = W se, e somente se, T' € sobrejetora. [ |

Finalmente, para qualquer 7'€ L(V, W), ja vimos como construir o adjunto 7* €
L(W*, V*). Assim, de modo similar, construiremos 7' ** € L(V**, W **). Portanto, o
diagrama (b) acima comuta. De fato. Para cada v € V, temos que ¢y (T'(v)) = Ep ().
Logo, para qualquer g € W *, obtemos

Er(9) =(T'(v), 9) = (v, T'(g)) = (T™(v), 9) = Epe(v(9),

de modo que (¢yo T)(v) = (T** o ¢y)(v). Portanto, ¢pyyo T'= T ** o ¢y . Neste caso,
se dim V'=n e dim W = m, entdo identificando V= V**e W= W **, de modo que ¢y
= ¢we Iy= Iy . Assim, T = T'. Além disso, seja A a representacdo de T'em relagdo
a bases de Ve W . Entdo, pelo Teorema 4.59, o posto coluna de A € igual a dim Im T'e o
posto linha de A (igual ao posto coluna de A?) € igual a dim Im 7*. Mas, pelo item (3)
do Teorema 4.60, dim Im 7'= dim Im 7"*. Portanto, o posto linha e o posto coluna de A
sdo iguais. a
De posse destes novos conceitos vamos reavaliar a questaﬁo: sejamTe L(V) e
a, Bbases de V. Qual arelagdo entre A = [T'] = (a;5) e B= [T}ﬁ: (bi; )? Para isto,
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consideremos o = {uy,...,u,} e f = {vy,...,v,} bases de V. Entdo

E aj;u; e T( vj E bijvi.

Seo* = {fi,....,fat e B* ={g1,...,9n} sdo as bases duais, entdo a;; = f;(T(u;))
e bi; = gi(T(v;)). Por outro lado, seja P € L(V') definido como P(u;) = v;. Entdo
P ¢é ndo singular e P*(g;)(u;) = 6;; = fi(u;), de modo que P*(g;) = fi. Assim,
(P! = (P YH*eg; = (P~1)*(f;). Logo, pondo P = [P]’g = []3, obtemos

bij = (P~ (fON(T(vy) = filPT T (v))] = [(PTITP)(uy)] = cij.

Portanto. B = C = P~' AP ¢ a nossa fémula de mudanga de bases.

Exercicios

1. Sejaa = {ey,...,e,} abase candnica de F"". Determine a base dual o*.

2. Seja a = {uy,us,u3} uma base de F3, comu; = e; + e3,uy = ey — 2e3 e
us = —ej] — eq.
(a) Se f € (F3)* satisfaz f(uy) = 1, f(uz) = —1 e f(u3) = 3, entdo deter-
mine f(z,y, 2).
(b) Exiba pelo menosum f € (F3)* tal que f(u1) = 0, f(uz) = 0e f(uz) # 0.
(c) Mostre que se f € (F3)* satisfaz f(u;) = 0, f(uz) = 0 e f(u3) # 0, entdo
3. Sejam V = F3e f; € V* definido como fi(x) = z+2y+3z, fo(x) = 3z+y+22

e f3(x) = 2z 4 3y + z. Mostre que 5* = { f1, f2, f3} é uma base de V* exibindo
a base de V' da qual ela é dual.

4. Sejam V = P3(R) e f; € V* definido como

1 2 —1
f1(p(x)) = /0 p(t)dt, folp(a) = /0 p(t)dt e folp(a)) = /0 p(t)dt.

Mostre que 5* = { f1, fo, f3} é uma base de V* exibindo a base de V' da qual ela
é dual.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Sejam o* = {f1,..., fn} umabase de V* e @ = {vy,...,v,} qualquer lista de
V tal que a matriz G = (f;(v;)) seja nao singular. Mostre que o € uma base de
V.

Sejam V = P,(R) e fi € V* definido como fi(p(z)) = p*)(0), a k-ésima
derivada de p(z) avaliada em 0. Determine a base dual da base canonica.

Mostre que o = {uy,...,u,} é uma base de F"", em que u;,_; = e; — e1, com
1=2,...,n,eu, = Z?Zl e;, e determine a base dual o*.
Mostre que qualquer 7' € L(F™, F™) é da forma T'(x) = (fi(x),..., fm(x)),

onde fi1,..., fm € (F™)*.

Seja W o subespago de F* gerado por u; = (1,0,—1,2) e u; = (2,3,1,1).
Determine W°.

Sejam V = F?*2 ¢ B = 2E;; — 2E3 — Eo; + E9y € V. Para o subespaco
W={AecV:AB=0},se f € W°fortalque f(I) =0e f(E22) = 3, entdo
determine f(B).

Sejam V = F™ e fi, € V* definido como fi(x) = > ;" | (k — i)x;, comn > 2.
Qual a dimensdo do subespago anulado por f1, ..., f?

Sejam V' um espaco vetorial sobre F' e .S, T subconjuntos de V.
(a) Mostre que se S C T', entdo T° C S°.
(b) Mostre que S° = (F'[S])°.
Sejam U e W subespacos de V, com dim V' = n.
(a) Mostre que se U = W se, e somente se, U° = W°.
(b) Mostre que (U +W)° =U°NWe.
(c) Mostre que (UNW)° =U°+ W°.

Sejam U e W subespagos de V taisque V = U@ W. Mostreque V* = U°pW°.
Além disso, mostre que W* é isomorfo a U° e U* é isomorfo a W°.

Sejam V' um espaco vetorial sobre F', comdimV =n,e W =V x V*. Mostre
que W € isomorfo a W*.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Sejam V' e W espago vetoriais sobre F'. Mostre que (V' x W)* é isomorfo a
V* x W,

Sejam V' um espaco vetorial sobre F', com dim V' = n, e W um subespaco de V.
Mostre que se f € W*, entdo existe um g € V* tal que g(u) = f(u), para todo
uc W,istoé, glw = f.

Seja V um espago vetorial sobre F'. Mostre, para qualquer f € V*, com f # 0,
que existe pelo menos um u € V tal que f(u) = 1. Além disso, mostre que
u = 0 se, e somente se, f(u) = 0, para todo f € V*.

Sejam V' um espaco vetorial sobre F'e f € V*. Mostre que se f(v) # 0, entdo
Imf=FeV = F[v]®ker f. Conclua que se dim V' = n, entéo dimker f =
dimV —dimIm f =n — 1.

Sejam V' um espago vetorial sobre F' e f,g € V*, com f # 0. Mostre que
ker f = ker g se, e somente se, g = cf, para algum ¢ € F', com ¢ # 0.

Sejam V' um espago vetorial sobre F' e f,g € V* tais que h : V — F definida
como h(u) = f(u)g(u) seja linear. Mostre que f = 0 ou g = 0.

Seja V' um espaco vetorial sobre F', com dimV = n. Mostre que se o =
{uy,...,ux} for qualquer lista de vetores nao nulos de V, entdo existe pelo menos
um f € V*tal que f(u;) # 0, parai =1,... k.

SejaV = F M) o conjunto das sequéncias de suporte finito. Mostre que V'* ¢é
isomorfo a Seq(F).

Sejam V = F?*2, A € V fixadae T € L(V) definido como T(X) = AX.
Mostre que tr(7) = 2tr(A).

Sejam V' um espago vetorial sobre F'e f1,..., fr,g € V*. Mostre que ﬂle ker f; C
ker g se, e somente se, g € F[f1,..., fx]-
Seja f; € (F™)*,comi = 1,...,n. Mostre que se as projecdes de coordena-

das p; € F[f1,..., fn], entdo o operador T' € L(F™) definido como T'(x) =
(f1(x),..., fn(x)) é ndo singular.

Sejam V' um espaco vetorial sobre R, com dim V' = n, U um hiperplano de V' e
Lyy = {tu+(1-t)v : t € [0,1]}, paratodos u,v € V. Dadosu,v € S = V-U,

definimos u ~ v se, e somente se, U N Ly, = (). Mostre que “~” é uma rela¢do
de equivaléncia sobre S e que ela possui exatamente duas classes laterais.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Sejam o uma lista sobre (R™)* e S = {x € R" : fi(x) > 0, f; € a*}. Mostre
que x +ty € S, paratodos x,y € Set € R, comt¢ > 0. Conclua que se o* for
uma base, entdo S = {x1u; + - + zpu, : x; € Ry}, coma = {uy,...,u,}
uma base de R” cuja dual é o*.

Sejam V' um espago vetorial sobre F'e T € L(V). Mostre que se T'o S = So T,
para todo S € L(V), entdo T' = cly, para algum ¢ € F.

SejaU = {(x1,...,2n) € F" : 1 + - -+ + x,, = 0} um subespago de F".

(a) Mostre que U° = Fz1 + -+ + x4,

(b) Mostre que U* pode ser identificado com o conjunto dos funcionais lineares
sobre F'™ da forma fc(x) = > | ¢;xi, comep + -+ + ¢ = 0.

Sejam U um subespagode V e v € V — U. Mostre, para cada f € U*, que existe
um g € V* tal que g(v) = 1 e g(u) = f(u), paratodou € U.

Seja V' um espago vetorial sobre F', com dim V' = n, U qualquer subespaco de
V. Mostre que se {f1, ..., fx} for uma base de U®, entdo U = N¥_, ker f;.

Seja U qualquer subespago de V' = F(S,F), com dimU = n. Mostre que
existem x1,...,2, € Se fi,..., fn € U tais que f;(z;) = &;;.

Sejam U e W subespacos de V taisque V = U & W e dim V' = n. Mostre que
se P € L(V) for a projegdo de V sobre U paralela a W, entdo P* € L(V*) éa
projecdo de V* sobre W° paralelaa U°.

Sejam V' = Rlz] e f € V* definido como

Se D € L(V) definido como D(p(z)) = p/(x), “o operador diferencial”, o que é
D* 2

Sejam V = F"*" e B € V fixada. Se T' € L(V) é definido como T'(X) =
XB-BXe f=treV*oqueéT*f? Concluaque f € ker ™.

Sejam V' um espaco vetorial sobre F', com dimV =mn,e T € L(V). Mostre que
se c € Feexistirumv € V, com v # 0, tal que T'(v) = cv, entdo existe um
feV* com f #0,tal que T*(f) = cf.
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38. Sejam V =P, (R) e D € L(V) definido como D(p(x)) = p/(x). Determine uma
base de ker D*.

39. Sejam T" € L(V,W), com dimV = n,dimW = m, e b € W. Entdo uma e
apenas uma das condi¢des ocorre:

(a) b € ImT, ou seja, a equagido T'(x) = b possui uma solugéo.

(b) Existe um g € W* tal que T*(g) = 0e g(b) = 1.
O que significa isto em termos da equacio linear AX = B?

40. Sejam V e W espacos vetoriais sobre F'. Mostre que a fungéo o : L(V, W) —
L(W*,V*) definida como o(T') = T* é injetora. Conclua que se dimV = ne
dim W = m, entdo o € um isomorfismo.
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Elementares

Ja estudamos o nosso primeiro problema da algebra linear, o qual foi entender e
estudar como resolver o sistema linear AX = B e o que significa a solugdo. Nosso
objetivo neste capitulo € iniciar o estudo do nosso segundo problema: AX = X,
o qual representa outra ferramenta crucial da édlgebra linear, usando ideias e técnicas
completamente diferentes das vistas até o presente. Mais precisamente, sejam V' um
espaco vetorial de dimens@o finita sobre F'e 7' € L(V'). Entdo vamos determinar uma
base de V', em relagdo a qual, a matriz de 7" tenha uma forma a mais simples possivel.

5.1 Autovalores e Autovetores

Vimos, no Exemplo 4.14, que o operador reflexdo R sobre R? em torno de uma
reta y = 2z satisfazia R(1,2) = (1,2) e R(—2,1) = —(—2,1), ou seja, se U =
R[(1,2)] e V = R[(—2, 1)] sdo subespagos de R?, entdo R(U) C U e R(V) C V. Isto
motiva a seguinte definicao.

Sejam U um subespaco de V e T' € L(V'). Diremos que U é invariante sob T
se T(U) C U, ou seja, T'(u) € U, para todo u € U ou, equivalentemente, 7" induz
um operador S € L(U) definido como S(u) = T'(u), o qual chama-se fungdo restrigdo
e denotamos por S = T|y. E ficil verificar que {0}, V,ker T e Im T sio subespagos
invariantes sob 7. Mais tarde nos dedicaremos ao estudo detalhado dos subespacos
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invariantes. Sejau € V, com u # 0. Entdo o conjunto U = F'[u] é um subespago de
V,com dim U = 1. Reciprocamente, qualquer subespaco de V' de dimenséo um ¢ desta
forma.

Lema 5.1 Sejam U um subespago de V, com dimU = 1, e T € L(V). Entdo U é
invariante sob T se, e somente se, para qualquer u € U, com u # 0, existirum A € F
(independente de ) tal que T'(u) = Au.

Prova. Suponhamos que U = F'[ug], com ug # 0, seja invariante sob 7". Entdo para
qualquer u € U, com u # 0, temos que 7'(u) € U. Assim, existem cp,c € F, com
cop # 0, tais que u = coug e T'(u) = cug, de modo que existe um \ = calc ¢ Ftal
que T'(u) = T(coup) = cug = cg'c(coug) = Au. Se v for outro vetor de U, entio
v = duy, para algum d € F'. Portanto, T'(v) = dT'(up) = d(Aup) = Av implica a
unicidade de . A reciproca € clara. [ |

Sejam V' um espago vetorial sobre F' e 7' € L£(V). Um escalar A € F é um
autovalor de T se existirum v € V, com v # 0, tal que

T(v) = Av. (5.1)

O vetor v chama-se um autovetor ou autovetor a direita de 1" associado ao autovalor
A. Portanto, a existéncia de subespacos invariantes sob 7" de dimenséo 1 é equivalente a
existéncia de autovetores de 7. Observe, pelo Lema 5.1, que existe um tnico autovalor
associado a um dado autovetor v = 0. Por esta razdo o vetor 0 nunca serd um autovetor.
O conjunto

W={veV:T(v)=Av}=ker(T — \ly)

€ um subespaco de V. Mais geralmente, o conjunto
VA={veV:(T-My)*(v)=0, 3 keN}=Uyenker(T — A\y)"

¢ um subespaco de V contendo V. De fato. Dados u,v € V* e ¢ € F, existem
k,m € N tais que (T — AI)*(u) = 0e (T — AI)™(v) = 0. Pondon = k +m € Nou
n = max{k, m} € N, obtemos

(T =AD" (u+cv) = (T—M)"(u)+c(T —\)"(v)
(T — A)™((T — AI)*(u))+
o(T = ADF((T = AD)™(v))
= (T —AI)™(0) + (T — A\I)*(0) = 0.

Sumadrio 212



5.1. Autovalores e Autovetores Capitulo 5. Formas Canodnicas Elementares

Portanto, u+cv € V. Observe que se V) # {0}, entdo \ é um autovalor de T e diremos
que V3, é 0 autoespaco de T associado ao autovalor A e V* é o autoespaco generalizado
de T associado ao autovalor A\. E muito importante observar que ker(T — \I)* C
ker(T — A\I)"*1, para todo n € N. Em particular, v € ker(T — \I)"*! se, e somente
se, (T'— AI)(v) € ker(T — \I)™.

Teorema 5.2 Sejam V' um espago vetorial sobre F,\T € L(V) e A\ € F. Entdo as
seguintes condicdes sdo equivalentes:

1. X\ é um autovalor de T';
2. T — Xy € L(V) é singular, isto é, V) # {0};
3. VA£{0)

Prova. E clara que (1) é equivalente a (2). Como V), C V* temos que V* # {0}.
Reciprocamente, seja u € V*, com u # 0. Entdo existe um m € N tal que (T —
AI)"™(u) =0eoconjunto S = {p € N: (T'— AI)P(u) = 0} é ndo vazio. Assim, pelo
PBO, existe um k € N tal que (7' — A\I)*(u) = 0, mas (T — A\I)*~!(u) # 0 e diremos
que k é o indice de V*. Portanto, v = (T — AI)*~1(u) € V. [ |

Exemplo 5.3 Seja R € L(R?) definido como R(z,y) = (—y,x), o operador rotagdo
por um dngulo de 90°, confira Exemplo 4.7. Determine, se existirem, os autovalores e
autovetores de R.

Solucdo. Um escalar A € R é um autovalor de R se, e somente se, existir um v =
(z,y) € R% com v # 0, tal que R(v) = Av. Mas, isto é equivalente as equagdes
—y = Ar ez = Ay, de modo que —y = A?y. Como y # 0 (por que?) temos que a
equacdo A2 +1 = 0 nio possui raizes sobre R. Portanto, R nio possui autovalores e nem
autovetores. Ndo obstante, essa equacéo possui duas raizes sobre C, a saber, \; = —i e
A2 = i. Neste caso, vi = (1,4) é um autovetor de R associado a A\; e vo = (1, —1i) é
um autovetor de R associado a A\g. Veremos, em geral, que se V' for um espaco vetorial
de dimensio finita sobre C, entdo qualquer 7" € £(V') possui pelo menos um autovetor.
Portanto, os autovalores dependem do corpo basico F' do espago vetorial V. [ |

Sejam o = {uy,...,u,} umabasede V,T € L(V)e A = [T]% = (a;5). Seja

veV,comv #0,talque T(v) = AZve X = [v]o, = (21,...,7,)". Entdo, pelo
Teorema 4.36,
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de modo que A\X = AX se, e somente se, (A\I,, — A)X = 0. Portanto, o problema
de determinar os autovalores e autovetores de 1" é reduzido a de encontrar os A para os
quais a matriz AI,, — A seja singular, ou seja, det(AL, — A) = 0. Posto de outra forma:
o sistema homogéneo

(A —azi)z; = Zawmj & Z —aij)z; =0,1=1,...,n, (5.2)
J#i

possui uma solugdo ndo nula X # O, ou seja, os x; nem todos sdo nulos. Observe que
/\(5@' — Q45 = —0jj, se 1 7& j, (] )\(51'3' — Qi = A — Q4j, sei = j, implicam que

n

det(\I, — A) = [ (A — ai) + fa—2(N),

i=1

¢ um polindmio de grau n em A, em que f,,_2(A) é um polindmio de grau no maximo
n — 2 em X ou em forma expandida: a equacdo polinomial em J, a saber,

A N T oA 2 by A+ b, =0,

em que os coeficientes by, sdo determinados em fungéo das entradas de A. Por exemplo,
para n = 3, é facil verificar que

3
by = —tr(A), by =tr(adj(A)) = det(Ay) e by = —det A
i=1

A matriz I — A chama-se matriz caracteristica de A e fa(xz) = det(«I — A) chama-
se polindmio caracteristico de A. A equacdo polinomial fa (z) = 0 chama-se equacdo
caracteristica de A e as raizes desta equagao, dadas pelo Teorema 1.2, sdo os autovalores
de A. A primeira vista, poderia parecer da definicdo de polindmio caracteristico de T,
que ele fosse dependente da matriz A. Mas, isto ndo € verdade, pois se 3 for outra base
deVeB=[T ]g, entdo ja sabemos que B € semelhante a A. Assim, vamos provar o
seguinte resultado:

Lema 5.4 Matrizes semelhantes possuem o mesmo polindémio caracteristico.

Prova. Sejam A e B matrizes semelhantes. Entdo existe uma matriz néo singular P tal
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que B = P71 AP. Assim, pela Férmula de Binet-Cauchy,
det(zI, — B) = det[P~!(2I, — A)P] = det(zI, — A).
Portanto, fg(x) = fa(x). [ ]

Observe que a reciproca do Lema 5.4 € falsa, pois as matrizes A = I e B =
I + E12 possuem o mesmo polindmio caracteristico f(x) = (z — 1)2. Mas, claramente
B +# P~ 'AP, para toda matriz ndo singular P. Nio obstante, matrizes semelhantes
podem possuir autovetores diferentes associados ao mesmo autovalor.

Sejam V' um espaco vetorial sobre F',comdim V' =n,eT € L(V). O polinémio

caracteristico de T' € o polindmio caracteristico de qualquer representacao matricial de
T em relagdo a alguma base de V. Neste contexto, seja A € F™*". Diremos que A € F’
¢ um autovalor de A quando A for um autovalor do operador induzido Tx € L(F™) e
X um autovetor de A associado a A.
Teorema 5.5 Sejam o uma base de V, T € L(V) e A = [T]S = (ai;) € F™". Se
fa(z) = Z?:_ol c;xt 4™ for o polindmio caracteristico de T, entdo cada coeficiente c,,
comr =0,...,n—1, éigual a (—1)""" vezes a soma de todos os menores principais
de A de ordem n — r. Conclua que p(T') = max{n —r : ¢, # 0}.

Prova. Sejam Cy,...,C,, ascolunasde A e Eq, ..., E, as colunas de I,,. Entao
(=1)"fa(z) = det(A — aI,) =det ( C; —2E; -+ C, —zE, ).

Assim, aplicando sucessivamente o item (1) do Teorema 1.24, obtemos

(—=1)" fa(z) = det(—21) + Z Z A < 2 Z z: ) .

k=1 1<41<i9<---<ip<n

Mais explicitamente, o determinante como a soma de 2" determinantes de matrizes tendo
colunas C; ou —zE;. Logo, agrupando os determinantes envolvendo 7 colunas da forma
—xE;, para algum j, temos que existem exatamente (Z) deles, obtidos substituindo-se
as 1 colunas de A por (—z)E;, de todas as maneiras possiveis, e as n — r colunas de
A inalteradas. Portanto, pelo Exemplo 1.31, cada um destes determinantes € da forma
(—x)™ " vezes um menor principal de A de ordem n — r. Por outro lado, cada menor
principal de ordem n — r aparece no somatério e o resultado segue, indutivamente,
fazendor =0,1,...,n — 1. ]
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E muito instrutivo comprovar a prova do Teorema 5.5 para valores pequeno de n,
digamos n = 2,

fA(l‘) = det ( C1 — :L'El CQ — sz )
= det ( —zE; —z2E9 ) + det ( —zE; Cy )
+ det( C, —zEs )—I—det( C, Csy )
= 22 —tr(A)z +det A.
Observe, pondo b,,_, = ¢, comr =0,...,n — 1, que

fa(@) =" + b1z + box™ 2 + - + by1z + by,

Em particular,

bi=—tr(A), b= Y det< i ij ) e b, = (—1)"det(A).

aji  ajj

Note que b, = fa(0). E muito importante, de um ponto de vista teérico e didatico, o
seguinte resultado: sejam Ay, ..., A, € C os autovalores de 7" € £(V), ndo necessaria-
mente distintos. Entdo, pelo Lema 1.4,

bk = (_1)kEk2()\17 .. '7)\n)7k == 1, . ,n.

Além disso, vale ressaltar que para determinar o autoespaco V), (autovetores) de V' asso-
ciado ao autovalor ), devemos resolver o sistema homogéno dado pelas equagdes (5.2).
Portanto, um método alternativo de obter o autoespaco € escalonando a matriz:

((L,—A)Y L, ),
confira o Teorema 4.39.

Exemplo 5.6 Seja T € L(R?) definido como T(x,y,z) = (4x + 2y, —x + y,y + 22).
Determine os autovalores e autovetores de T.

Solucio. E ficil verificar que

420
A=[T]=| -1 1 0 | e fa(z)=2>—72%+ 162 — 12 € R[z].
01 2
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Logo, pelo Exemplo 1.3, as raizes de fa(z) sdo: A\ = 2 e Ay = 3, ou seja, A\; = 2
e Ay = 3 sdo os autovalores de T'. Para obter o autoespago V),, devemos escalonar a
matriz

-2 1 0[1 00 1 -2 0/-3 00
-2 1 -1/010])—--— |0 01| 1 -1 0
00 0/00 1 0 00| 0 01

Portanto, p(A — \1I3) = 2e V), = R[(0,0, 1)]. De modo anédlogo, temos que p(A —
/\213) = QGV)\Q :R[(—Q,l,l)]. |

Seja A € C uma raiz do polindmio f(z) € F[z]. Diremos que A possui multipli-
cidade algébrica m se (x — \)™ é um fator de f(x), mas (x — \)"*! ndo e denotamos
por mg(A) =m,isto é, f(z) = (z — X\)™g(x), g(A) # 0. Observe que

m =max{k € N : (zx — \)* éum fatorde f(z)} e m < d(f).

A dimensao do autoespago V) = ker(T — \I) chama-se multiplicidade geométrica de
e denotamos por my(A) = dim V}. Note, no Exemplo 5.6, que fa (z) = (z—2)?(z—3),
de modo que m4(2) = 2 e my(3) = 1. Além disso, my(2) = 1 e my(3) = 1. Observe
que my(2) < mgy(2). Por outro lado, se T = Iy € L(V), entdo T'(v) = 1- v,
para todo v € V. Portanto, 1 € o dnico autovalor de 7', de modo que V; = V e
mg(1) = dim V' = m,(1). Provaremos, em geral, que my(\) < mq(A).

Teorema 5.7 Sejam T € L(V), comdimV =n, e X € F. Se X for um autovalor de T,
entdo mg(\) < mg(\) = dim VA,

Prova. Pelo Teorema 5.5, existe um v € V*, com v # 0, de modo que podemos
escolher um menor k € N tal que (T — AI)*(v) = 0, mas (T — M\ )*~!(v) # 0. Pondo

v = (T — X)k=3(v), para j = 1,...,k, é facil verificar que {vy,...,v;} é uma
base de V*, a qual é parte de uma base o = {Vi,- o, Vi, Vkt+1,...,Vp} de V. Como
(T'— M)(vj) =vj_1,paraj = 2,...,k, mais explicitamente,
T(vi) = vy
T(Vj) = )\Vj—i-Vj_l,j =2,...,k, (5.3)
T(Vitj) = iy Uikt j)Visg = 1,...,n —k,
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temos que

J, B
A:[T]g:< Ok C), com Jk:AIk+E12+"'+E(k_1)kGFka7

B € Fkx(n=k) e C ¢ F(n=k)x(n=k) L ogo, pelo item (10) do Teorema 1.24,
fa(z) = (z = A\ *h(z),

em que h(x) = det(zI,_; — C) é um polindmio de grau n — k. Note que A € o tinico
autovalor de 7' que satisfaz as equagdes (5.3), pois se . for outro autovalor de 7', entdo
T™(v) = p™v, paratodom € N, e

o=<i(’;)<ﬂ’” i() Ky = (= APy

de modo que A\ = y. Finalmente, (T — AI)(u) # 0, paratodo u € V — V*, pois se
(T — M)(u) = 0, entido (T — A )(u) € V. Assim, existe um r € N tal que

(T — X" (u) = (T — AI)"(T — A\I)(u) = (T — X\I)"(0) = 0,

isto é, u € V*, o que é impossivel. Portanto, h(\) # 0e m,(\) = k = dim V. A lista
(V1,...,V)) chama-se cadeia de Jordan' de comprimento k associada ao autovalor \
ou ao autovetor vi. |

J4 sabemos, na prova do Teorema 5.7, que a partir de v; € V), para obter os
autovetores generalizados vo, ..., vy € V* devemos, recursivamente, resolver k — 1
equagoes:

(A-MNDX; =X, =2,...,k, (5.4)

com (T — AI)™(v;_1) = 0, mas (T — AI)™1(v,_1) # 0. Vamos apresentar outro
modo de obter o autoespago V e o autoespaco generalizado V* quando A € R é um
autovalor de T'. Se A ndo for um autovalor de 7', entdo fa (\) # 0 e a equagéo

(A - AI)X =B, com B = (fa()),0,...,0)", (5.5)

possui, pela Regra de Cramer, uma tdnica solugdo X (), a qual depende de ), isto é, suas
componentes sdo polindmios em \. Observe que se os autovalores A possuem m,(\) =

"Marie Ennemond Camille Jordan, 1838-1922, matematico francés.
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1, entdo os Unicos autovetores v associados a eles s@o obtidos resolvendo a equagdo
(5.5). Neste caso, fa(\) pode ocorrer em qualquer uma das n componentes de B,
comprove isto no Exemplo 5.8. Por outro lado, se A for um autovalor, com m,(\) = ke
p(A —AI) =n—1oumgy(A) = 1, entdo, pela prova do Teorema 5.7, existe um v; € V)
e k — 1 vetores generalizados vo,...,v, € V?, todos satisfazendo a equagdo (5.5) e
k — 1 equacdes obtidas dela por sua derivagdo até ordem k£ — 1 em relacdo a A. Como
fg)()\) = 0,paraj = 1,...,k — 1, temos, depois de alguns cilculos e comparagdes
com as equagdes (5.4), que

1
G =Dt

de modo que {v1,Vvy,..., vk} é uma base de VA Em geral, se A € R for um autovalor
de T', com mq(A\) = ke p(A — M) = n —m oumyg(\) = m, com m > 1, entdo
existem vy, ..., Vv,, € V) e, a partir de um v;, existem k — m autovetores generalizados
Vinils---, Vi € V?, de modo que {Vi,..., Vi, Vimil,..., v} é uma base de V.
Vamos aplicar esta técnica ao Exemplo 5.6. Jd vimos que fa(x) = (z — 2)%(z — 3) e
que A\; = 2 e A2 = 3 sdo os autovalores de T'. Note que para obter a solucio da equagéo
(5.5) basta escalonar a matriz:

[v,] = XUV, j=2,... k

4—X 2 0 | fa(N) 1 0 0] -A243\-2
-1 1-X 0 0 —--=|l010 A—2
0 1 2-X| 0 001 1

Assim, X(\) = (=A% + 3\ — 2, A — 2,1)! ¢ a tnica solugdo. Como m,(\;) = 2
e p(A — MI) = 2 oumgy(A\) = 1 temos que [vi] = X(A\1) = (0,0,1)" é o tnico
autovetor de 7'. Logo, existe um autovetor generalizado vo € V1, a saber,

[vo] = X'(\1) = (—1,1,0)%.

Portanto, {v1, vo} é uma base de VM e [v3] = X(A\2) = (—2,1,1)! é o tinico autovetor
de T associado a \y. Consequentemente, R = VA @ VA2 ¢

2 10 0 -1 —2
P'AP=(02 0 |=J, comP=[P§=(0 1 1
00 3 1 0 1

a matriz de transicdo da base candnica « para base = {v1,va, v3}.
Finalizaremos esta secdo apresentando mais um método de obter o autoespago
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V>, quando todo autovalor A € R de T é tal que m4(A) = 1. Sejam « uma base de V/,
T € L(V),A =[T)a = (a;;) e A € R um autovalor de T Entio, pelo Teorema 1.26,

(AL, — A) adj(AL, — A) = det(A, — A)I, = O

ou A adj(Al, — A) = Aadj(AI, — A). Assim, existe uma coluna ndo nula da matriz
adj(AL, — A) tal que AC; = AC; ou é um autovetor de 7" associado ao autovalor \.
Vamos comprovar o resultado para valores pequeno de n, digamos n = 2. Neste caso,
fa(z) = 2% — tr(A)z + det(A). Assim, derivando em relagdo a z, obtemos

ffA(m) =2z —tr(A) =2z — (a11 + a) = tr (adj(zly — A)).

Por outro lado, como fa (z) = (z — A1) (z — A\2) temos que fA(x) = 2z — (A1 + \2),
de modo que tr (adj(zIz — A)) = 2z — (A1 + A2). Em particular, se x = Az e A1 # Ao,
entdao

(A2 —a11) + (A2 —ag) = A2 — A\ #0.

Portanto, existe um j tal que A2 — aj; £ 0, isto é, existe uma coluna C; ndo nula
de adj(A2I2 — A) que é um autovetor de 7" associado ao autovalor . Na Secéo 5.3
apresentaremos o caso geral. E muito importante observar que nio foi simples encontrar
os autovetores de 7", mas € facil provar se v for um autovetor de 7", pois basta verificar
se T'(v) = Av.

Exemplo 5.8 Seja T € L(R?) definido como
T(x7y7z):(2x_y_z7_$+2y_27_x_y).

Determine os autovalores e autovetores de T

Soluc¢ao. Vamos usar os dois métodos para resolver o problema. Observe que

2 -1 -1
A= -1 2 -1 e fa(z) =2%—42® + = +6 € Rz].
-1 -1 0
E facil verificar que \;1 = —1, A2 = 2 e A3 = 3 sdo os autovalores de 7. Assim, para
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obter a solucdo da equacgdo (5.5), basta escalonar a matriz:

2\ -1 1] fa(N) 1 0 0] -A2+2x+1
-1 2-Xx -1 0 —-— 1 0 1 0 A—1
-1 -1 x| 0 001 A—3

Logo, X(A) = (=A% + 2\ + 1, A — 1, A — 3)! € a tinica solugdo, de modo que [v1] =
X(A) = (1,1,2), X(A2) = (1,1, -1)" e X(A3) = (—1,1,0)*. Observe que se fa(\)
estiver na segunda linha produz o mesmo resultado. Mas, se fa () estiver na terceira
linha, obtemos X(A\) = (A — 3)(1,1, =X + 1)t e X(A3) = (0,0, 0)’, pois ndo podemos
dividir por A — 3 e entdio fazer A = 3 para (A — 3)7! fo(A\) # 0 quando A\ = 3. Pelo

método da adjunta classica, para A\; = —1, teremos
2 2 4
adj(-Is—A)=|( 2 2 4
4 4 8
evy = (1,1,2) é um autovetor de T" associado ao autovalor A\; = —1. De modo andlogo,
trabalha com os outros autovalores. [ |

Exemplo 5.9 Seja T € L(R3) definido como
T(z,y,2) = (—z+ 2y — 22,40 — 3y + 4z, 4z — 4y + 52).
Determine os autovalores e autovetores de T'.

Solucao. Observe que

-1 2 =2
A= 4 -3 4 e fa(x)=a23—2? —x+1cR[z].
4 -4 5
E facil verificar que A\; = —1 e Ay = 1 sdo os autovalores de 7. Assim, para obter a

solugdo da equacdo (5.5), basta escalonar a matriz:

—“1-Xx 2 =2 | fa(A) 1 0 0] —(\—1)2
4 —3-) 4 0 — - 0 1 0| -41-1)
4 —4  5-X| 0 00 1]|—-4\—-1)

Logo, X(A\) = (A—1)(A—1,4,4)! é atnica solugdo. Nio obstante, é muito importante
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observar que Y(A\) = (A — 1)7"1X(A\) = (X — 1,4,4)! satisfaz a equacdo
(A - )\I)Y()\) - ()\2 - 17 07 0)t7

de modo que Y (A1) = (—1,2,2)!, Y(A\2) = (0,1,1) e Y'(A\2) = (1,0,0)". |

Exercicios

1. Determine, se existirem, os autovalores e autovetores de 7" em cada caso. Nos
casos afirmativos determine o autoespaco generalizado.

@ T(z,y) = (4y,2).

®) T(z,) = (v +y, 42 +1).

(©) T(x,y) = (—4x — 3y, 3x + 6y).

(@) T(z,y) = (2z + 3y, —x — 2y).

@) T(z,y) = (2 +y,—y).

0 T(z,y,2) = (z,2y, —2).

(@ T(z,y,2) = (x+y+22y+2z—2).

(h) T(a + bz + cx?) = b+ ax + cz?, para todo a + bx + cx? € Po(F).
(i) T(p(x)) = p(1 + ), para todo p(x) € P(F).

(G) T(A) = A, paratodo A € 2,

k) T(z,y,2) = Bz +2y — z,—3x — 2y + 2z, —x — y + 22).

M) T(x,y,z) = (92 + 2y — 62,42 + 2y — 32,12z + 3y — 8z2).
(m) T(z,y,2) = 2x 4+ 2y,z+y+ 2z, +y + 22).

m) T(z,y,2) = (x+y,z—y+222x+y—2).

(0) T(z,y,2) = (—9x + 4y + 4z, —8x + 3y + 4z, — 16z + 8y + 7z).
(p) T(z,y,2) = (x + 3y — 32,4y, —3x + 3y + 2).

2. Qual é o operador T € L(F?) que possui A\; = —2 e A2 = 3 como autovalores

associados aos autovetores (3y,y) e (—2y,y), com y # 0?
3. SejaT € L(V) tendo A = 0 como um autovalor. Mostre que 7" é singular.

4. Sejam T € L(V) e A € F um autovalor de 7T
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(a) Mostre que i + A é um autovalor de T' + ul.
(b) Mostre que pA é um autovalor de 7.

(c) Mostre que se 7" for nio singular, entio A~ é um autovalor 7.

O que se pode dizer sobre os autovetores associados?

5. Sejam T' € L(F?) definido como T'(z,y) = (azx + by, cx + dy) e A = [T).

(a) Mostre que os autovalores de 1" sdo:

M2 =2"(a+d)F v/(a— d)?+ 4b].
(b) Mostre que se tr(A)%2 —4det A > 0eb # 0, entdo vi = (—b,a — A1) e
V2 = (7ba a— )‘2)
(c) Mostre que se a, b, ¢, d € R s@o positivos, entdo Aj, Ay € R, distintos e pelo

menos um deles € positivo.

6. Sejam V' um espago vetorial sobre R e 7' € L(V'). Suponhamos que b, ¢ € R sdo
tais que 72 + bT + c¢I = O. Mostre que T possui um autovalor se, e somente se,
b2 > 4e.

7. Seja A € F™*" Mostre que A e Al possuem o mesmo polindmio caracteristico,
mas podem ter autovetores distintos.

8. Seja A € R?*2, com A? = A, sendo A\; = 1 um autovalor e X; = (1,3)" o
autovetor associado.

(a) Determine A =# I que satisfaca essas condigdes.

(b) Se Ao = 9 for outro autovalor de A, determine um autovetor de A associado
a )\2.

(c) Determine uma matriz B tal que B2 = A.

9. Sejam A € F™*™, Mostre que os autovalores da matriz de blocos
A B
(5 %)

sdo exatamente os autovalores simultineos de A + Be A — B.
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10. Sejam D = diag(Ay,...,\,), E = diag(u1,. .., un) € F™*™. Mostre que D é
semelhante a E se, e somente se, existir um o € S, tal que p1; = Ay (y)-

11. Sejam S, T € L(V), com dimV = n. Mostre que se fa(z) = fg(x), entdo
det A = det B. Mostre, com um exemplo, que a reciproca ¢ falsa.

12. Sejam A € FF*m e B € F™*, com k < n. Mostre que det(2I, — BA) =
2" * det(2I; — AB). Se k = n, entio AB e BA possuem o mesmo polindmio
caracteristico. O que se pode dizer sobre os autovetores?

13. Sejam T" € L(V) e u,v € V autovetores de 7" associados aos autovalores distin-
tos A, . Mostre que se au + bv for autovetor de 7', entdo a = O ou b = 0.

14. Seja T' € L(V) tal que qualquer v € V' — {0} é um autovetor de 7. Mostre que
T =cl,paraalgumc € F.

15. Sejam T € L(V),comdimV =n,e A = [T]? € R"*", para alguma base « de
V. Mostre que:

(a) Se n for impar e det(A) > 0, entdo T possui pelo menos um autovalor
positivo.

(b) Se n for impar e det(A) < 0, entdo 7' possui pelo menos um autovalor
negativo.

(c) Sen forpare det(A) < 0, entdo T" possui pelo menos um autovalor positivo
€ um negativo.

16. Seja T € L(R3). Mostre que T'(r) C r, para alguma reta 7 em R3 que passa pela
origem.

5.2 Operadores Diagonalizaveis

J4 vimos que as matrizes diagonais eram bastante ficeis de entender e estudar.
Nesta sec¢do, vamos estudar as matrizes que s@o as mais proximas possiveis de serem
diagonais, ou seja, as matrizes que sdo semelhantes a uma matriz diagonal. Vale lembrar
que qualquer matriz € equivalente a uma matriz diagonal.

Teorema 5.10 Sejam T € L(V) e \; € F autovalores distintos de T, comi =1,...,n.
Se u; € V for o autovetor de T associado \;, entdo {uy,...,u,} é LI.

S}
()
=
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Prova. Suponhamos, por absurdo, que {ui,...,u,} seja LD. Entdo, pelo Coroldrio
3.33, podemos escolher um menor & tal que

Uy =x1u; + -+ rp_1up_1,2 < k <n. (5.6)
Assim, aplicando T a equacio (5.6), obtemos
AU = T AU + -0+ T 1 A1 Ug_1. (3.7
Logo, multiplicando a equagdo (5.6) por \; e subtraindo da equacio (5.7), temos que
0=\ —AD)ziug + -+ (Mg — A1) Tp—1Up—1.

Pela escolha de k, {uj,...,u;_1} é LI, de modo que (\y — A\;)x; = 0, para cada
i=1,...,k—1. Como A\t — A\; # 0 temos que z; = 0, parai = 1,..., k — 1. Portanto,
u; = 0, o que € uma contradicao. ]

Corolério 5.11 SejaT € L(V), com dimV = n. Entdo T possui no mdximo n auto-
valores distintos. Se I' possui exatamente n autovalores, entdo V possui uma base de
autovetores.

Prova. Como O(fa) = n temos, pelo Teorema 1.2, que esse polindmio possui no
mdaximo n raizes sobre F'. [ |

Observe que a reciproca do Teorema 5.10 € falsa, isto €, se T possui autovetores
linearmente independentes uy, . . . , Uy, entdo os autovalores associados A1, ..., A, ndo
necessitam ser distintos. Por exemplo, se T' = Iy € L£(V'), entdo qualquer v € V, com
v # 0, é um autovetor de 7" associado ao tinico autovalor 1.

Sejam o, S bases de V, T € L(V), A = [T]2eB = [T]g Entdo existe uma
matriz ndo singular P tal que B = P~!AP. Se v € V, com v # 0, é um autovetor de
T associado ao autovalor A € F e X = [v],, entdo Y = P~!X for um autovetor de B

associado ao mesmo autovalor A, pois BY = \Y.

Teorema 5.12 Sejam o uma base de V, T € L(V), A = [T e X = [v]q de um auto-
vetor v de T' associado ao autovalor \;, com j = 1,...,n. As colunas X1, ...,X, da
matriz P sdo autovetores de T se, e somente se, AP = PD, com D = diag(\1, ... \p).
Neste caso, \E; é a j-ésima coluna de P lAP.
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Prova. Observe que

AP = A(X; -+ X, )=(AX; -+ AX,)

PD = P(ME - ME, ) =(MXy - Xy )

Portanto, AP = PD se, e somente se, AX; = \;X; se, e somente se, as colunas
Xi,..., X, de P sdo autovetores de 7. [ |

SejaT € L(V), com dim V' = n. Diremos que 1" é diagonalizdvel se existir uma
base de V' formada de autovetores de 7.

E muito interessante, de um ponto de vista pratico e tedrico, resumir o que ja foi
estudado em um procedimento (um algoritmo) para decidir sobre a diagonaliza¢do ou
ndo de uma matriz A € F"*"™:

1.2 Passo. Determine o polindmio caracteristico de A.
2.9 Passo. Determine os autovalores de A.
3.2 Passo. Repete (a) e (b) para cada autovalor A de A:

(a) Resolva a equacdo (5.2) ou a equacio (5.5).
(b) Determine uma base de V3, e/ou de V.

4.° Passo. Considere o conjunto dos autovetores 5 = {vy, ..., vy, } de A obtidos
no 3.° Passo:

(@) Se m # mou Vy # V?, para algum autovalor \ de A, entdo ela nio é
diagonaliz4vel. Neste caso, determine P, de modo que P~"'AP = J.

(b) Sem =nouVy =V?, para todo autovalor A de A, entdo ela é diagonali-
zéavel. Neste caso, determine P, de modo que P lAP =D.

De posse do Teorema 5.12, é muito importante, de um ponto de vista tedrico e
diddtico, ressaltar o seguinte. Se Q = (P~ 1)t e

Q:(Y1 Yn)

entdo Q'P = I, de modo que Y!X; = 4;; € uma condigdo de “ortogonalidade”. Por
outro lado, A’ = QDQ ! ou A'Q = QD, de modo que

AtYi :)\ZYZ,Z: 1,.‘.,7’L.
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Assim, Y; é um autovetor de A, o qual é conhecido como autovetor a esquerda de A,
pois YIA = )\, Y!. Portanto,

A=PDQ =) AX,Y! (5.8)

€ uma soma de matrizes de posto um quando A; # 0 e zero caso contrdrio. Note que
cada matriz € definida em termos das propriedades espectrais de A, ou seja, autovalores,
autovetores e autovetores a esquerda e denotamos por o(7") ou o(A) o conjunto dos
autovalores de 1" e chama-se conjunto espectral de T'. Observe, pelo Teorema 5.16,
que o(T) # 0 e p(A) é igual ao nimero de autovalores ndo nulos de A, com cada um
contado tantas vezes quanto for sua multiplicidade.

Exemplo 5.13 Seja T € L(R?) definido como
T(x,y,z) = (x — 3y + 32,3z — by + 3z,6x — 6y + 42).

Mostre que R? possui uma base de autovetores.

Solugdo. E ficil verificar que fa (z) = (x+2)%(x —4), V_o = R[(1,1,0), (1,0, —-1)]
Vi = R][(1,1, 2)]. Portanto, § = {(1,1,0),(1,0,—-1),(1,1,2)} é umabasedeautoveto—
res de R? e T € diagonalizdvel. Note que my(—2) = mq(—2) = 2, my(4) = mq(4) =
LR*=V_,®Vse P'AP = D, com

-2 00 1 11
D=[Tj=( 0 -2 0] eP=[P§=[1=|1 01
0 0 4 0 -1 2
€ a matriz de transicio da base candnica « para a base [. |

Exemplo 5.14 Seja T € L(R®) definido como
T(z,y,2)=(-3x+y— 2z —Tz+ 5y — z, —6x + 6y — 22).

T é diagonalizdvel?

Solucio. E ficil verificar que fa(z) = (x+2)?(x —4). Para obter a solugio da equagio
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(5.5), basta escalonar a matriz:

—3-x 1 ~1 0 100
7 5=XA -1 [fal) | == 01 0] -AN+5)
—6 6 —2-X| 0 00 1|-—

Assim, X(\) = (4 — A, =A(A + 5), —6(\ + 2)) € a tnica solugdo. Logo, X(—2) =
(6,6,0)" ouvy = (1,1,0) é o tinico autovetor 7" associado a —2, de modo que my(—2) <
ma(—2) = 2. Portanto, 7" ndo é diagonalizavel. Observe que o autovetor generalizado é
X'(=2) = (—=1,-1,—6)" ou vy = (1,1,6). Por outro lado, X(4) = (0, —36, —36) ou
vy = (0,1, 1) é o unico autovetor 7" associado a 4. Portanto, 5 = {vi,va,v3} é uma
base de R3. Note que R = V2@ Vie P"'AP = J, com

-2 10 1 11
J=[T5=| 0 20| eP=[P5=[1=|111
0 0 4 0 6 0
¢ a matriz de transi¢cdo da base candnica « para a base [3. [ |

SejaT € L(V'). Vamos lembrar que a sequéncia de operadores {1 : n € Z,}
sobre V foi definida. indutivamente, como

=Ly, =T e T"=T""'oT=T""'T, V neN.
Lema 5.15 Sejam V um espago vetorial sobre F' e S,T € L(V).
1. TFT™ = T**™ para todos k,m € N.
2. (T*)™ = T*™ para todos k,m € N.
3. Se ST =TS, entdo (S +T)™ = >, (") S™ *T*, para todo m € N.
Prova. Fica como um exercicio. |

Sejam T € L(V) e f(x) = cppa™ + - -+ 12+ ¢ € Fx] um polindmio de grau
I(f) = m.. Entdo f(T') é um operador sobre V' definido como

f(T) =T+ -+ T+ ol € L(V),

o qual chama-se fungdo polinomial em T'. Note que o operador f(7") foi obtido de f(x)
substituindo-se a varidvel x pelo operador 1" e o escalar ¢y pelo operador escalar cgl.
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Diremos que f(x) é um polinémio anulador de T se f(T) = 0 e T' é um zero de f(x).
Formalmente, cada 7' € L£(V) induz uma fungdo o : F[z] — L(V), com ¢ = o7,
definida como o (f(x)) = f(T'), que goza das seguintes propriedades:

1. Se f(x) = g(x), entdo f(T)

=g
2. o(f(z) + cg(x)) = o(f(x)) + co(g(x)), para todos f(x),g(x) € Flz]ec € F,
ou seja, o € linear.

o((f - 9)(x)) = o(f(x))a(g(x)), ou seja, (f - g)(T) = f(T)g(T), para todos
f(x),g(x) € Flz]. Em particular, f(T)g(T) = g(T)f(T).
(
(

(T), ou seja, o estd bem definida.

E importante lembrar que F[z] é algebricamente semelhante a Z. Por exemplo, o Al-
goritmo da Divisdo (AD): dados f(z),g(x) € F|x], com g(z) # 0, existem tnicos
q(z),r(z) € Flx] tais que

f(z) =g(x)q(z) +r(z), com r(x) =0 ou A(r) < d(g). (5.9)

Quando r(x) = 0, diremos que g(z) é um fator de f(x) ou que g(x) divide f(x).

Seja T € L(V), com dimV = n. Entdo, pelo Teorema 4.32, a fungio ¢ :
L(V) — F™*" definida como ¢(T') = A, com A = [T]<, para alguma base fixada
a de V, é um isomorfismo de dlgebras lineares. Assim, ¢ = ¢ o o é completamente
determinada pelos valores ¢(1) = Ie p(x) = A. Portanto, f(A) = [f(T)], para todo
f(z) € F[zx], e vice-versa. Neste ponto, é importante ressaltar que: se V' for um espago
vetorial sobre R, entdo, pelo Exercicio (12) da Secao 3.1, VCéum espaco vetorial sobre
C. SejaT € L£(V). Entdo vamos estender sua a¢io sobre VC como

T%z) = T(u) +iT(v), ¥V z=u+ive V"

Note que T' e TC s30 0s mesmos, pois se o for uma base de V, entdo o é uma base de
VC. Portanto, f(T) = f(T®), para todo f(x) € R[z]. Além disso, somente os A € R
sdo admitidos como autovalores de T'.

Observe, paracada T € L(V'), que ¢ induz um produto (uma agdo) de F'[x] sobre
V definido como

f)yv=f(T)v)=c,T"(V)+---+caT(v)+cv, ¥V f(x) € Flz] e ve V.
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Note que este produto satisfaz todas as propriedades de um espaco vetorial. Por exemplo,
f)u+v) = flr)ut fx)v e (f(z)g(x))u= f(z)(9(z)n).
Nio obstante, V' nio é um espago vetorial sobre F'[z], pois F'[z] ndo é um corpo.

Teorema 5.16 Seja V' um espago vetorial de dimensdo finita sobre C. Entdo qualquer
T € L(V) possui pelo menos um autovalor.

Prova. SejamdimV =n > lev € V, com v # 0. Entdo a lista
a=wv,Twv),...,T"(v))
sobre V' é L D. Assim, pelo Corolario 3.33, podemos escolher um menor k tal que

TE(v) =cov+ -+ 1T (v),2< k < n.

Isto implica que existe um g(x) = Zf:_(} ciz' + ¥ € C[x] tal que g(T)(v) = 0. Por
outro lado, pelo Teorema 1.2, existem Ag,..., Az € C, ndo necessariamente distintos,

tais que g(z) = (x — A1) -+ - (x — Ag). Assim,
0=g(T)(v) = (T = Aul)- (T = N))(v) = (T = D (T = ND)(v)),
it

para algum j. Mas, isto significa, pela escolha de k, que (' — \;1)(u) # O, para algum
u € V, com u # 0. Portanto, 7" possui pelo menos um autovalor. [ |

Observe que o Teorema 5.16 nos afirma que existe uma base o de V tal que a
primeira coluna de [T']% é da forma AE;.

Sejam V' um espago vetorial sobre F' e W7, ..., W} subespacos de V. Diremos
que Wy, ..., Wy sdo independentes se a seguinte condicdo for satisfeita: u; € W e
uj; +ug + -+ ug = 0 implica que u; = 0, paracada: =1,... k.

Lema 5.17 Sejam W1, ..., Wy, subespacosde Ve W = Wi +---+ Wi, comdimV =
n. Entdo as seguintes condicoes sdo equivalentes:

1. Wy, ..., Wy sdo independentes;
22 WiNn(Wi+---+W;_1) ={0}, para2 < j < k;

3. Se «; for uma base de W, entdo a lista o = (o, . .., ) € uma base de W.
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Prova. E claro que (1) implica (2). (2 = 3) E ficil verificar que W = F[a]. Como
qualquer relacdo linear entre os vetores de « terd a forma vy + vg + --- + v = 0,
em que cada vetor v; € alguma combinacao linear dos vetores de «;, temos que v €
Wi (Wi +---+ Wg_1) = {0}, de modo que v, = 0. Continuando deste modo,

temos que « é LI. E claro que (3) implica (1). ]
Sejam V' um espaco vetorial sobre F' e Wy, ..., W} subespagos de V. Diremos
que V' é uma soma direta interna de W1, . .., Wy, se pelo menos uma (e, portanto, todas)

das condi¢des do Lema 5.17 for satisfeita e denotamos por
VZWl@”-@Wk.

Lema 5.18 Seja T € L(V) tal que T'(u) = Au, com u # 0. Entdo, para todo f(z) €
Flz], f(T)(u) = f(Aueué o autovetor de f(T) associado a f(X).

Prova. Basta notar, indutivamente, que 7" (u) = \"u, paratodon € Z... ]

Teorema 5.19 Sejam T € L(V), com dimV = n, e V), = ker(T' — \;I) associados
aos autovalores distintos \; € F. Entdo as seguintes condi¢coes sdo equivalentes:

1. T é diagonalizdvel,
2. O polinémio caracteristico de T' é

fa(@) = (x— )™ (x—X2)™2 - (x = A\p)"™, com m; =mg(N;);

3. V:VM@'--EBV)\,C.

Prova. (1 = 2) Suponhamos que 7" seja diagonalizavel. Entdo existe uma base o =
{ui,...,u,} de Vtal que T'(u;) = \ju;. Assim, A = diag(A\11, ..., \yIj). Portanto,
pelo item (10) do Teorema 1.24,

Falz) = det(zI — A) = (z — \)™ (z — A)™ - (& — Ap)™.

(2 = 3) Sejau; € V), tal que u; + --- + u; = 0. Entido, para cada 7 fixado,
pondo T =[], ,,(T — A;I;) = ga(T), temos, pelo Lema 5.18, que

Tj(w) = Ga(T)(w) = ga(o)uw; = [ [ — 3w
JF
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Por outro lado, 0 = Tj(u; + - - + u,,) = T)j(w;) implica que [ [, ;(Ai — Aj)u; = 0, de
modo que u; = 0, pois \; # \; quando j # 4. (3 = 1) E claro. [ ]

J& vimos, no teorema 5.16, que qualquer operador sobre um espaco vetorial com-
plexo tinha pelo menos um autovalor. No entanto, pelo Exemplo 5.3, o mesmo ndo é
verdade sobre um espacgo vetorial real, ou seja, ele pode ndo possuir subespacos invari-
antes de dimensao 1.

Teorema 5.20 Seja V' um espaco vetorial de dimensdo finita sobre R. Entdo qualquer
T € L(V) possui um subespago invariante de dimensdo 1 e/ou 2.

Prova. Sejam dimV =n > 1ev € V, com v # 0. Entdo a lista
a=wv,Twv),...,T"(v))
sobre V é LD. Assim, existem cy, . .., ¢, € R, ndo todos nulos, tais que
cov+c1T(v) + -+ ¢, T"(v) = 0.
Isto implica que existe um g(z) = Y"1, ¢;z' € R[z] tal que g(T)(v) = 0. Dividindo

pelo coeficiente lider, podemos escrever g(z) = Z?;_ol d;x' + ™. Por outro lado, pelo
equagdo (1.3),

g(z) = H(ZL‘ - ) 1_‘[(532 + brx +ck), onde r,s €N e r+2s=m.
j=1 k=1
Assim,
0=g(T)(v) = [[[(T =D [[(T*+ 0T + cx D] (v).
j=1 k=1

Mas, isto significa que 7' — \;I € singular, para algum j, ou T? + b, T + ¢ I € singular,
para algum k. Se T' — \;[ for singular, entdo existe um u € V, com u # 0, tal que
(T' — AjI)(u) = 0. Portanto, 7" possui um subespago invariante de dimensdo 1. Se
T? + b, T + ¢4 for singular, entdo existe um u € V, com u # 0, tal que

T2(u) + b, T (1) + cxu = 0.

Afirmacdo. W = R[u, T'(u)] é invariante sob 7', com dim W = 1 ou 2.
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De fato. Dado w € W, existem a, b € R tais que w = au + bT'(u). Assim,
T(w) = aT(u) 4 bT?(u) = (=bep)u + (a — bb)T(u) € W.
Portanto, W é invariante sob 7. [

E muito importante, de um ponto de vista teérico e didatico, interpretar a prova do
Teorema 5.20 a luz da complexificagio VC de V. Sejav € V, com v # 0, um autovetor
de T associado ao autovalor \. Se A € R, entdo T(v) = T(v) = Av, de modo que
TC possui o mesmo autovalor e autovetor de 7. Se A € C, entio TC(z) = Az, com
z = u+ v € VC ndo nulo. Assim, definindo Z = u — iv em VC, obtemos

T%(z) = T(u) —iT(v) = T(u) +iT(v) = TC(z) = Az.

Logo, z é um autovetor de 77 associado ao autovalor A. Como A # ) temos, pelo
Teorema 5.10, que z e z sdo LI. Portanto, W = R]z, z| é invariante sob 7' com uma
base {v,u},pois2u=2z+12z,2v=1i(z—2z) € WeseA=a+ibec C,entdo

T(v)=av+bu e T(u) = —bv +au = [T|y]® = (Cg _Z>

Note que 7’|y ndo possui autovalores reais. Neste caso, concluimos que se o polindmio
caracteristico de 7' € L£(V') possui um autovalor complexo, entdo ele estd associada a
um subespago W de V invariante sob 7', com dim W = 2.

Exercicios

1. Paracada T € L£(V') do Exercicio (1) da Secao 5.1, identifique os que sdo diago-
nalizdveis. Nos casos afirmativos, especifique uma matriz P tal que P! AP seja
diagonal.

2. Seja T € L(R?) definido como T'(x,y) = (ax + by, cx + dy). Mostre que se
a,b,c,d € Ry, entdo T € diagonalizavel.

3. Seja T € L(R?), com [T]! = [T]. Mostre que os autovalores de T sdo reais e que
T ¢é diagonalizavel.

4. Seja T € L(F3) tal que [T] = Uz = (uyj), com u;; = 1. Mostre que T é
diagonalizavel. Generalize para F™.
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5. Considere as matrizes

1 -2 3
A:(_lé _i) eB=|0 -1 3

0 0 1
Calcule A9 ¢ B3,

6. SejaT € L(F?3) definido como
T(z,y,z) = (ax + by + bz, bx + ay + bz, bx + by + az).

Determine os autovalores e autovetores de 1'. Além disso, especifique uma matriz
P tal que P~' AP seja diagonal.

7. Seja T € L(F3) definido como T'(z,y, 2) = (ay,bx + bz,ay). Determine os
autovalores e autovetores de 7. Além disso, para que valores de a e b, T' é diago-
nalizdvel.

8. Seja C visto como um espaco vetorial sobre R.

(a) Mostre que T' € L(C) se, e somente se, existem a,b € C tais que T'(z) =
az + bz, para todo z € C. Conclua que 7' € ndo singular se, e somente se,

lal # [b].
(b) Mostre que qualquer automorfismo 7' € £(C) é daformaT = I ouT'(z) =
Z, paratodo z € C.

9. Seja C' € L(VC) definido como C(z) = z. Mostre que C' é um isomorfismo
sobre R. Conclua que C' é uma involugio, ou seja, C? = I.

10. Sejam A, B € F™*"™. Mostre que se A e B sdo semelhantes, entdo f(A) e f(B)
sdo semelhantes, para todo f(z) € Fx].

11. Seja V = Seq f(F) o espaco das sequéncias do tipo Fibonacci.

Ap—1 Qp (01 n_n
(oo )=(11) e

para todon € N e ag = 0. Conclua que a,41a,_1 — a2 = (—1)".

(a) Mostre que

(b) Encontre uma férmula explicita para a,,, para todon € N.
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12. Seja S € L(V), com dimV = n, diagonalizdvel e todos os seus autovalores
distintos. Mostre que qualquer 7" € L£(V') diagonalizdvel pode ser escrito como
um polindmio em S.

13. Sejam V = C*(R,R) e § = {e™*,...,e%"}, onde os a; € R sdo distintos.
Mostre que /5 é um subconjunto linearmente independente em V.

5.3 Polinomio Minimal

Ja vimos que as fungdes det, tr : F™*"™ — F e : F"*"™ — F[z] definida como
¥(A) = fa(z) eram invariantes por similaridade. Nesta se¢do, vamos estudar outro
invariante, o qual serd muito til para entender e estudar os subespacos invariantes ou a
abordagem geométrica de um operador.

Seja V um espago vetorial sobre F, com dimV = n. Entdo ja sabemos que
cadaT € L(V) (ou A € F™™)induz uma fungdo o : F[z] — L(V) definida como
o(f(x)) = f(T), aqual é linear. Assim, ker o € um subespaco ndo trivial de F'[z]. De
fato. Como dim £(V) = n? temos que a lista a« = (I,T,...,T"") é LD em L(V).
Assim, existem cg, ..., c,2 € F', ndo todos nulos, tais que

COI—|—01T+~--+cn2T"2 =0.

Isto implica que existe um g(z) = 2?220 c;ixt € Flz] tal que g(T) = 0, ou seja, ker o #
{0}. Portanto, pelo Teorema 4.30,

Flz]/kero ~ F[T] ={f(T) : f(z) € Flz]}.

Observe que dividindo pelo coeficiente lider podemos, sem perda de generalidade, es-
crever g(z) = Z?:ol d;iz" 4+ 2™ como um polindmio mdnico. Neste caso, o conjunto

S={meN:3 f(z) € Flz] talque 9(f) =m e f(T) =0}

€ ndo vazio. Logo, pelo PBO, S contém um menor elemento, digamos k € S, e

denotamos por m(x) € F[x] o polindmio monico de grau k tal que m(7T") = 0.
Afirmacdo. ker 0 = m(z)Flz] = {m(x)q(z) : q(z) € Flz]}.

De fato. Dado ¢(z) € F[x], obtemos m(T")q(T") = 0¢(T") = 0, de modo que m(z)F[x] C

ker . Por outro lado, para qualquer f(x) € ker o, existem tnicos ¢(z),r(x) € F[z]
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tais que
f(z) =m(z)q(x) + r(x), com r(z) =0 ou I(r) < I(m).

Assim, 7(7') = 0 implica, pela minimalidade do grau de m(z), que 7(z) = 0. Logo,
f(z) = m(z)q(x) € m(x)F[z] e ker 0 C m(x)F[z]. Portanto, f(x)g(x) € ker o, para
todo g(x) € kero e f(z) € F[z] e diremos que ker o é um ideal na dlgebra linear F'[x],
de modo que podemos concluir: se f(z) € F[z] e f(T) = 0, entdo m(z) é um fator
de f(x). Por isto, o polindmio m(z) chama-se polinomio minimal de T. Posto de outro
forma, m(x) € o tinico polindmio ménico que satisfaz as seguintes condigdes:

1. m(T) = 0.
2. m(x) é o polindmio de menor grau dentre aqueles que anulam 7'.
3. Se f(x) € Flz]e f(T) = 0, entdo m(z) é um fator de f(x).

Note que o polindmio minimal m(x) ndo necessita ser irredutivel sobre F', confira o
Exemplo 5.21.

Sejam V' um espaco vetorial sobre F', com dimV = n, o uma base de V e
T € L(V). Entdo, é facil verificar que, o polindmio minimal de 7" é o mesmo de
A = [T)s.
Exemplo 5.21 Seja T € L(F?) tal que A = [T] = Eq3. Determine o polinémio
minimal de T'.

Soluciio. E claro que o polindmio caracteristico de T' é fa(z) = 22. Se d(m) = 1,
entdo m(x) = = + b. Assim,

ma)=( g, )70,

Logo, d(m) > 2. Como A? = O temos que d(m) = 2. Portanto, m(z) = 2 ndo é
irredutivel sobre F'. u

2

Lema 5.22 Matrizes semelhantes possuem o mesmo polindmio minimal.

Prova. Sejam A e B matrizes semelhantes. Entdo existe uma matriz ndo singular P
tal que B = P~'AP. E fcil verificar, indutivamente, que B” = P~1A™P, para
todo m € N. Assim, f(B) = P~!f(A)P, para todo f(x) € F[z]. Em particular,
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ma(A) = O implica que ma(B) = O e mg(B) = O implica que mg(A) = O.
Portanto, mp = ma, pois ambos sdo monicos. [ ]

Observe que a reciproca do Lema 5.22 € falsa, pois as matrizes A = E;o e B =
Ej2 + E34 possuem o mesmo polindmio minimal m(z) = x2 (prove isto!). Mas, B #
P! AP, para toda matriz nio singular P, pois p(A) = 1 e p(B) = 2.

Vamos dar um nova olhada no espago das sequéncias V' = Seq,.(F) do tipo re-
corréncia. Dados ag, ...,ap—1 € F, devemos encontrar as solugdes (z),cz, € V da
equacio

Tptk = Q0Tp + -+ + Qp—1Tpyi—1, V k,n € Z4.

Observe que tais solugdes sdo sequéncias infinitas:

(mo,...,xk,l,xk,...,xn,...).
Assim, a fungdo T': V — F* definida como T'(x) = (z, . .., 2x_1) é um isomorfismo,
pois qualquer solugdo é unicamente determinada por (zg, . .., z;_1). Neste caso, pondo
Xy = (Tp,y -y Tpyk_1)t. Entdo X, satisfaz o sistema companheiro X, 1 = CyX,,

para todo n € Z,, em que

o _( 0 I
P\ a0 | —ar o —ap

¢ a matriz companheira. Entdo jd vimos, pelo Exercicio (12) da Secéo 1.3, que o polind-
mio caracteristico de Cy, é

fo, () = 2% + ap_ 12"+t arx + ap,

de modo que Cj, € ndo singular se, e somente se, ag # 0. Suponhamos que A seja um
autovalor de Cy. Entdo X = (1, ),..., )\k_l)t é um autovetor de Cj, associado a A,
com mgy(A) = 1. De fato. Seja X = (yo, ..., yx—1)" um autovetor de Cj, associado a \.
Entdo a equacdo C; X = AX implica que y; = A\y;—1,comi=1,...,k—1,¢

—(apyo + -+ + ap—1Yk—1) = A\Yk—1.

Observe que yo # 0, poisse yg = 0, entdo yg = y1 = - -- = Y1 = 0 e X = O. Logo,
yi = Nyg,comi=1,....k—1,e

—(ag+ -+ akfl/\k_l)yo = /\k?JOa
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de modo que fc, (\) = 0. Portanto, escolhendo yo = 1, X = (1, ,..., A"t éo
autovetor de Cy, associado a A. Como p(uI — Ci) = k — 1, para todo p € F, temos
que my(A) = 1. Consequentemente, C;, é diagonalizdvel se, e somente se, os seus
autovalores sdo simples. Note, indutivamente, que X,, = C}' Xy, para todo n € Z,
nos fornece a solugio. Para completar a nossa discussdo sobre Cy. Seja T € L(FF)
o operador linear tal que (7] = C%. Entdo, é facil verificar que, T'(e;) = €;41, com
1=1,...,k—1,¢e
T(ek) = —(a0e1 +---+ ak_lek).

Como T%(e;) = e; 41, paracadai = 1,...,k — 1, temos que
Tk(el) =—(ap+aT+---+ ak_lTk_l)(el).

Assim, fc, (T)(e1) = 0, de modo que fc, (T)(eir1) = fc,(T)(T%(e1)) = 0. Logo,
fc,(I)=0.Seg(x) =co+ -+ +cpa™, com d(g) < I(fc, ). entdo

0=yg(T)(e1) =coer + -+ cmem41

implica que ¢p = - -+ = ¢;41 = 0 ou g(x) = 0. Portanto, m(x) = fc, ().

Antes de continuarmos com as compragdes entre o polindmio caracteristico e mi-
nimal, vamos apresentar alguns conceitos sobre matrizes com entradas em F[x], as quais
chamam-se x-matrizes. Por exemplo, dado A € F™*", jia sabemos que a matriz ca-
racteristica xI — A de A € uma x-matriz, pois as entradas diagonais x — a;; sdo po-
lindmios lineares e as a;;, com ¢ # j, sdo polindmios constantes. De modo andlogo,
A zA 2%A, ... sdo z-matrizes. Seja B = B(x) = (f;j(z)) € F[z]™ " qualquer z-
matriz e B,,, = cop,(B) = (com(fij)) € F™*", comm = 0,...,k = max{9(fij)}.
Entdo B pode ser escrita sob a forma

B =Bg+Bz+---+ Bzt € F""[z], com By, # O,

e diremos que B possui grau k, isto significa que a fungdo ¢ : F[x]"*" — F™*"[z]
definida como ¢(B) = Zﬁlzo B,,2™ € um isomorfismo de adlgebras. Pode ser visto,
com cautela, que as z-matrizes herdam as propriedades de F™*". Por exemplo, B é ndo
singular ou unimodular se, e somente se, existir um C tal que BC = CB =1, ou seja,
C = B! existe e é uma z-matriz. Em particular, B € %" quando as entradas sdo
avaliadas em \ € F. Em relagdo as propriedades de F'[z] tem restri¢cdes. Por exemplo o
AD. Dadas A e B, com B unimodular. Entio existem tnicas x-matrizes Q1, Q2, Rq €
Rotaisque A —R; =BQ;e A — Ry = Q3B, com o grau de Ry e Ry menor do que
o grau de B. Neste caso, temos a divisdo a esquerda e a direita.
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Lema 5.23 Seja B qualquer x-matriz. Entdo B é ndo singular se, e somente se, det B =
c€F, comc+#0.

Prova. Note que o cofator ¢;; = (—1)"™7 det(B;;) é claramente um elemento de F[z].
Assim, adj B é uma z-matriz. Se det B = ¢ € F, com ¢ # 0, entdo B !=c¢'ladjB
existe e € uma z-matriz. A reciproca € clara. [ |

Por exemplo, a z-matriz de ordem 2 e grau 2,

S (@+D* z\ (10 2 1 1 0Y »
B‘( z+2 1) " \21)"\10)" oo0)"
€ ndo singular, pois det B =1 # 0.

Dado a € F, é bastante conhecida em F'[x], a fatoragdo 22 —a? = (z+a)(z —a)
e, indutivamente, obtemos

b —af = (@ 42 a4 edf P AP (2 —a), YV EEN (5.10)
Para cada A € F™*", temos que (xzI)A = A(«I) e, de modo anélogo,
"L — AP = (@I 2PPA 2 ART2 AN (I - A), YV EEN.
Isto pode ser provado direto desenvolvendo o lada direito (soma telescopica). Pondo
Ly = Ly(2L,A) = 2" 1T+ 2F2A .. 4 2 AF2 4 AL
com Ly = O e L; = I, obtemos

T AY =Ly(zI-A), V keZ,. (5.11)

Teorema 5.24 (Teorema de Cayley-Hamilton) Seja A € F™*™. Se fa(x) for o po-
linémio caracteristico de A, entdo fa(A) = O.

Prova. Seja

det(2I — A) = fa(z) =co+c1z+ -+ cp_1 + 2" € Flx]

o polindmio caracteristico de A. Como os cofatores ¢;; = (—1)"™/ det(zI — A);; sdo
claramente polindmios de grau no maximo n — 1 temos que B = adj(zI — A) é uma
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x-matriz. Por outro lado, pelo Teorema 1.26,
B(zI - A) = fa(x)I e (21— A)B = fa(2)I, (5.12)

ou seja, fa (z)I é divisivel a direita e a esquerda por zI — A. Como

n

Ja@I— fa(A) =3 cn(abT - A¥)

k=0

temos, pela equacdo (5.11), que
fa(A) = fa(@)I =) cpLg(al - A).
k=0

Assim, pela equacdo (5.12), fa(A) = C(zI — A),com C = B — >}, ¢xL; uma
x-matriz. Suponhamos, por absurdo, que C # O. Entdo C possui grau m < n — 1.
Logo, expandindo a equagdo, obtemos

fa(A)=(Co+ Ciz+ -+ Cpa™) (2l — A),

com C,, # O. Efetuando a multiplicacdo do lado direito, temos que o coeficiente de
2™+l ¢ C,,, 0 que é uma contradigio, pois fa (A) é uma matriz de entradas constantes
(os coeficientes em z sdo constantes). Portanto, fa (A) = 0. ]

Corolario 5.25 Seja A € F"*". Se fa(x) e m(x) sdo os polinémios caracteristico e
minimal de A. Entdo m(x) é um fator de fa(x).

Prova. Fica como um exercicio. [ ]

De posse do Teorema de Cayley-Hamilton, vamos apresentar um procedimento
para obter a adjunta cldssica, a inversa e o autoespa¢o de uma matriz A € R"*", Para
isto, sejam F'(z) = B = adj(zI — A) e

f(x) = fa(z) = 2" + bia" '+ bpa" 2+ 4 by_12 + by, € Flal.

Entdo, para qualquer a € R, temos, pela equacio (5.10), que

f(@) = f(a) = é(x, a)(z - a), (5.13)
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em que 0(x,a) é um polindmio de grau n — 1 em x e a, ou seja,
d(z,a) = RN R L S N R S
come; =a+bi,co=a’+bia+by,...,cno1 =a 1+ ZZ;% bra™ *~1. Note que

f'(a) = lim 6(z,a).

z—a
Como (zI)A = A(zI) temos, pela a equagdo (5.13), que
f@)I=0(xI,A)(2I - A).
Assim, pela a equag@o (5.12) e a unicidade do resto, B = d(«I, A). Portanto,
F(z)=B=2"""1+Biz" ?+Boz" >+ + By,

emque Bp=1Ie

Br=AF + b AP L 0 AR 2 A+ DL E=1,2,...,n— 1.
Observe que B, = f(A) = O e, indutivamente,

By, =By 1A+ble B, 1A+0,I1=0k=1,....,n—1.

Pondo g(z) = zI — A, obtemos

dP)(Fg) d?)(gF) ®)

— @) =———(2) = fP ()L, V peL.
(1.) Se A for ndo singular, entdo b, = (—1)"det A #0e A=t = —b,'B,,_1.
(2.) Se A € R for um autovalor de A, entdo f(\) =0e

gNFA) = (M —A)B =0 < g(\)F(\) = AF(\).

Se mgy(A) = 1, entdo p(g(N)) = n—1ed(\ a) = f/(N) # 0, de modo que F'(\) =
B # 0. Assim, pela Desigualdade de Sylvester, p(B) = 1, ou seja, quaisquer duas
colunas de B sdo LD. Portanto, qualquer coluna nio nula C; de B € tal que AC; =
AC;, isto é, C; ¢ um autovetor de A associado a \. Em geral, se m,(\) = m, entdo
p(AI — A) =n —my(A) > n—m,de modo que F(\) = B = 0 e, pela Desigualdade
de Sylvester, p(B) < m. Como f(\) = 0, parai = 0,...,m — 1, e f™()\) # 0
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temos, pelo Teorema 5.5, que ¢,,, # 0. Assim, existe pelo menos um menor de ordem
n — m ndo nulo, ou seja, todos os menores de ordem 7, com r < n — m, possuem um
fator (z — \). Por exemplo, se m = 2, entdo

W (z,a) = _f@) =) D)

- (@-a?  (2-a)

implica que 6M(\,a) = Q(\) # 0. Logo, F(z) = (z — \)*Q(z), com k < m.
Portanto,

9(2)Q(z) = Q(x)g(x) = q(x)L

Por outro lado, pelo exposto a seguir, podemos escolher ¢(x) = m(x) o polindmio
minimal de A. Assim, temos o caso ja discutido:

gNFT D) =0 & g\ Fm D) = AU,

Note que se A1,...,\, € R sdo as raizes de f(z) = fa(x), ndo necessariamente
distintas, entdo

F(Xj) =6(j,a) = [[(Ni — a)
i#]
Vamos resumir o que foi visto: se os coeficientes de fa (z) forem conhecidos, entdo
B = §(zI,A) = f(z)(zI — A)"1, A1 = —b,!B""! e as colunas nio nulas de B
e/ou de suas derivadas sdo os autovetores de A associados a A.

Exemplo 5.26 Seja T € L(R?) definido como
T(x,y,2) = (—z+ 2y — 22,40 — 3y + 4z, 42 — 4y + 52).
Determine as propriedades espectrais T

Solucio. Pelo Exemplo 5.9, temos

-1 2 =2
A= 4 -3 4 e f(z) = fa(z) =2® —2® —2+1 € R[z].
4 —4 )

Como 6(z, ) = 2% + (v0 — 1)z + (28 — 29 — 1) temos que

F(z) =B =0(zL,A) =1z + (A - D)z + (A2 - A - 1).
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Mas,
-2 2 -2 1 -2 2
B,=A-1= 4 —4 4 |eBy=A’-A-1I=| -4 3 —4
4 —4 4 -4 4 -5
implicam que
(x —1)2 2(x — 1) —2(x —1)
Flz)y=1| 4xz-1) (z—1)(z—-3) 4(x —1)
(z—1)

4 —4((x—1)) (z—1)(z+5)

Portanto, det A = 1 e A~! = —By. E ficil verificar que f(z) = (x + 1)(z — 1)2,
de modo que \; = —1 e Ay = 1 sfo os autovalores de 7. Para \; = —1 temos, pela
primeira coluna de F'(z), que vi = (—1,2,2) é o dnico autovetor de 7" associado a A;.
Para \; = 1, obtemos F(z) = O. Neste caso, devemos usar a matriz F(!)(z), para
obter vo = (0,1, 1) o tnico autovetor de 7" associado a \s. [

Exemplo 5.27 Seja T € L(R?) definido como
T(z,y,2) = (22 — 2y + 32,100 — 4y + 5z, 5x — 4y + 62).
Determine as propriedades espectrais T
Solucio. E ficil verificar que
x—2 2 -3
glx)=| -10 z+4+4 =5 e f(z) = (z —1)*(z —2) € R[z].
-5 4 z—6

Assim, F(1) = g(1)g(2), FO(1) = g(2) e F(2) = g(1)%

-5 -2 5 0 2 -3 -4 -4 8
-25 —-10 25 |, —-10 6 -5 e —-15 —-15 30
-15 —6 15 -5 4 —4 —-10 —-10 20

Observe que F(1) e F(1)(1) juntas devem possuir duas colunas LI: p(F (1)) = lev] =
(1,5,3) € o unico autovetor de 7" associado a 1. De modo andlogo, a primeira coluna
de F(M)(1) produz outro autovetor v = (0,2, 1) de T associado a 1. Em particular, &
f4cil verificar que as colunas Cy e Cs de F(1)(1) sdo combinagdes lineares de v e vo.
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Em geral, se m,(\) = m, entdo existem exatamente m colunas nio nulas LI entre as
matrizes F)()\), parai = 0,1,...,m — 1. Finalmente, como p(F(2)) = 1 temos que
v3 = (4, 15, 10) é o tnico autovetor de T associado a 2. Portanto, 7" é diagonalizdvel. m

Teorema 5.28 Seja 1" € L(V'), com dim V' = n. Entdo os polindmios caracteristico e
minimal de T possuem as mesmas raizes, a menos de multiplicidades.

Prova. Sejam m(x) o polindmio minimal de 7"e A € F'. Devemos provar que m(A) = 0
se, e somente se, A é um autovalor de 7. Suponhamos que m () = 0. Entdo, pelo AD,
existe um ¢(z) € F[z] tal que m(z) = (x — A)g(x). Como d(¢) < d(m) temos que
q(T) # 0. Assim, existeum w € V, w # 0, tal que u = ¢(7T')(w) # 0. Logo,

0 = m(T)(w) = (T = \)a(T)(w) = (T — AI)(u).

Portanto, A € um autovalor de 7" e u € o autovetor associado a A. Reciprocamente,
suponhamos que A seja um autovalor de 7. Entdo existe um u € V', com u # 0, tal que
T(u) = Au. Assim, pelo Lema 5.22, obtemos m(A)u = m(7T")(u) = 0. Como u # 0
temos que m(A) = 0. Uma outra prova. m(z) = (x — A)g(x) + r, onde r € F. Se
r # 0, entdo (T — M )(—r~1q(T)) = I, de modo que T' — AI é nio singular, o que é
impossivel. |

Exemplo 5.29 Seja T € L(V), com f(z) = (z — 3)*(x — 1)3(x + 5) o polinémio
caracteristico. Determine a dim'V' e os candidatos a polinémio minimal de T'.

Solucdio. E claro que dimV = 6. Pelo Corodrio 5.25, os candidatos a polindmio
minimal de 7" sdo:

m(z) = (z—3)(x—1)(x+5)
m(z) = (z—3)*(z —1)(z+5)
m(z) = (r—3)(x—1)%(x+5)
m(z) = (x—3)(z—1)3(z+5)
m(z) = (z-3)*(z—1)*(z+5)
e 0 proprio polindmio caracteristico, ou seja, m(z) = f(z). [

Observe que o Teorema 5.28 afirma que o polindmio minimal possui as mesmas
raizes do polindmio caracteristico, as quais ndo podem serem facilmente calculadas. Por
isto, apresentamos um método alternativo para determinar o polindmio minimal sem
precisar conhecer, a priori, suas raizes. Para isto, devemos generalizar as operacdes
elementares sobre uma matriz A € F™*" para uma z-matriz, o leitor interessado em
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mais detalhes pode consultar Hoffman-Kunze [10]. As operacdes elementares sobre as
linhas (as colunas) de uma x-matriz A sio:

1. Permutacio das i-€sima e j-€sima linhas ou P;; = I — E;; + E;; + Ej; — Ej;.

2. Multiplicagdo da i-ésima linha por um escalar ndo nulo ¢ ou D;(¢) = I+ (¢ —

3. Substituicdo da i-ésima linha pela i-ésima linha mais f(z) vezes a j-ésima linha,
i # j,ouTi;(f(z)) =1+ f(2)Es.

E pertinente ressaltar que estas operagdes séo idénticas as sobre F', exceto que em (2)
s6 € permitido os elementos unidades (polindmios constantes ndo nulos) de F'.

Exemplo 5.30 Determine uma matriz equivalente a x-matriz

A= (o e )< (o),

agl(.%') a22(x’)
Solucdo. Se A = O, nada ha para ser provado. Se A # O, entdo existe um a;; em A
tal que a;; # 0. Entdo, permutando a i-€ésima linha com a primeira linha (L; <+ L1) e
a j-ésima coluna com a primeira coluna (C; <+ C1), podemos supor que a11 # 0. Seja
d = mdc(ay1, az1). Entdo existem b11, be; € F[z] tais que d = a11b11 + a21b21. Pondo
all = Cud € ao1 = Cgld, obtemos b11011 + b21621 =1le

b1 bor ain a2 \ d a12b11 + ag2bar

—C21  Cl1 azr G2 a21€11 — G11C21  A22C11 — A12C21
Como d é um fator de agic11 — a11¢21 temos que asi1ci11 — ajicer = qd, para algum
q € Fz]. Assim, efetuando a operagdo Ly — Lo — gL, obtemos

<CL11 a12)_>"‘_><d d12>.
a1 a2 0 da
Seja f = mdc(d, d12). Entdo seguindo as mesma etapas acima a direita, teremos
d d12 dl 0
<0d22)—> _><0 f)’
Sendo O(dy1) < O(f) ou d(d1) > O(f). Entdo permutando, se necessdrio, as linhas e

colunas podemos supor que d(d;) < 9(f). Logo, pelo AD, existem ¢, r € F'[z] tais que
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f=gqdi+r,comr =00ud(r) < d(d). Ser =0, para. Se r # 0, entdo aplicando
sucessivamente o AD até chegar em f = ¢1d;. Portanto,

ail a2 d 0 dy 0 >
—s ... —3 D= = R
( as a2 ) ( 0 qdy ) ( 0 do
com d; um fator de ds. Consequentemente, existem x-matrizes unimodulares P e Q tais
que PAQ = D e A é unimodular se, e somente se, dids # 0. [ ]

E importante ressaltar, na prova do Exemplo 5.30, que os polindmios d; e do sdao
monicos e se d; for um polindmio constante néo nulo, entdo ele deve ser substituido por
1.

Teorema 5.31 Qualquer x-matriz A é equivalente a uma matriz sob a forma
D, = diag(ai(z),...,a,(x),0,...,0),
com os a;(x) ménicos e a;(x) um fator de a;y1(x), parai =1,...,r — 1.

Prova. Confira o Exemplo 5.30. [ |

Seja A qualquer z-matriz. Entdo o posto “determinante” de A, r = p(A), é igual
a ordem de seu maior menor néo nulo. Por exemplo, r = p(D,). Além disso, pelo
Lema 5.23, n = p(A) se, e somente se, A for unimodular. Portanto, usando o Coroldrio
1.30 (a Férmula de Binet-Cauchy), podemos provar que se A for equivalente a B, entao
ai(z) = bi(x),parai =1,...,n.

Seja A qualquer x-matriz, com r» = p(A), e d;(x) igual ao maximo divisor co-
mum de todos os menores de ordem 7 de A, com ¢ = 1,...,r, existem (7)2 deles.
Entdo é bem conhecido que qualquer d;(x), com ¢ > 2, é uma combinag@o linear dos
d;—1(x), de modo que d;_1(z) é um fator de d;(z). Portanto, pondo dy(x) = 1, obtemos
a sequéncia

do(ﬂ?), dl(m), ce ,dr(m)

tal que d;_1(z) é um fator de d;(z), parai = 1,...,r. Em particular, quando A = D,
temos, com uma escolha adequada de elementos unidades em F', que podemos escrever

di(z) = a1(x),...,d-(z) = a1(z) - - - ap(x).

e dr4j(x) =0,paraj = 1,...,n — r. Portanto, como acima, os d;(z) sdo invariantes
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por equivaléncia. Neste caso, os quocientes

difl(l‘)

chamame-se polindmios invariantes de A e

qi(z) = € Flz],i=1,...,r.

di(z) =qi(x)---qi(x),i=1,...,7

Além disso, g;—1(x) é um fator de g;(x) e d?(x) é um fator de d;—1(x)d;41(z), para
i=2,...,r. O préximo resultado é um dos mais importante em Algebra Linear.

Teorema 5.32 (Forma Normal de Smith) > Qualquer z-matriz A de posto r é equi-

valente a uma matriz sob a forma N, = diag(qi(z),...,q-(x),0,...,0), com os ¢;(x)
monicos e q;(x) um fator de q;4+1(x), parai =1,...,r — 1.
Prova. Confira o exposto acima e/ou a Bibliografia. |

Lema 5.33 Sejam A, B € F™"*™ Entdo A é semelhante a B se, e somente se, xt1 — A
for equivalente a x1 — B.

Prova. Suponhamos que A seja semelhante a B. Entdo existe uma matriz nao singular
P tal que B = P~ 'AP. Assim,

sI-B=P l(zI- A)P.

Portanto, I — A € equivalente a I — B. Reciprocamente, suponhamos que I — A
seja equivalente a I — B. Entdo existem matrizes unimodulares P e Q tais que

2I-B=P2l-A)Q <& T(zI-B)= (21— A)Q,
emque T = P! Assim, pelo AD, existem z-matrizes Q1, Q2, R1 e Ry tais que
T=@I-A)Q:+Ri e Q=QzI-B)+Ro,

com R; e Ry independentes de x, pois I — A possui grau 1. Assim, substituindo e
comparando, obtemos Q; = Q2. Logo,

Ry (21— B) = (21— ARy,

Henry John Stephen Smith, 1826-1883, matemtico inglés.
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de modo que R; = R2, R;1B = ARs e R{B = AR,;. Portanto, basta provar que R;
¢ ndo singular. Novamente, pelo AD, existem z-matrizes Q3 e R tais que

P — (21— B)Q; + Ry,
com R3 independente de x. Assim, depois de alguns célculos, teremos

I=TP = (zI- A)[QQs + Qi1R3] + R1R3.
Portanto, R1R3 =T edet(R;) = ¢ # 0. ]

Sejam T € L(V),comdimV =n,e A = [T, para alguma base o de V. Entdo
p(zI — A) = n, pois as entradas diagonais de I — A sdo todas polindmios lineares, e
xI, — A é equivalente a N, = diag(q1(z), ..., ¢gn(x)), com os ¢;(x) mdnicos e g;(z)
um fator de g;+1(x), parai = 1,...,n — 1. Portanto,

fa(x) =det(zl, — A) = q1(x) - qu(z) = dp—1(x)qn(z),
de modo que o polindmio minimal de 7" é m(x) = ¢, (z).
Exemplo 5.34 Seja T € L(R?) definido como

T(z,y,2) = (—x 4+ 2y — 22,40 — 3y + 42,40 — 4y + 52).
Determine o polinémio minimal de T'.
Solugao. Pelo exposto, basta escalonar a z-matriz:

r+1 =2 2 10
-4 xz+3 -4 .= 1 0 1 0
—4 4 x-5 00

Portanto, m(z) = fa(z) = (z + 1)(x — 1)2. ]

Exemplo 5.35 Seja C,, uma matriz companheira. Ache seu polinémio minimal.

Solucio. E claro que 2I — C,, possui menores ndo nulos de ordem 4, comi = 1,...,n—
1, os quais sdo independentes de z. Assim, dj(x) = -+ = dp,—1(z) = 1. Como
dp(z) = det(zI — C,,) temos que ¢i(z) = -+ = gn—1(z) = 1. Portanto, m(x) =
dn(z) = fa(zx). Consequentemente, C,, é equivalente a uma matriz diagonal sob a
forma D = diag(1,...,1,m(z)). ]
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Finalizamos esta se¢do com mais alguns procedimentos para discutir se uma dada
matriz é diagonalizdvel ou nfo. Para isto, vamos lembrar alguns conceitos e resultados.
Ja vimos, no Exercicio (36) da Secéo 4.2, que se V= Wy & W, entdo a fungido F; €
L(V') definida como E(v) = Ej(u+ w) = u era a projegcdo de V sobre W paralela a
W, confira Figura 5.1. Neste caso, Fy = Iy, — F € a projecdo de V' sobre W5 paralela
a Wl € kel"EQ == ImEl.

Figura 5.1: Representacdo grafica da projecao.

Exemplo 5.36 Seja E1 € L(R®) a projecdo sobre o plano W1, 3z +y—2z = 0, na dire-
cdodaretaWy = R[(1,1,1)]. Determine [E1] e [E1]%, em que o = {(1,—1,0),(2,0,1),(1,2,3)

Solugdo. Note que 3 = {(1,-3,0),(0,2,1),(1,1,1)} é umabase de R?, pois (1,1,1) ¢
Wy =R[(1,-3,0),(0,2,1)]. Assim, é facil verificar que

Ey(z,y,2) =27 Y (=2 —y+ 22, =3z +y + 22, -3z — y + 42).

Portanto,
1 -1 -1 2 1 12 12 8
[E1] = 3 -3 1 2 e [Er]s = G -6 —6 9
-3 -1 4 0 0 6
sdo as matrizes desejadas. |

Lema 5.37 Seja E € L(V), com dimV = n. Entdo as seguintes condigcdes sdo
equivalentes:

1. E é uma projecdo,

2 V=ImE®kerEew € ImE se, e somente se, E(w) =w,
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3. Existe uma base «de V tal que [E]% = I;,® O. Em particular, E ¢é diagonalizdvel
e tr([E)2) = pl[E]2) = k.

4. B*=E.
Prova. Confira a solugdo do Exercicio (15) da Segdo 4.3. ]

Lema 5.38 Seja T € L(V), com dimV = n. Se T for diagonalizdvel e existir um
u €V tal que T?(u) = 0, entdo T'(u) = 0.

Prova. Suponhamos que A = [T seja diagonalizavel. Entdo existe uma matriz ndo
singular P tal que P"'AP = D = diag(\1, ..., \,). Consideremos

U={XcF":AX=0}e W={XecF": A’X = 0}.

Entio U C W. Por outro lado, como P™'AP = D e P~ 'A%P = D? temos que
Ai = 0 se, e somente se, \? = 0. Logo, p(A) = p(A?). Portanto, U = W, ou seja,
A?X = O implica que AX = O. ]

Teorema 5.39 Seja T' € L(V), com dimV = n. Entdo as seguintes condi¢bes sdo
equivalentes:

1. T é diagonalizdvel,
2. Paracadau €V e\ € F, se (T — \)?(u) =0, entdo (T — \I)(u) = 0;

3. Sevg € V for um autovetor de T associado a \g € F, entdo (T — \oI)(u) # vy,
para todou €'V, ou seja, Vy, = V)‘O;

4. As raizes A € F do polindmio minimal de T sdo todas distintas e mq(\) = 1;

5. Existe um k € N, escalares distintos \1,...,\, € F e E; € L(V) ndo nulos,
parati=1,... k, tal que

T=ME14+-+MNE, E1+---+E,=1¢ EZE] =0, se 17&]
Prova. (1 = 2) Seja A = [T]%, para alguma base « de V. Suponhamos que A seja

diagonalizdvel. Ento existe uma matriz nio singular P tal que P"'AP = D. Pondo
Y = P~ 'X, em que X = [u],, para todo u € V. Entio

0= (A - \I)’PY = (PDP! - \PP!)2PY = P(D — A\I,)?Y,
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de modo que (D — AI,)2Y = 0, pois P é ndo singular. Assim, pelo Lema 5.38,
(D — AI)Y = 0. Portanto, (D — AXI)X = 0, ou seja, (T'— AI)(u) = 0.

(2 = 3) Suponhamos que T'(vy) = Agvop, com v # 0. Se existirum u € V tal
que (T — AoI)(u) = vy, entdo

(T — XoI)?(n) = (T — \oI)(vo) = 0.

Assim, vo = (T'— X\oI)(u) = 0, o que é impossivel.

(3 = 4) Suponhamos, por absurdo, que m(z) = (z — Ag)%¢(x). Entdo, como
A((z — No)g) < 9(m), podemos escolher um w € V, com w # 0, tal que vy =
(T — A()I)(](T)(W) 7& 0. Assim, (T — Ao[)(Vo) = m(T)<V0> =0ou T(Vg) = )\QV(),
de modo que a equagdo (7" — A\olI)(u) = vq possui uma solug¢do u = ¢(7")(w), o que é
uma contradicio.

(4 = 5) Suponhamos que m(x) = (x — A1) -+ (z — A\g),onde Ay, ..., Ay € F
sdo os autovalores distintos de 7. Definimos p;(z) € F[x| pelas relacdes

m(z) = (x — X\)pi(x),i =1,... k.
Entdo p;(A;) # 0 e p;(Aj) = 0 se, e somente se, i # j. Consideramos o polindmio

k

gl@) =1= (i)' pila).

=1

Entdo 0(g) < O(m) = ke g(A\;)) = 0, parai = 1,...,k. Assim, g(x) = 0, de modo
que g(S) = 0, paratodo S € L(V). Portanto, os operadores espectrais

Ei = (pi()'pi(T) € L(V),i=1,...,k,

satisfazem Ey + - - + Ej, = I, Tp;(T) = A\ipi(T) etc.

(5= 1) Sejav € V, com v # 0. Entéo é facil verificar que u; = E;(v) é tal
que T(w;) = Mwjev = I(v) = S8 Ei(v) = % u;, de modo que todo vetor
¢ combinacdo linear dos autovetores. Portanto, « = {uy,...,u,} é uma base de V'
formada de autovetores de 7T, isto €, T' é diagonalizavel. [

E muito importante ressaltar, pelo item (5) do Teorema 5.39, que se a matriz
A= Zle MNE;, entio AE; = \E; implica que \;I — A ¢ singular, de modo que A; é
um autovalor de A. Portanto, qualquer vetor ndo nulo sob a forma E;X é um autovetor
de A associado a \;. Consequentemente, V), é gerado pelos vetores colunas da matriz
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E;. Além disso, vale lembrar que se A for diagonalizavel, entdo, pelo Teorema 5.12,
obtemos
A= \X1 Y+ N XY

com X; um autovetor de A, Y, um autovetor de A! associado a \; e YfXj = d;;. Em
particular, se A for idempotente, entdo A = XY} + - + X Y}, com p(A) = k.

Exemplo 5.40 Seja T € L(F?) definido como
T(x,y,z) = 2z + 2y — 52,3z + Ty — 15z, x + 2y — 4z2).

T é diagonalizdvel?

Solu¢ao. Pelo exposto, basta escalonar a x-matriz:

-2 -2 5 1 0 0
3 2-7 15 |50 2-1 0
~1 -2 z+4 0 0 (z—1)(z—23)

Assim, m(z) = (x—1)(x—3) é o polindmio minimal de 7'. Portanto, 7" é diagonalizavel.
Neste caso, p1(z) =2 —3e By = 21T —31); pa(z) = — le By =27 1(T — 1),
de modo que F1Fy =0,Fy + Ey =1, E% =Fie E% = F5 ou na forma matricial

1 1 -2 5 1 -1 -2 5
E = 3 -3 —4 15 e Eo = 5 -3 —6 15
-1 -2 7 -1 -2 5

implicam que A = E; + 3Ej3. Observe que V; é gerado pelos vetores colunas da
matriz E; e V3 é gerado pelos vetores colunas da matriz Eq, pois € fécil verificar que
Vi =F[(-2,1,0),(5,0,1)] e V3 = F[(1,3,1)]. ]

E muito importante, de posse destas informacdes, dar uma aproximagio sucessiva
da raiz quadrada de um nimero real a > 0. Para isto, seja (2, )nen € Seq,.(R), em que

Tn41
Zn+1 = rvxl =Y = ]—’xn—i-l =2Zn+aYn € Yntl = Tn + Yn.
n+1

Entdo, pondo X, 11 = (Zni1,Yns1)’, obtemos

X.nJrl = AXn, VneN, e A =E{; +aE3 + Eg + Es.
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Assim, recursivamente, teremos X,, = A" 11X, para todo n € N. Neste caso, basta
conhecer A para obter as sequéncias (Z )nen € (Yn)nen- E facil verificar que fa (x) =
22 —2x+1—aeX =1—+/a, )\ = 1+ /a, com autovetores associados v; =
(—v/a,1),vs = (y/a,1). Logo, existe uma matriz néo singular P, cujas colunas sio vy
e v, tal que P"'AP = D = diag(\1, A2). Pondo
R
2y/a
+ 1 ’
2va

Y1:<y1>zp—1xlz a
Y2 3
teremos
B B )\nfly _ )\nfly )
X = A" lX — PD" lY — \/a( 2 2 1 1
n 1 1 ( Ag_lyg +)\711—1y1 ’

‘H

[N}

»—AS

IS}
N[ Do~

S~——
/N
==
S~—~7
Il
/N
DO N[

B

de modo que z,, = \/E(Agflyg — Xfflyl) €Yy = Agflyg + )\Tfflyl, para todo n € N.
Por outro lado, depois de alguns cédlculos, obtemos

wn 1 _ —1 )\—1)\ nfl
Zn = — = \/a< yz_lyl( 2_1 l)n_1> .
Yn 1 +y2 yl(/\2 )\1)

Como 0 < |A; 1>\1| < 1 temos que lim,,_,~, 2, = v/a. Portanto, qualquer nimero real
a > 0 possui uma raiz quadrada real.

Exercicios

1. ParacadaT € L£(V') do Exercicio (1) da Sec@o 5.1, determine o polindmio mini-
mal e identifique os que sdo diagonalizdveis.

2. SejaT € L(V),com f(x) = (x —1)%(x — 4)3(x + 2) o polindmio caracteristico.

(a) Determine a dim V.
(b) Quais sdo as possibilidades para o polindmio minimal de 7'?

(c) Se T é diagonalizavel, qual € o seu polindmio minimal?
3. SejaT € L(V),comdimV = 5em(x) = (x—1)%(z —2) o polindmio minimal.
(a) Quais sdo as possibilidades para o polindmio caracteristico de 7'?

(b) T é diagonalizavel?
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10.

11.

12.

13.

14.

Seja T' € L(R?) definido como T'(z,y) = (ax + by, cx + dy). Determine condi-
¢Oes necessdrias e suficientes em a, b, ¢ e d, de modo que 7" nao seja semelhante a
uma matriz diagonal.

Seja A € F**4, com autovalores distintos A\ = 1 e p = —1.

(a) Escreva todas as possibilidades para o polindmio caracteristico de A.

(b) Para cada possibilidade do polindmio caracteristico de A, escreva 0s possi-
veis polindmios minimais de A.

Seja T € L(V). Mostre que se A e x sdo autovalores distintos de 7', entdo V) N
V., = {0}.

SejaT € L(V), com f(x) = (z — 4)?(x + 2)* o polindmio caracteristico.
(a) Quais sdo as possibilidades para dim V4 e dim V_5?

(b) Se T for diagonalizdvel, qual a dimensdo de V; e ade V_5?

SejaT € L(V), com dimV = 6 e autovalores distintos A e . Se dim V), = 3 e
dimV, = 1.

(a) Quais sdo as possibilidades para o polindmio caracteristico de 7'?

(b) O polindbmio minimal de 7" pode ser m(x) = (z — \)(x — p)?

Seja T € L£(V) ndo diagonalizdvel, com f(x) = (z + 1)(z — 3)3 o polindmio
caracteristico. Quais sdo as possibilidades para dim V_; e dim V3?

Seja T' € L£(V) ndo singular, com dim V' = n. Mostre que 7! é um polindmio
em 7" de grau no maximo n — 1.

Sejam o = {uy,...,u,} umabase V e E;; € L(V) definido como E;;(u;) =
dixu;, determine o conjunto espectral o (£;;).

Seja T € L(F3) definido como T'(x,y, z) = (Ax + ay, \y + az, Az). Determine
o0 polindmio minimal de T quando a = 0 e a # 0. Generalize para F'".

Seja T € L(R?) o operador rotagio por um angulo #. Mostre que se § for um
multiplo inteiro de 7, entdo o autovalorde 7" serd A = 1 ou A = —1.

Determine a proje¢ido E de R? sobre Wy = R[(1, —1)] na diregéo da reta y = 2.
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15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.

Sejam FE; a projecdo de V sobre W paralela a W5 e E9 a projecdo de V' sobre
U, paralela a Us. Mostre que F; + E5 é uma projecdo se, e somente se, £y Fy =
EyFEy = 0. Se By + E5 é uma projegio, determine ker(Ey + E3) e Im(E + E»).

Seja W1 = F[(1,1,0)] um subespaco de F*3. Determine um subespaco W5 de F
tal que F® = Wy @ Wa. Além disso, determine projecdes F1, By € L(F?) tais
que ker El = WQ,Im El = Wl, ker E2 = Wl e Im E2 = WQ.

Sejam E € L£(V') uma projecdo e f(z) € F[z]. Mostre que f(E) = al + bE.

Seja E € L(V') uma projecdo. Mostre que I + E € ndo singular exibindo sua
inversa (I + E)~1.

Sejam E1, ..., By € L(V) proje¢des, com dim V' = n. Mostre que se Ey + - - - +
Ey = I, entdo E;F; = 0, quando ¢ # j, “divisores de zero”.

Seja T' € L(F?) definido como
T(x,y,z) = (bx — 6y — 62, —x + 4y + 2z, 3z — 6y — 4z).

Determine matrizes E; e Es taisque A = \{E; + Mo Eq, E1 +Eos =1e E1Ey =
0.

Seja T € L(F*) definido como T'(z,y,2,t) = (y +t,x + z,y + t,x + 2).
Determine matrizes E1, Es e E3 tais que A = A\ E; + AoEs + A\3E3, E; + Es +
E3 =1Ie E1E2 = E1E3 = E2E3 = 0.

SejaT € L(V) tal que T? = I.
(a) Mostre que V = W7 ¢ W5, em que

Wi={ueV:Tu)=u} e Wo={ueV:T(u)=—u}

(b) Mostre que se dim V' = n, entdo existe um subespago H de V,com dim H =
n—1,eum vetor ndo nulov € V — H tal que T'(u) = u, paratodou € H,
eT(v)=—v.

(c) Determine Wy e Wo, para T' € L(F"™*™) definido como T'(A) = Al

Seja T € L(V'). Mostre que as seguintes condi¢des sdo equivalentes:

(a) T? =1,
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24.

25.
26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

(b) Se By =4(I-T)eEy = 3(I+7),entdo E} = Ey, E3 = Ese By + By =
I

(c) ker(T'+ 1) =Im(T — I);

d) ker(T'—1I) =Im(T + I);

(e) T é uma reflexio.

SejaT € L(V), com dim V = n, tal que T* = 0, para algum k& € N. Mostre que
o polindmio caracteristico de 1" é z".

Seja A € F™*" Mostre que A e A’ possuem o mesmo polindmio minimal.

Sejam A, B € F™ ™. Mostre que o polinémio minimal de C = A $ B é o
minimo multiplo comum dos polindmios minimais de A e B. Generalize.

Sejam B € V = [""*" fixadae T' € L(V') definido como T'(X) = BX. Mostre
que o polindmio minimal de 7" € o polindmio minimal de B.

Sejam B € V' = F™*"™ fixada, com B # O, e T € L(V) definido como T(X) =
BX — XB.

(a) Mostre que que 0 € um autovalor de 7.

(b) Mostre que se B¥ = O, entdo T2* = 0.

() T(XY) =XT(Y)+T(X)Y.

(d) Mostre que se B for diagonalizavel, entdo 7' também o é.

Sejam A, B € F™™. As matrizes AB e BA possuem o mesmo polindmio
minimal?

Sejam A € R™* ™. Mostre que o polindmio minimal de A em R € o polindmio
minimal de A em C.

Seja A = (ai;) € R3*3 um quadrado magico, com a1; = a + b,ax = ae
a31 = a + c. Determine condi¢des necessdrias e suficientes sobre a, b e ¢, para
que A seja diagonalizavel.

Sejam T,, € F™*" a matriz tridiagonal, com a; = 1,b = —4ec; = 5, ¢
T,, = det T,,. Determine a solugio da sequéncia (7, )neN-
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

(Teorema de Sylvester) Seja A € C™*", com f(z) = (x — A1) -+ (z — \»)
o polindmio caracteristico. Mostre que g(z) = (x — p(A1)) -+ (z — p(A\n)) é 0
polindmio caracteristico de p(A), para todo p(x) € F[z]. Conclua que qualquer
autovalor de p(A) é igual a p(\;), paraalgum j = 1,...,n.

Sejam A, B € C"*", com g(x) o polindmio caracteristico de B. Mostre que
C = g(A) € ndo singular se, e somente se, A e B ndo possuem autovalores
comuns.

Seja A € F"x™,
(a) Mostre que se A € F, com A\ # 0, for um autovalor de A, entio A~! det A
¢ um autovalor de adj(A).
(b) Mostre que se X € F nx1 for um autovetor de A, entio X é um autovetor

de adj(A).

Seja A € F™ ™ com autovalores A1,...,\, € F ndo nulos. Mostre que os
autovalores de adj(A) sdo: pj = [[;,; Ai,comj =1,... ,n.

Seja A € F™*™ com autovalores A1, ..., \, € F, ndo necessariamente distintos.
Mostre que os autovalores do menor f;j;(x) de ordem (n—1) de fa (x) = det(zI—
A)sdo: pj(z — N;) = fa(x),comj=1,...,n.

Sejam A € F™*" e \ ¢ o(A). A matriz Ry, = (\I — A)~! chama-se resolvente
de Ae f(MR) =adj(AI — A).

(a) Mostre que Ry — R, = (1 — A)R\R,.

(b) Mostre que se A for diagonalizdvel e G; = X;Y!,comi = 1,...,n, confira
equagdo 5.8, entio Ry = Y (A — \)7'G,.
(c) Mostre que se Aq,...,\, € F sdo os autovalores de A, entdo tr(R)) =
_ (A
i (A=) = J;‘(()\))'

SejaR,, = (a;;) € F™", coma;; = 1,se j =n— (i — 1), e a;;j = 0, caso
contrdrio. Mostre que R, € diagonalizdvel. A matriz R,, chama-se identidade
reversa.

Seja C,, € F™*™ uma matriz companheira. Mostre que se C,, possuir m autova-
lores distintos em F’, entdo ela possui m autovetores LI.
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41. Sejam C,, € F™*" uma matriz companheira e C; sua antitransposta. Mostre que
C? ¢é semelhante a C,,.

42. Seja T € L(C™) definido como T'(z1, z2,...,=y) = (z2,3,..., Ty, x1). Mos-
tre que T' € diagonalizdvel. O que podemos afirmar sobre o operador diferenca
D=T-1"

43. Seja C = (¢;5) € C"", com ¢;; = ¢;—j e i = j (mod n). Mostre que C é
diagonalizavel. A matriz C chama-se circulante.

44. Seja A = aE1; + bEq2 + cEg; + dE9s € (C2><2, comdet A =1.

(a) Determine A 1.

(b) Escreva A como um produto de T12(z) = I+ zEj2 e To1(2) = I+ zEoy,
para algum z € C.

(c) Mostre que se |tr(A)| > 2, entdo A é semelhante a diag(\, A™!), onde
Aé¢ {-1,0,1}.

(d) Mostre que se |tr(A)| < 2, entdo A é semelhante a diag(A, A1), onde
A ¢ RU (iR).

(e) Mostre que se |tr(A)| = 2, entdio A € R?*2, Quais as possiveis matrizes
que sdo semelhantes a A?

(f) Mostre que se | tr(A)| # 2, entdo A é semelhante a 27! tr(A)Eqq +2E12 +
2E91 + 271 tr(A)Eg2, para algum z € C.

(g) Oitem (f) permanece verdade quando | tr(A)| = 2?
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Forma Canonica
de Jordan

Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre F'e 7' € L£(V'). J4 vimos
que a matriz A = [T']% em relacdo a alguma base o de V' era semelhante a uma matriz
diagonal se, e somente se, V' tinha uma base formada de autovetores de 7. Nosso obje-
tivo neste capitulo € o seguinte: se 1" nao pode ser diagonalizdvel, entdo determinar uma
base de V' em relacdo a qual a matriz de 7" tenha uma forma tdo préximo quanto possivel
da matriz diagonal.

6.1 Teorema da Decomposicao Primaria

Ja observamos que F'[z] era algebricamente semelhante a Z, de modo que os
conceitos de nimeros primos e compostos, mdc e mmec, etc podem ser definidos em
F[z] de modo natural. Dado f(x) € F[z], diremos f(x) é redutivel sobre F se existirem
g(z), h(x) € F|x] tais que

f(x) = g(@)h(z), com 1 <d(g),0(h) <I(f).

Caso contrdrio, diremos que ele é irredutivel sobre F'. Por exemplo, o polindmio f(x) =
1 + 22 € R[x] é irredutivel sobre R (prove isto!).
Sejam fi(z), ..., fx(x) € F[z]. Diremos que f1(z),..., fr(z) sdo relativamente
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primos se mdc(fi(z),..., fr(x)) = 1 ou, equivalentemente, podemos determinar po-
lindmios g;(x) € F|x] tais que

g1(x) fi(x) + -+ gr(z) fe(w) = 1. (6.1)

A equacdo (6.1) chama-se Identidade de Bezout."

Vamos relembrar o seguinte: sejam V' um espago vetorial sobre F, T' € L(V)e W
um subespago de V. Diremos que W & invariante sob T' se T'(W) C W. Diremos que
W € reduzido sob T se ele for invariante sob 71" e existir um subespaco U de V' invariante
sob T tal que V = W @ U. Por exemplo, {0}, V,Im T e o autoespaco generalizado V*,
para todo autovalor A € F' de T, sdo invariantes sob 7T, pois para qualquer u € V, temos
que T'(u) € ImT e, em particular, quando u € Im 7. Por outro lado, dado u € VA,
existe um m € N tal que (T' — A\I)™(u) = 0. Assim,

(T = AD™(T(w) = T(T — AI™ (w)) = T(0) =0,

de modo que 7'(u) € V. Portanto, V* ¢ invariante sob 7. Em particular, o autoes-
paco V) é invariante sob 7. E muito importante ressaltar o seguinte: se dim V' = n,
entdo, pelo Exercicio (34) da Sec@o 4.2, V possui um subespago invariante maximal,
um minimal e é soma direta.

Exemplo 6.1 Sejam V um espaco vetorial sobre F e T € L(V) tal que T'S = ST, para
todo S € L(V). Entdo ker S e Im S sdo invariantes sob T

Solucio. Dado v € ker S, obtemos
S(T(v))=S8T(v)=TS(v)=T(S(v))=T(0) =0.

Portanto, T'(v) € ker S e ker S € invariante sob 7'. Por outro lado, se v € Im S, entdo
existe um u € V tal que v = S(v). Assim,

T(v) = T(S(u)) = TS(u) = ST(u) = S(T(u).

Portanto, T'(v) € Im S e Im S € invariante sob 7. |

Teorema 6.2 Sejam T € L(V) e f(x) € F|x|, com fatoracdo f(x) = Hle pi(x),
onde os p;(x) € F[z] sdo relativamente primos.

'Etienne Bézout, 1730-1783, matematico francés.
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1. W; = ker p;(T) é invariante sob T e ker f(T) =W, @ --- & Wy

2. A projecdo E; € L(V) associada ao item (1) é um polinomio em T. Além disso,
se S € L(V) fortal que TS = ST, entdo E;S = SE;.

3. Se W C ker f(T) for um subespago invariante sob T, entdo

W=WnW)a&-- & (WnW.

Prova. (1) Seja fi(z) = [[;; pj(z) ou f(z) = pi(z) fi(x), parai =1,... k.

Entdo € facil verificar que os fi(x),..., fr(z) sdo relativamente primos e que f(x)
divide f;(z)fj(z), se i # j. Dado u; € W; = kerp;(T) tal que Zle u; = 0.
Entdo f;(T)(u;) = 0, se i # j, pois f;(T) contém o fator p;(T"). Por outro lado,
mde(fi(x), pi(x)) = 1 implica que gi(x) fi(x) + hi()pi(x) = L, para alguns

gi(z), hi(x) € F[z]. Assim,

u, = I(w) = (g:(7)fi(T) + hi(T)pi(T)) (i)
= Gi(M)fi(T) (=2 25) = = 2 2(9:(T) fi

Portanto, os W; sdo independentes. Por outro lado, existem gi(z), ..., gx(z) € F[z]
tais que
91(@) [1(2) + - - + gr(2) fis(z) = 1.

Se u € ker f(T), entdo u; = g;(T) f;(T)(u) € W;, pois
pi(T) (i) = pi(T)gi(T) fi(T)(u) = gi(T) f(T')(u) = 0.
Logo, u € Ele Wi, isto é, ker f(T) C W1 & --- @ Wj. Como f(T') contém cada
fator p;(T") temos que W1 & --- & Wy, C ker f(T'). (2) Ponha E; = ¢;(T)fi(T) e
W; =ImE;,i=1,...,k. (3) Sejau € W C ker f(T). Entio u = S.¥_ w;, onde
u; € W, e, pelo Exemplo 6.1, u; = E;(u) = g;(T) f;(T)(u) € W. Portanto,
W=WnWwy)a&---&(WnWwy).

Note que qualquer complemento direto U, de U; = W N W; em W; € invariante sob 7.
Pondo W' =S¥ U7, obtemos ker f(T) = W @ W', |

Seja T € L(V). Diremos que T € ciclico se existirum v € V, com v # 0, tal
que V = F[T™(v) : m € Z]. Neste caso, v chama-se um vetor ciclico de T
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Exemplo 6.3 Seja T € L(F?). Mostre que T é ciclico se, e somente se, T # cl, para
algumc € F.

Solucfio. Suponhamos que 7" seja ciclico. Entio existe um v € F2, com v # 0, tal
que T(v) ¢ F[v]. Assim, « = {T(v),v} é uma base de F2. Portanto, T # cI,
para algum ¢ € F. Reciprocamente, se 7' ndo fosse ciclico, entdo T'(v) € F'[v], para
todo v € F?, com v # 0, e, pelo Exercicio (14) da Segdo 5.1, o resultado segue. E
muito importante observar o seguinte: como 72%(v) € F? temos que existem tinicos
co,c1 € F tais que T?(v) = ¢1T(v) + cov, de modo que (T2% — ;T — col)(v) = 0
e (T? — e1T — coI)(T(v)) = 0. Portanto, f(x) = 2% — c1z — ¢ é o polindmio
caracteristico e minimal de 7" e Co = [T'|% € a matriz companheira. |

Teorema 6.4 (Teorema da Decomposi¢io Primaria) Sejam T' € L(V') e o polindmio
minimal de T m(z) = Hle p; (x), onde os p;(x) € Flz] sdo distintos, irredutiveis e
monicos, com dimV = n.

1. Os W; = kerp;*(T) sdo invariantes sob T e V =W, & --- & W.

2. Se T; = T|w, € L(W;), entdo o polindémio minimal m;(x) de T; é igual a p;*(x).
Além disso, T =TV @ --- ® Ty

3. Se A; = [Wi]gi, para alguma base o; de W, entdo A = [T] = A1 @ --- © Ay.

Prova. (1) Como m(T) = 0 temos que kerm(7') = V. Assim, pelo item (1) do
Teorema 6.2, os W; sdo invariantes sob T'e V =W d --- & Wy

(2) Seja m;(x) o polindmio minimal de 7;. Entdo m;(x) é um fator de p.' (z),
pois p;*(T")(u) = 0, para todo u € W;. Por outro lado, como m;(7;) = 0 temos que
(mi(z) fi(x))(T) = mi(T)fi(T) = 0. Assim, m(z) é um fator de m;(x)f;(x), isto
é, p;*(x) fi(x) é um fator de m;(z) f;(z). Logo, p;*(x) é um fator de m;(x). Portanto,
m;(x) = p;*(x), pois ambos sdo monicos. |

Lema 6.5 Sejam S, T € L(V), com dimV = n, diagonalizdveis e ST = T'S. Entdo S
B

e T sdo simultaneamente diagonalizdveis, ou seja, existe uma base [3 de V tal que [S] 3
e [T]g sdo diagonais.
Prova. Como S e T sdo diagonalizaveis temos, pelo Teorema 5.19, que

V=Vy& @V eV=V,a--aV,,.
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Para cada p; fixado, dado u € V), existe um v; € V), com i = 1,...,k, tal que
u=>" v, Assim, XF | T(v;) = T(u) = pju = 3% jvi. Por outro lado, os
V), sdo invariantes sob 7" e a soma direta implicam que 7'(v;) = p; v, comi = 1,...,k,

de modo que v; € V,,;. Logo, pelo item (3) do Teorema 6.2,
Vi, = (V,uj NV)&- @ (Vﬂj NVa,)-

Portanto, V' = >71", Zle(VM N Vy,), de modo que escolhendo uma base para cada
Vyi; N V), obtemos uma base de V' formada de autovetores de ambos S e T'. u

Exemplo 6.6 Sejam S, T € £(F2) tais que A = Eq11 + 2E12 + 2E9 ¢ B = 3E1 —
8E12 — E9o. Mostre que existe uma matriz ndo singular P tal que P 'AP¢P 'BP
sejam ambas diagonalizdveis.

Solucio. E ficil verificar que S e T sdo diagonalizaveis e ST = T'S, com
Vi= F[(I,O)], Vo = F[(27 1)] e Vo1 = F[(27 1)]’ Vs = F[(170)]'

Assim, F? = F[(1,0)] ® F[(2,1)]. Portanto, pondo P = E1; + 2E;5 + Egs, obtemos
P~ 'AP = diag(1,2) e P7'BP = diag(—1, 3). [

Seja T € L(V'). Diremos que 1" € nilpotente se existir um r € N tal que 7" = 0.
O menor k € N tal que T% = 0 chama-se indice de nilpoténcia de T.

Lema 6.7 Sejam S, T € L(V), com dimV = n, tais que ST = TS.
1. Se S e T forem diagonalizdveis, entdo S + T também o é.
2. Se S e T forem nilpotentes, entdo S + T também o é.

Prova. (1) Segue do Lema 6.5. (2) Suponhamos que S* = 0 e 7™ = 0. Entdo, pondo
r =k +m — 1, obtemos

m T
S+1)r=>" (T> ST+ Y <T> S"ITI =040=0,
=0 M jmmt1 N
poisr —j =k + (m —1—j) > k. Portanto, S + T € nilpotente. ]
Teorema 6.8 Sejam T € L(V), comdimV = nem(z) = [[*, (x—\)" o polindmio

minimal de T, onde os \; € I sdo distintos.
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1. Existem D, N € L(V), com D diagonalizdvel e N nilpotente, tais que (a) T =
D+ N. (b)) DN = ND. Além disso, D e N sdo determinados de modo tinico
por (a) e (b), e sdo polinémios em T.

2. ma(Ni) =1 e VY = ker(T — \I)™, para cadai = 1,.. . k.

Prova. (1) Pelo item (2) do Teorema 6.2, Im E; = ker(T' — A\;I)"™, comi = 1,... k.
Pondo D = Z?Zl NE;e Zle TE; = T temos, pelo item (5) do Teorema 5.39, que D
¢é diagonalizavel. Seja N =T — D. Entdo N € nilpotente, pois, indutivamente,

k
N" =) (T -NI)E;, VreN.
=1

Assim, existe um 7 > max{ry,...,r,} talque N" = 0. Portanto, = D+ N e DN =
ND. Suponhamos que 1" = D1 + N seja outra decomposi¢do. Entdo é facil verificar
que TD1 = DlT € TN1 = NlT. LOgO, f(T)Dl = le(T) € f(T)Nl = le(T),
para todo f(z) € F[z]. Em particular, DDy = D1D, ND; = DiN,DN; = N1D e
NN; = N1 N. Pelo Lema 6.7, temos que D — D1 é diagonalizavel e N1 — N € nilpotente.
Como D — D; = Ny — N temos que D — D; é nilpotente. Logo, pelo Exercicio (24) da
Secio 5.3, o polindmio minimal de D — Dy é m(z) = 2*, com k < dim V. Mas, sendo
D — D diagonalizdvel, devemos ter k = 1, isto é, m(z) = x. Portanto, D — D; = 0,
ouseja, D =D;e N = Nj.

(2) E claro que ker(T — \I)™ C V. Suponhamos, por absurdo, que exista
umu € VX tal que v = (T — \;I)"(u) # 0. Entdo existe um s € N, com s > r;,
tal que (7" — \;I)®*(u) = 0. Escrevendo m(z) = ¢q(x)(z — A\;)™, temos que ¢(z) e
(x — X\;)®*~" sdo relativamente primos, de modo que existem g(z), h(x) € F[z] tais que
g(x)q(z) + h(z)(x — N\;)*~" = 1. Assim,

v =g(T)m(T)(a) + h(T)(T — X\iI)’(u) =0+0=0,
0 que é uma contradi¢io. Portanto, VA = ker(T — \;I)", parai = 1,..., k. ]
Exemplo 6.9 Seja T € L(F*®) definido como
T(x,y,2) = Bx+y— z,2¢+ 2y — z,2x + 2y).

Mostre que existem D, N € L(F?), com D diagonalizdvel e N nilpotente, tais que
T =D+ Ne DN = ND. Determine as matrizes de D e N em relagdo a base
canénica de F3.
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Solucio. E ficil verificar que

31 -1
A= 2 2 -1
2 2 0

e f(z) = (z—1)(z—2)? o polindmio caracteristico e minimal de T'. Entdo p; (z) = x—1
e p2(x) = z — 2 sdo distintos, irredutiveis e monicos. Como

(T —I)(z,y,2) = 2 +y—222+y—220+2y —2)
temos que a; = {(1,0,2)} é uma base de W; = kerp;(T"). Sendo
(T — 21 (z,y,2) = (x — y,0,2z — 2y)

temos que az = {(1,1,0),(0,0,1)} é uma base de Wy = ker po(T)?. Assim, F? =
WieWsye

10 0 110
P'AP=| 04 -1 |, comP=[P§=| 0 1 0
04 0 2 0 1

a matriz de transi¢do da base canonica « para 8 = {(1,0,2), (1,1,0),(0,0,1)}. Pondo
fi(x) = 22 —4x +4e fo(x) = x — 1. Entdo fi(z) e fo(x) sdo relativamente primos.
Logo, aplicando sucessivamente o AD, existem polindmios g1 (z) = 1 e ga(z) = —z+3
tais que g1 (z) f1(x) + g2(x) f2(x) = 1. Fazendo

By =q(T)fi(T) =T% —4T 4+ 41 e Fy = go(T) fo(T) = —T* + 4T — 31,
obtemos W7 = Im F; e W5 = Im E5. Portanto, existem
D=FE +2Ey,=-T?>+4T -2l e N=T -D=T?—-3T+2I

tais que 7' = D + N e DN = ND. E ficil verificar que

110 2 0 —1
D= 02 0] e[N=[20 -1
-2 2 2 40 -2

Observe que o autovetor vi = (1,0, 2) é uma coluna de E; e os autovetores generaliza-
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dos vy = (1,1,2),v3 = (0,0,1) sdo as colunas LI de Es.

Exercicios
1. Sejam T' € L(V), U e W subespagos invariantes sob T'. Mostre que U N W,
U + W e ker f(T) sdo invariantes sob T, para todo f(z) € Fx].

2. Sejam S,T € L(F?) definidos como S(z,y) = (v + y,x +y) e T(z,y) =
(z + ay, ax + y). Mostre que existe uma matriz ndo singular P tal que P~ AP
e P~ !BP sejam ambas diagonalizaveis.

3. Seja T € L(F3) definido como
T(x,y,z) = (6x — 3y — 2z,4x — y — 22,10z — 5y — 3z2).

Escreva o polindmio minimal de 7" sob a forma m(z) = p;(x)p2(x), em que p1 (z)
e p2(x) sdo distintos, irredutiveis e monicos sobre F'. Sejam Wi = kerp;(T') e
Wy = ker po(T'). Determine bases a; e ap de Wy e Wa. Se T; = T'|wy,, determine
a matriz de 7; em relagdo a base «;.

4. Sejam T' € L(V),comdimV = n, e v € V. Mostre que o subespago ciclico
W = F[T™(v) : m € Z;] = F[I" Y(v),...,T(v),v]. Conclua que W é o
menor subespago invariante sob T" que contém v.

5. Sejam S, T € L(F?) definidos como
S(z,y,2) = (x+y,y+z,2) e T(x,y,2) = (y,2,2).
Mostre que S € ciclico, mas 7" ndo.

6. SejaT € L(V), com dimV = n. Mostre que T é ciclico se, e somente se, 0
polindmio minimal e caracteristico de 1" forem idénticos.

7. Sejam T' € L(V') e W um subespaco de V. Mostre que W ¢ invariante sob 71" se,
e somente se, W for invariante sob a1’ 4 b, para alguns a,b € F', com a # 0.

8. Seja T € L(F?) definido como T'(z,y) = (x + y,y). Mostre que é impossivel
escrever F2 = U @ W, com U e W subespacos invariantes sob 7.
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9.

10.

11.

12.

13.

6.2

Sejam V' um espago vetorial de dimensdo finita sobre C,7" € L(V) e D a parte
diagonal de T'. Mostre que a parte diagonal de g(7") é D(T'), para todo g(z) €
Clx].

SejaT € L(V), com dim V' = n, tal que p(T') = 1. Mostre que 7" é diagonaliza-
vel ou nilpotente, ndo ambos.

SejaT € L(V), com dimV = n. Mostre que se 7' comuta com todo operador
linear diagonalizével sobre V', entdo T' = cl, para algum c € F'.

SejaT € L(V), com dimV = n. Mostre que 7" é diagonalizavel se, e somente
se, o polindmio minimal de 7" for um produto de fatores lineares distintos.

Seja A € R™", com A # Ie A3 = I. Determine se a matriz A é ou nio
diagonalizavel.

Operadores Nilpotentes

Nesta se¢do faremos um estudo mais detalhado de operadores nilpotentes se-

guindo H. F. Trotter.

Lema 6.10 Sejam T € L(V), com dimV = neu € V tal que T*(u) = 0, mas
T+=1(u) # 0.

1.

2.

O conjunto o = {T*1(u),...,T(u),u} é LI.
W = F[a] é invariante sob T.
S = T|w é nilpotente de indice k e ciclico.

Pondo w; = TF='(u), parai = 1,... k, temos que f = {uy,...,u;} é uma
base de W tal que S(uy) = 0 e S(w;) = u;_1, parai = 1,...,k, de modo que
[S]g =Ep+ - +Eg_ 1 = (€ij), comejj =1, sei=j—1eey =0, se
itj—1.

Prova. Com objetivos diddticos apresentaremos a prova do item (1). E fécil verificar,
indutivamente, que 7%*™(u) = 0, para todo m € N. Suponhamos que

cu+cT(u) + -+ T Hu) = 0.
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Entdo, aplicando 7%, obtemos ¢; 7%~ 1 (u) = 0, de modo que ¢; = 0, pois T~ (u) #
0. Continuando assim, temos c2 = - - - = ¢ = 0. Portanto, & € um conjunto L/ de V. ®

Lema 6.11 Sejam T € L(V) e W; = ker T", onde i € 7. Entdo:
1. W; € Wiy
2. T(Wis) C W

3. Se aj,iip1 = a; U{vy,...,Vi} e ajpa = aip1 U{wy,..., Wy, } sdo bases de
Wi, Wiy1 e Wiga, entdo o = a; U{T(w1),...,T(Wp,)} é LI em Wiy.

Prova. Vamos provar apenas o item (3). Seja o; = {uj,...,u;} e suponhamos, por
absurdo, que « seja L D. Entdo existem a1, ...,ax,b1,...,b, € F, ndo todos nulos,
tais que 3% a;u; + > ie1 b T(wj) = 0. Assim,

blT(Wl) + -+ me(Wm) = —(a1u1 +--+ akuk) e W;,

de modo que T*(biT'(w1) + - -+ + by T(Wim)) = 0. Logo, T+ (37 bjw;) = 0, ou
seja, Z;”Zl bjw; € Wiyq1. Como W1 = Floy41] temos que existem ¢;, d; € F tais
que

ciuy + -+ g +divy + o+ dpvi + (b)) w4+ (b)) Wi, = 0,
o que é uma contradi¢do, pois ;42 é L1. |

Lema 6.12 Seja T € L(V), com dimV = n, tal que TF =0, mas T*~1 # 0. Entdo
T admite uma representacdo matricial em bloco J cujos elementos diagonais possuem
aforma N =Eis + - + E,_1y,, comm < k. Além disso:

1. Existe pelo menos um bloco N de ordem k e todos os outros sdo de ordem menor
do que ou igual a k.

2. O niimero de blocos N de cada ordem possivel é determinado de modo tinico por

T.

3. O niimero total de blocos N de todas as ordens é igual a v(T) = dim ker 7.

Prova. Sejam W; = ker 7% e n; = dim W;, parat = 1,...,k. Entdo V = W,
Wi1 C Veng1 < ng = n, pois T = 0, mas T~ # 0. Assim, pelo item (1)
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do Lema 6.11, temos que {0} = Wy ¢ Wy C --- C W1 C Wy = V. Logo,

indutivamente, obtemos uma base o = {uy, ..., u,} de V tal que
a; ={uy,...,uy,}
seja uma base de W;, parai = 1,..., k. A partir desta base vamos escolher uma nova

base de V' em relagdo a qual 7 tenha a forma desejada. Pondo
Viik) = Ung_yy+i © Vir—1) =L (Vig), 1=1. .. n — g1,
temos, pelo item (3) do Lema 6.11, que
B1=A{uy,..., Wy oy V(1L k—1)5 - - - ,V(nk_nk_hk._l)}

€ LI em Wj_1. Assim, estendendo 1, se necessario, a uma base de Wy, _; acrescentando
elementos V(g —n (1) +ik—1)> comj=1,...,2n;_1 — ni — nx_o. Novamente, pondo

Viik—2) = T(Vir—1)), i =1,...,ng_1 —ng_a,
temos, pelo item (3) do Lema 6.11, que
Bo = {ul, coyUny 5y V(1 k—2)5 - - - 7V(nk,1—nk,2,k—2)}

é LI em Wj_o, que pode ser estendido a uma base de Wj,_5 acrescentando elemen-tos
V(ng_1—n(_z)+j,k—1)s COM j=1,...,2n 9 — ng_1 — Ni_3. Continuando assim,
obtemos uma nova base de V', confira Tabela 6.1.

Note que a ultima linha da Tabela 6.1 forma a base de W7, as duas tltimas linhas da
Tabela 6.1 formam a base de W5 e, assim por diante. Pela construgdo, temos que

se 7>1,

se j=1. 6.2)

Viii_
T(v(ij) :{ oY

Assim, pelo item (4) do Lema 6.10, 7" terd a forma desejada se os v ; ;) sdo ordenados
de maneira lexicogréfica, confira Tabela 6.1. Pela equacio (6.2), obtemos

Tm(V(ZJ)) = V(i?]’,m/)7 V1 S m < j
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ARae

Vi ‘T’<2,k) ses ‘T’mk- )
(1k-1) Vokny °°° V- n ke *°°

—> o0 — < —

—> oooe

Vi Vg e (- me12)  °°°

\%
Vo Ua,n Umk»nwl) e Vau

Figura 6.1: Base de Jordan.

Além disso, (1) haverd exatamente (blocos diagonais)

N — Ng—1 de ordem k
Ng—1 — Nk—2 — (nk — nk,l) = an,l — N —NE—2 de ordem k —1

2n9 —n3 — Ny de ordem 2

2n1 — ny de ordem 1.
(2) Como os niimeros ni, ..., n sdo determinados de modo tnico por 7" temos que o

nimero de elementos diagonais de cada ordem é determinado de modo tnico por 7. (3)
Como (soma telescépica)

n1 = (g — ng—1) + (2ng—1 — Nk — ng—2) + - + (2n2 —n3 — 1) + (2n1 — n2)
temos que o nimero total de blocos diagonais é n; = dim W; = dim ker 7'. ]

Teorema 6.13 Seja T € L(V), com dimV = n. Entdo as seguintes condi¢des sdo
equivalentes:

1. T é nilpotente;

2. Existe uma base de V' em relagdo a qual T' admite uma representagdo matricial
em bloco J cujos elementos diagonais possuem a forma N = Zfz_ll E;(it1), com
k <n.
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3. Existe uma base de V' em relacdo a qual T é representado por uma matriz trian-
gular superior com zeros na diagonal,

4. T" =0.
Prova. A implicacdo (1 = 2) segue do Lema 6.12. E fécil verificar as implicagdes
2=3=4=1). ]
Exemplo 6.14 Seja T € L(F*) definido como
T(m,y,z,t) = (—Jf+y+t,0,—$+y+t,—l‘+y+t)

Verifique se I' é nilpotente. Caso afirmativo:

1. Determine a matriz J em forma candnica que seja semelhante a A.

2. Determine uma matriz néo singular P tal que P~1AP = J.

Soluciio. (1) E facil verificar que 72 = 0. Portanto, T é nilpotente de indice 2. (a)
Como o indice de nilpoténcia de 7' € igual a 2 temos que J contém pelo menos um bloco
de ordem 2 e todos os outros de ordem menor do que ou igual a 2. (b) Pelo Teorema
4.39, basta escalonar a matriz

-1 0 -1 =110 0 0 101 1[000 1
10 1 1j0100| /0000100 1
00 0 0/0010 0000[010 -1
10 1 1/00 01 0000[001 0

Portanto, W; = F'[(1,0,0,1),(0,1,0,—1),(0,0,1,0)] e n; = dimW; = 3, isto é, o
nimero total de blocos diagonais de J é igual a 3. (¢) Como k = 2,n; = 3eny = 4
temos que no —n; = 1 e 2n; — no = 2, isto €, J tem um bloco diagonal de ordem 2 e
dois de ordem 1. Portanto, J = Eqs.

(2) Pela forma de J basta escolher uy, ug, uz,uy € F* tais que T(uz) = uj e
T(w;) = 0, parai = 1,3,4. Como Im7T = F[(1,0,1,1)] e u; € Im7T temos que
u; = (1,0,1,1). Desde que 72 = 0 temos que u; € Wi = ker T. Assim, podemos
escolher ug como qualquer solugio da equagdo 7'(ug) = u;. Pelo Teorema 2.14, basta
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escalonar a matriz

-1

0
-1
-1

— = O
o O o O
— = O
—_ = O =
o O o
o O o
o O OO
o O O
S OO

de modo que up = (z,y, 2, t) sujeito a condi¢do x = y + ¢t — 1, para todos y, z,t € F,
digamos uz = (0,1,0,0). Portanto, pondo uz = (1,0,0,1) e uy = (0,1,0,—1),
obtemos

P'AP =1J, com P=[P]§=

— = O
OO~ O
_ o O =
_— O = O

a matriz de transicdo da base candnica «v para § = {uj, ug, uz, us} de F*, [ |

Exercicios

1. SejaT € L(F3) definido como T'(x,y, z) = (2y + 2,3z, 0). Determine a matriz
nilpotente J em forma canonica que seja semelhante a A. Além disso, determine
uma matriz P tal que P~'AP = J.

2. Seja T € L(F*) definido como T'(z,y, z,t) = (—z + t,2,0,0). Determine a
matriz nilpotente J em forma candnica que seja semelhante a A. Além disso,
determine uma matriz P tal que P~'AP = J.

3. Seja T € L(F?) definido como T'(x,y, z,t,u) = (y+u,t+u,t,u,0). Determine
a matriz nilpotente J em forma candnica que seja semelhante a A. Além disso,
determine uma matriz P tal que P~'AP = J.

4. SejaN = Eq9 + Ea3 + Es4.

(a) Mostre que AN = N A se, e somente se, A for da forma

o O O e
o O Qe o
o e 0
L "o &
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(b) Mostre que se b # 0, entdo dim V), = 1, para todo autovalor A de A.
(c) Mostre que se b = 0 e ¢ # 0, entdo dim V), = 2, para todo autovalor A de A.

(d) Mostre que se b = c = 0e d # 0, entdo dim V), = 3, para todo autovalor A
de A.

(e) Generalize para qualquer matriz quadrada IN.

5. SejaT € L(V) tal que T% = 0, mas T*~! # 0. Mostre que qualquer operador
linear semelhante a 7" € nilpotente de indice k.

6. SejaT € L(V), com dimV = n, tal que T¥ = 0, mas 7"~ # 0. Mostre que
ImT* % C kerT%, parai = 1,...,k — 1.

7. SejaT € L(V), com dimV = n tal que T% = 0, mas T*~! # 0. Mostre que
I—T e I+T sdo ndo singulares. Além disso, tr(7") = 0 e 7" ndo € diagonalizdvel.

8. SejaT € L(V), com dimV = n. Mostre que T" é nilpotente se, e somente se,
todos os autovalores de 1" s@o nulos. Mostre, com um exemplo, que uma das
implica¢cdes da afirmacdo € falsa se V' for um espaco vetorial de dimensao infinita
sobre R.

9. SejaT € L(V),comdimV = n.

(a) Mostre que se T for ciclico, entdo qualquer autovalor de 7" estd associado a
um Unico autovetor, a menos de multiplicagdo por escalar.
(b) Mostre que se T' possuir n autovalores distintos, entdo 7" € ciclico.

10. Sejam A, B € C"*™. Mostre que ses AB+BA = 0 e B nio for nilpotente, entdo
a equacao matricial AX + XA = B ndo possui solucdo.

6.3 Forma Canonica de Jordan

Nesta se¢ao provaremos que qualquer?” € L(V), com dimV = n, pode ser
decomposto como soma de um operador diagonalizivel com um operador nilpotente.
Veremos que a forma de Jordan € muito ttil na resolugdo de problemas tedricos e com-
putacionais.

Lema 6.15 Sejam T' € L(V), com dimV = n, f(z) = Hle(x — )% em(z) =
Hle(a: — \i)" os polindmios caracteristico e minimal de T, onde os A1, ..., A\ € F
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sdo distintos e 1 < r; < d;. Entdo T admite uma representacdo matricial em bloco J
cujos elementos diagonais possuem a forma J ij = AL, + Z;”;ll E,py1), comm <r;
ei = 1,...,k Além disso, para cada \;, © = 1,...,k, os blocos J;; possuem as
seguintes propriedades:

1. Existe pelo menos um bloco J;; de ordem r; e todos os outros sdo de ordem menor
do que ou igual a r;.

2. A soma dos blocos J;j é igual a d; = mq(\;).

3. O miimero dos blocos J;; é igual a mgy(\;). Neste caso, T possui Zle mg(A;)
autovetores L1.

4. O niimero dos blocos J;j de cada ordem possivel é determinado de modo tinico
porT.

Prova. Como m(z) = Hle(x — A\;)" temos, pelo Teorema 6.4, que
T=T1¢ - ®T, e V=W D - -OW,

em que W; = ker(T' — \;I)", i = 1,...,k. Note que o polindmio minimal de Tj,

m;(x) = (x — \;)"™, implica que (7; — A\;I)™ = 0 é nilpotente de indice r;, para
i = 1,...,k. Pondo N; = T; — A1, obtemos T; = NI + N; e NJ* = 0, para
i=1,...,k,isto é T; € a soma de um operador diagonalizavel \;I e de um operador

nilpotente NV; de indice r;. Assim, pelo Lema 6.12, podemos escolher uma base de W;
em relacdo a qual V; esteja na forma canonica. Nesta base T; = \;I + N; € representado
por uma matriz diagonal de bloco J; cujos elementos diagonais sdo as matrizes J;;.
Portanto,

J=J1®-- DIy

estd na forma candnica e é a representacdo matricial de 7'. Além disso, (1) Como N =
0,parai =1,...,k, temos que existe, pelo menos, um J;; de ordem 7; e todos os outros
de ordem menor do que ou igual a r;.

(2) Como T e J possuem o mesmo polindmio caracteristico f(x) temos que a
soma das ordens dos J;; € igual a d; = mq(\;).

(3) Como N; = T; — M1 e mg(N;) = dimker(T; — A1) = v(IV;), temos que
o nimero dos J;; € igual a my(\;). (4) Segue do item (2). do Lema 6.12. |

A matriz J chama-se forma “candnica” de Jordan de T'. Um bloco diagonal J;;
chama-se bloco “elementar” de Jordan associado ao autovalor A;. Note que se V' for
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um espaco vetorial de dimensio finita sobre C, entdo qualquer 7" € £(V') admite
uma representacio matricial na forma canénica de Jordan.

Teorema 6.16 Seja T' € L(V), com dimV = n. Entdo as seguintes condi¢bes sdo

equivalentes:
1. O polinémio caracteristico de T fatora-se, f(x) = Hle(a; — )%

2. Existe uma base de V' em relacdo a qual T admite uma representacdo matricial
na forma de Jordan;

3. T é triangularizdvel, isto é, existe uma base de V em relagdo a qual T’ é repre-
sentado por uma matriz triangular superior da forma [T] = (ai;), com a;; = 0,
sei > g, ea; = A\

4. Existem subespacos Wo, W1, ... , Wy de V invariantes sob T tais que
{O}ZWQCW1C"'CWk_1CWk:V;

5. O corpo F contém n autovalores de T' (contando as multiplicidades);

6. V=VMg. ..oV

Prova. A implicacio (1 = 2) segue do Lema 6.15. E fécil verificar as implicagoes
(2=3=4=5=6=1). Aimplicagdo (1 = 6) segue do item (2) do Teorema 6.8.
|

Ja vimos, no Lema 6.16, que para obter a cadeia de Jordan e/ou a forma de Jordan
de T ou de A deveriamos, recursivamente, resolver as equagdes:

AX; = \X; ou AX; =\ X; +X;_1,t=2,...,k. (6.3)

Portanto, podemos usar o procedimento dado apds o Teorema 5.7, para obter o autoes-
pago V), e/ou o autoespaco generalizado Vi e, como consequentemente, a forma de
Jordan.

Exemplo 6.17 Seja T € L(F*) definido como
T(ZL‘,y,Z,t) = (y—l—t,y,—x+y—|—z+t,—x—|—y—l—2t)

Determine a forma de Jordan de T
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Solucio. E ficil verificar que

0101
0100

A= -1 1 1 1 |
-1 1 0 2

de modo que f(z) = (x — 1)* e m(x) = (x — 1)%. Assim, pelo Teorema 6.4, T = T}
eV = ker(T — I)%. Pondo N = A — I, obtemos N? = 0 e, pelo Exemplo 6.14,
M =P INP=P (A —IP =P AP — L isto§,

1 1 00
I - 10100
J=P AP=1I+M= 00 1 0
00 01
€ a forma de Jordan de T. []

Exemplo 6.18 Seja T € L(F3) definido como T(x,y, z) = (y, z,x — 3y + 3z). Deter-
mine a forma Jordan de T

Solucao. Note que

0 1

A=10 0

1 =3
¢ uma matriz companheira. Assim, f(z) = m(z) = 23 — 322 + 3z — 1 = (z — 1)3.
Logo, p(T' — I) = 2. Portanto, dim V; = dimker(7"— I) = 1 e a forma de Jordan de T’
éJ =1+E2+ Eo;s. [ ]

Exemplo 6.19 Seja T € L(V), com f(z) = (z — 3)*(z — 1)3(x + 5) o polinémio
caracteristico. Determine as possiveis formas de Jordan de T

Solucio. E claro que dim V' = 6 e os candidatos a polinémio minimal de 7" foram dados
no Exemplo 5.29. Portanto, pondo D = diag(3,3,1,1,1, —5), as possiveis formas de
Jordande T'sdo: D, D+ E3, D+ E34, D4+ E34+ Es5, D+ Es +Egse D+ Eq» +
Esy + Eys. u

Exemplo 6.20 (Teorema de Cayley-Hamilton) Seja A € F"*". Mostre que se f(x) =
1 Lz — \)% for o polinémio caracteristico de A, entdo f(A) = 0.

1=
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Solucdo. Seja J a forma de Jordan de A. Entdo f(J) = [, J;,com J; = J — A1,
1 =1,...,n. Como a n-ésima linha de J,, € uma linha de zeros temos que: as duas
ultimas linhas de J,,_1J,, sdo de zeros, as trés dltimas linhas de J,,_2J,,_1J, sdo de
zeros, e assim por diante. Portanto, f(J) = 0. Como f(A) e f(J) sdo semelhantes
temos que f(A) = 0. [ |

Exemplo 6.21 Seja T € L(F3) definido como T(x,y,z) = (6x + 2y + 2z, —2x +
2y,2z). Determine a forma de Jordan de T.

Solugdo. Vamos fazer uma prova direta. E facil verificar que f(z) = (z—2)(z—4)?éo
polindmio caracteristico e minimal de 7". Note que v; = (0, —1,1) € o tinico autovetor
de T associado a \; = 2 e vy = (2,—2,0) € o tinico autovetor de 7" associado a Ay = 4.
Assim, resolvendo a equagdo (7' — 47)(vs) = vo, digamos v3 = (1,0, 0) é o autovetor
generalizado de T associado a Ay = 4. Portanto, 5 = {vi,va,vs3} é a base de Jordan
de F3eJ = P~ AP é aforma de Jordan de T', com P = [P]%‘ e o a base canonica de
F3. n

Exemplo 6.22 Sejam M, N € F3*3 nilpotentes. Mostre que M e N sdo semelhantes
se, e somente se, M e N possuem o mesmo polinomio minimal.

Solucdo. Sejam f(x), g(z) e m(z), n(x) os polindmios caracteristicos e minimais de M
e N. Entdo m(z) = n(z) e f(x) = g(x). Como m(x) e f(x) possuem as mesma raizes
temos que a forma candnica de Jordan de M é uma das matrizes: O, Ei3 ¢ E1s + Eo3.
Portanto, em qualquer caso, M e N sdo semelhantes. A reciproca é clara. n

Exemplo 6.23 Sejam V' um espago vetorial de dimensdo finita sobre C e T € L(V).
Determine todos os subespacos de dimensdo 2 e invariantes sob T'.

Soluc¢ao. Seja W qualquer subespaco invariante sob 7', com dim W = 2. Entdo, pelo
Teorema 5.16, existeum vy € W,com vy # 0,e \; € Ctal que T'(vy) = A\1vy. Assim,
podemos escolher um vy € W tal que W = C|vy,vy]. Como W € invariante sob T’
temos que 7'(vq) € W, de modo que existem ¢y, co € C tais que

T(Vg) = C1V] + CaVa.

Se ¢1 = 0, entdo vo é 0 autovetor de 7" associado a Ao = c3. Neste caso, a matriz [T'|yy]
¢ semelhante a D = diag(\1,\2). Se ¢; # 0 e ca # A1, entdo é facil verificar que
vy = —c1v] + (A — c2)va é 0 autovetor de T" associado a Ay = co e W = C[vy, v3].
Neste caso, a matriz [T'|yy] é semelhante a D = diag(\1, A2). Finalmente, se ¢; # 0 e
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ca = A1, entdo vy € o Unico autovetor em W de T associado a A; (prove isto!). Logo,
resolvendo a equagdo (T'— A\ I)(v4) = vi em W, temos que v4 = cf1v2 é o autovetor
generalizado em W de T associado a \; e W = C[vy, v4]. Portanto, a matriz [T'|yy] é
semelhante a forma de Jordan A\ I + Eq5. [ |

Exercicios

1. T € L(F?3) definido como T'(x,y,2) = (2y + z,32,0). Determine a forma de
Jordan de T'.

2. Determine se as matrizes

() eme ()

sdo ou ndo semelhantes, onde ¢ € F'.

3. Seja T € L(V), com polindmio caracteristico f(x) = (x —2)3(z+7)? e minimal
m(z) = (x — 2)3(x + 7). Determine a forma de Jordan de 7.

4. SejaT € L(V), com polindmio caracteristico f(z) = (v+2)*(z—1)2. Determine
as possiveis formas de Jordan de 7T'.

5. Seja T € L(R?) definido como T'(z,y, z) = (az+by, cx+dy). Determine condi-
¢Oes necessdrias e suficientes sobre a, b, c e d, de modo que 7" ndo seja semelhante
a uma matriz diagonal.

6. SejaT € L(V),com dim V' = n. Mostre que se A1, ..., A\, forem os autovalores
de T, entdodetT = A1 --- Ay,

7. SejaT € L(V), com dim V' = n. Mostre que 7" é ndo singular se, e somente se,
todos os autovalores de 7' sdo nao nulos.

8. Sejam A, B € F™*", Mostre que se A e B possuem o mesmo polindmio carac-
teristico e minimal f(z) = Hle(x — A%, comd; <3ei=1,...,k entio A
e B sdo semelhantes.

9. Sejam A, B € F™*" Mostre que se A for semelhante a B em C"*", entdo A é
semelhante a B em F**", Conclua que A é semelhante a A®.
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10.

11.

12.

13.

14.

Seja J € C™ ™ uma matriz de Jordan ndo singular. Mostre que J~! = (a;;), com
aij = 0,sej ¢ {i,i+ 1}. Mostre, com um exemplo, que J~! no necessita ser
de Jordan.

SejaT € L(V), com dim V = n. Mostre que se tr(7%) = 0, parai = 1,...,n,
entdo 7' € nilpotente.

Sejam A € C™" e f(x) = a™ + Y i, c;z" " seu polindmio caracteristico.
Mostre que ¢; = —tr(A) e ke, = —(Zle cp_itr(AY), comk = 2,...,ne
co = 1. Estas equacdes nos fornece um método alternativo de determinar A~
(a) Calculando A, ..., A"~ ! e os elementos diagonais de A™. (b) Calculando os
tr(A?), para determinar os c;, comi = 1,...,n — 1. (¢) Usar a férmula

A= YA L AV 4 e, ).

O algoritmo de Csanky para obter A~': se \{,...,\, € F forem os autovalores
de A e sp, = tr(AF) = Yoy )\f as somas de Newton2, entdo os ¢; e s; satisfazem
o sistema SX = B, em que

1 0 0 0 C1 —S81

S1 2 0 0 C2 —S2

S = s2 st 3 0 |, X=| a3 | eB=| —s3
Sp—1  Sn-—2 s1 N Cn —Sn

Sejam V' um espaco vetorial de dimenso finita sobre F, £(V') o conjunto de todas
as projegdes sobre V' e Z(V') o conjunto de todas as involugdes sobre V. Mostre
que a fungdo f : £(V) — Z(V) definida como f(E) = 2E — I é bijetora.

SejaT € L(V), com dim V = n. Mostre que existem (dnicos) subespagos U e
W de V tais que as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

@ V=UsW.

(b) U e W sao invariantes sob 7.

(c) T|u é nilpotente.

(d) T'|w € ndo singular.

2Sir Isaac Newton, 1643-1727, fisico e matemdtico inglés.
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Espacos com
Produto Interno

Neste capitulo, veremos o efeito de adicionar mais estrutura geométrica a estrutura
algébica de um espago vetorial real ou complexo, como definido no Capitulo 3, de modo
que tenha sentido falar do “comprimento”, “distancia” e “dngulo”.

7.1 Produto Interno

Sejam F' o corpo dos reais R ou dos complexos C e V' um espaco vetorial sobre
F. Uma fung¢do de V x V em F, denotada por (-, -), é um produto interno sobre V' se as
seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

I. (u+v,w)=(u,w) + (v,w), para todos u, v,w € V (aditividade).

3.

{
2. {(au,v) = a(u,v), paratodos u,v € Ve a € F' (homogeneidade).
(u,v) = (v,u), para todos u, v € V (simétrica Hermitiana).

(

4. (u,u) > 0,paratodou € V, e (u,u) = 0 < u = 0 (positividade).

Note que a condigdo (4) é equivalente a: se u # 0, entdo (u,u) > 0. As condi¢oes
(1),(2) e (3) desta defini¢do afirmam que um produto interno é uma fungdo bilinear

Sumadrio



7.1. Produto Interno Capitulo 7. Espacos com Produto Interno

conjugada ou sesquilinear. Enquanto, a condigdo (4) afirma que ela é definida positiva
e, em geral, a mais dificil de ser verificada. Quando F' = R, a condi¢do (3) reduz a
afirmagdo de simetria: (u,v) = (v, u). Neste caso, um produto interno é uma fungdo
bilinear, simétrica e definida positiva. E importante ressaltar que, em qualquer caso, a
condigdo (3) nos garante que (u, u) é sempre um nimero real, de modo que desigual-
dade da condigédo (4) tenha sentido.

Exemplo 7.1 Seja V. = F3. Mostre que (u,v) = Z?:l xjyj € um produto interno
sobre V', o qual chama-se de produto interno usual (candnico). Em forma matricial
(u,v) =Y*X, comX =[u] e Y = [v]. Em geral,

f(X,Y)=Y'Q"QX = (QY)"(QX) = (QX, QY),
para alguma matriz nédo singular Q € F™ ™, é um produto interno sobre F™*1,

Solugiio. Vamos provar apenas a condi¢do (4). Dado u = (z1, z2,x3) € V, é claro que
(u,u) = E?Zl |z;|* > 0 e se u= 0, entdo (u,u) = 0. Por outro lado, se (u,u) =0e
u # 0, digamos x; # 0, entdo

w1 2+ a2 ? + s ? = 0 & |ay wof” + |oy s = 1,

o que é impossivel, pois o lado esquerdo da tdltima equagdo € positivo enquanto o lado
direito € negativo. u

Exemplo 7.2 Sejam V =P1(R) e f(x) = ag+ a1z, g(x) = by + byz € V. Mostre que
1 11 b
(f(x),g(x)) = /0 fgydr =33

izojzoz—i-j—i-l

é um produto interno sobre V.

Solugio. Vamos provar apenas a condi¢do (4). Como

2
<f($)a f(x)> = CL% + agar + éa% = (GO + %)2 + (al)

temos que (f(z), f(z)) > 0e (f(z), f(z)) = 0 se, e somente se, f(x) = 0. |
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Exemplo 7.3 Sejam V = R%. Mostre que (0,v) = x1y1 — 11y2 — T2y1 + 5Toy2 é um
produto interno sobre V. Note que (u,v) = Y!AX, com X = [u],Y = [v] e

A=E;; —Ei3s —Ey +5Eyp € F2x2,
Solug¢io. Vamos provar apenas a condicéo (4). Como
(w,u) = 22 — 2x129 + 523 = (21 — 29)% + (212>

temos que (u,u) > 0 e (u,u) = 0 se, e somente se, u = 0. Note que A! = A e existe
uma matriz ndo singular P tal que P!AP = D ¢ diagonal, pois aplicando as mesmas
operagdes de linhas e colunas, T12(1)AT12(1) = D ou, de outro modo,

1 (1)>_(DPt).

Observe que os elementos diagonais de D sdo positivos. Portanto, veremos que a fungéo
(u,v) = Y'AX define um produto interno se, e somente se, A for uma matriz simétrica
e definida positiva. |

(AI)—>---—><(1) Z

Exemplo 7.4 Seja V = 1> = {(zn)nen € Seq(R) : Y0, 22 < oo} o espago das
sequéncias de quadrado somdvel. Mostre que (X,y) = > °° | Tyypn € um produto in-
terno sobre V.

Solug¢io. Vamos provar apenas que (x,y) estd bem definida. Basta lembar que 2|z, y,,| <
||+ |yn | implica que a sequéncia (2, Y, )nen € convergente, de modo que (2, Yp )nen €
Seq(R). [ ]

Um espaco com produto interno é qualquer espago vetorial V' sobre F' munido de
um produto interno, ou seja, um par (V, (-,-)). Quando F' = R, diremos que V' é um
espago Euclidiano e quando F' = C, diremos que V' é um espaco unitdrio. Note que
qualquer subespaco W de V' é também um espaco com produto interno sob a restricdo
do produto interno sobre V a W.

Lema 7.5 Sejam V um espago com produto interno. Entdo (x,0) = 0 = (0,x), para
todox € V. Se (u,x) = (v,x), para todo x € V, entdo u = v.

Prova. Como (u—v,x) = (u,x) — (v,x) = 0, para todo x € V, temos, em particular,
que (u —v,u—v) = 0. Portanto,u —v=0o0uu =v. ]
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O préximo resultado ressalta uma das principais diferenga entre o espago Euclidi-
ano e o unitério.

Teorema 7.6 Sejam V um espaco com produto interno e T € L(V).
1. Se (T'(u),v) =0, para todos u,v € V, entdo T = 0.

2. Se F ' =Ce (T'(u),u) =0, para todou € V, entdo T" = 0. Conclua, com um
exemplo, que isto ¢ falso quando F' = R.

Prova. Vamos provar apenas o item (2). Pondo u = x + ¢y, para todos x,y € V e
c € F, é facil verificar que

0=(T(x+cy),x+cy)=c(T(y),x) +&(T(x),y).

Escolhendo ¢ = 1 e ¢ = 14, obtemos (T'(x),y) = 0, para todos x,y € V. Assim,
pelo item (1), T'= 0. Note que se F' = R, entdo (T'(x),y) = —(T'(y), X), para todos
X,y € V. Em particular, seja 7' € £(R?) definido como T'(x,y) = (—y, ), o operador
rotagio por um angulo de 90°. Entdo (T'(u),u) = 0, paratodou € R?, mas T # 0. m

Vamos finalizar esta secao considerando um espaco com produto interno V' quando
dimV = n. Seja @ = {uy,...,u,} uma base de V. Entdo dados u,v € V, existem
dnicos 7;,y; € F taisque u = Y1 x;u; e v =37, y;u;. Assim, depois de alguns
calculos,

(u,v) = ZZwigjj(ui,uj) =Y "GX, (7.1)

i=1 j=1

emque X = [u]o, Y = [v]o e G = ((u;,u;)) € F™*" chama-se a matriz do produto
interno na base a. Note que G* = G é Hermitiana e X*GX > 0, para todo X # O,
implica que o sistema GX = O possui apenas a solucdo nula, de modo que G € ndo
singular (det G > 0). Reciprocamente, seja G € F"*" tal que G* = G e X*GX > 0,
para todo X # O. Entdo a forma bilinear conjugada dada pela equacdo (7.1) induz
um produto interno sobre V' em relacdo a base «. Isto motiva a seguinte defini¢do.
Seja A € F™*™. Diremos que A € definida positiva se existir uma matriz ndo singular
Q € F™"tal que A = Q*Q. Portanto, A é definida positiva se, e somente se, A* = A
e X*AX > 0, para todo X # O.
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Exercicios
1. Sejam V = F? e f(u,v) = 2111 + 2192 + T2¥1 + T272. Mostre que f é um
produto interno sobre V.
2. Sejam V = F? e f(u,v) = x1§1227>. Verifique se f é um produto interno sobre
V.
3. Sejam V = F3e f(u,v) = z191 + =22 — x3y3. Verifique se f é um produto
interno sobre V.
4. Sejam V =R?*? ¢ f(A,B) = a11b11 + 2a12b12 + 3a21ba1 + azabaa. Mostre que
f € um produto interno sobre V.
5. Sejam V = F?e f(u,v) = |y1 — 21| + |y2 — z2|. Verifique se f é um produto
interno sobre V..
6. Sejam V' = C visto como um espago vetorial sobre R e f(z,w) = Re(zw).
Mostre que f € um produto interno sobre V.
7. Seja T € L(R?) o operador rotagio por um angulo de 90°. Determine todos 0s
produtos internos f sobre R? tais que f(u,T'(u)) = 0, para cada u € R?.
8. Sejam V um espago com produto interno e 7' € L(V'). Que condi¢des T deve
satisfazer para que g(u,v) = (T'(u), T'(v)) seja um produto interno sobre V'?
9. Sejam A € F™*" X € F"*leY € F™*! Mostre que (AX,Y) = (X, A*Y).

10. Sejam f e g produtos internos sobre V' e W. Mostre que h((u,w), (v,z)) =
f(u,v) + g(w,z) é um produto interno sobre V' x W.

11. Para cada A € R**2, definimos f(X,Y) = Y'AX, para todos X, Y em V =
R2*!. Mostre que f é um produto interno sobre V se, e somente se, A =
At, ai1 > 0,a09 > 0e det(A) > 0.

12. Seja V um espago vetorial sobre F'. Mostre que a soma de dois produtos internos
sobre V' € um produto interno sobre V. A diferenca de dois produtos internos
sobre V' é um produto interno sobre VV? Mostre que um multiplo positivo de um
produto interno sobre V' € um produto interno sobre V.

13. Descreva explicitamente todos os produtos internos sobre R e sobre C.
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14.

15.

16.

17.

18.

7.2

e f(u

Im(u

Mostre que f(A,B) = tr(B*A) é um produto interno sobre F"*™.

Sejam V' um espaco com produto interno e @ = {uy,...,u,} uma base de V,
(c1,...,cn) qualquer lista em F™. Mostre que existe um tnico u € V tal que
(uj,u) =c¢j,comj=1,...,n.

Mostre que qualquer espago vetorial de dimensao finita sobre F' pode ser munido
de um produto interno.

Seja V' = C([0, 1], R). Mostre que
1
)= [ s0ao

¢ um produto interno sobre V.

Seja V = C*(]0, 1], R) o espaco das fungdes de classe 1. Mostre que

1 1
mmzAfww@w+wamwt

é um produto interno sobre V, o qual chama-se produto interno de Sobolev'.

Norma e Distancia
Sejam V' um espaco unitdrio e u, v € V. Entéo
(u,v) = Re(u,v) + iIm(u, v).

,v) = Re(u,v) é um produto Euclidiano. Como Im z = Re(—iz) temos que

,v) = Re(u, iv). Portanto,

(u,v) = Re(u, v) +iRe(u,iv)

€ completamente determinado pela sua “parte real”. Além disso, se (V, f) for um espago
Euclidiano, entdo (1, g) € o tinico espago unitédrio, com g definida como

g(u+iv,w—|—iz) = f(u,w) +f(V,Z) —I—’i(f(V,W) - f(u>z))

1Sergei Lvovich Sobolev, 1908-1989, matematico russo.
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Seja V' um espaco com produto interno. A norma de um vetor u € V, induzida
pelo produto interno (-, -), é definida como ||u|| = 1/(u,u). Note que esta defini¢do é
possivel, pois (u,u) > 0, para todo u € V. A forma quadrdtica associada ao produto
interno (-,-) é a fungdio ¢ : V — F definida como ¢(u) = |lu||?. Neste caso, depois de
alguns calculos, obtemos

g(u£v) =gq(u) £ 2Re((u,v)) + q(u).
Como
Re((u,v)) = {(g(u+v) ~ g(u—v)) e Re((m,iv)) = ¢ (g(u +iv) — glu—iv)

temos que
1 { . .
(u,v)) = S (Ju+v[? = fu=v[*) + 3 (Jutiv]? = ffu—iv]?). (7.2)

A equacio (7.2) chama-se identidade de polarizagdo. Diremos que u € V é um vetor
unitdrio se ||ul| = 1. Se v for um vetor ndo nulo qualquer, entdo u = ﬁv ¢ um vetor
unitdrio tal que F'[v] = F[u]. Neste caso, diremos que u € a normalizagdo de v.

Teorema 7.7 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja V um espaco com produto in-
terno. Entdo |(u,v)| < ||u|||v]], para todos u,v € V. Conclua que a igualdade ocorre
se, e somente se, os vetores u e v sdo LD.

Prova. Se v = 0, nada hd para ser provado. Se v # 0, entdo a = ﬁ,w =ave

b = (u, w) estdo bem definidos. Como ||w|| = 1 e (w,u) = b temos, depois de alguns
célculos, que

0 < [lu— bwl|* = [[ul* = bb — bb+ bb = ([[ull + [B))(|[u]| —[B]).

Mas, |[u|| > 0e |b] > 0 implicam que

[ul] = 18] = [(u, w)| = 7= [(u, v)| & [(w, v)[ < [luflfv].

1
vl

Note que se vale a igualdade, entdo u = bw = abv.

Teorema 7.8 Seja V um espaco com produto interno. Entdo:

1. ||u]| >0, paratodou € V, e ||u|| = 0 se, e somente se, u = 0.
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,paratodou € Vea € F.

2. [Jau] = laf|u

3o lut v < fluff + v

, para todos u,v € V (Desigualdade Triangular)

4. |lu+v|? + [[u—v]|? = 2(]ul|® + ||v||?), para todos u,v € V. (Identidade do
Paralelogramo)

Prova. Fica como um exercicio. [ ]

E muito importante, de um ponto de vista teérico e didatico, fazermos uma abor-
dagem axiomdtica da norma como fizemos com o produto interno. Uma funcdo de V'
em F’, denotada por || - ||, é uma norma sobre V' se ela satisfaz as condi¢des (1), (2) e (3)
do Teorema 7.8. Neste caso, um espaco vetorial normado é qualquer espago vetorial V'
sobre F' munido de uma norma, ou seja, um par (V, || - ||).

Exemplo 7.9 Seja V' = R2. Mostre que as fungées ||ul; = |z1| + |x2] e |[uljec =
max{|z1|, |z2|} sdo normas sobre V.

Solugdo. Vamos provar apenas que || - ||; é uma norma sobre V. E claro que ||uf|; > 0.
Se [|u|ly = 0, mas u # 0, digamos 1 # 0, entdo |z1| + |z2| = 0 se, e somente se,
\a:l_la:2| = —1, o que é impossivel em R. Portanto, u = 0. As outras condi¢des sido
faceis de serem verificadas. Pondou = (1,1) e v = (—1, 1), obtemos

la+ v+ [lu—v|i=8 e 2(uli+][v]F) = 16.

Assim, ndo vale, em geral, a identidade do paralelogramo em um espaco vetorial nor-
mado qualquer. |

Seja (V|| - ||) um espago vetorial normado. A fungdo d : V x V' — F definida
como d(u,v) = ||u — v|| satisfaz as seguintes condigdes:

1. d(u,v) > 0, paratodos u,v € V, e d(u,v) = 0 se, e somente se, u = v.
2. d(u,v) =d(v,u), paratodos u,v € V.
3. d(u,v) < d(u,w) + d(v,w), paratodos u,v,w € V.

A fung@o d chama-se distdncia sobre V' induzida pela norma || -||. O par (V, d) chama-se
um espago vetorial métrico. Dado u € V e (up)nen € Seq(V). Diremos que (up,)nen
converge para u em V se lim,,_,~ d(u,,u) = 0 em F. Portanto. d e || - || sdo fungdes
continuas sobre V, isto &, se lim,_,oc 2, = x € v € V, entdo lim,_, ||z ul = ||zul]
(prove isto!).
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Proposicio 7.10 Seja (V, || -||) um espaco vetorial normado sobre R. Endo || - || provém
de um produto interno sobre V se, e somente se, || - || satisfaz a identidade do paralelo-
gramo.

Prova. A ida segue do Teorema 7.8. Reciprocamente, a identidade de polarizacdo sugere
que consideremos a fungdo f : V x V — R definida como

1 1
Flu,v) = 2t v]? = flu=v|?) = S+ v]* = fJul* = |[vI7).
E claro que f(u,u) = |[ul|> > 0, paratodou € V, e f(u,u) = 0 se, e somente se,

u = 0. Além disso, f(u,v) = f(v,u), para todos u,v € V. Dados u,v,w € V,
usando a identidade do paralelogramo e algumas manipulagdes, obtemos

8(f(u,w) + f(v,w))

2(fu+w? = ffu—w|? + v+ w|* — [[v —w|?)
2lha -+ wil? + [[v -+ wi?) — 2(lv — w2

[u —w?)

lu+v+2w|? - |lu+v—2w|?

4f(u+v,2w).

=+

Em particular, se v = 0, entdo 2f(u, w) = f(u,2w). Assim,
2f (u+ v, w) = f(u+v,2w) = 2 (u,w) + 2/(v, ).

E facil ver, pelo Exemplo 4.10, que f(ru,v) = rf(u,v), para todo r € Q. Dado
a € R, existe uma sequéncia (7, )nen € Seq(Q) tal que lim,,_, o 7, = a, de modo que
(rnu)pen € Seq(V) e limy, o, ,u = au. Como || - || é continua temos que

flau,v) = f(lim rpu,v) = lim f(rpu,v) = (lim r,)f(u,v) =af(u,v).

n—00 n—00 n—0o0
Portanto, f é um produto internos sobre V. Finalmente, 4 f(u,u) = |[u+u||? = 4|u/|?,
isto é, ||u|| = v/ f(u, u). Vale observar, com um pouco mais de trabalho, que esta prova
pode ser estendida para ' = C. [ |

Tendo definido o conceito de comprimento e distancia em um espaco com produto
interno qualquer, € natural perguntar: se o conceito de angulo pode ser generalizado? A
resposta é verdadeira se nosso corpo € os reais R, mas é falsa no corpo dos nimeros
complexos C. Seja V' um espago Euclidiano. Para quaisquer u,v € V — {0}, o dngulo
entre u e v € definido como o angulo # tal que 0 < § < 7w e (u,v) = |lul|||v| cosé.
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Note que o produto interno foi usada para definir a nocao de direcdo. Pela desigualdade

de Cauchy-Schwarz,
(u,v)

< <1
[[ul[[vl

e, assim, o adngulo § sempre existe e é tnico, pois cosf ndo muda quando u e v sdo
substituidos por au e bv, para todos a,b € R}.

Exercicios

1. Seja V um espago vetorial sobre F. Mostre que d é uma distincia sobre V se,
e somente se, (a) d(u,v) = 0 se, e somente se, u = v. (b) Para quaisquer
w,v,w e V,d(u,w) <d(u,v)+d(w,v).

2. Seja (V,d) um espago vetorial métrico. Mostre que as seguintes fungdes, sdo
distancias sobre V.

(a) di(u,v) =min{l,d(u,v)}, paratodos u,v € V.
(b) d2(u,v) = +/d(u,v), paratodos u,v € V.

(¢) d3(u,v) = 11823’2,), para todos u,v € V.

3. Sejam (V, d) um espaco vetorial métrico e f : V' — V qualquer fung¢@o injetora.
Mostre que di(u,v) = d(f(u), f(v)), para todos u,v € V, é uma distancia
sobre V.

4. Seja (V, d) um espago vetorial métrico. Mostre, para quaisquer u, v,w € V, que
|d(u7 V) - d<V7 W)’ < d(V, W)

5. Seja (V, ]| - ||) um espago vetorial normado. Mostre que se (uy,),en converge para
uem V, entdo (||uy||)nen converge para ||jul| em F.

6. Sejam V = R?e f(u,v) = 22191 + 2192 + 22y1 + 222 Calcule o angulo entre
osvetoresu = (1,1)ev = (1,—1).

7. Sejam V = R% u,v € V — {0} e 0 o angulo entre u e v. Mostre que (u,v) =
|[ul/||v|| cos 6 é equivalente a Lei dos Cossenos. Faca o mesmo para V = R3.

8. Seja V um espago com produto interno. Mostre que (u + v,u — v) = |jul|? —
2i Im(u,v) — ||v||?, para todos u,v € V. Mostre que se Im(u,v) = 0, entdo
(u,v) = 0 se, e somente se, |[u—v|| = ||[lu+ v|.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(Identidade de Apolénios?) Seja V' um espaco Euclidiano. Mostre que

1 1
Iw =l + lw —v|* = gl - v|[? +2llw — Slut )|,

paratodos u,v,w € V.

Seja V um espago vetorial com os produtos internos f e g. Mostre que se |[u||y =
[ully, para todo u € V, entdo f = g.

Seja (V.| - ||) um espago vetorial normado.

(a) Mostre que f : F' x V — V definida como f(z,u) = zu é continua.

(b) Mostre que g : V' x V' — V definida como g(u,v) = u + v € continua.
Sejam V um espago Euclidiano e u,v € V, com v # 0. Mostre que a funcao

f(x) = |[u+ zv|?, para todo = € R, possui um ponto de minimo.

Seja V' espago com produto interno. Mostre que ||[u + v|| = ||ul| + ||v]| se, e
somente se, u e v sido LD.

Seja V um espaco vetorial com os produtos internos f,g e dim V' = n. Mostre
que existe uma constante c independente de u tal que ||u||; < c¢||u]|¢, para todo
ucV.

(Desigualdade de Ptolomeu?) Seja V' um espago Euclidiano. Mostre que
[u = vl[|w]l < [[v = wll[[ul] + [[w —ullv], ¥ u,v,weV.

Conclua que a igualdade ocorre se, e somente se, 0 € {u,v,w} ou os vetores
u, v, w, 0 estdo sob um circulo em um subespacgo de dimensdo 2 em V' e os pares
(u,v) e (w,0) separam-se.

Seja (V.|| - ||) um espago vetorial normado sobre R, com dim V' = n. Mostre
que || - || provém de um produto interno sobre V' se, e somente se, o conjunto
E = {u €V :||u|| = 1} representa um elipsoide.

2 Apollonius de Perga, 282-190 a.C., matematico e astrénomo grego.
3Claudius Ptolemy, 100-170, matemético e astrdnomo grego.
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7.3 Ortogonalidade

Sejam V' um espago com produto interno, u € V e «, 3 subconjuntos de V,
denotamos por

(a, B) ={(u,v):ue€a,vep}e (up)={(uv):veps}

Sejam u,v € V. Diremos que u e v sdo orfogonais se (u,v) = 0 e denotamos por
u L v. Diremos que « e (3 sdo ortogonais se («,3) = {0} e denotamos por o L
3. Em particular, u L S quando (u,3) = {0}. E muito importante ressaltar que
ortogonalidade ndo é preservada por isomorfismo, ou seja, (u, v) = 0 ndo garante que
(T'(u), T(v)) = 0, confira 0 Exemplo 7.15 a seguir..

Proposicao 7.11 Seja V um espaco com produto interno. Entdo:
1. 0 L u, paratodou e V.
2. Seu L v, entdov | u, para todosu,v € V.

Seu L v, paratodov €V, entdou = 0.

Seul wev L w,entdio(u+v) L w,paratodosu,v,w € V.

A NS

Seu L v, entdo (au) L v, para todosu,v € Vea € F.

Prova. Vamos provar apenas o item (1). Como, para cada u € V fixado, a fungéo
f V. — F definida como f(v) = (v,u) € linear temos que f(0) = 0, ou seja,
(0,u) = 0. |

Sejam V' um espago com produto interno € o = (u)ses uma familia sobre V.
Diremos que « é um sistema ortonormal se (us,u;) = g, para todos s,t € S, e «
€ um sistema ortonormal completo se 0 € o Unico vetor ortogonal a qualquer vetor de
«. Quando S for finito, diremos que « € um sistema de coordenadas cartesianas. Por
exemplo, F™ possuiu um sistema de coordenadas cartesianas o = {eq,...,ep}.

Teorema 7.12 Seja V um espaco com produto interno. Se o for um sistema ortonormal
sobre V, entdo o é L1I.

Prova. Sejam ug,, .. ., u,, vetores distintos de ave x1, ..., x, € F tais que

TilUg, + -+ + xTpus, = 0.
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Entdo 0 = (0,u,;) = D1 xi(us,,us;) = xj. Assim, z; = 0, paraj = 1,...,n.
Portanto, v € L1. [ ]

Sejam V' um espago com produto interno e o = (u)ses uma familia sobre V.
Diremos que « é ortogonal se ugs L uy, para todos s,¢t € .S.

Corolario 7.13 Seja V' um espaco com produto interno. com dimV = n. Se a =
{ui,...,u,} for um sistema ortonormal sobre V, entdo o é uma base ortogonal de V.

Prova. Fica como um exercicio. [ ]

Exemplo 7.14 Seja V' = F? com o produto interno do Exemplo 7.3. Mostre que o =
{(2,1),(—3,1)} é uma base ortogonal de V.

Solucédo. Como ((2,1),(-3,1)) =2(-3) —2-1—1(-3)+5-1-1 = 0 temos que 08
vetores (2,1) e (—3,1) sdo LI. Portanto, 5 é uma base ortogonal de V. |

Exemplo 7.15 Seja V. = P1(F) com o produto interno do Exemplo 7.2. Mostre que
a ={1,1 — 2z} é uma base ortogonal de V.

Solucdo. Como (1,1 — 2z) = 0 temos que os vetores 1 e 1 — 2z sdo LI. Portanto, «
é uma base ortogonal de V. Observe que se 2 for o espaco do Exemplo 7.14, entdio a
fungio T : F?2 — Py (F) definida como T'(a, b) = a + bx é claramente um isomorfismo.
Assim, ((2,1),(=3,1)) = 0, mas (1'(2,1),T(-3,1)) = —%7, ou seja, 1" ndo preserva
ortogonalidade. |

Exemplo 7.16 Seja V = [? com o produto interno do Exemplo 7.4. Mostre que o =
{e1,...,en,...}, come, = (Opn)ken € V, é um sistema ortonormal sobre V', mas ndo
é uma base ortogonal de V.

Solucio. E claro que (e, €n) = Omn, isto é, a é um sistema ortonormal de V. Assim,
aé LI, masV # R[a], poisu= (n"1),eny € Veu¢ Ral. u

Sejam V' um espago com produto interno e « = {uy,...,u,} uma base orto-
gonal de V. Entdo ¢ fécil verificar que u = ) " | 2;u;, para todo u € V, com
x; = (u,u;)||u]| 72 € F. Neste caso, [u], = (71, ...,7,). Osescalares x; chamam-se
coeficientes de Fourier* de u em relagio 4 base o ou as componentes de u na direcdo de
u; e a expressdo para u no lado direito chama-se expansdo de Fourier de u em relagdo a
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:u-xiu,-

'~
0 X; W; [u,]

Figura 7.1: Projecdo de u sobre F'[u,].

base a. Os x;u; sdo os vetores projecdes de u sobre F'[u;]. Neste caso, (u—z;u;) L u;,
parai = 1,...,n, confira Figura 7.1.

Exemplo 7.17 Sejam V = R? com o produto interno usual e o = {(1,1),(—1,1)}.
Mostre que o é uma base ortogonal de V. Calcule [(2,3)]a.

Solucdo. E claro que ((1,1), (—1,1)) = 0. Assim, a é uma base ortogonal de V. como
z1 =2 ey = 5 temos que [(2,3)]o = 3(5,1)". [

Exemplo 7.18 Sejam V' um espaco com produto interno e u € V. Mostre que u L v
se, e somente se, |u|| < |[u — av||, para todo a € F, ou se, e somente se, |[u+ av| =
|lu—av||, para todo a € F.

Solugdo. Se u L v, entdo ||u — av||?> = ||ul|®> — 2Re(u,av) + |lav||? implica que
lu—av]||? > ||u||?, pois |[av||?> > 0, para todo a € F. Reciprocamente, se v = 0, nada
hd para ser provado. Se v # 0O e ||u|| < |ju — av]||, para todo a € F', entdo

—2Re(u, av) + [lav|® = [u - av|® — [lul* > 0.

Vamos escolher a = (u, v)||v||~2, de modo que (u, av) seja um nimero real. Assim,
—|{u, v)|?||v||=2 > 0. Portanto, (u,v) = 0ouu L v. ]

Exercicios

1. Sejam V' = F™ um espago com produto interno e A € F™*". Mostre que A*A é
diagonal se, e somente se, C; L C; =0,se? # j,em V.

*Jean-Baptiste Joseph Fourier, 1768-1830, matematico e fisico francés.
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2. Seja V = F™* com o produto interno usual. Mostre que
a=1{(1,1,0,-1),(1,2,1,3),(1,1,-9,2),(16,—13,1,3)}

¢ uma base ortogonal de V. Calcule [(a, b, ¢, d)]q.-

3. Sejam V um espago com produto interno e x, y, z,t € F. Mostre que se u,v € V
forem ortogonais e unitérios, entdo

(ru+yv) L (zu+tv) © xz+yt =0.

4. (Teorema de Pitagoras) Sejam V' um espaco com produto interno e vetores
ui,...,u, € V. Mostre que se u; L uj, quando ¢ # j, entdo

lag 4 P = ]+ [

5. Sejam V' um espago Euclidiano, S = {v e V : |v| =1} e f : S — R afung¢io
definida como f(v) = |ju — v||, para qualquer vetor unitdriou € V.

(a) Mostre que o valor maximo de f é 2 e o valor minimo de f é 0.
(b) Mostre que f(v) = v/2 se, e somente se, u L v.

6. Sejam V = P,(R) e cg,...,c, € R distintos aos pares. Mostre que a fungéo
( (z),q(x)) = d7p( Z) (¢i) € um produto interno sobre V. Conclua que
Li(z) = ILizk(ci — c)™ 1(x — ¢;,) formam uma base ortonormal de V.

7.4 Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Sejam V' um espago com produto interno e « = {uy, ..., u,} qualquer lista de
vetores LI em V. Entdo podemos construir vetores ortogonais vy, ..., v, em V tal que
alista 8 = {vy,...,vk} seja uma base de W = F[uy,...,ux], parak = 1,...,n

como segue: para iniciar o processo vamos escolher v; como qualquer um dos vetores
da lista o, digamos v = u;. Ja vimos, na Figura 7.1. que o vetor

vy = uy — (ug, vi)|vi]| ?v1
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¢ ortogonal ao vetor vy e € claro que F[vi,va] = F[uj,us]. Como os vetores de
F[vy,vs] sdo da forma x1vy + zovy e us ¢ F[vy, vo] temos que

<Ll3 — ($1V1 + 1}2V2),V1> =0& 2 = <U3,V1>||V1||_2.
De modo andlogo, 2 = (u3, va)||va|| 2. Logo, o vetor
vy =u3 — (u3, vi)||vi] 72v1 — (us, va)||va|| “?va

é tal que vi L v3, vy L vge F[vy,ve,vs] = F[ui, us, us), confira Figura 7.2. Conti-
nuando desta maneira, obtemos uma base ortogonal 5 = {v1,..., v} de Fuy,..., ux],
em que

k
u, v;
vk:uk—zwvi,kzl,...,n.

Note que existem 2" tais bases. Este processo de ortogonalizagdo € conhecido como o
processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt.

3 |
1

vy Flu,, uz)

' Plus)

Figura 7.2: Projecdo de ug sobre F[uy, us].

Proposicao 7.19 Qualquer espaco com produto interno e dimensdo finita possui uma
base ortonormal.

Prova. Basta escolher wy, = || v || 1vg, comk =1,...,n = dim V. ]

Exemplo 7.20 Sejam V = R3 com o produto interno usual e o = {v1,uz,u3}, com
u = (3,0,-3),us = (—1,1,2) eus = (2,1, 1) uma base de V. Determine a partir
de o uma base ortonormal de V.

SErhard Schmidt, 1876-1959, matematico alemdo.
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Solu¢ao. Pelo exposto, vamos escolher um vetor inicial wy, digamos
-1 _1
Wi = HulH u =2 2(1,0,—1).

Assim, va = uy — (ug, wi)wy = 271(1,2,1) e wo = |[va| vy = 672(1,2,1).
Finalmente,

vy =u3 — (uz, wi)w; — (u3, wo)wp = 37(2, -2,2)

ews = ||vs]| vy = 37%(1, —1,1). Portanto, 8 = {w1, wa, w3} € uma base ortonor-
mal de V. Observe, para qualquer u = (z1, x2,z3) € V, que

3
T1 — 3 1+ 272 + 23 x1— X2+ T3

u= Z(u, W1>WZ = 5 w1 + 6 Wy + 3 W3.
=1

Portanto, a base 8* = {f1, fa, f3} de V*, a qual é dual a 3, é definida explicitamente
como os coeficientes de Fourier f;(u) = (u, w;) em relagdo a base /. |

Teorema 7.21 Sejam V' um espaco com produto interno, W qualquer subespaco de V
eucV.

1. Sew € W, entdo (u — w) L z, para todoz € W se, e somente se, |[u — WH2 =
inf{|lu—v|?:veW}
2. Se a melhor aproximacgao w de u por vetores de W existir, € inica.
3. SedimW =nea={vy,...,v,} for qualquer base ortogonal de W, entdo
n
w = Z<U,Vz‘>HVz'||72Vi
i=1
é a melhor aproximagdo de u por vetores de W e d(u, W) = ||lu — w]].

Prova. Primeiro confira o Exemplo 7.18 com W = F[v] e, para qualquer v € W,
u—v=(u—w)+ (w—v)implica que

|[u—v|?*=|u—w|*+2Re(u —w,w —v) + |w — v|? (7.3)
Se (u—w) L z, paratodoz € W, entdo |[u — v|? > |ju— w]|? poisw —v € W,

|[w — v||? > 0 e 0 minimo ocorre quando v = w. Reciprocamente, se v = w, nada h4
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2, para todo v € W, entio, pela

para ser provado. Sev # we [u—w|? < |lu—v
equacdo (7.3),

2Re(u — w,w —v) +[|v - w|® = lu—v|* ~ [lu-w]|* >0,

de modo que 2Re(u — w, z) + ||z||? > 0, paratodo z = w — v € W. Vamos escolher
z=—(u—w,w—v)|w—v||2(w — v), para que (u — w, z) seja um nimero real.
Assim,

—|u—-w,w—-Vv)|lw—v|[| >0 (u-w,w—v) =0.

Portanto, (u — w) L z, paratodo z € W. (2) Seja w; € W outra melhor aproximagao

de u por vetores de W. Entdo ||u — w||? < [[u—wi||? e |Jlu— wi|? < |lu— w|?, de
modo que |[u — w||? = ||[u — w1||%2. Logo, pela equacio (7.3),
la = wi® = [[(u—w1) + (w1 = w)[* = [u— wi ] + w1 — w]?

implica que w; = w. (3) Como z = Y1 (z,v;)||vi|| "2V, temos, depois de alguns
célculos, que

n n

(u—w,z) => (2, vi)(w,vi)[vil| > =Y _(w,v){z, vi)[lvi[ 7> = 0.

i=1 i=1

Portanto, w é o ponto de minimo da fungéo f : W — F definida como f(x) = ||x—u]|%.
Mais explicitamente, se S = {x € W : ||x — u|| < [Jul|}, entdo S é “compacto” e
f S — F definida como f(x) = ||x — ul| possui o valor minimo d(u, W) = f(w) =
lu — w]|. Isto é uma generalizagio da distancia de um ponto a um plano em R?. [ ]

Vamos finalizar esta secdo com a formulacdo matricial do processo de ortogona-
lizagdo de Gram-Schmidt. Seja o = {uy, . . . , u,} qualquer base de ¥ 'com um produto
interno. Entdo j4 vimos que os vetores

k—1
Vi = uy — Z(uk,WZ)W,- e wip = |[vil vk =1,...,n,
i=1
formavam uma base ortogonal e uma base ortonormal de V. Pondo ¢;; = ||v;|| e t;; =
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<uj,wi> = <Wi7 uj>, com ¢ < j, obtemos v; =t;w e

n—1

up = {11W1, U2 = t19W1 + f2oWa, ..., Uy = g tinWi + tpn Wy,
i=1

Assim, considerando as matrizes A, Q e R cujas colunas sio as coordenadas dos vetores
u;,wjet; = (tij,...,tn;), respectivamente, de modo que A = QR. Portanto, para
cada A € R™ ™, cujas colunas sdo LI, existe uma matriz ortogonal Q e uma matriz
triangular superior R tal que A = QR, ou seja, a matriz A possui uma fatoracdo QR
em uma matriz ortogonal Q e uma matriz triangular superior R. Pelo Exemplo 7.20, as
matrizes A, Q e R sao:

1 1 3 1

3 -1 2 VARV Y V2 5 7
0 1 1 0 2 _ 1 e 0 V6 5
’ VA 2 6

-3 2 1 1 1 1 2/3
V2 V6 V3 0 0 ==

Observe que o sistema AX = B é equivalente ao sistema RX = Q'B.

Exercicios

1. Seja V' um espago com produto interno. Mostre que se (xru+yv) L w, entdo ndo
¢ verdade, em geral,queu L. wev L w.

2. Sejam V = F?e f(u,v) = 2z1y1 + 21y2 + T2y1 + 2yo. Determine uma base
ortonormal de V' a partir da base o = {(—1,1), (1,1)}.

3. Seja V um espago com produto interno e dim V' = n. Mostre que V' € isomorfo a
EF™, como um espago com produto interno.

4. Sejam V =R[z] e
1
(Fla)ae) = [ regterar
Determine uma base ortonormal de V' a partir da base candnica de V.

5. Seja V = R3 com o produto interno usual. Determine uma base ortonormal para
o subespaco W = {(z,y,2) € V:x —y+ 2z = 0} de V e a distancia d(u, W),
comu = (1,2,3).
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7.5 Complementar Ortogonal

Sejam V um espago com produto interno e S um subconjunto ndo vazio de V. O
complementar ortogonal de 5 em V' € o conjunto

Br={veV:(v,u) =0, VuEﬁ}zﬂ{vEV:(v,u>:0}.
ueg

Observe, pelos itens (1), (4) e (5) da Proposigdo 7.11, que 3+ é um subespaco de V' se
B for um subespaco ou ndo de V. Note, também, pelos itens (1) e (3) da Proposigdo
7.11, que {0}* = Ve V! = {0}.

Exemplo 7.22 Seja W = F[(1,0,1,0),(1,1,0,0)] um subespaco de F* munido com o
produto interno usual. Determine W .

Solucio. Pelo exposto, u = (z,y, z,t) € W+ se, e somente se,

(u,(1,0,1,0)) =0 e (u,(1,1,0,0)) =0,

isto é, resolver o sistemaz +z = 0ex+y = 0. Assim, z = —z, y = z e z, L quaisquer.
Portanto, W+ = F[(—1,1,1,0),(0,0,0,1)]. Note que W N W+ = {(0,0,0,0)} e
Fr=waow ]

Teorema 7.23 (Teorema da Projecao) Sejam V' um espaco com produto interno e W
um subespago de V, com dim W = k. Entdo V =W & wt.

Prova. Como dim W = k temos, pelo processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt,
que W contém uma base ortonormal 5 = {ui, ..., ux}. Assim, paracada v € V existe,
pelo item (3) do Teorema 7.21, um tnico vetor

w = (v,up)u; + -+ (v,up)uy € W,

talque v—w € wt. Logo,v=w+(v—w) € W +W-=L. Portanto, V = W+ W+, de
modo que V' = W@W, pois WNW+ = {0}. Vale lembrar que a melhor aproximagio
w € proje¢do de v sobre W ou a expansdo de Fourier de v em relagéo a base (. [ |

E muito importante ressaltar o seguinte: se a dimensdo de W, no Teorema 7.23,
for infinita o resultado é, em geral, falso. Por exemplo, consideremos o espaco V = [?
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do Exemplo 7.16 e W = R[a]. Entdo
Wt={veV:(v,u)=0, YV ueW}={0},

pois se v = (y,) € W+, entdo y, = (v,e,) = 0, para todo n € N, de modo que
v = 0. Portanto, W @ W+ = W # V. Note que o é um conjunto ortonormal maximal
(completo), pois ndo existe v = (y,) € W+ diferente do vetor nulo.

Teorema 7.24 Sejam V' um espaco com produto interno e U, W subespacos de V. En-
tdo as seguintes condicoes sdo equivalentes:

1. V=U®W eU LW (Soma Direta Ortogonal);
2V=UaWeW =U";
33 V=UaWeW CU™

Prova. (1 = 2) Como U | W temos que W C U~. Por outro lado, se v € U, entio
existeumu € U eum w € W tal que v = u + w, de modo que

0= (u,v)=(u,u+w)=(u,u) + (u,w) = (u,u)

implicaque u = 0 e v =w € W. Assim, U~ C W. Portanto, W = U. A implicacio
(2 = 3) éclara. (3= 1) Como W C U+ temos que U L W. |

Proposicao 7.25 Sejam V' um espaco com produto interno, com dimV = n, e W um
subespaco de V. Entdo V.= W © W+ se, e somente se, existirum E € L(V) tal que
ImE =W, ker E = W+ e E(w) = w, para todo w € W.

Prova. Se V = W @ W+, basta definir £ : V — V como E(w + u) = w, para todo
w € W eu € W. Reciprocamente, cada vetor v € V pode ser escrito sob a forma

v=FE(WV)+(v—E(WV)),

onde E(v) € Wev — E(v) € Wt Assim, V = W 4+ W', E facil verificar que
W N W+ = {0}. Portanto, V = W @ W+, |

O operador E definido na Proposicdo 7.25 chama-se projecdo ortogonal de V
sobre W. Em particular, se « = {uy, ..., u;} for uma base ortonormal de W, entdo

E(v) = (v,upu; +--- + (v,u)uy,
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IEWV)| < [|v] ed(v,W) =|v— E(v)], paratodo v € V. Além disso, F' € L(V)
definido como F(v) = v — F(v) é a projegio ortogonal de V' sobre T/ . Neste caso,
o processo de Gram-Schmidt pode ser descrito geometricamente como segue: sejam V'

um espaco com produto interno e &« = {uy, ..., u,} qualquer lista de vetores LI em V.
Entio definimos F; = I e F}, a projecio ortogonal de V' sobre F[uy, ..., uj_1]*, para
k = 2,...,n. Portanto, os vetores

VE = E(uk),k = 1,...,n,
formam uma base ortogonal de W = F'[a].

Exemplo 7.26 Seja W = R[(1,1,1,1), (1, -3, 4, —2)] um subespaco de V.= R* com
o produto interno usual. Determine a melhor aproximacdo de v = (1,3,5,7) sobre W

ed(v,W).
Solugio. Como ((1,1,1,1),(1,—3,4,—2)) = 0 temos que eles formam uma base or-
togonal 3 de W. Entdo os coeficientes de Fourier v em relacdo a § sdo: z1 = 4 e
To = —%. Assim,
1
P(v)=z1(1,1,1,1) + z2o(1,-3,4,-2) = 5(59,63, 56, 62).
Portanto, d(v, W) = [|[v — P(v)| = {/4470. |

Exemplo 7.27 Seja R? com o produto interno usual. Determine a solugdo do sistema

T+2y—2z = 1
2r4+y—22 = 6
r+8y—6z = -7

mais proxima do vetor 0 = (0,0,0) € R3.

Solucao. Pelo Teorema 2.21, basta escalonar a matriz

1 2 1|1 00 10 5[% =20
218010_}__)01—22—%0
-2 -2 6|0 0 1 00 o0z 21
-1 =6 7[00 0 00 0% —3 0

Portanto, x = £(11,—4.0) + #(2,2,3), para todo ¢ € R, ¢ a solugéo geral do sistema.
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Seja W = R][(2,2,3)] o espago solucio do sistema homogéneo. Observe que W = L+
do espaco linha da matriz dos coeficientes A. Entio o nosso problema é encontrar
v € W que minimize ||x — x,]|, ou seja, d(x,, V). Uma base ortonormal de W é
{u= \/%(2, 2,3)} e P(xp) = (xp, m)u = %(2, 2,3). Logo,

1 14 1
X0 = %p + Pxp) = 5(11,-4,0) + £7(2,2,3) = - (215, ~40,42)

¢ a soluc@o mais préxima do vetor 0 = (0,0, 0). |

Vamos finalizar esta seco apresentando um método alternativo para obter a matriz
da projecdo ortogonal se V' = F™ for um espaco com produto interno.

Lema 7.28 Seja A € F™*¥ cujas colunas sdo LI. Entdo A*A é ndo singular.

Prova. Pelo Exemplo 4.38, temos que & = p(A) = p(A*A). Portanto, A*A é ndo
singular. |

Teorema 7.29 Sejam W um subespaco de V e f = {uy, ..., ux} qualquer base de W.
Se A € F™F for a matriz cujas colunas sdo os vetores w;, entdo P = A(A*A)"1A*
é a matriz da projecdo ortogonal E € L(V), a qual chama-se matriz da projecao orto-
gonal para W.

Prova. Suponhamos que A = (uy,...,u;) € F™* Entio AX é um elemento do
espaco linha de A, para algum X € F**1 Assim, para cada Y € F™*! temos, pelo
Lema 7.28, que

(Y - AX,[u;]) =02 A" (Y - AX) =0 & X = (A*A)'A*Y
Portanto, EY = AX = A(A*A)"1A*Y,de modo que E = A(A*A)"tA*. ]

E muito importante ressaltar que a matriz da projecio ortogonal para W néo de-
pende da base f3, pois se B € F™** for outra matriz, entdo existe uma matriz nio
singular Q € F**¥ tal que A = BQ. Assim, depois de alguns calculos,

E=A(A*A)"'A* =BQ((BQ)'BQ) 'BQ* = B(B*B) 'B".

Lembre-se que A*A € a matiz de Gram induzida pelo produto interno. Em particular,
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se escolhermos uma base ortonormal de W, entdo B*B =1 e

k k
E=BB =) C,;C; ¢ p(E)=) p(C,;C}).
j=1

Jj=1

Exemplo 7.30 Seja W = {(z,y,2) € R® : & — y + z = 0} um subespaco de V = R3
com o produto interno usual. Determine a melhor aproximagdo de v = (1,2, 3) sobre

Wed(v,W).
Solucio. E ficil verificar que # = {(1,1,0), (0,1,1)} é uma base de V. Entdo

10
B (21 a1 12 1
a=(1 aa=(1) eanr=5( 2 )

Assim,
-1

. 2 1
P:A(A*A)_lA*:§ 12 1
-1 1

Pondo Y = [v], obtemos PY = 1(1,8,7)". Portanto, w = P(v) = 1(1,8,7) e
d(v, W) = v — wl = 2V3.

Exercicios

1. Sejam T € L(F3) definido como T'(z,y,2) = (z,2 —y,—2) e W = kerT.
Encontre uma base ortonormal de W=:

(a) Em relagdo ao produto interno usual.

(b) Em relagdo ao produto interno (u,v) = 2x1x9 + y1y2 + 421 22.

2. Seja W = F[(1,1,0),(0,1,1)] um subespago de V = F com o produto interno
usual. Determine Wt e T € £(V) talque InT = W eker T = W+,

3. Sejam V = F3, com (u,v) = 2129 + 4y1ys + 32122, T € L(V) definido como
T(z,y,2) = (r —y,0,2) e W = ker T. Encontre bases ortogonais de W e W+,
Use estas bases para determinar uma base ortogonal de V.
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10.

11.

12.

Seja W = F[(1,0,-1),(0,1,1)] um subespago de V = F?3 com o produto in-
terno usual. Determine W+ e T € L(V) diagonalizavel tal que ImT = W e
ker T = W+,

Seja 8 = {(1,0,1),(1,1,0),(2,1,1)} um subconjunto de V= F*3 com o produto
interno usual. Determine 8-+. Se 8 = [(1,0, 1), (1,1,0), (0,1, 1)], o que seria 3-?
Encontre bases ortogonais de 3 e 3.

Sejam u; = (1,0, -2,1),us = (4,3,0,—1),u3z = (0,-3,-8,5) € F* como
produto interno usual, e W = F[u;]. Ache bases ortonormais de W e w+.

Seja {uy, ..., ux} uma base ortogonal de V', com um produto interno. Mostre que
{kiuy, ..., k,u;} é uma base ortogonal de V, para todo k; € F'*.
Seja W = F[(1,1,1,1),(1,-1,2,2), (1,2, —3, —4)] um subespago de F*, com

o produto interno usual. Determine a melhor aproximagdo de v = (1,2, —3,4) €
F* sobre .

Seja V = C([—1,1],R) o espaco das fun¢des continuas, com

1
(f.9) = / gty

e W = R[1,z, 2%, 23] um subespaco de V. Determine a melhor aproximagio de
f(z) = e” sobre W.

Sejam V = F?*2 com f(A,B) = tr(B*A)e W = {A € V : A* = A}.
Determine uma base ortogonal de W .

SejaW ={feV:f(—x)=—f(z), paratodo x € [—1,1]} um subespaco de
V do Exercicio (9). Determine W .

Sejam V um espaco com produto interno, dim V' = n e U, W subespacos de V.
Mostre que:

(a) ULl =UeU C W se, e somente se, W+ C UL.

b) (U+W)t=UrnWheUnW):=U++W=
(c) Se (v,U +U+) =0, entdiov = 0.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Sejam V' um espaco com produto interno e u, v € V vetores unitarios. Mostre,
sem usar a desigualdade de Cauchy-Schwarz, que |(u,v)| < 1. Use isto, para
deduzir uma outra prova da desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Sejam V' um espaco com produto interno, W um subespagco de V e u € V satis-
faga (u, w) + (w,u) < (w, w), para todo w € W. Mostre que u € W+,

Sejam V um espaco com produto interno, com dim V' = n, e H um subespaco de
V,comdimH =n — 1.

(a) Mostre que existe um vetor unitirion € Vtalque H = {x € V : (x,n) =
0}.

(b) Definaw = x — 2(x,n)n, paracadax € V. Mostre que x —w € Ht e
s(x+w) € H.

(c) Mostre que R : V' — V definida como R(x) = w € linear e R?> = I, ou
seja, R é¢ uma reflexdo de V em H paralela a n.

Sejam V' um espago Euclidianoe S = {x € V : ||x|| = |Ju|}, paracadau € V.
Mostre que (u, w) = 0, para algum w € V, se, e somente se, S N r = {u}, em
quer ={u+tw:t e R}

Sejam V' um espago Euclidianoe S = {x € V' : (x—u) L (x—v)}, para vetores
u, v € V distintos. Mostre que S é uma esfera, isto é, S = {x € V : |[|[x —x¢|| =
R},comxy € VeR>0.

Sejam A € F?*2eTp € L(V),com V = F?*! um espaco Euclidiano. Mostre
que se (T'(X), X) = 0, paratodo X € V, entdo A = \(Eg2; — Eq2), para algum
AeF.

Sejam V' um espago com produto interno e T € L(V). Mostre que se o« =
{uy,...,u,} for uma base ortonormal de V, entdo [T|% = ((T'(u;), u;)).

Sejam V' um espaco com produto interno e &« = {uy,...,u;} umalistaem V e
G, = ((u;,u;)). Mostre que o é LD se, e somente se, det G, = 0.

Sejam V' = F™ um espaco com produto interno e 7" € L(V) tal que T'(e;) = u;,

parai =1,...,n,emque § = {uy,...,u,} é uma base ortonormal de V. Mostre
que ||T(u) — T'(v)|| = ||lu — v||, para todos u,v € V. Conclua que 7" ¢ um
isomorfismo.
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22. (Desigualdade de Bessel®) Sejam V' um espaco com produto interno e § =
{ui,...,u;} um sistema ortonormal de V. Mostre que

n
Yol < v|? v oveV.
i=1
Além disso, se W = F[f], entdo as seguintes condi¢des sdo equivalentes:

(a) we W,
() Yo, [{w,w;)|? = ||w]|?; (Identidade de Bessel)
©) w=> " (W, w)u;

(d) (w,v) =>"" (w,u;)(u;,v), paratodov € V.

23. (Identidade de Parseval’) Sejam V um espago com produto interno e 3 =
{ui,...,u;} uma base ortonormal de V. Mostre que

(v,w) = (v,u)(w,u) + -+ (v,u,)(w,u,), Vv,weV.

24. Sejam V = R? um espaco Euclidiano e 0, ¢ € [0, 7]. Mostre que

cos( — ¢) = cosf cos ¢ + sen fsen ¢.

25. Sejam V um espago Euclidiano, u € V e W um subespago de V, com uma
base o = {v1,...,v,}. Mostre que d(u, W)? = G(a)"'G({u} U a), em que
G(a) = det((u;, uy)) € o determinante de Gram.

26. Sejam V' um espago com produto interno e « = {uy,...,u,} uma base de V.
Mostre que existem tnicos v, ..., v, € V tais que (u;,v;) = d;;. Conclua que
as bases ortonormais de V' sdo precisamente as bases autoduais.

27. Sejam ay, ..., a, € R e A € R. Mostre que

n n n
S var <Y a Y e
=1 =1 =1

Friedrich Wilhelm Bessel, 1784-1846, matematico, fisico e astrénomo alemao.
"Marc-Antoine Parseval des Chénes, 1755-1836, matematico francés.
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Conclua que a igualdade ocorre se, e somente se, A = 2"l ou A # 271 eq; =

e = Q.

28. Sejam V um espago com produto interno e § = {uy, ..., u;} uma base ortonor-
mal de V. Mostre que

n

£(S,T) = (S(w), T(wm)), ¥V 5,T € L(V),

i=1
¢ um produto interno sobre £(V).

29. Sejam V' um espaco com produto interno e 7' € L(V'). Mostre que se v € V for
qualquer vetor unitdrio, entdo

(T(v),v)(v,T(v)) <(T(v), T(v)).

Conclua que se A € C"" e X € C™*!, com ||X|| = 1, entdo [ X*AX| < [|AX]|
e a igualdade ocorre se, e somente se, X for um autovetor de A.
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Operadores em Espacos
com Produto Internos

O objetivo deste capitulo € estudar a estrutura de certos tipos especiais de opera-
dores lineares em espagos com produto internos reais e complexos de dimensao finita.
Para definir esses operadores, introduzimos outro tipo de adjunto, diferente do opera-
dor adjunto do Capitulo 4. Além disso, vamos classificar as conicas e as superficies
quaadricas.

8.1 Operador Adjunto

Vamos iniciar, esta secdo, tratando os funcionais lineares em um espago com pro-
duto interno e sua relagdo com o produto interno. Usaremos esse resultado para provar
a existéncia do “adjunto” de um operador linear 7" sobre V.

Sejam V' um espago com produto interno e v € V fixado. Entdo a fungdo fy :
V' — F definida como

fv(u) =(u,v), VueV,

¢ um funcional linear (prove isto!).

Teorema 8.1 (Teorema da Representacdo de Riesz) ' Sejam V um espaco com pro-

'Frigyes Riesz, 1880-1956, matemdtico hiingaro.
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duto interno e dimV = n. Entdo f € V* se, e somente se, existir um tinico v € Vial
que f(u) = (u,vy), paratodou € V.

Prova. Se f = 0, entdo existe um vy = 0 € V. Se f # 0, entdio W = ker f
¢ um subespago de V, com dimW = n — 1. Assim, V = W @ F|[v], para algum
v € W+, Logo, pela Proposi¢io 7.25, existe uma projecdo ortogonal P de V' sobre
F[v]. Portanto, f(u) = f(P(u)), para todo u € V. Por outro lado, para qualquer vetor
ndo nulo w € W+, obtemos

_{uw) _ (uw)
P(U) - ||WH2 € f(II) - HWH2 f(w)v
paratodou € V. Escolha vy = ||v|2f(v)v € V. [ ]

E muito importante ressaltar que o Teorema 8.1 prova que a fun¢io 7" : V — V*
definida como T'(v) = f, = (-, v), para todo v € V é um isomorfismo conjugado.
Em particular, se V= R" com o produto interno usual e f € V*. Entdo existe um
tnico v = (¢1,...,¢,) € V tal que f(x1,...,2,) = 121 + -+ + ¢pxp. Quando
n = 3,u,v € V fixados e f € V* definido como f(w) = det([u] [v] [w]), para todo
w € V. Entdo existe um tinico produto vetorial u x v € V tal que

fw)=(uxv,w), VweV

Exemplo 8.2 Sejam V' = P3(R), com o produto interno do Exemplo 7.2, e t = 1,
determine g¢(x) € V tal que (f(z), g:(x)) = f(t), para todo f(x) € V.

Solucfo. Seja g;(z) = ag + a1z + asx?® € V. Entio

= (1, gt(az)>—a0+ a1+ a2
)

t = <x gi(x)) = an —|— a1 —|— ag

2 = < 9t(x)) = CLO + a1 + a2
Assim, resolvendo o sistema, obtemos ag = 3,a; = —24 e ag = 30. Portanto, g;(x) =
3 — 242 + 3022 u

E muito importante, de um ponto de vista tedrica e didatica, o seguinte: se a di-
mensdo de V', no Teorema 8.1, for infinita o resultado é, em geral, falso, confira exemplo
a seguir.
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Exemplo 8.3 Seja V' = C|x] munido com o produto interno

ot = [ g = 35

para todos f(x) = Y "y a;x’, g(x) = Y5 _bja? € V. Cada c € C fixado, induz um
L. € V* definido como L.(f(x)) = f(c). Mostre que ndo existe um g(x) € V tal que
Le(f(x)) = (f(2), g(x)), para todo f(x) € V.

Solucéo. Suponhamos, por absurdo, que um tal g(z) exista. Entdo

1 [
= | ratar
Pondo h(x) =z — c € V,de modo que (h - f)(c) =0e

1
0= /0 onoror

para todo f(z) € V. Em particular, para f(x) = h(x)g(x), obtemos

/ |h(t)g(t)|*dt = 0.

Isto implica que h(x)g(z) = 0. Como h(x) # 0 temos que g(x) = 0, o que é uma
contradicéo, pois L. # 0. ]

Teorema 8.4 Sejam V' um espaco com produto interno, dimV =neT € L(V). Entdo
existe um tinico T* € L(V) tal que (T'(u),v) = (u,T*(v)), para todos u,v € V.

Prova. Cada v € V fixado, induz um f, € V* definida como fy(u) = (T'(u),v),
para todo u € V. Assim, pelo Teorema 8.1, existe um um dnico w € V tal que
fv(u) = (u,w), para todo u € V. Vamos definir 7% : V" — V como T*(v) = w,
de modo que (T'(u),v) = (u,T*(v)), para todos u,v € V. E claro que T* estd bem
definido e € tnico. Dados v,w € V e a € F', obtemos

(W (v+aw)) = (T(u),v+aw) = (T(u)

V) +a < (u), w)
= (W,T7(v)) +a(u, T*(w)) = (u,

T*(v) + aT™(w)),

para todo u € V. Portanto, T*(v + aw) = T*(v) + aT*(w) e T* € L(V). [ ]
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Sejam V' um espaco com produto interno, 8 = {uy,...,u,} qualquer base orto-
normal de V e T' € L(V). Entao, pelo Exercicio (20) da Secéo 7.5,

(715 = (T (uy), w)),
poisu=>"  (u,u;)u;, paratodou € V,e tr(T) = > (T(uw;), u;)..

Proposicao 8.5 Sejam V' um espagco com produto interno, dimV = neT € L(V).
Entdo [T*] = A*, em que A = [T| é a matriz de T em relacdo a qualquer base
ortonormal de V.

Prova. Fica como um exercicio. [ ]

Sejam V' um espago com produto interno e 7' € L(V'). Diremos que 7" possui um
operador adjunto sobre V' se existir um 7 € L(V') tal que

(T(),v) = (0, T*(v)), ¥ u,v V.

Quando dim V' = n o operador adjunto sempre existe. E muito importante observar que
T* depende somente de 7', mas nao do produto interno sobre V.

Exemplo 8.6 Sejam V' = % com o produto interno usual e T € L(V') definido como
T(z,y) = (x + 2y,y). Determine T*.

Solucdo. Um modo de fazer isto é calculando (u,7™(v)). Neste caso, ¢ melhor usar a

Proposigao 8.5.
1 2 « (10

Portanto, 7% (z,y) = (z, 2z + y). |

Exemplo 8.7 Sejam V' = Clz| com o produto interno do Exemplo 8.3, h(x) € V fixado
e Ty, € L(V) definido como Ty, (f(x)) = h(z) f(x). Determine Tj'.

Solucdo. Sejam h(x) = S°F  a;a’ e h(z) = Y 7 a;2'. Entdo h(t) = h(t), para todo
t € R. Assim,

1 - 1 _
mmw»wm=Ahwﬂwwwzlfwmmwﬁzmmmmum.

Portanto, Ty = T7,. [ |
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Teorema 8.8 Sejam V' um espaco com produto interno e dim'V = n. Entdo a funcdo
Y L(V) — L(V) definida como (T) = T* satisfaz as seguintes condigdes:

I (S+T)"=8*+T*e(al)* =aT™.
2. (TS =8T eT™ = (T*)* =T.
3. Se T for ndo singular, entdo T* é ndo singular e (T*)~ = (T—1)*.
Prova. Vamos provar apenas o item (2). Como
(0, (T5)*(v)) = (T'S(n),v) = (S(u), T"(v)) = (u, S*T"(v)),
para todos u, v € V, temos que (7°S)* = S*T*. ]

E muito importante o seguinte. Sejam V um espago com produto interno e dim V' =
n. Entdo qualquer 7' € L(V') pode ser escrito de modo dnico sob a forma

1 1
T= 5(TJFT*) +i?(T —T%) =T + iT>.
7

Note que T} = Ty e T = T». Um operador T' € L(V) tal que T* = T chama-se
autoadjunto ou Hermitiano. Neste caso, 1" é autoadjunto se, e somente se, [7]S for uma
matriz Hermitiana, para qualquer base ortonormal a de V.

Teorema 8.9 Sejam V um espaco com produto interno, dimV =neT € L(V).

1. det(T™) = det(T).

2. kerT* = (ImT)* e ImT* = (ker T)*. Conclua que V.= ImT* @ ker T e
V =1ImT @ ker T*. Em particular, a equacdo T (u) = b possui uma solugdo se,
e somente se, b 1 v, para todo v € ker T™.

3. W é um subespaco invariante sob T se, e somente se, W for um subespaco
invariante sob T,

4. )\ é um autovalor de T se, e somente se, \ for um autovalor de T™.

5. Sejamuy e uy autovetores de T e T* associados com autovalores distintos, |1 # .
Entdo u; L us.

6. ker T"T =ker T e In T*T = Im T*. Conclua que p(T*T) = p(T*) = p(T).
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Prova. Vamos provar apenas os itens (2) e (6). Dado v € V, obtemos
ve(ImT)t 0= (T(u),v) = (u,T*(v)) & v € ker T".

Assim, ker T* = (ImT)*. Para o resto basta substituir 7' por 7* e tomar o perpen-
dicular. (6) E claro ker 7 C ker T*T. Por outro lado, u € ker T*T implica que
0= (u,0) = (u,T*T(u)) = (T(u),T(u)) = |[|T(u)||?, de modo que T'(u) = 0, isto
é,uckerT. [ ]

Vamos finalizar esta secdo apresentando um método alternativo para obter o me-
lhor X que resolva a equagdo AX = B mesmo que ela ndo possua solugdo.

Proposicao 8.10 Sejam V, W espacos com produto internos de dimensées finitas e T' €
L(V,W). Entdo para cadab € W, existe um vy € V tal que

IT(vo) — bl < [IT(v) - bl|, (8.1)
para todo v € V. Conclua que vo € V é uma solucdo do problema de minimizacdo se,

e somente se, v for uma solugdo do sistema normal 7*T'(v) = T"b.

Prova. Pelo Teorema 7.21, existe um 7'(v() € Im T que satisfaz (8.1). Isto ocorre se, e
somente se, I'(vo)—b L T'(v), paratodo v € V. Assim, a solucdo € caracterizada como
(T'(vg) — b, T(v)) = 0, para todo v € V, de modo que (T*T'(vo) — T*(b),v) = 0,
para todo v € V. Portanto, obtemos vy resolvendo o sistema 777 (vo) = T%(b) e
e = ||T'(vo) — bl é o erro. |

Exemplo 8.11 Seja R? com o produto interno usual. Determine o ajuste linear de mi-

nimos quadrados aos pontos Py = (x1,y1),..., Py = (Tn,yn) € R2, ndo todos sobre
uma reta vertical.

Solucdo. Seja y = ma + b a equaciio da reta desejada. Entdo AX = B, em que

Ty 1 Yn
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pela Proposi¢do 8.10, basta conhecer:

A*A — < 22:1 D DRE > A*B = < 2%1 ZiYi >
D ic1 Ti n ’ >t Yi

_ 1 n — D i T
AA) T — =ht )
( ) det A*A ( DI REED DA >

Note que det A*A # 0, pois existem 4, j, com ¢ # j, tais que x; # xj. Portanto,
resolvendo a equagio X = (A*A)~!A*B, obtemos m e b, ou seja,

~ ce—dn e b cd — ae
~ det A*A ~ det A*A’
emquea=>Y 1 22, c=> " xd=> " Tiyiee=> 1 Y. n

Exercicios

1. Mostre todas as afirmacdes deixadas nesta secao.

2. Sejam V' = C? com o produto interno usual e T € £(V') definido como T'(x,y) =
(x + iy, —2x — y). Determine T™*.

3. Sejam V um espago com produto interno e 7' € V* definido como 7'(x) = (x, V),
para cada v € V fixado. Determine 7 (a), para todo a € F.

4. Sejam V = F™ com o produto interno usuale 7' € £(V') definido como T'(z1, . ..,x,) =
(0,21,...,2p—1). Determine 7.

5. Sejam V' um espago com produto interno, « = {uy, ..., u,} qualquer base orto-
normalem V e T' € L(V). Mostre que T*(v) = > 1" | (v,T(u;))u;, para todo
velV.

6. Sejam V' = F com o produto interno usual e T € £(V) definido como T'(x,y, z) =
(x+y+2,32+y+ 22+ 3y + 32). Mostre que a equagdo 7'(x) = (3,10,1)
ndo possui solug¢io, mostrando que (3,10,1) ¢ (ker 7%)*.

7. Sejam V' = CJz] com o produto interno do Exemplo 8.3 ¢ D € L(V') definido
como D(f(z)) = f'(x). Mostre que D* ndo existe.

8. Sejam V um espaco com produto interno, dimV =neT € L(V).

Sumadrio 314



8.1.

Operador Adjunto Capitulo 8. Operadores em Espagos com Produto Internos

10.

11.

12.

13.

(a) Mostre que T € injetora se, e somente se, 1™ for sobrejetora.
(b) Mostre que 1" é sobrejetora se, e somente se, 1™ for injetora.
Sejam V um espaco com produto interno, dim V' = n e W um subespago de V.

Mostre que E € a projecdo ortogonal de V' sobre W se, e somente se,
E?=FE*=F

Sejam V' um espago com produto interno, dim V =ne T € L(V) tal que
T? = T. Mostre que as seguintes condicdes sio equivalentes:
(a) T é uma projecdo ortogonal;
(b) T* =T ou (T(u),v) = (u,T(v)), para todos u,v € V;
©) [|T(a)| < |lul|, paratodou € V.
Sejam V' um espago unitdrio (sobre F' = C) e T € L(V). Mostre que T é

autoadjunto se, e somente se, (1'(v),v) € R, para todo v € V. O que se pode
dizer sobre 1" quando F' = R?

Sejam V' um espago com produto interno e 7' € £(V') autoadjunto. Mostre que se
(I'(v),v) =0, paratodo v € V,entdo T' = O.

Sejam V' um espago com produto interno e 7' € £(V') autoadjunto.

(a) Mostre que qualquer autovalor A € F' de 7" é real.
(b) Mostre que se dimV = ne F' = R, entdo 7" possui um autovalor real.

(c) Mostre que autovetores de 1" associados com autovalores distintos sdo orto-
gonais.

(d) Mostre que V)\L é invariante sob 7', para todo autovalor A € F' de T'.
(e) Mostre que p(T") é autoadjunto, para todo p(x) € R[z].
(f) Mostre que ker T = ker T, para todo k € N.

(g) Mostre que se dim V' = n, entdo o polindmio minimal de 7" € um produto
de fatores lineares distintos (T é diagonalizavel).

14. Sejam V um espago com produto internoe Ty, v : V' — V definido como Ty v (x) =

(x,Vv)u, para todos u,v € V.
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(a) Mostre que Ty € L£(V), o qual chama-se produto tensorial dos vetores u
e v e denotamos por u® v. Conclua que u® v = 0 se, e somente se, u = 0
ouv =0.

(b) Tuv o Ty w = ||V||*Tuw- para todos u,v,w € V.
(©) T{;V =Ty u, paratodos u,v € V.

(d) Se @ = {uy,...,u,} for qualquer base ortonormal de V, entdo o conjunto
f={u;®u;:4,j=1,...,n}éumabasede L(V).

(e) Ty,v € autoadjunto se, e somente se, u = Av, para algum A € R.

(f) Seja V. = C", com o produto interno usual, u = (y1,...,yn) € V =
(21,-..,%n). Qual é a entrada a;; da matriz A = [Ty, v|? Qual é 0 p(A)?
15. Sejam V um espaco Euclidiano, com dimV =n > 3, o = {ey,...,e,} qual-
quer base ortonormal de V' e det(vy,...,v,) = dety(vy,...,vy), para todos
vi,...,vp € V.
(a) Mostre que existe um tnico w € V tal que det(vy,...,v,_1,X) = (X, W),
para todo x € V. O vetor w chama-se produto cruzado de vy,...,v,_1 €

denotamos porw = vy A -+ Avy_1.
(b) Mostre que (v;,w) =0,parai =1,...,n — 1.
(c) Mostre que vy,...,vy_1 sd0 LD se, e somente se, w = 0.

(d) Sejam v; = > a;je;, A = (a;;) e x = e; no item (a). Mostre que
w =" (—1)""A; e;, com A, o determinante da submatriz de A obtida
eliminando-se a ¢-€sima linha.

(e) Mostre que se 5 = {f1,...,f,} for uma base ortonormal de V,
entdo det(f,...,f,) € {—1,1}. Diremos que (3 € positiva em relagdo a
asedet(fy,...,f,) =1
(f) Mostre que {v1,...,Vv,_1,w} for uma base ortonormal positiva, para cada
sistema ortonormal vy, ...,v,_1 de V.
16. Sejam V um espaco Euclidiano, com dimV =n > 3, a« = (vy,...,v,_1) uma

lista LI em V e H = Rqa].

(a) Mostre que E € L£(V) definida como E(x) = x — m‘; w é a projecio
ortogonal de V sobre H e d(x, H) = W) comw = vy A A vy

[wil >

(b) Mostre que H = {x € V : (x,w) =0}
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8.2 Operadores Unitarios

Sejam V' = F? com o produto interno usual e T € £(V') definido como T'(z,y) =
(ya _:E) Entdo

(z,9), T"(z,w)) = (T(z,9),(zw)) = ((y,—x), (z,w))
= yz—aw = ((2,9), (-w,2)),

Portanto, 7%(z,w) = (—w, z). Observe que (T*7T)(x,y) = T*(y, —x) = (z,y), de
modo que T*T = I e, de modo analogo, T1* = I. Isto motiva a seguinte defini¢ado.

Sejam V' um espago com produto interno e 7' € L(V'). Diremos que T é unitdrio
se TT* = T*T = I, isto é, T é ndo singular, com 7~! = T*. Quando F = R, diremos
que T é ortogonal e T* = T*.

Teorema 8.12 Sejam V' um espaco com produto interno, dimV = ne T € L(V).
Entdo as seguintes condicdo sdo equivalentes:

1. T é unitdrio;,

2. (T'(u),T(v)) = (u, V), para todos u,v € V;

|9¥)

N7 ()] = [[u

, para todou € V;

N

. T leva qualquer base ortonormal de V' sobre uma base ortonormal de V;

)

. T leva alguma base ortonormal de V' sobre uma base ortonormal de V.

Prova. (1 < 2) Basta observar que (T'(u), T'(v)) = (u, T*T(v)), para todos u,v € V.
(2 = 3) Eclaro. (3 = 4) Seja 8 = {uy,...,u,} qualquer base ortonormal de V.
Entdo, pela identidade de polarizagao,

(T(w),T(wy)) = %zgzlz’kuﬂu»+z"fT(uj>H2
% Zizl ikHT(uz’ + ikuj) |2
1 e g + a2 = (ug,ay) = 5.

Portanto, T(8) = {T(uy),...,T(u,)} é uma base ortonormal de V. (4 = 5) E
claro. (5 = 2) Seja § = {uy,...,u,} uma base ortonormal de V. Entdo T'(5) =
{T'(uy),...,T(u,)} é uma base ortonormal de V. Assim, dados u,v € V, existem
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Gnicos z;,y; € Ftaisqueu = > ,x;u;ev = > ., y;u,. Portanto, depois de alguns
calculos,

(T, T(v) = 303wy (T(w). Tlwy) = a1, v),

ou seja, (T'(u),T(v)) = (u, v), paratodos u,v € V. [ ]

Um operador que satisfaz uma (e, portanto, todas) as condi¢cdes do Teorema 8.12
chama-se uma isometria. Seja A = (a;;) € F™*™. Vamos lembrar que A ¢ uma matriz
unitdrio se AA* = A*A =1, emque A* = (aj;), de modo que Y, _, G;rax; = 0;j, Ou
seja, as colunas de A formam uma base ortonormal de ">, Portanto, Tp € L(F™*1)
€ um operador unitario. Quando F' = R, a matriz A ¢é ortogonal. Consequentemente, as
matrizes unitdrias sdo os andlogos complexos de matrizes ortogonais reais.

Proposicao 8.13 Sejam V' um espago com produto interno, dimV =neT € L(V).

Entdo T é unitdrio se, e somente se A = [T]g for unitdria, para qualquer base ortonor-
mal B de V.

Prova. Seja 5 = {uy,...,u,} umabase ortonormal de V. Entdo T'(u;) = Y agjuy,
de modo que a;; = (T'(u;), u;). Assim,

aji = (T'(w;), ;) = (u;, T(w;)) = (T"(u;), w;).
Portanto, A* = [T*]g Neste caso, TT* = I se, e somente se, AA* =1. [

Exemplo 8.14 Seja V = C? com o produto interno usual. Determine todas as isome-
trias sobre V.

Solucio. Ja sabemos que qualquer 7 € L(V') é representado, em relacdo a base cand-
nica (ortonormal), pela matriz:
a b
A= ( c d ) '

Assim, A € unitdria se, e somente se,
1 d —b
A l=" )
< ) ad — be < —c a >
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Como |det A| = 1 temos que det A = €%, para algum 6 € [0,27). Portanto, A é

unitaria se, e somente se,
—bet? [ a b 1 0
ae'? “\b a 0 e? )’

-

onde a,b € C, com |a|?> + |b|*> = 1. Observe que quando det A = 1, estas matrizes
podem ser identificadas com os pontos de S% = {x € R* : ||x|| = 1}. Quando V = R?,
A € ortogonal se, e somente se,

a —b a b a —b 1 0
A<(5 ) a5 )=(0 D) )
onde a,b € R, com a? + b? = 1. Neste caso, ji sabemos que a = cos ) e b = sen f), para
algum 6 € [0, 27). Portanto, se det A = 1, entdo A é uma rotacdo ou se det A = —1,
entdo A € uma reflexdo seguida de uma rotagdo, ou seja, qualquer operador ortogonal
sobre V é uma rotacdo prépria ou uma rotagdo imprépria. E muito importante observar
que f(z) = 22 — 2ax + 1 (f(x) = 22 — 1) é o polindmio caracteristico de A. Neste
caso, X1 = (i,1)! e Xo = (1,4)! sdo os autovetores de A associados aos autovalores
atbi=etcC. [ ]

>

Teorema 8.15 Sejam V um espaco com produto interno e T' € L(V') unitdrio.

1. Qualquer autovalor \ € F de T satisfaz |\| = 1, ou seja, estdo sobre um circulo
unitdrio.

2. SeT(v) = \v, entdo T*(v) = \v.
Autovetores de T associados com autovalores distintos sdo ortogonais.
VAL é invariante sob T, para todo autovalor A\ € F de T..

VA = V\, para todo autovalor A € F de T.

S AW

Se dim V' = n, entdo o polindmio minimal de T é um produto de fatores lineares
distintos sobre F, ou seja, T ¢ diagonalizdvel.

Prova. Vamos provar apenas os itens (1), (2),(5) e (6): (1) Seja A € F' um autovalor
de T'. Entdo existeum v € V, com v # 0, tal que T'(v) = Av. Assim,

MV, V) = (Av, Av) = (T'(v), T(v)) = (v, T*T(v)) = (v, V)
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implica que A\ = 1. Neste caso, A = e

Observe, depois de alguns calculos, que

= cosf + sen#i, para algum 6 € R. (2)

1T = DvI* = [[VI* = 2P v ]? + [Iv][* = .

Portanto, 7% (v) = Av. (5) E claro que Vi, C V. Por outro lado, se v € V?*, entio
(T — )\I)Qk (v) = 0, para algum k£ € N. Como 7' — A\l e T* — A\I comutam temos que

().

ok—1 ok—1

0= (T* - XD¥(T - \)?" (v) = [(T* = X)>" (T — AI)

Assim,

2k71 2’671 2]@*1 2](771

0= ([(T" = AD* (T = AD* P(v),v) = [(T* = AD)* (T = A)* (V)%

de modo que ||(T — AI)®* " (v)||2 = 0 implica que (T — A)2""' (v) = 0. Portanto,
recursivamente, (T — AI)(v) = 0ev € V). (6) Se m(z) = (z — \)?q(x), entdo existe
umu € Vitalquev = (T'—AI)(w) # 0,comw = ¢(7T')(u), implicaque (T'—\I)(v) =
0 e use o item (5). Uma outra prova construtiva é usando indugdo sobre n. Se n = 1,
nada ha para ser provado. Suponhamos que o resultado seja valido para todo k, com
1 <k <n—1len > 1. Entdo, pelo Teorema 5.16, T' possui um autovalor A € F'. Assim,
pelo processo de Gram-Schmidt, V), possui uma base ortonormal {uy, ..., u,}, com

1 <m < n. Como dim V/\L < ne V) éinvariante sob T temos que S =T ‘VAJ_ € unitaro

(prove isto!), de modo que V)\L contém uma base ortonormal {u,,+1,...,u,} formada
de autovetores de 7. Portanto, {ui, ..., Un, Wni1,...,U,} é uma base ortonormal
formada de autovetores de T, ou seja, 1" é diagonalizavel. [ |

Observe que o Teorema 8.15 ressalta: os operadores unitdrios desempenham, na
dlgebra L£(V'), 0o mesmo papel dos nimeros complexos de valor absoluto um em C.

Vamos finalizar esta secdo com alguns comentdrios sobre mudancga de coorde-
nadas em um espaco com produto interno. Sejam V' um espago com produto interno,
a = {uy,...,uy} e = {vy,...,v,} bases ortonormais de V. Entdo ji vimos que
existe uma tnica matriz nao singular P € F™*™ tal que

[ulg =P '[ul,, (8.2)

paratodou € V. Se P € L(V) for definido como P(u;) = v, entdo P ¢ unitdrio
e [P]g = P. Portanto, para qualquer 7" € L£(V'), existe uma matriz ndo singular P €
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F™ ™ tal que

715 = P~[T)5P = P*[T)5P.

Isto motiva a seguinte definicdo. Sejam A, B. Diremos que B € unitariamente equiva-
lente a A se existir uma matriz unitaria P € F™*" tal que

B =P"AP.

Neste contexto, se 7' € L(V), diremos que T é unitariamente diagonalizdvel se V
possuir uma base ortonormal formada de autovetores de V. Quando F' = R, diremos
que T € ortogonalmente diagonalizdvel. Por simplicidade na exposi¢do, usaremos o
termo unitariamente diagonalizdvel para ambos os casos. Portanto, pelo Teorema 8.15,
qualquer operador unitario € unitariamente diagonalizavel.

Teorema 8.16 (Teorema de Schur) Qualquer A € C™*™ é unitariamente equivalente
a uma matriz triangular superior U. Conclua que os autovalores de A sdo as entradas
diagonais de U.

Prova. Vamos usar indug@o sobre n. Se n = 1 ou n = 2, nada hé para ser provado.
Suponhamos que o resultado seja valido para todo k,com1 < k <n —1en > 2. Seja

A € C um autovalor de A e X € C™! um autovetor associado, com || X|| = 1. Entdo
estendendo o conjunto {X} para uma base de C"*! e via o Processo de Gram-Schmidt,
obtemos uma base ortonormal 3 = {X, Ys,...,Y,} de C**!. Pondo

Q=(X Y, -+ Y, )eC™",

é facil verificar que Q*Q = I e, pelo Teorema 5.12,

% A C
onde B € C(»~1)*("=1)  Agsim, existe uma matriz unitdria P; e uma matriz triangular
superior U; tal que P{BP; = U;. Consideremos R = 1 &P, de modo que R*R =1
e P = QR ¢ unitaria. Logo,

=U,

P*AP = R*(Q*AQ)R = < A CPy >

o U

ou seja, A é unitariamente equivalente a U. |

98]
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Exemplo 8.17 Determine P tal que P* AP seja uma matriz triangular superior U, com

2 -1 0
A=1| -6 21
2 -3 2

Solucdo. E ficil verificar que f(z) = z(z — 3)%2 e X1 = (1,2,2)! é o tinico autovetor
de A associado ao autovalor 0. Vamos usar um processo direto de construir uma base
ortonormal de V= R? a partir de um dado vetor. Assim, devemos encontrar vy =
(w2, Y2, 22) que satisfaga a equagdo x + 2y + 2z = 0, digamos X, = (2,1,—2)".
Segundo devemos encontrar vs = (x3, y3, 23) que satisfaca as equacdes x +2y+2z = 0
e2x+y—2z = 0,asaber, X3 = (2,—2,1)". Portanto, 3 = {371X,371X5,371X3} ¢
uma base ortonormal de V. Seja Q a matriz cujas colunas sdo os elementos de 3. Entdo,

03 0
QAQ=|0 0 -3 =<(0) g)
03 6

Note que a matriz B possui o mesmo autovalor 3 de Q*AQ, com autovetor asso-
ciado v2Y; = (1, —1)t e, de modo similar, obtemos uma base ortonormal de R2,
v ={Y1, Y5}, emque vV2Y, = (1,1)%. Assim,

1 0 0
N 3 —6 1 O 1 1
PlBP1:<O 3):U1eR:<O P1>: 8 iV
V2 V2
Portanto, pondo P = QR, teremos
0 2 _3
V2 V2
P'AP=R"(Q'AQR=|0 3 -6 |=01,
0 O 3
ou seja, A é unitariamente equivalente a U. |

Exemplo 8.18 Seja V = R3 com o produto interno usual. Determine todas as isome-
trias sobre V.

Solucdo. Sejam 7' € L(V) e A € R3*3 arepresentacio matricial de 7' em relagio a base
canonica (ortonormal) de V. Como dim V' = 3 temos que A possui um autovalor real,
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digamos A. Assim, existe um v € V, com v # 0, tal que 7'(v) = Av ou AX = \X,
com X = [v]. Sendo S = T|V>\J_ ortogonal e dim V- = 2 temos, pelo Exemplo 8.14,

queV:V,\@V)\Le

A0 0 A0 0
A= 0 cosf —senf ou A= 0 cosf senf ,
0 senf cosf 0 senf —cosf

para algum 6 € [0, 27). Além disso,

A 0 0 A 0 0 1 0 O
0 cosf@ senf = 0 cosf@ —send 01 O
0 senf —cosf 0 senf cos6 00 -1

Por outro lado, det A = £1 implicaque A = 1ou A = —1. Se A = 1 e A? £ A, entdo
T ¢é uma rotagio em torno dareta r = R[v] (dim V), = 1) ouse A = 1 e A’ = A, entdo
T' € uma reflexdo sobre um plano seguida de uma rotagdo em torno de uma reta normal
ao plano (dimVy = 2). Se A = —1, entdo A = (—A)(—I), de modo que 7' é uma
reflexdo sobre a origem seguida da discussdo acima aplicada a —A. E muito importante
observar que: 1 + 2cosf = tr(A) e o sinal de sen 6 é determinado por sen ¢ = det B,
em que B é a matriz cujas colunas séo os vetores X, Xo e AXy, com (X, X9)=0. =

Exercicios

1. Dar um exemplo de uma matriz unitdria que ndo seja ortogonal e vice-versa.

2. Seja V. = C visto como um espago vetorial sobre R, munido com o produto
interno (z, w) = Re(zw).
(a) Mostre que V é isomorfo a R2, com o produto interno usual.
(b) Paracada z € V, defina T, € L(V) como T,(z) = zz. Mostre que T =
T%.
(c) Para quais z, T, ¢ autoadjunto?
(d) Para quais z, T’ € unitdrio?
(e) Para quais z, T, € positivo?
(f) QualéodetT,?

(g2) Determine [7%]%, com o = {1, i}.
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10.

(h) SejaT € L(V), encontre condigdes necessarias e suficientes tal que T = T,
para algum z € V.

(i) Encontre T € L(V) unitério tal que T' # T, paratodo z € V.

. Seja Q € R3*3 dada no Exemplo 8.17. Descreva a isometria de R3*! induzida

por Q.

escreva a isometria de induzida por
D tria de R3*! induzid

1 2 2 1
A:§ -2 1 2
1 -2 2

Sejam V' um espago com produto interno e E € L(V'). Mostre que 7" = 2F — I
é uma isometria e 72 = I se, e somente se, F é uma projecio ortogonal.

Sejam V' um espaco Euclidiano, v € V, com ||v|| = l,eafungdo 7" : V — V
definida como T'(x) = x + k(x, v)v, para todo k € R.

(a) Mostre que 7' € linear.

(b) Para quais k, T é simétrico (7% = T')?

(c) Para quais k, T' € ortogonal?

. Sejam V um espaco com produto interno e 7' : V' — V uma fun¢do sobrejetora

tal que (T'(u),T(v)) = (u,v), para todos u,v € V. Mostre que 7" ¢ injetora e
linear, ou seja, 7' € uma isometria.

Sejam V um espaco unitdrio e .J : V' — V uma fungio sobrejetora tal que J? = I
e (J(u),J(v)) = (u,v), para todos u, v € V, a qual chama-se conjugagdo.

(a) Dar um exemplo de uma conjugacao.

(b) Mostre que (J(u),v) = (u, J(v)), para todos u,v € V.

(c) Mostre que J(u + av) = J(u) + aJ(v), paratodos u,v € Vea € C.

Seja A € C™" "™ tal que A* = A. Mostre que A € unitariamente diagonalizavel.
Conclua que todos os autovalores de A sao reais.

Sejam V' um espago com produto interno, dim V' = n, T' € £(V') uma isometria
e W um subespaco invariante sob 7. Mostre que T'(W) = W e T(W+) = W,
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11. Sejam V um espago Euclidiano e 7 : V' — V uma fungéo tal que 7'(0) = O e
|T(u) —T(v)|| = |J[u—v]||, para todos u, v € V. Mostre que 7" ¢ linear, ou seja,
T € uma isometria.

12. Sejam V um espago Euclidianoe 7' : V' — V uma funcio. Diremos que 7" é um
movimento rigido quando ||T'(u)—T'(v)|| = ||ju—v||, paratodos u, v € V. Mostre
que qualquer movimento rigido é uma isometria seguida de uma translacao.

13. Sejam V' um espaco Euclidiano, com dimV = n, e T' € L(V) ndo singular.
Mostre que as seguintes condi¢gdes sao equivalentes:
(a) T = kU, em que U é um operador ortogonal € k € R ;

(b) T preserva angulo, isto é,

(T(w),T(v)) _ (uv)

17T [allvi”

paratodos u,v € V — {0};
(c) Se (u,v) =0, entdo (T'(u),T(v)) = 0, para todos u,v € V;
(d) Se ||u|| = ||v]], entdo ||T(u)|| = ||T'(v)||, para todos u,v € V.

14. Sejam V um espago unitdrio e T' € L(V') autoadjunto. Mostre que:

@ [lu+iT(w)|? = Ju—iT(u)|* = ul]® + |T(uw)|]? paratodou € V.

(b) Os operadores I + i7" e I — 1 sdo ambos injetores.

(¢) Se dim V' = n, entdo o operador U = (I —iT)(I +4T) ' é unitério e 1 ndo
€ autovalor de U, o qual chama-se transformacdo de Cayley de T

(d) Se dimV = n,U € L(V) for unitdrio e 1 ndo for autovalor de U, entéo
T = i(I + U)(I — U)~! é autoadjunto, o qual chama-se transformagédo
inversa de Cayley.

8.3 Operadores Normais

Sejam V = F2 com o produto interno usual e T € £(V') definido como T'(z,y) =
(2x — 3y, 3z + 2y). Entdo

((z,),T"(z,w)) (T'(z,y), (z,w)) = ((2z = 3y, 3z +2y), (2, w))
2xz — 3yz + 3zw + 2yw = x(2z + 3w) + y(—3z + 2w)

= {(x,y), (22 4+ 3w, =3z + 2w)).
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Portanto, T*(z,w) = (2z + 3w, —3z + 2w). Note que (T%7T)(z,y) = (13z,13y) e
(TT*)(x,y) = (13x,13y). Portanto, 7T = T*T'. Isto motiva a seguinte defini¢éo.

Sejam V' um espago com produto interno e 7' € L(V'). Diremos que T é normal
se TT* = T*T. E claro que qualquer operador autoadjunto (unitdrio) é normal. Mas, a
reciproca € falsa, confira o exemplo acima.

Teorema 8.19 Sejam V um espaco com produto interno e T € L(V'). Entdo as seguin-
tes condigdo sdo equivalentes:

1. T é normal,

2. (T'(u),T(v)) = (T*(u),T*(v)), para todos u,v €V,
3T =T (u)
4. (TT* —T*T)(u),u), paratodoun € V;

, para todou € V;

5. T(v) = A\v se, e somente se, T(v) = \v, ou seja, T e T™ possuem os mesmos
autovetores.

Prova. (1 = 2) Suponhamos que 7" seja normal. Entéo
<T(u)7T(V)> = <u7T*T(V)> = <u7TT*(V)> = <T*(u)7T*(V)>7
para todos u,v € V. (2 = 3) E clara. (3 = 4) Observe que

(TT* = T*T)(u),w) = (TT"(u),w) — (T°T(u), w)
= (T"(w), T"(u)) — (T'(u), T'(u)) = 0,
paratodou € V. (4 = 1) Seja S = TT* — T*T. Entao S* = S. Se ' = C, entdo,
pelo Teorema 7.6, S = O. Se F = R, enttdo 0 = (S(u+v),u V> = 2(S(u),v), de

modo que [|S(u)||?> = 0, para todo u € V Portanto, S = O e T" é normal. (1 < 5)
Basta notar que |[(7" — AI)(u)|| = ||(T™ — AI)(u)]. |

Proposicao 8.20 Sejam V um espaco com produto interno, dimV =neT € L(V).
Entdo T é normal se, e somente se A = [T]g for normal, para qualquer base ortonormal

BdeV.

Prova. Seja 5 = {uy,...,u,} umabase ortonormal de V. Entdo T'(u;) = Y agjuy,
de modo que a;; = (T'(u;), u;). Assim,

aji = (T(w), ;) = (u;, T(w;)) = (T"(u;), u;).
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Portanto, A* = [T*]g Neste caso, TT* = T*T se, e somente se, AA* = A*A. ]

Seja A € F™*™, Diremos que A é uma matriz normal se AA* = A*A. Por-
tanto, Ta € L(F™ ') é um operador normal. E muito importante ressaltar que: se
T € L(V) for normal e 5 for uma base ortonormal de V, entdo

[TIG(T15)" = [TIG(T"]5 = (TT]5 e ([T15)° T = [T15(T5 = (1T,
Portanto, T' € L(V') é normal se, e somente se A = [T] g for normal, para qualquer base
ortonormal 5 de V. Observe que isso ndo vale para bases que nio sejam ortonormais.

Lembramos que se U e W sdo subespacos de V', o par (U, W) reduz T se V. =U & W
e U, W sdo invariantes sob 7.

Exemplo 8.21 Seja V = C? com o produto interno usual. Determine todas as matrizes
normais sobre V.

Solucdo. Ja sabemos que qualquer 7' € L(V') é representado, em rela¢do a base cand-
nica (ortonormal), pela matriz:
a b
s (),

Vamos supor que bc # 0. Assim, A é normal se, e somente se,

aa+bb ac+bd \ i atx [ ad+cc ac+bd
<ac+13d cE—i—d(i_)_AA _AA_<aé+bJ b6+dci>'

Logo, [b| = |c| e (a — d)e = (a — d)b. Portanto, A é normal se, e somente se, ¢ = be?’

ea—d=(a—d)2e", paraalgum 6 € [0,27). Em particular, para a normalidade de A

é necessdrio que |b| = |c|. Pode ser provado que: se b = |b|e!?, para algum ¢ € [0, 27),
i(0+¢)

entioe”~ 2 (A —al) é autoadjunta. Reciprocamente, se A — AI for autoadjunta, para
algum A € C, entdo A é normal. Quando F' = R, A € normal se, e somente se, b2 =2
e (a — d)(b— ¢) = 0. Portanto, A é normal se, e somente se,

a b a —b
A_<b d)O“A_<b a>’
onde a,b,d € R, com b # 0. Note que A’ = A ou AA" = (a? +b*)Iou Al = —A, se

a=20. [ ]
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Teorema 8.22 Sejam V um espaco com produto interno, dimV = ne T € L(V)
normal.

1. Autovetores de T' associados com autovalores distintos sao ortogonais.

2. kerT =kerT* e ImT = ImT*. Conclua que V = kerT & ImT é uma soma
direta ortogonal e T'|1, T € bijetora.

3. Se F' = C, entdo o polinémio minimal de T é um produto de fatores lineares
distintos sobre F, ou seja, T ¢ diagonalizdvel.

4. Se F = C, entdo T* = p(T), para algum p(x) € Fz| e vice-versa.
Prova. (1) Se T'(u) = Aue T'(v) = uv, com X # p, entdo
A(u,v) = (T(u),v) = <uv T*(V)> = <11, /]V> = u(u,v)

implica que (u,v) = 0. (2) Pelo item (3) do Teorema 8.19, ker " = ker T, de modo
que InT = (ker T*)* = (kerT)* = ImT*. (3) Suponhamos, por absurdo, que
m(z) = (z — \)?q(x). Entdo existe um u € V tal que v = (T — A )q(T)(u) # 0.
Pondo w = ¢(T")(u), obtemos T'(w) = Aw + v e

Mw,v) + (v,v) = (T(w),v) = (W, T*(v)) = (W, \v) = X\(w, V),

de modo que ||v|]| = 0 ou v = 0, o que é uma contradi¢gdo. Uma outra prova: seja
A € C™™ a representagdo matricial de 7" em relagdo a alguma base ortonormal de
V. Entéo, pelo Teorema 8.16, existe uma matriz unitiria P tal que P*AP = U, com
U = (u;;) uma matriz triangular superior. Assim,

« [ w1 b* upp O\ [ un OF uip b*\ o
o= o ) (% o) =(% o) (6 v )=vY
ou seja, U € normal, de modo que U; também o é. Logo, efetuando a multiplicagdo
em bloco, obtemos b = 0. Portanto, recursivamente, teremos u;; = 0, se ¢ # j, e
U ¢ diagonal. (4) Pelo item (3), existe uma base ortonormal 8 = {vi,...,v,} de V
consistindo de autovetores de 7. Entdo T'(v;) = \jv; e T*(v;) = A;v;. Por outro

lado, pele_l férmul:{ de interpolagdo de Lagrange, existe um tnico p(x) € Fz] tal que
p(Ai) = A ou (g(N\;) = Aj). Assim,

p(T)(vi) = pNi)vi = A\ivi = T*(vy),i = 1,...,n.
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Portanto, T* = p(T') ou (T' = ¢(T™)). n

Proposicao 8.23 Sejam V' um espaco unitdrio, dimV = n, W um subespaco de V e
T € L(V) normal.

1. W é invariante sob T se, e somente se, W for invariante sob T™.
2. 0 par (W, W+) reduz T. Vale a reciproca.
3. Se W for invariante sob T, entdo S = T |y é normal e T*|yy = S*.

Prova. (1) Observe que se W for invariante sob 7", entdo W & invariante sob p(7") para
todo p(z) € Fx], pois se v € W, entdo, indutivamente, 7" (v) € W, paratodom € N.
Assim, o resultado segue do item (4) do Teorema 8.22. (2) Consequéncia direta do item
(1). (3) Dados u,v € W,

(S(u),v) = (T(u),v) = (u,T"(v)) = (u, 5*(v)),

ouS* =T*weSS* =T w(T*|lw)" = (T*|w)*T"*|w = S*S. Portanto, S é normal.
n

Exemplo 8.24 Sejam V um espagco com o produto interno do Exercicio (17) da Segdo
7.1eJ € L(V) definido como

J(f) () = /O ot f(t)dt,

1. Mostre que J* = J.

2. Mostre que f,(x) = 2™ — 2(n + 2)71, para todo n € N, sdo autofungées de
J associadas ao autovalor 0. Conclua que existem pelo menos duas autofungéoes
ortogonais associadas a ele.

3. Mostre que existe um tinico autovalor ndo nulo de J.

Solucdo. (1) Basta observar que

1 1 1
(J(f).g) = /0 J(f)(2)g(x)dx = /0 o /0 rg(@)dz = (f,J(9)),

pois zt = tx. (2) E facil verificar que J(f,) = 0- f,, paratodo n € N. Além disso, pelo
processo de Gram-Schmidt, as autofungdes g1 = f1 e g2(x) = 2 —x+671 possuem
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as propriedades desejadas. Portanto, a reciproca do item (1) do Teorema 8.22 ndo vale
em geral. (3) Se J(f) = Af, com A # 0, entdo

1
AM(x) = x/o tf(t)dt

implica que f deve ser da forma f(x) = ax, para alguma constante a, de modo que
A = 371, Portanto, f(z) =  é a autofungdo associada. |

Teorema 8.25 Seja A € C™*" uma matriz normal.
1. A é Hermitiana se, e somente se, todos os seus autovalores sdo reais.

2. A ¢é anti-Hermitiana se, e somente se, todos os seus autovalores sdo imagindrios
puros.

3. A é unitdria se, e somente se, todos os seus autovalores sdo de médulo unitdrio.

4. Se A € R™" ¢ At £ A, entdo A possui pelo menos um par de autovalores
complexos.

Prova. Vamos provar apenas os itens (1), (2) e (4): (1) Suponhamos que todos os
autovalores de A sejam reais. Entdo, pelo Teorema 8.22, existe uma matriz unitdria P
tal que P*AP = D, com D diagonal e entradas os autovalores de A. Assim,

P*AP =D = D* = (P*AP)* = P*A*P.

Logo, A* = A. Portanto, A é Hermitiana. (2) Basta observar que ¢A é Hermitiana
e usar o item (1). (4) Suponhamos, por absurdo, que todos os autovalores de A sejam
reais. Entdo, pelo item (1), A é Hermitiana (A’ = A), o que é uma contradigdo.
Portanto, A possui pelo menos um par de autovalores complexos. [ |

E muito importante, de um ponto de vista teérico e didatico, apresentar uma prova
alternativa (para os que possuem alguma experiéncia com cdlculo) de que um operador
autoadjunto (simétrico) sobre um espaco Euclidiano de dimensao finita V' possui um
autovetor. Observe que se W for invariante sob 7', entdo W+ & invariante sob T e
vice-versa, pois dado v € W+ e u € W, obtemos T'(u) € W e

(T'(v),u) = (v, T(u)) = 0.

(98]
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Em particular, S = Ty, € autoadjunto. A fungio quociente de Rayleigh®> F' : V —
{0} — R definida como

Pl T00)

(u, u)

¢ claramente continua e homogénea de grau zero, pois ¢ um quociente de funcdes
continuas e F'(cu) = F'(u). Portanto, o problema de maximizar (minimizar) a fun-
cdo F € equivalente a maximizar (minimizar) a fungdo f : V' — R definida como
f(a) = (u,T(u)) sujeita ao vinculo (u,u) = 1, pois se F(u) < F(ug), para todo
uecsS ={v:|v|] =1¢€V} entdo, dadow € V, com w # 0, de modo que
w = ||w||/wo, onde wo € S, e F(w) = F(wg) < F(up). Para responder esta questdo
vamos considerar a matriz A = [T]%, para qualquer base ortonormal v de V. Assim,
devemos maximizar a fungio f : R"*! — R definida como f(X) = X!AX sujeita ao

vinculo X!X = 1. Neste caso, vamos considerar a funcdo de Lagrange
L(X,\) = X'AX — \(1 — X'X),

em que A é o multiplicador de Lagrange. E bem conhecido que uma condicao necessaria
€ dada pela solugdo do sistema:

QO

L(Xg,\) = 2XHA —2)\X{ =0
L (Xo, M) = 1-XiXo=0.

S

Logo, AXy = MXp e X§Xo = 1, de modo que Xy é um autovetor de A associado
ao autovalor \g. Portanto, concluimos que o médximo de X*AX sujeito ao vinculo
X!X = 1 ¢ o autovetor de A associado ao maior autovalor, de modo que

(u, T(u))
(u,u)

para todo u € V, com u # 0. Neste caso, a igualdade ocorre se, e somente se,
T(ug) = Mug. Como S = Ty 1, com W = R[ug], é autoadjunto temos, via um
argumento indutivo, que existe uma base ortonormal de V' consistindo de autovetores
u; de T" associados com os autovalores Ay < --- < A\, = Ape V), L V), quando
Ai # Aj. Observe que a func@o de Lagrange pode ser aplicado no caso geral do vinculo
X!'PX = 1, com P qualquer matriz nio singular e simétrica.

< 2o = max{ (0, T(w)) : ]| = 1},

Teorema 8.26 Seja A € R™ "™ normal. Entdo existe uma matriz ortogonal Q tal que

2John William Strutt (Lord Rayleigh), 1843-1919, fisico e matematico inglés.
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Q'AQ = D, em que

D:djag()\l,...,)\k,< (Zi _21 ),...,( Zm _sm ));

onde \i,a;,b; €Reb; #0,parai=1,... ) kej=1,...,m.

Prova. Vamos usar indugdo sobre n. Sejam V = Rl e T'=Tx € L(V). Sen = 1
ou n = 2, entdo segue do Exemplo 8.21. Suponhamos que o resultado seja valido para
todo k,com 1 < k < nen > 2. Entdo, pelo Teorema 5.20, V possui um subespago W
invariante sob 7", com dim W = 1 e/ou 2. Assim, dim W+ < nee, pela Proposigao 8.23,
S = T+ é normal. Logo, W+ pode ser escrito como uma soma direta de subespaco
invariante sob 7', com dimensdo 1 e/ou 2. Portanto, segue de V.= W & W+ e do
Exemplo 8.21. n

Exercicios

1. Mostre todas as afirmagdes deixadas nesta se¢ao

2. Para qualquer A € F™*", existe uma matriz diagonal J = diag(+1,...,+1) tal
que det(A + J) # 0.

3. Seja A = P +iQ € C™ ™. Mostre que se A for ndo singular, entdo existem
a,b € R tais que aP + bQ seja ndo singular. Conclua que se A, B € R"*" forem
semelhantes sobre C™**", entdo também o sdo sobre R™*",

4. Sejam A € R™*" ortogonal e V = R"™*!. Entdio V possui um subespaco invari-
ante sob A de dimensdo 1 e/ou 2.

5. Seja A € R™ ™ ortogonal. Mostre que existe uma matriz ortogonal Q tal que
Q'AQ = D, em que

T . . al —b1 Qo —bm
D =g (1t (0 ) (e,

comaj = cosfjeb; =senf;, onde 0; € [0,2r) — {n},paraj =1,...,m.
6. Sejam V um espaco unitdrioe 7' € L(V).

(a) Mostre que 7' pode ser escrito de modo Unico sob a forma 1" = T + 715,
com Tl* = T1 € T2* = TQ.
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10.

11.

12.

13.

(b) Mostre que T' é normal se, e somente se, 7175 = T5T}.

. Sejam V um espago unitdrio, dimV = n e T € L(V) normal. Mostre que

kerT™ =kerT e ImT™ = Im T, para todo m € N.

. Sejam V um espago unitério, com dimV =ne T € L(V). Mostre que se T for

normal e possui exatamente k autovalores zero, entdo p(1') = n — k.
Sejam V' um espago unitdrio e 7' € £(V') normal.

(a) Mostre que p(7') é normal, para todo p(z) € Fx].

(b) Mostre que p(7")(u) = 0 se, e somente se, p(7™)(u) = 0, para todo p(x) €
FlzleueV.

Sejam V' um espaco unitdrio, com dimV = ne T € L(V). Mostre que T é
normal se, e somente se, 7% = T'U, para algum operador unitério U € L(V).

Sejam V = R™*! ¢ A € R™*" simétrica, com autovalores \; < --- < \, e base
ortonormal de autovetores o = {Xy,..., X, }.

(a) Mostre, para cada X = (z1,...,2,)" € V, que o quociente de Rayleigh é
dado por:
SV D

FX) ="""xp

(b) Mostre que se S = {X'AX : || X]|| = 1}, entdo

A1 = min F(X) =min S e A\, = max F(X) = max S.
X+£0 X+£0

Sejam V' um espaco unitdrio, com dim V' = n,T € L(V) e Ay,..., A, 0s auto-
valores de 7', ndo necessariamente distintos. Mostre que

D A < te(THT).
=1

Conclua que a igualdade ocorre se, e somente se, 1" for normal.

Seja f(z) = 2% — bx? — (b + 3)z — 1 € R[x]. Mostre que f(z) possui todas as
raizes reais, para todo b € R.
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8.4 Formas Quadraticas

Formas quadraticas ocorrem em varios contextos, por exemplo, as equacdes de
uma cOnica no plano e uma superficie quaddrica no espago envolvem formas quadraticas.

Vamos retornar ao estudo de um produto interno qualquer sobre V = R™*!, Se-
jam X = (z1,...,7,)" e Y = (y1,...,yn)! vetores de V. Entdo, depois de alguns
célculos,

(X, Y) = iy (B, Ej).
i=1
Portanto,
(X,Y) =Y'AX, (8.3)

em que A = (a;5) e a;; = (E;, E;). Observe que as condigdes (3) e (4) da definicao
de produto interno impdem certas propriedades sobre a matriz do produto interno A. A
condigdo (3) implica que A’ = A, pois

aij = (B, Ej) = (E;,E;) = aj,i,7=1,...,n.
Reciprocamente, a condi¢io A’ = A garante a simetria do produto interno, pois
(X,Y) =Y'AX = (Y'AX) = X'A'Y = X'AY = (Y, X).
Enquanto, a condi¢@o (4) implica que
IX|I? = (X,X) =X AX >0, V X eV,

com igualdade se, e somente se, X = 0. Isto motiva a seguinte definico.

Seja A € R™ ", Diremos que A € definida positiva se X! AX > 0, para todo
X € V,com X # 0. Diremos que A é semidefinida positiva ou simplesmente positiva
se X!AX > 0, paratodo X € Ve X!AX > 0, para algum X € V, com X # 0. Caso
contrario, diremos que A € indefinida, ou seja, existem X, Y € V, ndo nulos e distintos,
tais que X! AX < 0e Y!AY > 0.

Lema 8.27 Qualquer produto interno sobre V.= R™ ' ¢ dado pela forma bilinear
(8.3), com A uma matriz simétrica e definida positiva.

Prova. Fica como um exercicio. [ ]

Devido a sua importincia nesta secdo vamos provar novamente uma propriedade
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fundamental de matrizes simétricas reais: seus autovalores complexos sao realmente
reais. Seja A um autovalor de A. Entdo, vendo A como um elemento de C"*"™, existe
um Z = X + 7Y € C™! ndo nulo tal que AZ = MZ. Assim, pondo A = a + ib
e desenvolvendo, obtemos AX = aX — bY e AY = bX 4+ aY. Como (AX,Y) =
(X, AY) temos que

a(X,Y) = b||Y|* = a(X,Y) + b|X]?,

de modo que b(||X||> + [|Y||?) = 0 implica que b = 0 e A real, pois X # O ouY # O
ou ambos. Neste caso, X € R"*! ou Y € R"*! é o autovetor de A associado a A € R.

Teorema 8.28 (Teorema do Eixo Principal) Seja A € R™*". Entdo as seguintes con-
dicdes sdo equivalentes:

1. A ¢ semétrica,
2. A possui uma base ortonormal de autovetores;
3. A é ortogonalmente diagonalizdvel.

Prova. Fica como um exercicio. [ ]

A base ortonormal de autovetores da matriz simétrica A dada no item (2) do
Teorema 8.28 chama-se conjunto de eixos principais de A.

Sejam V = R e A = (a;;) € R™ " simétrica. A fungdo ¢ : V — R definida
como

n n n
q(X) = XtAX = Z Z AT X5 = Z aumf +2 Z Qi T2 5
i=1 j=1 i=1 1<i<j<n

chama-se forma quadrdtica sobre V associada a forma bilinear ou a A. Reciprocamente,
qualquer forma quadrética ¢ : V' — R induz uma forma bilinear sobre V' via a identidade
de polarizacgao (forma polar de q):

(X, ¥) = (X +Y) - g(X - ¥)) = Y'AX,

para todos X, Y € V. Portanto, ¢ € definida positiva se, e somente se, A também o
é. Observe que ¢(X) é um polindmio homogéneo de grau 2, ou seja, q(tX) = t?q(X),
paratodo ¢t € R. Sejam « e /3 bases de V. Qual a relagdo entre A = [¢], e B = [¢]g?
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Para responder esta pergunta, vamos considerar « = {uy,...,u,}e S ={vy,..., v, }.
Entio X = PY ou Y = P~!'X, para alguma matriz nio singular P. Assim,

¢(X) =X'AX = PY'APY = Y/(P'AP)Y.

Portanto, pela unicidade, B = P'AP. Sejam p e ¢ formas quadraticas sobre V' as-
sociadas as matrizes A e B. Diremos que elas sdo congruentes se existir uma matriz
ndo singular P tal que B = P'AP, confira Exemplo 7.3. Neste caso, det A chama-se
discriminante de q e det B = (det P)? det A.

Teorema 8.29 Sejam V = R™ ! com o produto interno usual e A € R™" simétrica.
Entdo as seguintes condicoes sdo equivalentes:

1. A é semidefinida positiva;

2. Cada autovalor de A ¢ positivo;

3. Existe uma matriz simétrica B € R™ " tal que A = B?;
4. Existe uma matriz C € R™" tal que A = C'C.

Prova. (1 = 2) Suponhamos que A seja semidefinida e A € R um autovalor de A com
autovetor X € V. Entdo \||X]|? = (AX,X) = X!AX > 0. Portanto, A\ > 0. (2 =

3) Suponhamos que A1, ..., A\, € R sejam os autovalores de A, ndo necessariamente
distintos, e \; > 0, para¢ = 1,...,n. Entdo existem u; € R tais que ,u? = \;, para
it = 1,...,n. Por outro lado, pelo Teorema 8.28, existe uma matriz ortogonal Q tal

que Q'AQ = D = diag(\,...,\,). Pondo E = diag(us,...,us) e B = QEQY,
obtemos B! = Be

B? = (QEQ')* = QE’Q’ = QDQ' = A.

(3 = 4) Ponha C = v/B. (4 = 1) Suponhamos que A = C'C, para alguma matriz
B € R™"*"™, Entdo

X'AX = (AX, X) = (C'CX, X) = (CX, CX) = |CX|* >0,

para todo X € V. Observe que A ¢é definida positiva se, e somente se, B for nédo
singular. [ |

Vamos interpretar os Teoremas 8.28 e 8.29 em termos de formas quadraticas. Para
qualquer forma quadrdtica g : V — R, existe uma base ortonormal de V' consistindo de
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autovetores X1, ..., X,, de A, ouseja, AX; = \;X;. Entdo existe uma matriz ortogonal
Q, cujas colunas sdo os vetores X;, tal que Q'AQ = D, com D = diag(\1,..., \),
ou seja, A é congruente a D. Assim,

n
¢(X) =X'AX = X'QDQ'X = Y'DY = Z Ny, (8.4)
i=1

emque Y = QX = Q!X é a mudanca de coordenadas (novas varidveis) e Q é a
matriz de transi¢io da base o para a base candnica de V. E muito importante, de um
ponto de vista tedrico e diddtico, fazer mais algumas observagdes sobre a equagado (8.4).
Podemos supor que A; # 0, parai = 1,...,k < n. Caso contrdrio, eliminamos 0s
termos )\iyg e, se necessario, reordenamos. Suponhamos que A\; > 0,se 1 < ¢ < r,e
Aj <0,ser+1<j<s. Entio

aX) =Y (V)= D (Vhu)?P=)AE - Y A
=1

i=1 j=r—+1 j=r—+1

comr + s =k <n.Como os vetores Y1, ..., Yi sdo LI temos que os vetores

Zi=\VNYie Zj =/ N Yjir

também o sdo. Portanto, § = {Z1,...,Zk, Yr41,..., Y, } é uma base ortogonal de V.
Neste caso, A é congruente a I @ (—1I5) ® O, com 7+ s+t = n. Pode ser provado que
o par (r, s) é unicamente determinado por ¢, o qual chama-se assinatura de Sylvester
de g, r chama-se o indice de ¢ e k = r + s chama-se o posto de q. Portanto, podemos
concluir que:

1. g € ndo degenerada se, e somente se, & = n. Enquanto, g € degenerada se, e
somente se, k < n.

2. q é definida positiva se, e somente se, s = 0er =k = n.
3. ¢ é semidefinida positiva se, e somente se, 7 = k < nemq,(0) =n — k.
4. q é indefinida se, e somente se, 0 < r < k < n.

5. p e g sdo congruentes se, € somente se, elas possuem o mesmo posto e indice.

(98]
W
~
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Exemplo 8.30 Sejam V =R3 e ¢ : V — R definida como
q(z,y, 2) = 5x* + 5y* + 522 — 2xy — 222 — 22
uma forma quadrdtica sobre V. Determine a assinatura de Sylvester de q.

Solucdo. Neste exemplo vamos apresentar um procedimento geral (algoritmo) para
resolver este tipo de problema. A forma matricial de ¢ é: ¢(X) = X'AX, onde
X =[x = (z,y,2)! e R¥*le

5 -1 -1
A=| -1 5 —1
-1 -1 )

Note que as entradas ndo nulas de A correspondem aos termos cruzados de ¢. E fi-
cil verificar que f(z) = (z — 3)(x — 6)2 é o polindmio caracteristico de A e X; =
(1,-1,0)%, Xy = (1,0, —1)!, X3 = (1,1,1)! autovetores associados aos autovalores 6
e 3. Aplicando o processo de Gram-Schmidt em X e Xz, obtemos uma base ortonormal

1 1
Y :717_170t7Y :71717_2 th = =
1 \/é( ) 2 \/6( ) 3 \/g

de V. Seja Q a matriz cujas colunas sio os vetores Y1,Y> e Ys. Entio Q! = Q!
e Q'AQ = diag(6,6,3) ou A = Qdiag(6,6,3)Q'. Pondo Y = Q'X = (u,v,w),
obtemos

(1,1,1)

q(X) = 6u® + 602 + 3uw? = (V6u)? + (V60)? + (V3w)>.

Portanto, (3, 0) € a assinatura de Sylvester de ¢ e ¢ é definida positiva. [ |

Seja V um espaco Euclidiano, com dim V' = n. Se f for um produto interno
sobre V, entdo, pelo Teorema 8.1, existe um dnico 7" € L(V') tal que T’ t=Te

f(u,v) = <T(u)7v>v

para todos u, v € V. Isto motiva a seguinte defini¢do:

Sejam V' um espago Euclidiano, com dim V' =ne T € L(V). Diremos que T’
¢ definido positivo se (T'(u),u) > 0, para todo u € V, com u # 0. J4 sabemos que
T' = T se, e somente se, A = [T]% é simétrica, para qualquer base ortonormal de V.
Portanto, T" € definido positivo se, e somente se, A também o é, e assim por diante.

Seja V' = R”™ com o produto interno usual. Uma fungdo f : V — R definida
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como

f(xl, ey xn) = Z Z Qi TiT 5 + Z bkxk + ¢, (8.5)
k=1

i=1 j=1
com pelo menos um a;; # 0, chama-se fungdo quadrdtica sobre V nas varidveis nio

homogéneas x1,...,x,. A funcdo definida pela equacdo (8.5) pode ser escrita sob a
forma matricial

f(X)=X'AX + B'X + ¢ = ¢(X) + B'X +¢,
com ¢ a forma quadratica associada a f,
A = (a;;) ER™™ e B = (by,...,b,)" € R™L

Observe que podemos supor, sem perda de generalidade, que A seja uma matriz si-
métrica, pois a fungdo quadritica f permanece inalterada quando substituimos A pela
matriz B = %(A + A'), que é uma matriz simétrica, pois se i # j, entdo a;; + a;;
€ o coeficiente de x;x;. Neste caso, cada fungdo quadritica f sobre V' determina um
lugar geométrico (conjunto) Sy de todos os vetores x = (z1,...,2,) € V tais que
f(x) = 0, ouseja, Sy = {x € V: f(x) = 0}. Sen = 2, diremos que Sy é uma
se¢do conica ou simplesmente uma cénica. Se n = 3, diremos que Sy € uma super-
ficie quddrica. Finalmente, se B = O, diremos que Sy € uma quddrica central. Em
particular, o lugar geométrico de {(x,y,2) € V : ax? + by? — ¢z = 0} representa
um cone “assintético”, pois ele estd relacionado com as quaddricas centrais (superficies
quddricas) az? + by? —cz? £1 = 0.

Estamos pronto para completar o procedimento de classificar o lugar geométrico
S determinado pela fungdo quadratica f. Como A" = A temos, pelo Teorema 8.28,
que existe uma matriz ortogonal Q tal que Q'AQ = D = diag(\y,...,\,). Pondo
Y = Q 'XeD = Q !B, obtemos

n n
Y'DY + DY +c=0& > A\yi+ Y diyi +c=0,

i=1 i=1
Assim, reordenando, se necessario, podemos supor que A; # 0,se i = 1,...,k, e
Aj=0,se j=k+1,...,n. Logo, completando os quadrados, teremos
k n k
Z /\1(yZ + (QAi)ildi)Q + Z diy; + ¢ — Z((Q/\i)fldi)Q =0.
i=1 J=k+1 i=1
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Considere a translagdo 7' : V' — V definida como T'(y) =y + p = z, com

k

P= ((2)\1)_1611, e (2>\k)_1dka 0,... ,0) e e=c— Z((Q)\@)_ldl)2
i=1

Portanto,

k n
Z)\izz?—’_ Z djzj +e=0.
=1

j=k+1
Observe que uma translacdo muda apenas a localizacdo da forma quadrética, mas néo
altera sua forma (dimensdes). Além disso, a natureza de Sy € unicamente determinada

por q.
Exemplo 8.31 Sejam V =R3 e f : V — R definida como
f(z,y,2) = 62% + Ty + 522 — 4wy + 4z — 122 + 6y — 162 — 18

uma funcdo quadrdtica sobre V. Determine o lugar geométrico de f.

Solugio. Note que ¢(X) = X!AX, onde X = [x] = (z,y,2)! € R3*le

A= -

NN O
O NN
ot O N

E facil verificar que f(z) = (z — 3)(x — 6)(z — 9) é o polindmio caracteristico de A e

1 1 1
X1=35(21,-2)Xs = £(1,2,2)" e X3 =5(2-21)

autovetores associados aos autovalores 3,6 e 9. Seja Q a matriz cujas colunas sdo os
vetores X1, X5 e X3. Entdo Q' = Q' e Q'AQ = diag(3,6,9). Pondo Y = Q!X =
(u,v,w)*, obtemos

3u® + 6v* + 9w? + 6u — 120 — 18w — 18 = 0.
Logo, completando os quadrados, teremos

(u+1)?2 (v—12% (w—-1)32 B
12 + 6 + 5 =1.
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Atranslagio T : V — V, T(u,v,w) = (u+ 1,v — 1,w — 1) = (a, b, ¢) implica que

12 6 2

Portanto, Sy representa um elipsoide de centro C' = (—1,1,1). Observe que (3,0) é a
assinatura de Sylvester de g e g € definida positiva. |

Teorema 8.32 Sejam V =R3 e f : V — R definida como
fl@,y,2) = az® + by + ¢ =1 = q(z,y,2) - 1
uma quaddrica central sobre V, com assinatura de Sylvester (r,s) ek =1+ s < 3.

1. Sek =3e(3,0), entdo Sy representa um elipsoide.

Se k = 3 e (2,1), entdo Sy representa um hiperboloide de uma folha.

NowoN

(3,0)
(2,1)
Se k =3 e (1,2), entdo Sy representa um hiperboloide de duas folhas.
Sek =3¢(0,3), entdo Sy = (.

5. Sek =2e(2,0), entdo Sy representa um cilindro eliptico.

6. Sek =2e(1,1), entdo Sy representa um cilindro “hiperbdlico”.

Prova. Fica como um exercicio. Observe que os itens (5) e (6), etc. sdo os casos
degenerados. |
Exercicios

1. Identifique as seguintes cOnicas:

(a) 1222 + 24zy + 9y? = 5.

(b) 522 — 8xy + 5y> = 9.

(c) 222 4 2v/3zy = 1.

(d) 2322 — 72xy + 2y% + 30z + 40y = 0.
(e) 322+ 3y? — 2wy + 62 — 2y — 3 =0.

2. Identifique as seguintes superficies quaddricas:
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(@) 1222 + 12y% + 1222 + 162y + 12yz = 2.

(b) 22 4 9% 4+ 422 + 8xy + 222 + 2yz = 3.

() y>? =22 +4ay — 6z +4y+22+8=0.

(d) —22 —y? — 22 + 22y + 202 + 2yz = 2.

(e) 22 +3y? — 322 +day — 222 +2y —42+2=0.
) z2+2v2yz = 0.

3. Identifique a quadratica 522 + 6y* + 722 — 42y + 4yz = 0. Conclua que

5x2 4 6y% + 722 > day — 4yz, V (z,y,2) € R® — {(0,0,0)}.

4. Dar uma prova direta que: ¢(z,y) = ax? + 2bxy + cy? é definida positiva se, e
somente se, a > 0 e ac > b2,

5. Seja A = (a;;) € R™ ™ simétrica. Mostre que se A for definida positiva, entdo
(a) a; > 0. (b) det A > 0. (c) ajia;j > a?j, parai,j=1,...,n.

6. Seja A = (aj;) € R™ ™ simétrica. Mostre que as seguintes condigdes sdo equi-
valentes:

(a) As submatrizes principais Ag, para k = 1,...,n, possuem determinantes
positivos;

(b) A = B'B, para alguma matriz triangular superior B = (b;;) € R"*", com
bi; > 0;

(c) A é definida positiva.

(d) Comprove isto paran = 2.

7. Seja S?2 = CU {oo}. Cada A = aEq; + bEq2 + cE21 + dEgy € GLa(R) induz
uma fungio hp : S? — 52 definida como

az+b
cz+d’

d a
_ h -2
%) =00 € haloo) = 2,

ha(z) = c# 0= ha(

e ¢ = 0 implica que h (00) = .

(a) Mostre que ha € P(S?), o grupo de permutagées de S.
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(b) Mostre que h : GL2(R) — P(S5?) definida como h(A) = ha preserva as
operagdes, ou seja, h(AB) = h(A) o h(B). O que é ker h?

(c) SejaH = {z € C : Imz > 0}. Determine Im h s (z) em termos de Im z.
Conclua que se Gt = {A € GLy(R) : det A > 0}, entdo h|g+ satisfaz o
item (b). Neste caso, diremos que G age sobre H.

(d) Mostre que PSLa(R) = SLa(R)/{£I2} age sobre H. O subgrupo SLa(R) =
{A € GLy(R) : det A = 1} chama-se grupo modular.

(e) Dado A € SLy(R). Determine, em termos de tr(A), o nimero de pontos
fixos de h o sobre H.
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Respostas
e Sugestoes

Capitulo 1

Secao 1.1

1.Lb=1-b=(ata)b=a"(ab) = a '(ac) = (a la)c =1-c=c. 2.(c)Basta
notar () < |R(2)| < |z|, paratodo z € C, e desenvolver |z +w|?. 3. Nio, pois se F'
fosse um subcorpo finito de C, entdo 1,1+ 1,1+ 1 + 1, ... seria infinitos elementos de
F'. 4. Basta lembrar que as raizes complexas ocorrem aos pares.

Secio 1.2

2. Basta verificar que f € bijetora e preserva as operagdes, para concluir que My (R) é

um corpo. 3. Tome
10 11
A=(on)em=(i0)

4. e 5. Use indugdo sobre m. 6. Seja A = (a;;). Como AX = X, para todo X €
F™1 temos, em particular, que AE; = E;. Assim, ¢;; = 22:1 a;,0k; = 0;; implica
que a;; = 0;;. Portanto, A =1. 7. (a)

A:(a b),Va,bERX, com be = a — a®.
c 1—a
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Note que A ~ Ej;. (b)) A2 = (AB)A = A(BA) = AB = A. 8. (a) Considerando
oscasosa+d#0ea+d=0,coma # 0, obtemos A = O e A = cEs ou

A:<a b),combc:—a2:—d2.
c —a

Note que A ~ Eg;. (b) Observe que I =T — A¥ = (I—- A) I+ A +---+ AF1). 9.
(a)
a b 2
A= a ,Va,b€eR, com b#0, bc=1-—a".

C

Note que A ~ Ej; — Egs. 10. (a)

A:<a 0),a:j:1, ouA:<a b),Va,bER,coma2+bc:1.
0 a c —a

11. Desenvolva (I-BA)(I+B(I-AB)~'A). 12. Andlogoa (11). 13.X = CA~!
eY = A7'B. 14.Sejam A = (a;;) e B = (b;;). Entdo AB = BA se, e somente se,
> k—q @ikbrj = > p_q bikar;. Em particular, para by.s = 0p,054, Obtemos

n

n
Z aiképkéjq = Z 5pi5kqakj = aip(qu = aqjépi.
k=1 k=1

Assim, a;, = 0se i # pe j = ¢. Enquanto, a;; = a;; = asei¢ = pe j = q. Portanto,
A =al. 15.Observe que D = A(I—- D). 16. E facil verificar que se X = uA + oI,
entdo AX = X A. Reciprocamente, sejam

A= < a b ),X: ( vy > e F>2 ¢ A2 = (a+d)A + (be — ad)L.
c d z w

Entdo AX = XA implicaque cy = bz e cx = cw + (a —d)z. Sec = 0, entdo z = 0

oua =d. Assim, X = uA +vl,comu #0ev=0.Sec#0,entdo z 0,y = bue

z=w+ (a — d)u, com z = cu, de modo que X = uA + (w — du)l. 17. (¢) Sejam

A = (aij), B = (bz’j)a AB = (Cij) e BA = (dz]) Entao

tr(AB) = Z:‘L:I Cii = Z:‘L:l (Z’;;;l aikbri) = 22:1 (Z:’L:I briaix)
= ZZ:l dgr = tr(BA).
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(d) Note que se A = (a;;) e AA" = (¢;5), entdo ¢;; = Y p_; a;kajj, de modo que
Cii = ZZZI afk. 18. Basta observar que U?l =nU,,.

Secao 1.3

2. Dado ¢ € I, existe um 0 = ¢7 € P tal que f(o) = (¢7)7 = ¢, ou seja, f é
sobrejetora. Se f(o) = f(¢), entdo

J:UOI:J(T2)=(JT)T:(¢T)T:¢(72):¢OI:¢,

ou seja, f é injetora. 3. Aplique recursivamente o item (2) do Teorema 1.24. 4. Como
A? = A temos que (det A)? = det A, de modo que det A = O oudet A = 1. 5.
Como A* = O temos que (det A)¥ = 0, de modo que det A = 0. 6. Basta aplicar
a formula ou o Teorema de Laplace em relagdo as linhas 1,2,...,nen +1,...,2n.
7. Pelo Exercicio (16) da Secdo 1.2, existem p,q,r,s € F tais que C = pA + gl e
C=rB+sl Sep#0,entio A = (p~'7)B+p (s —q)I, de modo que AB = BA.
Sep=0er #0,entdio B = r"!(¢ — s)I, de modo que AB = BA. Sep = r = 0,
entio g = s e C = ¢I, de modo que 1 = det C = ¢? implicaque ¢ = 1 ou ¢ = —1.
Portanto, AB = BA ou AB = —BA. 8. De modo andlogo ao Exercicio (7), existem
p,q,r,s € Ftaisque C =pA+qgleC=rB+sl. Sep=r=0,entdiog = se
C = ¢I, de modo que 0 = tr(C) = 2¢ implica que ¢ = 0. Portanto, AB = BA. 9.

Sejam
A=<“ b),xz<x y>€F2X2.
c d zZ w

Entdo AX = —XA implica que 2ax + cy + bz = 0, bz + (a + d)y + bw = 0,
cx+(a+d)z+cw = 0ecy+bz+2dw = 0. Mas a existéncia de X # O € equivalente
ao determinante da matriz dos coeficientes do “sistema homogéneo™ ser zero, ou seja,
4(a + d)?*(ad — be) = 0, de modo que ad — be = 0 ou a + d = 0. Portanto, det A = 0
outr(A) =0. 10.Como

det(xI+ A) = (z +a11) - (z + ann) + po—2(x)

e os fatores « + a;; ou « + a;; ndo aparecem em p,_»(x), quando i # j, temos que
Pn—2(x) é um polindmio de grau no maximo n — 2. Portanto, det(zI+ A) € um polind-
mio de grau n. Pelo Teorema 1.2, esse polindmio possui no maximo n raizes sobre F'.
Assim, existe um ¢ € F tal que det(cI + A) # 0, pois F' é infinito. Portanto, cI + A ¢é
ndo singular. 11. Confira o Exercicio (10) 12. Vamos usar indug@o sobre n. Se n = 2,
entdo ¢ claro que det(zI — C3) = 2% + a12 + ag. Suponhamos que o resultado seja
valido para todo k, com 1 < &k < n — 1 en > 2. Entdo, pela formula de Laplace em
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relagdo a primeira coluna, obtemos
det(zI — C,) = zdet(aI — C,_1) + (=1)"lag(=1)""1,

Como

tI—C,_ | = ( o ‘ —I o )

ay ‘a2 e THap—1

temos, pela hipétese de indugdo, que
p(z) = det(zI, — Cp) = 2" + ap_12" L + - 4 aoz® + a1z + ao.
Outra prova € aplicando a sequéncia de operacdes elementares
C;—=Cj+2Cj1q, j=n—-1,...,2,1,

13.Noteque B=V,,A. 14.Noteque V,,;-1 X = 0. 15.Como AadjA =detA-1
temos que det A -det(adj A) = det(A adj A) = (det A)", de modo que det(adj A) =
(det A)"~1. 16. Como 1 = detI = det(AA?) = (det A)? temos que det A = =+1.
17. (b) Pelo Exercicio (16) | det A| = 1, de modo que det A = €%, para algum 6 € R.
18. f(z) e g(x) possuem uma raiz em comum A se, € somente se, existem p(x) = az+b
eq(r) =cx+d,coma #0ec#0,taisque f(z) = (z—A)p(x) e g(z) = (x—N)g(x).
Mas, isto é equivalente a: ¢(z)f(z) — p(z)g(z) = 0 e, depois de alguns cdlculos,
obtemos
(cag — abo)z® + (cay + dag — aby — bbo)z?  +
(CCLQ + day — aby — bbl)ZE +das —bsb = 0,

ou seja, o sistema homogéneo

ag 0 bo 0 Cc 0
ar ap br bo d|l [0
as ai b2 bl —a o 0
0 a9 0 bQ —-b 0

possui uma solugdo ndo nula ou, equivalentemente, det res(f,g) = 0. 19. Basta notar
que
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0 a? 2

1 2 2 2
9 9 2 2 a —a b* —c2
det H — det a2 2 a 2 b 20 0 - — det CQ b2 - a2 _CQ
¢ b"—a —c 0 1 1 1
1 1 1 0
20. Sejam A a matriz cujas linhas sdo (ai,...,a,) e (b1,...,b,) ¢ B a matriz cujas

colunas sdo (cy,...,c,) e (dy,...,b,). Entio AB € F?*2 ¢, pelo Coroldrio 1.30,

7 i Cj
det(AB) = ) _ det( ])det(d d)
1<i<j<n

21. Faga ¢; = a; e d; = b; no Exercicio (19). 22. Note que o determinante a direita
da identidade de Cauchy € positivo e b; = Aa; se, e somente se, o determinante a;b; —
ajb; = 0. 23. Faca b; = 1 no Exercicio (22). 24. Imite a prova do Teorema 1.13
usando operagdes elementares de linhas e colunas. 25. Primeiro vamos provar que f
satisfaz as condi¢des do Exercicio (24). Consideremos as operacdes elementares B =
L;(c Y T;;(1)L;(c)A, obtemos

f(B) = (T (DL (0)A) = ¢ Hf(Lj(0)A) = ¢ 1 - cf(A) = f(A).
Note que B = T;(c)A. Novamente, C = T;(1)T;;(—1)T;;(1)A implica que
f(C) = f(Ty(=1)Ti;(DA) = f(Ti;(DA) = f(A).

Observe que C = L;(—1)P;;A. Se A for ndo singular, entdo ela pode ser transformada
em uma matriz diagonal D = diag(\1, ..., A,), com \; # 0. Assim,

f(A)=f(D)=A1-- A f(I) = A1+ A = det A.

Se A for singular, entdo ela possui uma linha que é combinacio linear das outras, a qual
pode ser transformada em uma linha nula, de modo que f(A) = f(E), em que E pos-
sui a linha L; nula. Logo, f(F) = f(L;(0)E) = 0. Portanto, f(A) = 0 = det A.
26. Note que f(O) = f(OY) = f(O)f(Y) implica que f(O) = 0e f(X) =
f(IX) = f(I)f(X) implica que f(I) = 1. Como P2, = I, T12(c)T12(—c) = Ie
D;(c)Di(c7!) = I temos que f(T12(c))f(T12(—c)) = 1, de modo que f(Ti2(c)) é
independente de c. Assim, f(T;;(c)) = 1, pois vale com ¢ = 0. Note que P12D;(c)P12 =
D1 (c) implica que f(D1(c)) = f(Da2(c)). Logo, Di(c) e D1(c~!) sio mondmios de
mesmo grau m em c e ¢~ ', digamos a,,c™, de modo que a,, = 1 e m = 1 é o menor
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valor. Portanto, f(D;(c)) = c. Finalmente, T12(—1)T21(1)T12(—1)P12 = Dy(-1)
implica que f(P12) = —1. Consequentemente, f(EA) = cf(A), com ¢ # 0, garante
que f é uma fungdo com as propriedades de um determinante e o resultado segue. 27.
Note que A = (det V,;)? = det(V,,V!). 28. Use o Exercicio (10).

Capitulo 2

Secao 2.1
1. Basta notar que p(R) < noup(R)=n. 2.a=4,b=0ec=2. 3.Consistente

e determinado, (%, %, 0); Consistente e indeterminado, (% + %t, —2 — 3t,t), para todo

n—1 4
teF. da=3eb=11 5.by=2b+bs 6.A#9. T.detH =4l 5
k=1 "
9.
9 —36 30 3 -2 3
1 - 1
H'=| —36 192 —180 10(_1? ;8>e8 2 0 -2
30 —180 180 1 2 1

10. Aplique simultaneamente operacdes de linhas e colunas a matriz

1 2 =3[100
2 5 -4/0 10 |—=--—=(D|P").
-3 -4 8|0 0 1

11.Set =0,entaio U NV NW = (). Se t # 0, entdo

2 -2 -2 2 —
UﬂVﬂW:(t + 5t + 3t t>.

2t 72t 7 2
12. Basta notar que AX = B é equivalente a n sistemas. () AXC = BC = AD.

Secao 2.2

1. Consistente e indeterminado, (% + t%, —% + t%, t, para todo ¢t € F'; Inconsistente.
2. Observe que a matriz escalonada R de A possui pelo menos n — r linhas nulas.
Portanto, p(A) < r. 3. Suponhamos que p(A) = r e que R seja a matriz escalonada
de A. Entdo existe uma matriz ndo singular P tal que PA = R. Assim, P(AB) = RB,
de modo que p(AB) = p(RB). Observe que se a i-¢sima linha de R for nula, entio a

i-ésima linha de RB € nula. Como R possui exatamente n — 7 linhas nulas temos que
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RB possui pelo menos n — r linhas nulas. Logo, p(RB) < r. Portanto, pelo Exercicio
(2), p(AB) < r = p(A). Por outro lado,

p(AB) = p((AB)") = p(B*A*) < p(B*) = p(B).

Portanto, p(AB) < min{p(A), p(B)}. Se B for ndo singular, entdo BA ¢ equiva-
lente por linha a A, de modo que p(BA) = p(A). Para a outra igualdade, como
p((AB)B™1) = p(A) temos que p(A) = p((AB)B™!) < p(AB) < p(A). Por-

tanto, p(A) = p(AB). 4. Observe que p(B) + p(C) < m + p(C) = p(E), pois

I, O\(A B\ (A B
—ca'!'1 )lcp) {0 D-ca'B)

(R 2)(R8)(6 2)-(5 %)
(% 0)=(6 )

Assim, pelo Exercicio (4), p(A)+p(B) <n+p(AB). 6.a=1leb=c=d=e=0.
7. (¢) Note, pelo item (b), que 1 4 by + b = 3by e 2 + by + 4 = 3by implicam que
2by — b3 = 1 e 3by — bg = 6, de modo que by = 5 e b3 = 9. Assim, s = 15, continue!
8. Basta notar que y; = x1 € yo = —x2 e resolver o sistema. 9. O sistema possui
solugdes inteiras se, e somente se, a + 2b = c e a + b € um multiplo (divisivel por) de
3. 10. Observe que se a decomposi¢io Cartesiana Zg = X + Y € C™*! for uma
solugdo, entio Zo = Xo — Y também o &, pois AZ, = AZ, = B = B. Portanto,
Xo = 3(Zo+Zo) e Yo = 5(Zo— Zo)sdo solugdes reais. 11. Seja f(z) = a1 +asz +
-+ ++a,x" ! 0 polindmio desejado. Entdo X = (VI V,,) VLY, comX = (a; - - - a,)?
eY = (y1---yn)! ou aplique a Regra de Cramer ao sistema V,X = Y, para obter 0s
coeficientes a;. 12. (a) Vamos usar indugéo sobre n. Efetuando a operagio elementar

5. Como

temos que

OS]
9,
\9)
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L; — L; — Ly, obtemos

rn—a a a a a a
b—xz9 29 a a a a
0 b xz3 a a a

D, — .
0 b b b ... TH,1 a
0 b b b ... b oz,

Assim, pela férmula de Laplace em relacdo a primeira coluna, teremos
det(D,,) = (z1 — a)det(Dyp—1) + a(z2 —b) - - (x5, — b)
Logo, pela hipétese de indugdo,

bg(a) — ag(b)

det(D,,) = (z1 — a) -

+a(xe =) (zy, —b),

com g(x) = (xg — ) - - - (x,, — x). Portanto, depois de alguns célculos,

det(D,) = 1@ = o) “‘2 — Zf ®)

(b) Note, recursivamente, que

det(D,,) = (z1—a)det(D,—1)+ afi(a)
= (r1 —a)[(x2 — a)det(D,,—2) + aga(a)] + afi(a)
= (z1—a)(zy —a)det(Dy—2) + afz(a) + afi(a)---
= (21 —a) - (Tn_2 —a)det(Da) + a7y forla).

Como det(Ds) = z,, 12, — a® = z, (21 — a) + a(x, — a), o resultado segue.

Capitulo 3

Secdo 3.1

2. Nao, poisu = (1,2) € V implicaque 1©u = (6, —1) # u. 3. Nao, poisa = 2,b =
3eu=(1,2) € Vimplicam que (¢ +b) ®©u = (25,50) ea ©Gu+bo u = (13,26),
de modo que (a+b) ®u#a®u+beu. 4.Nao, poisu = (1,2) € V implica que
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1®u=(510) # u. 5.Ndo, poisu = (1,2) € V implicaque 1 ® u = (1,0) # u.
6. Ndo, pois u = (1,0,...,0) € V implica que 1 ® u = (0,0,...,0) # u. 7.
Sim. 8. Nio,sev # 0,entio 0 v # v. 9.Nao,seu = (1,2),v = (3,4),w =
(4,2) e V,entioud (v w) = (2,4)e (ucdv)®w = (—6,—4), de modo que
ud (vow)# (udv)dw. 10. Desenvola (1 4+ 1)(u + v) de duas maneiras. 11.
Se existirum u € V, com u # 0, entdo a fun¢do f : F' — V definida como f(a) = au
¢é claramente injetora, de modo que V' possui infinitos elementos. 11. Basta notar que
a fungdo de complexificacio ) : V — V definida como A(u) = (u,0) ¢é injetora e
preserva as operacdes, de modo que podemos identificar u com sua complexificagdo
(u,0). Portanto, (u,v) = (u,0) ® (0,v) = (u,0) @i ® (v,0) = u+iv.

Secao 3.2

1. (a) Sim. (b) Néo, pois u = (0,1,2) € W, mas —1 -u = (0,-1,-2) ¢ W.
(¢) Sim. (d) Ndo, pois u = (1,2,3) € W, mas 5 -u ¢ W. (e) Ndo, pois u =
(1,0,0),v = (0,1,0) € W,masu+v = (1,1,0) ¢ W. (f) Ndo. (g) Nao, pois
u=(1,0,1),v=(0,1,1) € W,masu+v = (1,1,2) ¢ W. (h) Nao. 2. (a) Sim.
(b) Néo, pois A € W, comentradasa =d = —-leb=c=1,mas —1-A ¢ W. (¢)
Sim. (d) Nao, pois I € W, mas 2I ¢ W. (e) Nao, pois O ¢ W. (f) Nao, pois A € W,
comentradasa =leb=c=d=0;B e W,comentradasd = lea=b=c =0,
mas A +B ¢ W. 3. (a)Sim. (b) Sim. (¢) Sim. (d) Ndo, 0 ¢ W. (e) Sim. 4. (a)
Nao, pois 0 ¢ W. (b), (c), (d), (e) e (f) S@o. 5. Note que

(r,y,2) = (z,y,2) + (0,0, z —x) e W1 + Wo = W + Wy =V.

De modo andlogo, Wy + W3 =V = Wy + W3; Wy @ Wy = F3 = Wy @ W3, mas
WiNnWs ={(x,-2z,2) € V:x e F}. 6.Sev € V,entdoexisteumu; € Wi e
uy € Wotalque v =u; + up. Sejav = vy + vy, onde vi € Wy e vy € Wo, outra
forma de escrever. Entdo u; + us = vi + vo, de modo que

u1—V1:V2—UQ€W1ﬂW2:{O}.

Assim, u; = v e up = va. Reciprocamente. é claro que V = W + Ws. Se v €
WinWsy,entdiov € Wi ev € Wy, Como v+0 = v = 0+v temos, pela unicidade, que
v = 0. Portanto, Wi NWy = {0} e V = Wi @& Wy, 7. Wy = {(z,y) € F?: y = ma},
para todo m € F — {1}. 8. Confira Exemplo 3.20. 9. Confira Exemplo 3.2. 10.
Suponhamos que Wi U W5 seja um subespaco de V', mas W; g_ Wy e Wy ¢_ Wh.
Entdo existe um u € W tal que u ¢ Ws e existe um v € W tal que v ¢ Wj. Como
u,veWiUWsatemosqueu+v € Wy UWs, Assim,u+v € Wionu+v e Wa.

Sumadrio 354



RESPOSTAS E SUGESTOES

Seu+v e Wp,entdov =—u+ (u+v) € Wi, o que é impossivel. Se u + v € W,
entdo u = —v + (u+ v) € Wy, o que é impossivel. Portanto, W; C Wy ou Wy C W1.
Reciprocamente, se W7 C Wa, entdo W1 U Wy = Wy é um subespaco de V. 11. (a)
Basta notar que (W; N Wa) C Wy e (W1 N Ws3) C Wy + Wi, (c) Pelo Exercicio (6),
Wi+ W, = {(0,0,0)}, WinWs = {(x,—2x,$) eV .x e F} eWeo+ W3 =V
implicam que (W, N Wy) + (W1 N W3) = {(z, 2z,2) € V : x € F} C W) =
Wi N (Wy + W3). (d) Se W3 C Wi, entdo Wy + W3 C Wy + Wi, de modo que
win (WQ + Wg) - (Wl N WQ) + (W1 N Wg). Portanto, (W1 N WQ) + (Wl N Wg) =
Wi N (Wa+ Ws). 12.(a) Use U = {(z,y,2) € V : y = 0} no Exemplo 3.19. (b)
Suponhamos que W; C U. Dado v € U C V, temos, pelo Exercicio (7), que existe
Unico u; € Wi euy € Wy tal que u = u; + ug. Assim, us = u — u; € U. Como
w eUNWieus € UNWytemos que u € (UNWy) & (UNW,).

Secio 3.3

1. Note que (z,y) = %(1,2) + 25%(5,0) e F? = F[(1,2),(5,0)]. 2. Observe que
f(x)x1 + g(x)ze = p(x) é equivalente a escalonar a matriz

2 —8|-26 1 10011—;2
-3 5| 11 1 — e = 010§
5 —2 71 001 2

Portanto, nenhum dos vetores é combinacgdo linear. 3. Nenhum dos vetores é combina-
¢do linear. 4. Como

(a,b,¢) = 147 (4a + 2b — 3c)uy + 7 Ha + b+ c)ug + 1471 (10a — 4b + 3c)us

temos que V' = F'[a]. Portanto, (4, —5, k) pertence, para todo k € F. 5. Basta notar
que V = Fla]. 6.Observe que A = —3A; + 2A5 — A3. Mas, os vetores B e C ndo
sdo combinagdes lineares dos vetores da lista «, pois

1 3 -1 4 3 -1 1 00[-3 0 100

1 0 5|-5 1 1 01 0[ 20 —5
- =

-2 4 2| 9 —4 -2 001—10%

1 -1 2|-7 4 1 000/ 01 £

7. (a) W1 = F[(1,1,0),(0,0,1)]. (b) Wa = F[(2,1,-2). (¢) W3 = F[(—2,1,0),

(3,0,1)]. (d) Determinar Wy N Wy é equivalente a resolver o sistema de equagdes
lineares z —y = 0,2 + z = 0 e z — 2y = 0. Portanto, W1 N Wy = {(0,0,0)}. (e)
Determinar W + W3 = [Wh UWs] = F[(2,1,-2),(—2,1,0), (3,0, 1)] é equivalente a

98]
W
()}
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escalonar a matriz

2 -2 3 1 0 0
1 1 0)]—----—= 010
—2 0 1 0 0 1
Portanto, Wy + Wy = F[(2,1,-2),(-2,1,0),(3,0,1)] = F? 8.
Como W = F[(-2,1,0,0),(2,0,1,0)], basta escalonar a matriz
-2 2|-2 6 -2 1 0|4 0 1
1 0 4 2 1 - _ 0 113 0 O
01 3 4 0 0 00 1 O
0 0 0 1 0 0 0|0 O O

Portanto, u = (—2,4,3,0),w = (—=2,1,0,0) € W, mas v = (6,2,4,1) ¢ W. 0.
E fécil verificar que J(z + cw) = J(z) + ¢J(w) e J?(z) = z, para todos z,w € V
ece C. Alémdisso, J(V) C V. Se W = U ez € W, entdo existem u,v € U
tais que z = u + iv. Assim,w = u—iv € We J(z) = w € W, de modo que
J(W) C W. Reciprocamente, se J(W) C W, entdo J; : W — W definida como
Ji1(z) = J(z) é uma conjugacdo. Portanto, U = {z € W : Ji(z) = z} possui as
propriedades desejadas, por exemplo, para qualquer z € W, obtemos

z=2"Yz+ Ji(2) +i(20) " (z — Ji(2)) € U,

pois J1(27Y(z+ J1(z))) = 271 (z+ J1(2z)) etc. 10. Seja W um subespago minimal de
V. Entdo W # V eexisteumu € W, com u # 0. Assim, {0} C F[u] C W. Portanto,
W = F[u].

Secao 3.4
1. Confira a Desigualdade de Cauchy-Schwarz. 2. (a) Note que discutir se 8 é LI é
equivalente escalonar a matriz

1 1 1 1 00
1 -1 0 — = 010
-2 -1 1 0 01

Portanto, 5 é LI. (b) Como 2(v+w) = —(u+v—3w)+(u+3v—w) temos que yé LD.
3. Confira Exercicio (1). 4. Como 2+z+222 é uma combinagio linear dos precedentes
temos que « é LD. Podemos afirmar que é LI. 5. O vetor x(1,2,3) + y(1,—1,1)
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pertence a W7 se, e somente se, 3z + y = 0. Portanto, u = (1, —3,0). 6. k? —k # 0.
7. Para resolver este problema confira primeiro o Exemplo 3.28. (a) Sim. (b) Nao. (c¢)
Sim. (d) Néo. (e) Ndo. (f) Sim. (g) Note que a equagéo asenx + bcosz + ctgx =0
vale para todo x € R. Em particular, para x = 0,2 = 7 e x = § implicam que
b= 0,\/§a+202 0ea+ 2¢c =0, de modo que a = b = ¢ = 0. Portanto, a lista é LI.

8.Jd vimos que Fla] = F[f] e

Z Yil; + ypug = Z(yi — ziwg g + (2 ).
i#k i#k

9. Vamos usar inducdo sobre m. Se m = 1, nada ha para ser provado. Suponhamos que
o resultado seja valido para todo k£, com 1 < k£ < m. Entdo

Vi = g T;Vi + E riu;.

<m >m

Assim, z; # 0, para algum ¢ = 1,...,n, pois v, € LI. Como 0s vy,..., vy, sdo LI
temos que x; # 0, para algum ¢ > m, digamos ¢ = m. Portanto, u,,, pode ser substituido
POr V.

Secao 3.5
1. VVFF. 2.Naio, confira o Exemplo 3.46. 3. Note que dimW; = 1e W) §Z Wo
implicam que W7 N Wy = {(0,0,0)}, de modo que dim(W; + W>) = 3. Portanto,
V=W +WyeV =W & W, 4. Como dim(W1 N Wg) < min{4,5} e’ >
dim(W1 + WQ) =445 — dim(W1 N WQ) temos que 2 < dim(W1 N Wz) < 4
Portanto, dim(W; N W) = 2,3 ou 4. 5. Confira o Exemplo 3.37. 6. Confira o
Exemplo 3.45. 7. Confira o Exemplo 3.45. 8. Se p(z) = a + bz + cx? + da3,
entdo p/(x) = b+ 2cx + 3dz? = 0 implicaque b = ¢ = d = 0 e a € F qualquer.
Portanto, & = {1} é uma base de W e dim W = 1. 9. Pelo Exercicio (3) da Sec@o ,
se (1 —a)? = (1+a)? de modo que @ = 0. 10. Como p/(x) = 4 — 3 e p”(z) = 4
temos que ap(x) + bp/(x) + ¢p”(x) = 0 implica que a = b = ¢ = 0. Portanto, o é uma
base de V. 11. Derivando trés vezes a equagao

a(l—m)3+b(1—x) +e(l—2)+d = 0
—3a(1—z)2-2b(1—-2)—c = 0
6a(l—2z)+20 = 0

—6a = 0

temos, pela substituicio reversa, que a = b = ¢ = d = 0. Portanto, o é uma base de
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V. 12. Confira o Exemplo 3.37. 13. Confira o Exemplo 3.43. 14. (a) E claro que se
Q. ReWeac F,entio Q + aR € W. Observe que

111 1 -1 0 0 1 -1
al 111 |+ -1 0 1 ]+c[ -1 0 1]|=q,
111 0 1 -1 1 -1 0

com
a—+b a—b+ec a—c

Q=| a-b—c a a+b+c | eW.
a+c a+b—c a—2b

Portanto, W = F[a]. (b) Peloitem (a), osistemaa+b = aj,a—b+c=azea—c = a3
possui uma solu¢do, para todos a1, as,as € F'. 15. Note que

dim(W1 + Wy + Wg) = dim(W1 + WQ) + dim W3 — dim((W1 + Wg) N Wg)

e use o Exercicio (12) da Sec¢@o 3.2. 16. Se au + biu = 0, entdo (a + bi)u = 0, de
modo que a + bi = 0, ouseja,a =b=0. 17.Sejaa = {uy,...,u,} umabasede V.
Entdo devemos provar que sua complexificacio

Ma) ={u; +10,...,u, + 0}

¢ uma base de V. Dado z € V existem, pelo Exercicio (12) da Secao 3.1, u,v € V
tais que z = u + 7v. Como u,v € V temos que existem Unicos x;, Yy, tais que u =
dojoixjujev =30 ypuy. Assim, z = u+4v = YU, (7 + iy;)u;. Portanto,
A(a) é uma base de V sobre C e dim V = dim V. Note que 3 = o U (ic) é uma base
de V sobre Re dimV = 2dim V. 18. (a = b) Suponhamos que V # F[a]. Entio
existiriaum u € V tal que u ¢ F[a]. Assim, de modo andlogo a prova do Lema 3.40, o
conjunto § = awU {u} seria LI, com av C 3, o que é impossivel. (b = ¢) Suponhamos
que o ndo seja LI. Entdo existiria um conjunto 5 = o — {u} tal que V' = F'[5], com
B C a, o que é impossivel. (¢ = a) Tente provar! 19. (b) Por exemplo,

(u+W)d[(v+W)a(w+W)] = u+Wa(v+w+W)

ut+ (v+w)+W
(utv)+w+W

= (u+v+W)e(w+W)

= J[(u+W)a(v+W)]e(w+W).
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(c)Seu € aC W,entdiou+ W =0+ W = W € o vetor nulo de V, de modo que
u+W ¢ ~. Assim,u ¢ SeanpB = (. Dadov € V, temos que v+ W € V.
Logo, existem vetores distintos vi + W, ..., v, + W € vy e y1,...,y, € F' tais que
v+ W = Z;LZI y;v; + W se, e somente se, v — Z;L:1 y;v; € W, de modo que
existem vetores distintos uy,...,u,, € € e xy,..., Ty, € Ftaisque v — 2?21 Yjv; =
Diey i, ouseja, v =3 mu;+) i y;vj. Portanto, V = FaUp]. Observe que
doimg T + >0 y; vy = 0implica que W = Y71, y;v; + W. Assim, yy = -+ =

yn = 0, pois v é LI. Logo, > ;~ | x;u; = 0 implica que 1 = - -+ = x,, = 0, pois « é
LI. Consequentemente, « U 3 é LI. (d) Primeiro note que V.= W U (V — W). Assim,
para cada v € V, podemos escolher vetores distintos uy,..., U, € @, Vi,...,V, €

B—aexi,. ...,Cmyi,...,UYn € Ftaisquev = > " zu; + Z?Zl y;v;. Logo,
v+ W =37, y;v;+W. Portanto, V = F[y]. Prove que v é LI! (e) Basta notar que
dimV = |aUB| = |a|+ 8] = dim W +dim V. (f) Dado v+U € W; + Wa, existem
wi € Wiewy € Waotaisquev+U =wi+woe+U = (w; +U) D (we+U) €
W1 + Wa, ou seja, Wi + Wy = Wi + Wy, Sev +U € Wy N W, entdio existem
wi € Wiewy € Wotaisquev+U =w; +Uev+U = wy + U. Assim,
wo —wy = (Wy — V) + (w; —v) € U,de modo que wy = (wy —wy)+wy € Wie
v+ U = (v—wz)+wy+ U = U. Portanto, W; N W5 = {U}. Consequentemente,
dim(W1 + WQ) = dile—l- dimWQ.

Secao 3.6

1. Confira o Exemplo 3.47, [(7,y)]a = 37 *(z + y,z — y)!. 2. Primeiro confira o
Exemplo 3.47. (a) [(2,9)la = $(+9, 5—9)". (8) [(2, e = (% —9)" (€) [(&, ] =
(z,9)". (d) [(#,9)]la = 3((2z —y, —2 + 2y). 3. Observe que os vetores u = (a, b)
e v = (c,d) estdo sobre o circulo 22 + y? = 1. Assim, existem 0, ¢ € [0, 27) tais que
a = cosf,b=senfec=cos¢,d=sen ¢. Logo,

cos(¢p — 0) = cospcosf +senpsend = ac + bd = 0,

de modoque ¢ —0 = Fougp—0 = 37” Portanto, c = —senf e d = cosf ou c = sen 0
e d = — cos . Consequentemente, 5 = {u, v} é uma base de V, pois ad —bc = 1. Se u
estiver no primeiro quadrante, entdo u = cos fe; + sen ez e v = — sen fe; + cos fes.
Assim,

7 - ( cosf —senf ) e(mg>1=< cos sen9)7

sen 6 cos 6 —senf cosd
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com « a base canonica de V. Portanto,

(@l = (1) ol = (_Lemgtvsert ).

—xsenf 4 ycosb

Compare este exercicio com o Exemplo 3.50. 4. Confira o Exemplo 3.48. 5. e 6.
Confira o Exemplo 3.49. 7. e 8. Confira o Exemplo 3.51. 9. e 10. Note que

1 21
mi={o 12| emg=qndH
1 11

11. Confira o Exercicio (7). 12.,13. e 14. Confira o Exercicio (9). 15. [I]§ =
I. 16. Confira o Exercicio (9) identificando E1; < (1,0,0,0) etc. 17. Se 8 =
(uiA,...u,A) for uma base de F'1*", entdo os u; sdo combinacdes lineares dos u; A
e vice-versa, digamos o = 3'B, Assim, 3" = o'A = (3'B)A, de modo que BA =L
Portanto, A é ndo singular. Reciprocamente, se A for ndo singular, entdo 3! = afA
implica que o = B'A~!, de modo que F''*" = F[3]. Portanto, 3 é uma base de
F1*n  18. Dados u,v € Wea € F, obtemos u,v € W, para todon € N.
Assim, u 4+ av € W, para todo n € N. Portanto, u + av € W e W & um subes-
pacode V. 19. Dados u,v € W ea € F, existem m,n € Ntaisqueu € W, e
v € W,. Sem < n,entdo u,v € W,. Assim, u + av € W, para algum n € N.
Portanto, u + av € W e W é um subespago de V. 20. (a) a = (e1,e2,€1 + €2).
(b) Suponhamos, por absurdo, que z; = 0, para algum 4, digamos x; = 0. Entdo
ToUg + - - - + xpu, = 0, de modo que x3 = --- = x, = 0, o que contradiz o fota de
a ser LD. Portanto, z; # 0, para todo i. (c) Podemos supor que y; # 0 e, pelo item
(b),u; = (=27 'xg)ug +- -+ (=27 "z, )uy,. Assim, substituindo na equagio, obtemos
(y2 — yla:l_larg)ug + -+ (yn — ylxl_lscn)un = 0. Logo, por hipétese, y; = ax;,
onde a = 27'y; € F*ei = 1,...n. (d) E facil verificar que W é um subespaco de
F™ e, pelo item (c), W = F|z1,...,x,]. E importante observar que W = L7'(0) e
ImL, = Flao — {u;}], paraalgum i = 1,...n. 21. Suponhamos que

n n n n n n
B=) > ayFij=3 > ayEj+) » ail=0.
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Se p # g, entdo byg = apg +0 = 0. Se p = g, entdo byp = app + > 1 >0 aij = 0.

Como a;; = 0, quando ¢ # j, temos que a,,+ > .- 1 a;; = 0, de modo que ay,, = 0, pois
08 @y, sdo todo iguais. Portanto, o é uma base de V. 22. E fécil verificar que Fy(z) é
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um subespago de F(F, F') e que a lista

1 T gmtn—l
‘- ((x—am—b)"’ (@ —ay(z— by <x—a>m<m—b>n)

¢ uma base de F'r(x) (Use derivagdo, se necessario, para o caso LI).

Capitulo 4

Secao 4.1

1. (a) Sim. (b) Nao, pois T'(0, 0,0) = (—1, 0) # (0, 0). (¢) Sim. (d) Néo, pois T (2e1 +
e2) = (1,8) # (1.2) = 2T (e1) + T'(e2). (e) Sim. Conclua que qualquer operador linear
sobre F'2¢ dessa forma. Por exemplo, T (e1) = ae; + ces = (a, c), onde a, b € F. 2. (a)
Sim. (b) Sim. (¢) Ndo. pois T'(0) = B # O. (d) Sim. (e)

Sim. 3. Como um exemplo vamos provar apenas o item (d) Dados f, g € Vea € R,
obtemos

(T +eo)l(@) = 5[ +ea)a+ 2) — (F + eq)a — )] = (Tf +aTg)(x).
(4) Direto da definicio. 5. T(z,y) = (x + ay,y) e T : R? — R? definida como
T(1,0) = (1,a) e T(0,1) = (0,1), onde @ € R*. 6. T(x,y) = (—z +y,z). 7.
T(z,y) = (ax + cy,bx + dy). 8. (a) Dados p(x),q(x) € V e a € R, obtemos

T(p(x) + aq(x)) = z(p(x) + aq(z)) = zp(z) + c(zq(x)) = T(p(z)) + T (q(x)).
9. Dados u,v € V e c € F, obtemos
(T+S)(u+cv)=T(u+cv)+S(u+cv) =(T+S5)(a) + (T + S)(v).

Portanto, 7'+ S,aT € L(V,W) e é um espago vetorial sobre . 10. Sejam o =
{v1,v2} uma base de V e 8 = {w1, wy, w3} uma base de . Entdo, pelo Teorema
4.11, existem tnicas transformagdes lineares £;; : V — W,comi =1,2,3ej = 1,2,
definidas como Ej;; (vi) = kWi, para k = 1,2. Entdo os E;; agem sobre um vetor
V = I1V] + T2V cOMO Eij(v) = xlEZ‘j(Vl) + xQEZ‘j(VQ) = $15j1Wi + .732(5j2Wi =
TjWi. Aﬁrma(;ﬁo. Y = {Ellv E12, E21, EQQ, E31, E32} € uma base de ﬁ(V, W) De
fato. Dado T' € L(V, W) tal que T'(v},) = 3°_, agw;, k = 1, 2. Entdo, considerando
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S = Z?:l 212':1 a;; By € [,(V, W), obtemos

3

Z Z a'Lj zg Vk Z Zam kWi = Z Qig W4 = T(Vk)

i=1 j=1 i=1 j=1 =1

Portanto, ' = S e L(V,W) = F[]. Note que dim L(V, W) = 6. 11. e 12. Direto das
operagdes usuais e da composicdo de fungdes. 13. Como

(DM — MD)(p(z)) = D(M(p(x))) — M(D(p(x)))
= p(x) +ap'(x) —ap'(z) = I(p(z)), ¥ p(x) € Rlz],

temos que DM — M D = I. Note que DM = D(DM — MD)M. 14. (a = b) Sejam
x = f(0) e WeT:V — W definida como T'(y) = f(y) — x. Entdo 1" ¢ linear. De
fato. Comoy — cy = (¢ — 1)(0 — y) temos que

T(y) = T(cy) = f(y) = fley) = (e = D[f(0) = f(y)] = (¢ = D(=T(y))-

Assim, T'(cy) = ¢T'(y), paratodoy € V. Sendo 2z—(y+z) = z—y = —271(2y—2z),
obtemos
2T(z) =T(y +2) = T(22) - T(y +2z)= f(22) - f(y +2)
= —27'[fQ2y) - f(22)] = —[T(y) — T(2)].
Portanto, T'(y +z) = T'(y) + 1 (z), paratodos y,z € V. (b = c¢) Direto da linearidade

deT. (¢ = a). Bastanotar que w —u = ¢(v —w) implicaque u = (—¢)v+ (1 +c)w
15. (a) Suponhamos que

zou+ z1T(u) 4 - 4 25 T H(u) = 0.

Como T™t* = 0, para todo n € Z, temos, aplicando recursivamente 7%~% com i =
1,...,k — 1, naequagdo, que 9o = x; = --- = x;_1 = 0. Portanto o € L]I.

Secio 4.2
1. Dados w,z € T(U) ea € F, existem u,v € U taisque w = T'(u) e z = T(v).
Assim,

w+az=T(u)+al(v)=T(u+av) e T{U),

pois u + av € U. Portanto, T(U) é um subespago de W. 2. Dadosu,v € T1(Z)e
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a € F, obtemos T'(u),T(v) € Z, de modo que T'(u) + aT'(v) € Z implica que
T(u+av)=T(u)+al'(v) € Z.

Logo, u + av € T~(Z). Portanto, T~!(Z) é um subespago de V. 3. Note que
(r,s) € T(A) se, e somente se, existir um (z,y) € A tal que T'(z,y) = (r,s) se, e
somente se, t =1 — sey = S. Assim,

21 =1er+28% —2rs=1

Py =1s(r—s)
Portanto, T(A) = {(r,s) € R? : r? + 25> — 2rs = 1} representa uma elipse, isto
é, T transforma circulo em elipse e vice-versa. 4. (a) kerT = {(0,0)} e ImT =
F[(~1,0,5),(1,0,0)]. (b) kerT = F[(1,—1,0)] e ImT = F[(1,0),(1,1)]. 5. E
claro que F[T'(«)] € ImT. Por outro lado, dado w € ImT, existe um u € V tal
que w = T'(u). ComoV = Fla] eu € V temos que existem z1,...,z, € F
tais que u = Y ;' x;w;. Assim, w = T(u) = >, z;T(w;) € F[T(«)], ou seja,
ImT C F[T(«)]. 6. Note, pelo Exercicio (5), que

ImT = F[T(e1), T(e2),T(es)] = F[(1,2,-1),(—1,1,-2),(2,0,2)].

Assim, discutir se (a, b, ¢) € Im T é equivalente a escalonar a matriz

1 -1 2]a 10 2| i0b-a)
| g

2 1 0|b =01 —3| 5b—2a)

-1 -2 2]|¢ 00 O|-a+b+te

Portanto, (a, b, ¢) € Im T se, e somente se, a = b+c¢, de modoque Im 7" = F[(1,1,0), (1,0, 1)]
e p(T) = 2. (b) Pelo item (a), (a,b,c) € ker T se, e somente se, a = —% e b = %, de

modo que ker 7" = F[(—2,4,3)]ev(T) = 1. 7., 8.¢9. Confira os Exemplos 4.18 ¢

4.25, pois T’ ser sobrejetora e

T(1,1,0) = T(0,0,1) < T(1,1,—1) = (0,0,0)

significa que ker 7" = F[(1,1,—1)]. 10. Sim, pois {(1,—1,1),(1,1,1)} é parte de
uma base de F'3. 11. Ndo, pois (—3,2) = —(1,—1) — (2, —1) implica que

(1,1) = T(-3,2) = =T (1, —1) — T(2,-1) = —(1,1),

o que é impossivel. 12. Suponhamos que existam escalares x1, ...,z € F tais que
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Zle z;u; = 0. Entdo

k
E T,W; = E x;T(u;) = E x;w;) =T(0) =0,
i=1

de modo que x; = --- = x, = 0. Portanto, a é LI em V. Para cada u € V, sem-
pre teremos T'(u) € Im7'. Assim, existem escalares y1,...,y; € F tais que T'(u) =
T(E;“:l y;u;), de modo que T'(u — Zle y;u;) = 0 implica que u — Zle yiu; €
kerT. Logo, V = F[a] + kerT. E facil verificar que F[a] NkerT = {0}. Por-
tanto, V' = Fla] @ kerT. 13. Determine ker 7" resolvendo o sistema e use o Exer-
cicio (12). 14. (a) Discutir se u; € F|ug,us| é equivalente a saber se (1,0,1) €
F[(-2,1,0),(—1,1,1)]. 15. Dado u € ker(7T" o S), obtemos 7'(S(u)) = 0. Assim,
S(u) € kerT = {0}, de modo que S(u) = 0. Logo, u € ker S = {0}. Portanto,
u=0ecker(ToS)={0},ouseja, v(T'0S) =0. 16.(a) Dadow € Im(7T 0 S), existe
umu € Utalquew = (T o S)(u) =T(S(u)). Assim, w € ImT', pois S(u) € V, de
modo que Im(7 0 S) C Im 7. Como Im(7 o S) e Im T sdo subespagos de W temos,
pelo Corolério 3.42, que

p(ToS)=dimIm(T o S) <dimImT = p(T).

(b) Dado u € ker S, obtemos S(u) = 0, de modo que (7" o S)(u) = 0, ou seja,
u € ker(7T o S). Assim, de modo andlogo ao item (a), v(S) < v(SoT). 17. Como
ImS C V temos que m = v(S) + p(S) implica que v(S) = m — p(S) > m —
n > 0. Assim, pelo item (b) do Exercicio (16), v(S o T) > 0. Portanto, 7' o S
ndo é injetora. 18. Suponhamos que exista um isomorfismo 7" € L(V,W). Entdo
kerT = {0} e ImT = W. Assim, pelo Teorema 4.21, dim V' = dim W, de modo que
m = n. Reciprocamente, suponhamos que m = n. Entdo, pelo Teorema 4.28, existem
isomorfismos E, : F" — Ve Eg : F" — W. Portanto, T = Ego E;1 : V. — W é
um isomorfismo, de modo que V' e W sdo isomorfos. 19. (a) Se T fosse sobrejetora,
entdo Im 7" = W. Assim, pelo Teorema 4.21, n = dimker 7'+ dim Im T" > m, o que é
impossivel. 20. Basta observar que S oI’ = Iy, implica que 7' é ndo singular. Portanto,
T é bijetora. 21. Note que T2 — T+ I = 0 é equivalente a: (I —T)oT = I e use
o Exercicio (20). 22. (a) Suponhamos que Im.S C Im7. Entdo podemos escolher
uma base {uy,...,u;} de U tal que {u,4+1,...,u;} seja uma base de ker S. Assim,
{S(uy),...,S(u,)} é LI em W, mas isto significa que: existem vi,...,v, € V,
necessariamente LI, tais que S(u;) = T'(v;), pois ImS C Im 7. Logo, estendendo
obtemos uma base {vi,...,v,,} de V. Entdo a funcdo R : U — V definida como
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R(uw;) =vj,comi=1,...,r,e R(uj) =0,comj =r+1,...,n,étalque S = ToR.
A reciproca é clara. (b) Suponhamos que ker 7' C ker S. Entdo podemos escolher uma
base {uj,...,u;} de U tal que {uy,...,u,} seja uma base de ker S e {uy,...,us}
seja uma base de ker 7', com s < r. Assim, {T'(us41),...,7(ug)} é LI em V. Logo,
estendendo obtemos uma base {7 (ust+1),...,7(ug), Vg+1,-..,Vvm} de V. Entdo a
fungdo R : V. — W definida como R(7T'(u;)) = S(u;), comi = s+ 1,...,k, ¢
R(vj) =0,comj =Fk+1,...,m,étalque S = RoT. A reciproca é clara. 23.
(a) Como Im(T" + S) é subespago de V e Im(7"+ S) C Im7T + Im S temos, pelo
Corolério 3.42, que dimIm(7 + S) < dim(Im7 + Im S). Portanto, pelo Teorema
344, dimIm(T' + 5) < dimIm7 + dimIm S, ou seja, p(T" + S) < p(S) + p(T).
(b) Useoitem (a) en = v(S+T)+ p(S+T). (c) e (d) Confira o Exercicio (13)
e os itens anteriores. 24. Podemos imitar a prova do item (b) do Exercico (22). Mas,
vamos apresentar uma prova direta. Suponhamos que 7" seja injetora. Entdo ker 7' =
{0}. Assim, pelo Teorema 4.21, dim V' = dim Im 7, de modo que dimV' = n < m.
Logo, para cada base o« = {uy,...,u,} de V, T'(a) = {T(u1),...,T(u,)} é parte

de uma base 8 = {T(uy),...,T(uy), Wnt1...,Wp,} de WW. Portanto, pelo Teorema
4.11, existe uma Uunica transformagdo linear S : W — V tal que S(T(w;)) = w;,
sei=1,...,n,e S(w;) =0,sei=n+1,...,m. Consequentemente, S o T = Iy.

Reciprocamente, suponhamos que So7" = I,. Entdo, dado u € ker T, obtemos T'(u) =
0, de modo que u = (S o T)(u) = S(T(u)) = S(0) = 0. Portanto, ker " = {0} e
T € injetora. Observe que se 1" for ndo injetora, entdo, pelo Corolario 4.22, existem

bases tais que 7'(v;) = wy, comé = 1,...,k, e T(v;) = 0,comj =i+ 1,...,m.
Portanto, basta definir R : V — V como R(wj) =vjcomj =1+1,...,m,e
R(w;) = 0,comi =1,..., k. 25. Podemos imitar a prova do item (a) do Exercico

(22). Mas, vamos apresentar uma prova direta. Suponhamos que 7" seja sobrejetora.
Entdo Im7T = W. Assim, pelo Teorema 4.21, n = dimker +7"dimIm 7', de modo

que dim W = m < n. Assim, para cada base {w1,...,wy,} de W, existem u; € V
tais que w; = T'(u;), com ¢ = 1,...,m. Por outro lado, pelo Teorema 4.11, existe
uma tnica transformag@o linear S : W — V tal que S(w;) = u;, comi = 1,...,m.

Portanto, (1" o S)(w;) = T(S(w;)) = T(u;) = w;, com i = 1,...,m, implica que
T o S = Iyy. Reciprocamente, suponhamos que 7' o S = Iy. Entdo, dado w € W,
obtemos w = (T' o S)(w) = T(S(w)). Assim, existe um u = S(w) € V tal que
w = T'(u). Portanto, T é sobrejetora. 26. Suponhamos que S seja sobrejetora e T’
seja injetora. Entdo, pelos Exercicios (24) e (25), existe um S; € L(V,U) tal que
SoS; = Iy eexisteum 77 € L(W,V) tal que T3 o T = Iy. Portanto, pondo
R = S10Ty € L(IW,U), obtemos S o RoT = Iy. A reciproca é andloga aos
Exercicios (24) e (25). 27. Suponhamos que Im 7" = ker7'. Entdo, pelo Teorema
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421, n = dimkerT + dimIm7 = 2dimIm7T, de modo que T" # 0. Enquanto,
T(u) € ImT = kerT, para todo u € V, implica que 7%(u) = T(T(u)) = 0.
Portanto, 72 = 0. Reciprocamente, 7 # 0 implica que existe um u € V tal que
T(u) # 0, de modo que ImT # {0} e kerT # V. Enquanto, T? = 0 implica
que T'(u) € kerT, para todo u € V, de modo que Im7" C kerT. Por outro lado,
2dimImT = n = dimker '+ dim Im 7" implica que dim Im 7" = dim ker ¢. Portanto,
Im T = ker T. Confira o Exercicio (8) da Se¢do 1.2 para determinar vérios 7' € £(R?).
28. Basta observar que se u; € V for outra solugdo, entdo 7'(u; — ug) = 0. 29. (a)
Dado p(z) = ap + apz + - - - + apz™ € ker E, obtemos

ai o an  nt1
0=F = —
(p(z)) = apx + 23: + +n+1$ )

de modo que ap = a3 = -+ = a, = 0 e p(z) = 0. Portanto, ker E = {0} e E é
injetora. Como a ¢ Im E, para todo a € R*, temos que E nao é sobrejetora.  30.
Suponhamos que S e T' sejam ndo singulares. Entéo ker S = {0} e ker T' = {0}. Dado
u € ker(SoT), obtemos S(7T'(u)) = 0, de modo que 7'(u) € ker S = {0} e T'(u) = 0.
Assim, u € kerT' = {0} e u = 0. Portanto, ker(So7) = {0} e SoT é ndo singular. A
reciproca segue do item (b) do Exercicio (16). 31. Basta observar o sistema na forma

matricial:
S1 52 X1\ _ (T
S 2 S 1 X 2 N T2

e usar a Regra de Cramer. 32. Se T € ker f, entdo f(T) = Oou St oT oS = 0.
Assim,

T=(S0oS1HoTo(SoS)=80(§toToS)oS =0,

Portanto, ker f = {0} e f é injetora. 33. (b) Suponhamos que W3 N Wy # {0}.
Entdo existe um u € W; N Ws tal que u # 0. Assim, 7(u,0) = u = 7'(0,u), mas
(u,0) # (0,u), de modo que 7" ndo é injetora. Reciprocamente, se (w1, ws) € ker T,
entdio w; + wy = 0. Logo, wy = —w; € Wi ew; = —wy € Wy, de modo
que w; = 0 e wy = 0. Portanto, ker7 = {0,0} e T ¢ injetora. (d) Note que
kerT = {(u,—u) :ue WiNWsy}elmT = W; + Wy. 34. Note, pelo Exercicio
(16), que Im(7P? o T') C ImT? e ker T'? C ker(T o T'?), para todos p,q € N. Como
dim V' = n temos, pelo Coroldrio 3.42, que a cadeia

{0} CkerTC---CkerT?---C..-CV
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é finita, digamos ker 7%+ = ker T*, para algum k € N. Portanto, ker T**™ = ker T*,
para todo m € N. Caso contrério, existiria um m > k tal que ker(T™) # ker(T™*1).
Isto significa que existe um u € V tal que 7" (u) = 0, mas 7™ (u) # 0. Pondo
m = k + i, obtemos T**1(T%(u)) = 0, enquanto T%(T"(u)) # 0, o que é impossivel.
Usando que dimIm 7% + dimker 7% = dim V, deduzimos o resultado para a cadeia
das imagens. Dado v € ImT* N ker T*, obtemos T*(v) = 0 e v = T*(u), para
algum u € V. Assim, 0 = T%(v) = T?#(u), de modo que u € ker T%* = ker T*
implica que v = T%(u) = 0. Portanto, Im 7% N ker T% = {0}. Conclua que V =
ImT* @ ker T*.  35. Use o Exercicio (12) com U = Im S. 36. (a) E facil verificar
que P é linear, Im P = U e ker P = W, de modo que V' = ker P ¢ Im P. Note que
u="T(u)—(Iy —T)(u), paratodo u € V, implica que ker () = Im P e Im ) = ker P.
37. Seja U um subespago de V' tal que V' = U @ ker T. Como ker(Iyy — P) =Im P =
kerT e Im(Iyy — Q) = ker@Q = ImT, o resultado segue do Exercicio (22). 38.
Seja k = p(T') e {w1,...,wy} uma base de Im 7', a qual pode ser estendida para uma
base f = {wi,..., Wi, Wgi1...,Wwp} de V. Como w; € ImT, parai = 1,...,k,
temos que existe um u; € V tal que w; = T'(u;). Assim, podemos escolher uma base
{ugy1...,u,}dekerT talque « = {uy,...ug, ugy1...,u,} éumabasede V. Logo,
pelo Teorema 4.11, existe um dnico S € L£(V) tal que S(w;) = u;,comi =1,...,n.
Portanto, S o T" = P, com P uma projecdo de V. 39. (¢) Dado v € Im S NkerT,
obtemos T(v) = 0 e v = S(u), para algum u € V. Assim, u = (T o S)(u) =
T(S(u)) = T(v) = 0, de modo que v = S(u) = 0. Portanto, Im S Nker 7" = {0}.
40. (a = b) Pelos Teoremas 3.44 e 4.21, obtemos dim(ker 7’ N Im7") = 0, de modo
que ker T NIm T = {0}. Portanto, V = ker T'® ImT. (b = c¢) E claro. (¢ = d) Pelo
item (b) do Exercicio (16), obtemos ker T C ker 7. Por outro lado, dado u € ker T2,
teremos T'(u) € kerT NIm7T = {0}, de modo que T'(u) = 0, ou seja, u € kerT.
Assim, ker T? C ker T Portanto, ker T? = ker T. (d = ¢) Pelo item (a) do Exercicio
(16), obtemos Im 7% C ImT. Por outro lado, como dimker 7 + dimIm7T = n =
dim ker 72 + dim Im 72 temos que dim Im 7' = dim Im 7. Portanto, Im 72 = Im T..
(e = f) Use o Exercicio (38). (f = a) Observe queu = (u — (SoT)(u)) + (S o
T)(u) € ker T + ImT. Portanto, V = ker T + Im T'. Finalmente, S = ¢~1 Iy, é tal que
ToSoT =Telm(SoT)=ImT. Seja {(1,2)} uma base de Im 7" e estenda para uma
base 8 = {(1,2),(0,1)} de R% Como (1,2) € ImT temos que existe um (3,4) € R?
tal que 7'(3,4) = (1,2). Assim, {(3,4)} é parte de uma base o = {(3,4), (1,0)} de R?,
com {(1,0)} base de ker T'. Consideremos S € L£(R?) definida como S(1,2) = (3,4)
e S(0,1) = (1,0). Portanto, P = SoT ouT = S~ o P. Note que P(3,4) = (3,4)
e P(1,0) = (0,0) e, depois de alguns calculos, (z,y) = z(1,2) + (y — 2z)(0, 1),
S(z,y) = (3z,2z + y) e P(z,y) = $(3y,4y) e/ou use a matriz A = XX’ € R?*?,
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comc = X!X e X = (a,b)! # (0,0)!, para determinar varios T € L(R2). 41.
E facil verificar que Fy(I;,R) é um subespago de F(R,R). Consideremos as fungdes
er : I = R definidas como

en(z) = 0, se 0<z<k
Y7701, se k<az< 1.

Entdo e, € Fy(I1,R) e « = {ex : k € 11} é um base. De fato. Dado f € F,;(I;,R),
existe uma fungdo f; € F4(I;, R) definida como

fi(z) = { f(x), se x € laj,air1)

0, se = ¢ [a;,aiy1)

tal que fi(z) = f(a;)(eq;(T) — €a;pi(x)). Assim, o gera Fy(I;,R), pois é claro que
f=fo+ -+ fn. 42.Eclaroque Fi(I1,R) = F4(I;,R) @ C(I;,R). Consideremos
as funcdes gy, : [; — R definidas como

() = 0, se 0 <z <k
Gr\T) = x—k, se k<xz<l.

Entdo g, € C(I;,R) e 8 = {gr : k € I1} € um base. De fato. Note primeiro que
(Ya; — Yas1)(x) = x — a;, para todo x € [a;, a;41], € O caso contrdrio. Assim, dado
f € Fi(I1,R), existe uma fun¢do f; € F;(I;,R) definida como

fi(x) :{ f(z), se x€laj,ait1)

0, se = ¢ [a;,ai+1).
Logo, pondo d; = f(a;) + b;j(a;+1 — a;), obtemos
fi(@) = bi(9a; = Gaisi) (@) + f(ai)ea; (x) — dia; , (2).
Portanto, f = g +e,onde g € C(I1,R) e e € Fy(I41,R); f = fo+ -+ + fn. Conse-

quentemente, 5 ¢ uma base de C(I;,R). Finalmente, basta observar que T'(e;) = gk.

Secio 4.3
1. Bastanotar que (1) = 2 = 0-1+1-2+0-2%etc. 2. (b) Como T(e;) =
(1,0,1),T(e2) = (2,1,0) e T(e3) = (0,—1,2) temos, pelo Teorema 4.39, que basta
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escalonar a matriz

1 01100 1o 1lo 1 3
2 10/010|—=--={01-2{0 0 1
0 -1 2/0 0 1 00 o1 -1 -1

Portanto, Im7" = F[(1,0,1),(2,1,0)] e ker T" = F[(2,—1,—1)]. 3. Basta notar que
D(x*) = ka1 =0-14+---+ k-2 1 4+...4+0-2", comk =0,...,n. 4.Té
claramente linear. Assim, procedendo como no Exemplo 4.40, obtemos

ImT = F[Ej2 + 2Eo1, —2E1; + E12 + 2E9] e kerT = F[I, E13 + 2E9; — Egg).

Note que ker 7" = {al + bB : a,b € F,b # 0}, pois B =1 — (Ej2 + 2E9; — Eg9),
compare com o Exercicio (16) da Se¢do 1.2. 5. A fungdo 7" : F™*"™ — F"*" definida
como T'(X) = BX — X ¢ claramente linear e, pelo item (b) do Exercicio (8) da Segdo
1.2, T ¢ injetora. Portanto, existe um A € F"*" tal que T(A) = O ou BA = A.
6. Bastanotar que T(1) =1 =1-14+0-2+0- 2%+ 0- 23 etc. e use o Exemplo
4.40. 8. Confira o Teorema 4.41. 9. Como T'(1) = (1,1,1),T(xz) = (c1,c2,c3) €
T(x?) = (c3,c3,c3) temos que [T] = V3 é a matriz de Vandermonde. Portanto, T é
um isomorfismo. 10. Confira o Exemplo 4.43 e use o Teorema Binomial de Newton
para obter [7']. 11. Basta notar que ker = {0} ou ker 7" # {0} e ndo ambos. 12.
(a) Note que ker = {0}. Entdo, pelo Exercicio (11), as equagdes possuem solucdes,
digamos u # 0, e v # 0. Assim, (T — I)(u) = O significa que u € ker(7T —
I) e, depois de alguns célculos, obtemos u = (—1,1). 13. Confira o Exemplo 4.45
e/ou determine P € R?*2 ndo singular tal que [T ]g = P ![T]2P. Neste caso, P =
Ei; — Ejo + 2E9; 4+ Egs. Considere pontos e/ou retas que passam pela origem para
obter o significado geométrico (esboco). Por exemplo, se P = (—2,3), entdo T'(P) =
371(8,—5), de modo que T é uma rotagio seguida de uma semelhanga (contragio).
14. Desenvolva as integrais e/ou direto. 15. (¢ = b) Basta notar que U = Im E
e W = kerE. (b = c¢) Seja {uy,...,u;} uma base Im E. Entéo basta estender
para uma base {ui,...,ux, Ugs1,...,u,} de V, com {ugiq,...,u,} uma base de
ker E. (¢ = d) E claro. (d = b) Basta notar que v = (v — E(v)) + E(v). 16.
Note que InE = U eker E = W. E clara que § = {(1,—1),(1,2)} é uma base de
R2. Assim, pelo exemplo 4.13, para determinar E(z,y) basta encontrar [(z,7)]s ou,
equivalentemente, escalonar a matriz

( 11$>_> _><1 02x§y>
).
-1 2|y 01 %
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Portanto, E(z,y) = 37!(2x —y, —2z +¥). Observe que [E]g =I,®0. 17.Note que
devemos impor a condi¢do: Im E = R[(1,0, —3), (0,1, —2)] e ker E = R]ugs], de modo
que 8 = {(1,0,-3),(0,1,—2),u3} seja uma base de R3. Por exemplo, uz = (3,2, 1).
Assim, pelo Exercicio (16), para determinar E(x, y, z) basta escalonar a matriz

1 0 3|z 100 @f%ﬁ

0 1 2|y |—-— 010%
3z+2y+

-3 -2 1] z 001%

Portanto,
E(z,y,z) = 1471 (52 — 6y — 32, —6x + 10y — 22, —3x — 2y + 132).
18. (a = b) Como R(u + w) = u — w temos que
ker(R—I)={u+weV:(R—I)(u+w)=0}=U

eker(R+1) =W. (b = ¢) Seja {uy,...,u;} uma base ker(R — I). Entdo basta
estender para uma base {uy,...,u;, Ugt1,...,U,} de V, com {ugy1,...,u,} uma
base de ker(R + I). (c = d) E claro. (d = b) Basta notar que

v=2'v+RW)+2 v —-RWV)) €Im(R+1)+Im(R—1)

e Im(R £ 1) C ker(R ¥ I). 19. Pelo Exercicio (18), devemos impor a condigao:
ker(R — I) = R[(1,0,-3),(0,1,—2)] e ker(R + I) = R[us], de tal modo que R? =
ker(R —I) @ ker(R + I). Por exemplo, uz = (3,2, 1). Assim, basta escalonar a matriz

1 0 3|z 1 00 W
0 12|y |—=-——=1010 W
-3 -2 1|z 00 1 %

Portanto, R(x,y, z) = 14~ (—4x — 12y — 62, —12x + 6y — 4z, —6x — 4y +12z). 20.
Seja Ry € L(R3) a rotagdo desejada. Entdo Ry(e3) = es. Por outro lado, aplicando
o Exercicio (17) ao plano 7 = {(z,y,2) € R : z = 0}, obtemos a projegdo “orto-
gonal” P(z,y,2) = (z,9,0),em que U = Im P = Rle;,ez] e W = ker P = R[es]
o eixo dos z. Note que a restricdo de Ry a U, Rg|ly € L(U). Assim, pelo Exem-
plo 3.50, Ry|y(x,y,0) = (xcosh — ysenb,xzsend + ycosh,0). Logo, Ry(e1) =

Sumadrio 370



RESPOSTAS E SUGESTOES

(cosB,senf,0), Rg(e2) = (—senb,cosf,0) e Ry(es) = es. Portanto,

cosf —senf O
[Ro] = | sen® cosf 0
0 0 1

Observe que o vetor “normal” us = (a, b, ¢) determina o plano
m={(z,y,2) € R®: ax + by + cz = 0}.

Neste caso, 7 = R[(c,0,—a), (—ab,1 — b?, —bc)], de modo que os vetores u; =
(¢,0,—a),us = (—ab,1 — b?, —bc) e ug formam uma base “ortogonal” 3 de R3. As-
sim, existe um S € £(R?) ndo singular tal que S(u;) = ey, S(uz) = ez e S(u3) = es.
Logo, R = S~ o Ry 0 S é arotagio desejada. Explicitamente,

= 0 —1t% c —ab a
S = —1%z 1 -2 | e[sl={ 0 1-0* b
a b c —a —bc ¢

Portanto, depois de alguns cdlculos e simplificagdes, [R]g =[S —1]§[R9]g[5]g ¢ igual a:

a®(1 —cos) +cos® ab(l —cosf) —csend ac(l — cosf) + bsend
ab(1 — cosf) +csen®  b*(1 —cosf) +cos be(l — cosh) —asend
ac(l —cosf) —bsen® be(l — cosh) +asend (1 — cosf) + cosd

21. Como det(T}) # 0 temos que T; é um isomorfismo. Assim, dado (z,y,2) € R3
existe um dnico (a, b, ¢) € R3 tal que T;(a, b, ¢) = (x,y, 2). Logo, devemos provar que
a? + b% = ¢? implica que #? + y? = 2. Parai = 1, obtemos

(2a+b+2c)® + (a+2b+2c)> = 5a®+ 5% +8c% + 8ab+ 12ac + 12bc
= 4a® + 4b* + 9¢? + 8ab + 12ac + 12bc
= (2a+2b+ 3¢)?.

22. (& = b) Sejam u = (1,m) a diregdo de r e v # ku, para todo £ € R. Entdo
B = {u,v} é uma base de R?. Assim, T'(u) = ue T (v) = v + au, para algum a € R,
pois a reta que passa por v e 1'(v) deve ser paralela a r. Portanto, [T]g =1+ aEjo.
(b= ¢) Eclaro que (T — I)?> = 0. (c = a). Se T = I, nada h4 para ser provado. Se
S=T-—1%#0eS? =0, entdo existe um u € R? tal que S(u) # 0, mas S?(u) = 0.
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Assim, o = {S(u),u} é claramente uma base de R? e [S]¢ = Ej5. Logo, se r for a
reta x = tS(u), entdo S(x) = 0ex € kerS = ImS = r, ou seja, r C T'(r). Por
outro lado, a reta x = u + tS(u), que passa por u e T'(u), é paralela a r. Portanto,
T é um cisalhamento. 23. Note que A (L, + E;;) = (I, + E;;)A, se i # j, e use
o Exercicio (14) da Segdo 1.2. 24. Confira o Exercicio (23). 25. E facil verificar
que se 1 75 j, entao Eij = EzkEk] — EkjEik: € E“ — E11 = EilEli — EliEil, com
= 2,...,n. Assim, f(EzJ) =0,se1 7& j, € f(Em) = f(E11> =c,set = 2,... , n.
Por outro lado, como A = 37 | 71, a;;E;; temos que f(A) = c(30L; aii) =
ctr(A), para todo A € F™*". Portanto, f = ctr, para algum ¢ € F. Observe que
as matrizes E;;, com ¢ # j, formam uma base de ker f e dimker f = n? —1. 26.
(a) Se existissem S,T € L(V) tais que ST — T'S = I, entdo [S]|[T] — [T]][S] = L
Assim, n = tr(I) = tr([S][T] — [T][S]) = 0, o que é impossivel. (b) Confira o
Exercicio (29) da Secdo 4.2. 27. Confira o Exemplo 4.3. Reciprocamente, para cada
x € R, podo ser provado, que existe uma sequéncia (r,,) em Q tal que lim,, o 7, =
xz. Como T é continua temos, pelo Exemplo 4.10, que T'(z) = T(limp oo ) =
limy, 00 T'(r) = alimy 007, = az. Portanto, T € L(R). 28. (a) Suponhamos
que R3 possua uma estrutura complexa .J. Entio .J é completamente determinada por
J(e1),J(ez) e J(es), os quais sio LI. Pondo J(e3) = ae; + bes + ces, obtemos
—e3 = J2(e3) = a(ce; + J(ey1)) + b(ces + J(e2)) + c’e3, de modo que ¢ = —1,0
que é impossivel. (b) Basta observar que

n n n
0=> avi+ > yJ(vj) =D (¢ — y;i)v;
j=1 j=1 j=1
(¢) Vendo V' como um espago vetorial sobre Re 8 = {v;,J(v;) : i = 1,...,n} uma

base para V. Entdo J2 = —I implica que a matriz de T em relagio 2 base (3 possui a
forma desejada, a qual € semelhante a A.

Secao 4.4

1. Como f;(e;) = 0;;temos que
fj(x) = f](z xiei) = sz‘fj(ei) = in(Sij = xj.
i=1 i=1 i=1

Portanto. o* = {p1,...,p,} é o conjunto das projecdes de coordenadas de F" sobre F'.
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2. Note, pelo Teorema 4.52, que para determinar o*, basta escalonar a matriz

1 0 —-1}1 0 0 10 02 -2 -1
o 1 -1/010}|—--—=101O01 -1 -1
1 -2 00 01 00 1|1 -2 -1

Portanto, o* = {f1, fo, f3}, com f1(x) =2z — 2y — z, fa(x) =z —y — z e f3(x) =
r—2y—2z. (a) Observe, pelo item (2) do Teorema 4.49, que qualquer f € (F3)* pode ser
escrito soba forma f = f(uy) fi+f(u2) fo+ f(us) f3. Assim, f(z,y, z) = do—Ty—3z.
(b) f = cfs, paratodo ¢ € F, com ¢ # 0. (¢) Pelo item (b), f(2,3,—1) = —4c # 0.
3. Observe, pelo Teorema 4.52, que para determinar 3, basta escalonar a matriz (ou sua
transposta)

1 3 2[1 00 100—%%%
2 13{(010])|—=---—=[010 %_ﬁﬁ
32 1[0 01 001 £ &£ -3

Portanto, 8 = {18 (—5,1,7),1871(7,-5,1),18 (1,7, —5)}. 4. J4 vimos que V é
isomorfo a R3, de modo que V* é isomorfo a (R3)*. Assim, podemos associar 3* =
{fla f27 f3} em V* com

1 1 8 1 1
a*:{x—|—§y+§Z,2x+2y+§z,—x+§y—§z}

em (R3)*. Logo, pelo Teorema 4.52, para determinar c, basta escalonar a matriz

1 00 1 00 1
01 0 — > 01 0]—% 0O
0 01 0 0 1 1

[N [ NSl g
wioo DN DN
W= =
NSl Sl ][OV

Portanto, o = {(17 17 _%)7 (_évov %)7 (_%a 17 _%)} € B = {p1($),p2($),p3($)}, com
pi(z) =142 — 322, po(z) = —% + 2% e ps(2) = —% + 2 — $2%, é a base desejada.
5. Suponhamos que « ndo seja LI. Entdo existem z1, ..., x, € F, ndo todos nulos, tais
que 21vi + -+ T vy = 0. Assim, 0 = f;(0) = >0 z; fi(v;), comi=1,....n,
de modo que GX = O, com X = (z1,...,2,)" # O, implica que G ¢ singular.

Portanto, &« é uma base de V. 6. Sejaav = {1,x,...,2"} a base candnica de V. Como
fi(z") = &;j temos que fj(p(z)) = a; = %p(J)(O), para todo p(z) = ag + a1z +
-+ + apx™ € V. Portanto. o = {fo,..., fa}. 7.E fécil verificar que o é uma base

de F" e a* = {f1,..., fn}, em que f, = n_lz?zlpiefi,l = p; — fn,comi =
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2,...,n. 8 Eclaroque T : F" — F™ definida como T'(x) = (f1(X), ..., fm(X)),
onde f1,..., fm € (F™)*, é linear. Reciprocamente, dado 7" € L(F™, F), obtemos
T'(e;) € F™. Assim, existem tnicos a;; € F tais que T'(e;) = (a1j, - - ., am;). Logo,

T(x) =Y xT(e;) = (D_wjarj,-., Y wjam) = (fi(x),- ., fm(x)).
j=1 j=1 Jj=1

Uma outra prova. Seja a* = {p1,...,pmn} a base dual da base candnica de F"™. De-
fina f; : F" — F como f;i(x) = (p; o T)(x) = T'(pi(x)), parai = 1,...,n.
9. Pelo Exemplo 4.56, para cada f = [c1,co,c3,¢c4] € (F4)*, (c1,c2,c3,¢4) deve
ser uma solucdo do sistema AX = O, com A a matriz cujas linhas sdo os veto-
res uy € ug. Assim, ¢; —c3 + 2¢c4 = 0e 2¢; + 3c2 + ¢c3 + ¢4 = 0, de modo que
c3 =c1+2c4eco =—(c1 +cyq). Pondo c; = aecy =0, temos que W° é o conjunto

dos funcionais lineares sob a forma f(x) = az1 — (a + b)za + (a + 2b)x3 + bxy.
Em particular, fazendo a = 1,0 = 0 e a = 0,b = 1, obtemos a base {f1, f2}
de W°, com fi(x) = x1 — @2 + x3 ¢ fo(x) = —xo + 223 + x4. 10. E fécil
verificar que W = F[E;; + 2E13, E9; + 2E9;]. Como, pelo Exemplo 4.51, cada
f € V* é da forma f(X) = tr(AtX) = a1171 + @122 + a21T3 + a22r4 teMos que
ai1 + age = 0 e ags = 3. Por outro lado, a1 + 2a12 = 0 € as; + 2a99 = 0. Portanto,
f(X) =27 Y(—621+3x2—1223+6x4) e f(B) = 0. 11.Como fi 2 = (k+1)fo—kf1,
parak = 1,...,n — 2, temos que o subespago anulado por eles U é o mesmo de f; e
f2. Assim, pelo Exemplo 4.57 e/ou pelo Coroldrio 4.55, dimU = n — 2. 12. (a) Se
f € T°, entdo f(v) = 0, para todo v € T. Em particular, f(v) = 0, paratodo v € S.
Portanto, f € S° e T° C S°. (b) Como S C F[S] temos que (F'[S])° C S°. Por outro
lado, se f € S°,n € N,v; € Sex; € F,entdo f(D> " xivi) = > xif(vi) = 0.
Logo, f € (F[S])° e S° C (F[S])°. Portanto, S° = (F[S])°. 13. (a) Segue do item
(a) do Exercicio (12). (b) Como U, W C U + W temos, pelo item (a) do Exercicio
(12), que (U + W)° C U°,W®, de modo que (U + W)° C U° N W°. Por outro lado,
é claro que U° N W° C (U + W)°. Portanto, (U + W)° = U° N W°. Observe que ndo
necessitamos da dimensdo na prova. (¢) Como U N W C U, W temos, pelo item (a) do
Exercicio (12), que U°, W*° C (U N W)°, de modo que U° + W° C (U N W)°. Por
outro lado,

dim(U° + W°)

dim U° 4+ dim W*° — dim(U° N W°)

dimV —dimU — dim W + dim V — dim(U 4+ W)°
dimV — dimU — dim W + dim(U + W)

= dimV —dim(U NW) = dim(U N W)?;
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Portanto, (U N W)° = U° + W°. 14. E claro, pelo item (b) do Exercicio (13), que
{0} =Ve=(U+W)°>=U°nW° Como U°,W° C V* temos que U° + W° C
V*. Por outro lado, dados h € V*ev € V,existemu € U ew € W tais que
v = u+w. Assim, f,g € V* definidos como f(v) = h(w) e g(v) = h(u) sdo
tais que f € U°e g € W°, de modo que h = f + g, ou seja, V* = U° + W°,
Portanto, V* = U° @ W°. Observe que cada f € U° C V* induz um funcional linear
g : W — F definido como g(w) = f(w). Reciprocamente, cada ¢ € W* induz um
funcional linear f : V' — F definida como f(u + w) = g(w), de modo que f € U°.
Portanto, a fun¢do o : U° — W* definida como o(f) = g é um isomorfismo. 15.
Basta considerar a fungdo o : W — W™ definida como o(v, f) = (f,v). 16. A
fungdo o : (V x W)* — V* x W* definida como o(f) = (f o A1, f o A2) possui
inversa a fungdo ¢ : V* x W* — (V' x W)* definida como ¢(f,g) = f op1 + g o pa.
17. Seja {uy, ..., u; } uma base de W. Entdo, ja sabemos que, podemos estendé-la para
umabase o« = {uy,..., U, Ug41,...,U,} de V. Assim, pelo Teorema 4.49, existe uma
tnica base o* = {f1,..., fn} de V* dual a a. Portanto, g = f 4 cxy1frr1+- -+ cnfn
possui as propriedades desejadas. 18. Como f # 0 temos que existe um v € V tal
que f(v) # 0. Pondo ¢ = f(v) e u = ¢ !v, obtemos f(u) = 1. Observe que ndo
necessitamos da dimenséo na prova. 19. Se u € F[v]Nker f e u # 0, entdo existe um
a € F,coma#0,tal que u=ave f(u) =0,de modo que 0 = f(u) =af(v),oque
¢ impossivel. Assim, F[v] Nker f = {0} e F[v] @ ker f existe. Dado u € V, é facil
verificar que

u=F) " )y + (u— f(v) " (V) € Flv] + ker f.

Portanto, V' = F[v] @ ker f 20. Se U = ker f = kerg, entdo existeumv € V — U
tal que f(v) # 0. Assim, pelo Exercicio (19), V' = F|v] @ ker f. Portanto, ¢ =
f(v)~lg(v) é tal que g = cf. A reciproca é clara. Uma outra prova. Suponhamos,
por absurdo, que g # cf, para todo ¢ € F. Entdo existem u, v tais que f(u)g(v) #
f(v)g(u), de modo que o sistema

possui uma solugdo (a,b) tal que f(au + bv) = 1, mas g(au + bv) = 0, o que ¢é
uma contradicdo. 21. Suponhamos, por absurdo, que f # 0 e g # 0. Entdo, pelo
Exercicio (18), existem u, v € V tais que f(u) = 1 e g(v) = 1. Assim, h(u) £ h(v) =
gu) £ f(v)eh(utv)=1+g(u) £ f(v) £ f(v)g(u) implicam que 0 = 2, 0 que
€ uma contradi¢do. 22. Podemos supor, sem perda de generalidade, que « seja LI.

(%)
~
()}
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Entio imite a solugio do Exercicio (14). 23. E fcil verificar que o = {e,, : n € N},
com e, (k) = dxy, por exemplo, e; = (1,0,0,...), é uma base de V. Entdo a fungéo o :
V* — Seq(F) definida como o(f) = f o\, com A(n) = e, é o isomorfismo desejado.
Observe que a* = {f, : n € N} é sempre LI e existe um g € V* tal que g(e,) = 1,
para todo n € N, entdo g ¢ o*, de modo que a* ndo gera V* e dimV < dim V*. 24.
Tomando a base 5 = {Ej1,E21,Ei2,E»} ¢ AE;; = a1;E1; + agEo; implica que
[T]g = A ® A. 25. Suponhamos que N¥_ ker f; C kerge T : V — F* definida
como T'(x) = (f1(x), ..., fx(x)). Entdo T é linear e ker T' = N¥_, ker f;. Assim, pelo
item (b) do Exercicio (22) da Se¢do,4.2, existe um fa € (F¥)* tal que g = fa o T,
isto &, g(x) = a1 fi(x) + -+ + apfr(x) = (arf1 + -+ + apfr)(x). A reciproca é
clara. 26. Note que ker 7" = N}"_, ker f; e, pelo Exercicio (25), ker T" C ker p;, com
i=1,...,n. Assim, se x € ker T, entdo 0 = p;(x) = x;, parai = 1,...,n. Portanto,
x = 0 e kerT = {0}, de modo que T é ndo singular. 27. Como U = ker f, para
algum f € V*, com f # 0, temos que UT = {u eV : f(x) >0}eU” = {ue
V : f(x) < 0} s@o as classes laterais. 28. Seja « = {ui,...,u,} uma base de
R™ cuja dual é o* = {f1,..., fn}. Entdo zyu; + -+ + x,u, € S se, e somente se
zj = fj(xiug + - - -+ zpu,) > 0. 29. Observe que dados f € V*ev € V, a fungdo
S : V — V definida como S(x) = f(x)v € claramente linear. Entdo, paracadav € V,
ToS = SoT implica que f(v)T'(v) = f(T(v))v, de modo que T'(v) = cv, com
c = f(T(f(v)~v)). Note que se w € V, com w # zv, para todo x € F, entdo
T(w) = aw. Assim, T'(v + w) = b(v + w). Por outro lado, cv + aw = T'(v + w)
implica que (¢ — b)v + (a — b)w = 0. Portanto, ¢ = b = a e ¢ ndo depende do vetor
v. Portanto, T = cIy, para algum ¢ € F. 30. (a) E facil verificar que os vetores

u,_; =e; —ej,comi = 2,...,n, formam uma base de U. Assim, U € um hiperplano
e U = ker f, para algum f = [ay,...,a,] € (F™)*. Logo, f(u;) = 0 se, e somente
se, a; = -+ = ap = c. Portanto, f € U° e U° = Flz1 + -+ + ). (b) Como

F" = U @ F|v], para algum v ¢ U, temos, pelo Exercicio (14), que U* é isomorfo a
F[v]°. Por outro lado, F'[v]® = ker Ey, implica que cada f. € U* pode ser identificado
com ¢ € U. 31. Pela prova do Teorema 4.53, podemos construir ¢ € V* tal que
g(v) =1leg(u) = f(u),paratodou € U. 32.Note que g = Zle cifi € U° implica,
pelo Exercicio (25), que kerg = NE_,.fi, pois f; # 0, parai = 1,... k. Assim,
v € U se, e somente se, v € kerg. Portanto, U = ﬂle ker f;. 33. Note que cada

x; € S,comi =1,...,n,induz uma fungdo g; : U — F definida como g¢;(f) = f(z;).
Entdo, podemos construir uma base 5 = {g1, . . ., gn } de U* que goze desta propriedade.
Assim, existe uma unica base dual * = {Ey,...,E,} de f em U**. Portanto, pelo

Teorema 4.53, existe um tnico f; € U tal que fj(z;) = gi(fj) = Ej(g9i) = 0i5. 34
E ficil verificar que P* € £(V*). Jd vimos que U = Im P e W = ker P. Entio,
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pelo Teorema 4.60, ker P* = (Im P)° = U° e Im P* = (ker P)° = W°. Portanto,
P* ¢ a projecdo de V* sobre W° paralela a U°. 35. Note que g € Im D* significa
que existe um f € V* tal que g(p(x)) = f(D(p(zx))), para todo p(z) € V. Assim,
Im D* = (ker D)* e ker D = {ap(z) : p(x) € V}, de modo que D*f = p(b) — p(a).
36. T*g = 0, paratodo g € V*. 37.Seja S =T — cly. Entdo S € L(V) e ndo é
sobrejetora, pois v € kerS, com v # 0. Assim, pelo item (3) do Teorema 4.60, S*
ndo é injetora. Portanto, existe um f € ker S*, com f # 0, tal que S*(f) = 0, ou
seja, T*(f) = cf. 38. Observe que cada f € V* é da forma f(p(x)) = > ;. a;xi,
com p(z) = Y0 ja;zt € Vex; = f(2'). E facil verificar que Im D = P,,_1(R).
Como ker D* = (Im D)° temos que f € ker D* se, e somente se, f(z') = 0, para
i =20,...,n— 1. Neste caso, a; = 0, parai = 0,...,n — 1. Portanto, {[0,...,0,1]}
¢ uma base de ker D*. 39. Como W = U U (W —U), com U = ImT, temos que
(a) b e Uou(b)b ¢ U = (kerT*)°. (a) Significa que o sistema possui solucao.
(b) Significa que existe uma linha L tal que LA = O e LB = 1. 40. Note que o
¢ claramente linear. Dado T € ker o, obtemos f(7'(v)) = 0, para todo f € W* e
v € V. Assim, pelo Exercicio (18), T'(v) = 0, para todo v € V. Portanto, 7' = 0
e o ¢é injetora. Quando dimV = n e dimW = m temos, pelo Teorema 4.59, que
dim L(V, W) = mn = dim L(W*,V*). Logo, o é sobrejetora, de modo que é um
isomorfismo.

Capitulo 5

Secdo 5.1

1. (a) )\1 = —2,V1 = (—2, 1) € )\2 = 2,V2 = (2,1) (b) )\1 = —1,V1 = (—1,2)
€ )\2 = 3,V2 = 1,2) (C) )\1 = —3,V1 = (—3,1) € )\2 =95 Vo = (—1,3). (d)
)\1 = —1,V1 = —1,1) € )\2 = 1,V2 = (—3,1). (6) )\1 = —1,V1 = (—1,3)

(
/\2 = 2,V2 = ( ,0). (f) )\1 = —1,93, )\2 = 1,81 e)\g = 2,62. (g) )\1 = —1,V1
(—1,-1,3), Ay = 1,vy = e1 e A\3 = 2,v3 = (1,1,0). Observe que este operador
¢ semelhante ao do item (f). Mas, eles possuem autovetores distintos associados ao
mesmo autovalor. (R) A = —1,p1(z) = —14+ze Xy = 1,pa(x) = 1 + x, p3(z) = 22
(i) X = lep(x) = 1ouXA) = (A4 1,2(A — 1), (A — 1)?)! ¢ a tinica solugdo,
de modo que pi(z) = 2 e pa(z) = 1 + 2z, p3(x) = 22 autovetores generalizados.
(j) M = —1,—-Eis+ Es; e Ay = 1,Eq1,E12 + Es, Ego. (k) A=1le X()\) =
(A2 — 2,4 — 3\, 1 — \)* ¢ a tnica solugdo, de modo que vi = (—1,1,0) e vo =
(2,-3,—1),vs = (1,0,0) autovetores generalizados. (/) Note que A = 1 e my = 2.
Por outro lado, X1 (A) = (A — 1)(A + 7,4,12)! ou Y1 (A) = (A + 7,4, 12)!, Xo(N) =
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(A=1)(2,1,3) ouYao(\) = (2,),3) e/ou X3(\) = (A—1)(3,6,10—\)! ou Y3(\) =
(3,6,10 — A)!, produz apenas o autovalor Yi(1) = 4(2,1,3)%, Ya(1) = (2,1,3)
e/ou Y3(1) = 3(2,1,3)". Como m, = 2 temos que deve existir outro autovetor vs
e um autovetor generalizado vy correspondendo a vi = (2,1,3), o qual é dado por
[va1] = $Yi(1) = (§,0,0), vao = (0,1,0) efou [vas] = FY4(1) = (0,0,—3).
O outro autovetor é obtido resolvendo a equacdo (5.4). Como (A —I)Yy = Y e
(A—I)Y2 =Y, temos que (A —I)(Y21 — Yg2) = O, de modo que o outro autovetor
¢ vg = (1,—4,0), as outras possibilidade nos leva ao mesmo resultado. A prova direta
é resolver (A —I)2X = O. (m) Ay = 0,vy = (=1,1,0), A\ = 1,vo = (=2,1,1) e
/\3 = 4,V3 = (1, 1, 1). (n) )\1 = —1,V1 = (—4,4, 1), )\2 = —2,V2 = (1, —3, 1) e)\g =
2,V3 = (1, 1, 1) (0) )\1 = —1,V1 = (1, 2,0),V2 = (1,0, 2) € )\2 = 3,V3 = (1, 1,2).
(p) A1 = —2,v1 = (1,0,1) e Ay = 4,vo = (1,1,0),v3 = (—1,0,1). 2. O operador
T € L(F?)étalqueT(3,1) = (—6,—2)eT(-2,1) = (—6,3). Como {(3,1), (—2,1)}
é uma base de F2 temos que T'(z,y) = (—6y, —x +vy). 3.kerT =V, # {0} 4.Seja
v € V,com v # 0, um autovetor de 7" associado a A. (a) (T'+ul)(v) =T (v) +pv =
A+ m)v. (b) (D)) = pT(v) = (. (0) v = [(v) = T-H(T(v)) = AT-1(v),
de modo que A # 0 e T~ !(v) = A~!v. Observe que todos possuem o mesmo autovetor
v. 5. Basta lembrar que se A = [T, entdo fa(z) = 22 —tr(A)r +det A. 6.\ €R
é um autovalor de T se, e somente se, a equagio 22 + bz + ¢ = 0 possui raizes em R.
7. Note que det(zI — A) = det(zI — A)! = det(2I — A?). Escolhendoa = b = 1
e ¢ = d = 2 no Exercicio (5), obtemos uz = (1,2) para A e vo = (1,1) para A’
associado a Ay = 3. 8. Sejam a,b,d € R as entradas de A. (a) Use a prova dada no
item (b) e/ou como a # d ou b # 0 devemos ter (a — d)? + 4b> > 0 e, pelo item (b) do
Exercicio (5), (1,3) = (—b,a — 1), de modo que a = 4,b = —1 e d = 3. (b) Pelo item
(a) do Exercicio (5), a +d = tr(A) = 10. Por outro lado, a + 3b = 1 e b+ 3d = 3, de
modo que a —9d = —8. Assim, a+d = 10 e a—9d = —8 implicam que a = %, d= %
eb= —%. Portanto, Xy = (-3, 1) é o autovetor associado a Ay = 9. (c) Seja P a
matriz cujas colunas sio X; e Xy. Entdo P"'AP = D, com D = diag(1,9). Como
(P7'BP)? = De vD = diag(1, 3) temos que B = Py/DP~!. (9) Basta observar a
semelhanga elementar T';(—1)CT2(1) ou

A B TN A+B B (1 B A+B O
B A O A-B/) \O A-B o I
ou usar o Exercicio (6) da Secdo 1.3. 10. Se [\ ;(z — X)) = fp(z) = fe(z) =

[[iZ (= — i), entdo é claro que existe um o € S, tal que ; = Ay(;). Reciprocamente,
pelo Teorema 1.17, basta prova para uma transposi¢do, digamos p1 = Ao, 2 = Ay
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e p; = A;. Entdo, pondo P = P9, obtemos E = PDP. Assim, pelo Lema 5.4,
fe(z) = fp(z). 11.Escolha S(z,y,z2) = (z,2y,32) e T'(x,y,2) = (x,y,62). 12.
Basta observar que

I -A AB O I Ay (0O O

(o )% 0)(01)=(5 )
Uma outra prova quando k& = n. Se A for ndo singular, entio BA = A"!(AB)A
e o resultado segue do Lema 5.4. Se A for singular, entdo, pelo Exercicio (10) da
Secdo 1.3 ou pelo Teorema 1.2, fa(xz) # 0, para todo exceto uma quantidade finita
de z € F. Assim, o resultado vale para (zI — A)B e B(zI — A), de modo que
det(AI — (2I — A)B) = det(\I — B(zI — A)), para todos A,z € F. Logo, paraum \
fixado, temos, pelo Exercicio (14) da Se¢do 1.3, um igualdade de polindmios, para todo
x € F. Portanto, para x = 0, obtemos det(AI — AB) = det(AI — BA). Autovetores
distintos, tome A = Eq; e B = Eqo.  13. E fécil verificar que uevsido LI. Se au+bv
for autovetor de 7', entdo existe um v € F tal que T'(au + bv) = v(au + bv), de modo
que ( A—v)a=0e(u—v)b=0.Se A =v,entdo b = 0. Se A # v, entdo a = 0.
14. Use o exercicio (13), com dois vetores LI e a = b = 1. 15. Lembrando que se
z = a + bi, com b # 0, for uma raiz de fa(x), entdo Z = a — bi também o é, onde
a,b € Re 2z = a® + b > 0, ou seja, as raizes complexas ocorre aos pares. (a) Se n
for impar, entdo fa (x) possui pelo menos uma raiz real. Como det A = A\;--- A\, >0
temos que pelo menos uma raiz real é positiva. 16. Basta observar que fa (x) possui
pelo menos um autovalor real.

Secao 5.2

1. Sdo aqueles com V, = V* e P é a matriz cujas colunas sio os autovetores. 2. Confira
o Exercicio (6) da Se¢do 5.1. 3. Confira o Exercicio (2). 4. Confira o Exercicio (18)
da Segdo 1.2 e/ou como [T'] € singular temos que A; = 0 é um autovalor de T". Por outro
lado, sendo p(AI — [T]) = 1, obtemos my(A1) = n — 1, de modo que v; = e;41 — eq,
comi = 1,...,n — 1, é uma base de Vy,. Neste caso, firj(z) = 2" 1(z — \,) e
n=tr([T]) =0+---+ 0+ \,. Logo, \,, = n é o outro autovalor de 7" com autovetor
Vn, = » .., €;. Portanto, ' possui uma base de autovetores e 1" é diagonalizdvel.
5. Observe que A\; = 1,v; = (=3,5) e A2 = 2,vy = (—1,2), de modo que A ¢
diagonalizdvel. Assim, A = PDP~!, com D = diag(1,2). Portanto, basta calcular
A =PD%P~! 6.0bserveque \; = a—b, vy = (—1,1,0),vo = (—1,0,1) e Xy =
2a+b,vs = (1,1,1), de modo que 7T é diagonalizavel. 7. Note que A\; = —/2ab, v; =
(a, —V/2ab, a), \y = V/2ab, vy = (a,v/2ab,a) e A\3 = 0,v3 = (—1,0, 1), de modo que
T é diagonalizdvel quando ab > 0. 8. (a) Qualquer T' € L(C) é completamente
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determinado pelos valores 7'(1) e T'(4). Assim,

z2+z z—Z

T(z)=2T()+yT(i) = 5 T(1)+ 5

T(i) = az + bz,

em que a = 271(T(1) — T(i)i) e b = 27 1(T(1) + T(i)i). A reciproca é clara. (b)
Como T'(1) = T(1-1) = T(1)? temos que T'(1) = 1, pois necessariamente 7'(1) # 0.
Por outro lado, —1 = T(—1) = T(i?) = T(i)? implica que T(i) = +i. Portanto,
T(z) =T(a+bi) =a+bT(i),ouseja, T =T ouT(z) =z. 9.Direto. 10. Confira
o Exercicio (4) da Segdo 1.2. 11. (a) Vamos usar indugio sobre n. E claro paran = 1

e note que
(o o) =) ()
Gp+1  An42 N 11 Qn Gnp+1 '

(b) fe,(x) =22 —x—1 € Flzgl, \y = 271 = V5),vi = 271 (1 +v5,-2) e
Ao = 2741 + \f) vo = 2711 — V5, —2). Assim, Cy é diagonalizdvel. Portanto,

= P diag(A7, \})P~! e compare as matrizes para obter a,,. 12. [S] é semelhante a
diag(A1, ..., An ) e [T'] é semelhante a diag(f1, . . . , it ). Como Aq, ..., A, sdo distintos
temos, pela Férmula de Interpolacdo de Lagrange, que existe um dnico p(z) € F[z] tal
que p(N\;) = i, comi = 1,...,n. Logo, p([S]) é semelhante a diag(p1,. .., fin)-
Portanto, 7" pode ser escrito como um polindmio em S. 13. Seja D € L(V') definido
como D(f(z)) = f'(x). Entdo D(e%*) = a;e%". Assim, e%* é um autovetor de D
associado ao autovalor a;. Como os a; sio distintos temos, pelo Teorema 5.10, que S é
LiemV.

Secdo 5.3

1. Confira o Exemplo 540. 2. (a) dimV =2+3+4+1 = 6. (b) d(m) = 3,4,5 ou
6. (¢) m(z) = (x — 1)(x — 4)(x +2). 3. Como I(f) = dimV, devemos ter as
possibilidades para f(x): (z — 1)*(z — 2), (z — 1)3(z — 2)%? ou (z — 1)%(z — 2)3. (b)
Ndo. 4. Confira o Exercicio (2) da Sec¢do 5.2. 5. Como O(f) = 4, devemos ter as
possibilidades para f(z): (z + 1)3(z — 1), (z + 1)%(z — 1)2 ou (z + 1)(z — 1)3. (
Confira o item (b) do Exercicio (2). 6.Sev € VyNV,, entdo A\v = T'(v) = pv
de modo que (A — p)v = O implicaque v =0. 7. (a) 1 < dimVy = my(4) <
implica que dimVy, = 1l oudimVy = 2. (b) dimVy; = 2edimV_y = 4. 8. (a)
Como 3 = my(A) < ma( Jel = mg(,u) < mg (), devemos ter as possibilidades
para f(2): (z — A)(z — p), (x — \)*(z — p)? ou (z — N)*(z — p)°. (b) Nao. 9.
dimV_; = ledimVs = 1l oudimVs = 2. 10. Seja f(z) = > 1= Olczaf +z" o
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polindmio caracteristico de 7. Entdo ¢y # 0 e
T = (—cg')er + T+ 4 cua T2+ T 1)

e [*(x) = cglaflz™) = ¢ (X 01 c;iz" " + ¢g) € o polindmio caracteristico de

T-1. 11. Note que [E;;]% = Ew’ de modo que E% = E;; e E = O quando i # j.
Assim, o(E;;) = {0,1} e o(E;;) = {0}. 12. m(z) = = — )\ em(z) = (x — \)3.
13. Note que [T] = I ou [T] = -1 14. E(z,y) = 37 (2 — y,y — 27). 15. Se

(E1 + Eg)z = F1+ FEs,entdo E1 Es + EoE1 = 0,de modo que Fh Fo+ FhFoFy =0¢
E1EyE 1+ EsE1 = 0. Assim, B Ey— EoE7 = 0. Portanto, £ Ey = 0. ker(E1 +E2) =
ker E1 Nker Fs e Im(E1 + Ez) Im F; & Im Es. 16. Escolhendo Wy = [eg, eg]
Entdo (v,y, z) = (z,7,0)+(0,y—z, 2), de modo que I = W HWo. Assim, devemos
definir 1, By € L(F?) como Ey(z,y,2) = (z,2,0) e Ea(x,y,2) = (0,y—x, 2). 17.
Basta provar, indutivamente, que £ = FE, paratodon € N, com n > 2. 18. Pelo
Exercicio (17), basta encontrar a, b € F'tais que (I + F)(al +bE) = I. 19. Note, pelo
Lema5.37, que tr(E;) = dim Im F;. Assim, dim V' = dim E;+- - -4dim E},. Por outro
lado, para cada v € V, obtemos v = Z?Zl Ei(v) € Zle Im E;, de modo que V' =
ImFE; @ --- @ Im Ej. Observe que Ej(v) = (Zle E)E;((v) = Zle Ei(E;(v)))
implica que E;(v) € Im E; e E;E;(v) € Im E;, ou seja, E;E;(v) = 0, quando i # j.
20. e 21. Confira o Exemplo 5.40. 22. (a) Basta notar que

v— %v + %v _ %(v +T()) + %(v ~T(v)) € Wy + Wo.

(c) Matrizes simétricas e antissimétricas. 23. Confira a solu¢do do Exercicio (18) da
Secéo 4.3.  24. Por defini¢do, m(x) = 2™, com m < k. Por outro lado, 9(f) = n,
m(x) e f(z) devem possuir as mesmas raizes. Portanto, f(z) = z”. Uma outro prova
xl = xI-T% = (I —-T)(z* 1 I+---4+T%) implica que 2" = det(xI—T) det(*). 25.
Basta notar que m(A) é um fator de m(A?) e, vice-versa. 26. Sejam m1 (), ma(x) e
m(x) os polindmios minimais de A, B e C. Como C™ = A" @& B"™, paratodo m € N,
temos que m(C) = O implica que m(A) = O e m(B) = O, de modo que m; () é um
fator de m(z) e mo(x) é um fator de m(x). Por outro lado, se mq(z) for um fator de
g(x) e my(x) for um fator de g(z), entdo existem ¢ (x), g2(x) € Fx] tais que g(z) =
21 (@)m (2) e g(x) = go(x)ma(x). Como g(A) = g(B) = O temos que g(C) = O,
de modo que m(z) é um fator de g(x). Portanto, m(x) = mmc(mq(x), ma(z)). 27.
Considerando a base 5 = {E,]} ordenada antilexicogrifica e T'(E;;) = > ;_ byiEy;

implicam que [T] 5 =B ®--- & B. Portanto, o resultado segue do Exercicio (26). 28.
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(a) Note que B é o autovetor de T associado a 0. (b) Observe que
T?(X) = B(BX — XB) — (BX — XB)B = B>X — 2BXB + XB?

e, recursivamente, 7 (X) = > 7 () (—1)'B™"XB' e note que cada termo de
T?#(X) contém um fator B™, com m > k. (c) Calculagio direta. (d) Suponhamos
que B seja diagonalizavel. Entdo existe uma matriz nio singular P tal que P~'AP =
D = diag(\1,...,\y), ou seja, BP; = \;P;, comi = 1,...,n. Consideremos as
matrizes A;; = PE;; cuja j-ésima coluna é P; e as demais zeros. Entdo o = {A;;}
¢ uma base de V, com a ordem do Exercicio (27). Assim, depois de alguns célculos,
T2 = (MI-BY)&@---&(\I-B!). 29.Falso, tome A = Ej; e B = Ej5. Em geral,
se f(AB) = Oeg(x) = xf(z), entdio g(BA) = O, pois (BA)"+! = BA(BA)™ =
B(AB)"™A. 30.Sejam mq(z) o polindmio minimal de A em R e mg(z) o polindmio
minimal de A em C. Entdo claramente mg(z) € um fator de m1(x). Por outro lado, se
d(m1) = k e d(ma) = m, entdo

col+ctA+---+¢,A™ =0, onde ¢ €C,

é equivalente a n? sistemas homogéneos nas varidveis co, c1,. .., ¢y,. Como os coefi-
cientes (entradas de A7) estio em R temos, pelo Exercicio (8) da Secdo 2.2, que ele
possui uma solugdo em R. Portanto, &k < m. 31.SejaT € L£(C3) tal que [T] = A.
Entdo, pelo Exercicio (14) da Se¢do 3.5, é fécil verificar que vi = (1,1,1) é um au-
tovetor de 7" associado a 3a. Use a base @ = {vy, ez, es} para obter [7]5 = B. As-
sim, det(zI — B) = (z — 3a)(2? — 3(b*> — ¢?)). A condigdo é a qualquer e |c| <
|b].  32. Pondo X, 11 = (T}, Ty+1)¢, obtemos X, 11 = AX,, paratodon € N, e
A = E;; + Ey + 20E9. Assim, recursivamente, teremos X,, = A" 11X, para todo
n € N. Logo, depois de alguns cdlculos, 7, = 971 (5! — (—=4)"*1). 33. Con-
fira o Lema 5.18. Seja p um autovalor de p(A). Entdo p(A)X = uX, para algum
X # 0. Podemos supor, sem perda de generalidade, que p(x) seja monico e ponha
h(z) = p(x) — p. Entdo, pelo Teorema 1.2, h(x) = (x — v1) -+ (x — vg). Assim,
h(A)X = O, de modo que A — y;I € singular, para algum ¢ = 1,..., k. Portanto,
0= h(\;) = p(N\j) — p, paraalgum j = 1,...,n. 34. Pelo Exercico (33), C = g(A)
¢ ndo singular se, e somente se, g(\;) # 0, para todos os autovalores A\; de A. 35.
(a) Se AX = XX, entdo det AX = adj(A)AX = dadj(A)X. (b) Se AX = A\X
e A # 0, entdo o resultado segue do item (a). Se A = 0 e p(A) < n — 2, entdo
adj(A) = O, de modo que adj(A)X = O. Se p(A) = n — 1, entdo my(\) = 1,
de modo que A(adj(A)X) = O. Assim, adj(A)X € um autovetor de A. Portanto,
adj(A)X = pX, para algum o € F. 36. Confira o item (a) do Exercicio (35). 37.

W
oo
o
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Como fa(z) = (z —aii) fii(x) + 3,2 (—=1)"*ay; fij(x) e, pela equagdo 5.2, temos que
(=N Y xifij(x) =xjfa(z),comj=1,...,n. 38.(a)Seja f(x) o polindmio
caracteristico de A. Entdo, pondo B = adj(AI — A) e C = adj(ul — A), obtemos

Bf(s)— Cf(\) BC(ul - A)— BCOI - A)
Ff() FOVf ()

(b) Observe, pelo Teorema 5.12, que Ry, = P(A\I — D)~'Qf, com Q = (P~1). (¢
Note que tr(R,) = tr(AI — D)L, 39. Note que R, = R,, e R2 = I. Assim, depois
de alguns cdlculos, obtemos m,(z) = (z + 1)(z — 1) o polindmio minimal e f,,(z) =
(22 — 1) f_2(x), para todo n € N, com n > 3. Portanto, f,(z) = [(z + 1)(z — 1)]2,
n—1 n+1

senépare fo(r) = (x+1)"2 (xr —1) 2, se n é impar. Consequentemente, R,, é
diagonalizavel. 40. Seja C,X; = \;X;,com¢=1,...,m,¢e Z:’il ¢;X,; = 0. Entao,
aplicando sucessivamente C,,, obtemos o sistema

R)\ - RM = = (,u — )\)R)\RM.

aXi+-+epXy, = 0

A(eiXy) + -+ dp(emXp) = 0

MNP X))+ Aam — 1(emXm) = 0
Note que existem n tais sistemas, pois X; = (1, A;, ..., /\;‘_l)t. Em particular, V,, Y =
O,comY = (c1,...,¢n)" Portanto, Y = O e os autovetores sdo LI. 41. Pelo

Exercicio (38), C? = R,,C,R,. 42. Como T'(e;) = €;_j, parai = 2,...,n, ¢
T'(e1) = ey temos que [1] = P, = Eyp1 + Eq1 + -+ + E¢,_1)(n—1)> 2 qual chama-se
matriz de permutagcdo. Observe que P, é a matriz companheira do polindmio p(z) =
2™ — 1, tendo rafzes complexas distintas A\, = w”, em que w = cos(2X) + sen(2X)i,
parak = 0,...,n — 1, de modo que X; 1 = (1,w", ..., Wk 1) sd0 os autovetores
associados. Portanto, 7" é diagonalizavel. 43. Basta observar que C = ¢(P,,), com
g(z) = co + 1w+ - + cu_12" ! 0 polindmio representante de C, e use o Exercicio
(33). 44. (a) Direto. (b) Se ¢ # 0, entdo A = T1a(c 1 (a—1))Ta1(c)T12(c (d—1)).
Se ¢ = 0, entdo a # 0, de modo que podemos aplicar o caso anterior a B = T (1)A.
(c) Sejam A\, € C os autovalores de A. Entdo A\ = 1, de modo que 1 = A 7L,
Observe que A # p. Caso contrério, |A| = |u| =1e2 > |A+ pu| = [tr(A)] > 2. o
que é impossivel. Portanto, A é semelhante a diag(\, A\™!), onde A\ ¢ {—1,0,1}. (d)
Se [tr(A)| < 2, entdo

N+ A = A+ ] = [ tr(A)] < 2.
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de modo que A ¢ Rou A ¢ iR. (e) Se | tr(A)| = 2, entdo os possiveis autovalores reais
de A sdo 1 ou —1. Portanto, as possiveis matrizes semelhantes a A sdo: I, —I, T91(1) e
—T21(—1). (f) Se |tr(A)| # 2, entdo A possui dois autovalores distintos A, u € C, os
quais também o sdo da matriz

>
=

A+p
2 2

A—p po)
2 2

>

(g) Falso, tome A =1+ Ejs.

Capitulo 6

Secio 6.1

1. f(T)(v) = 0,parav € ker f(T). Assim, f(T)(T(v)) =T(f(T)(v)) =T(0) = 0.
Portanto, 7'(v) € ker f(T) e ker f(7T') ¢ invariante sob 7. 2. Imite o Exemplo 6.6.
3. Imite o Exemplo 6.9. 4. Seja f(x) = E?:_()l c;x' + x™. Entdo, pelo Teorema
de Cayley-Hamilton, f(T) = 0, de modo que T*(v) € F[T" '(v),...,T(v),v],
para todo k& € N, com k > n. Portanto, W = F[T" !(v),...,T(v),v]. 5. Note
que {S%(e;), S(e1),e1} é uma base de F3. Observe que m(z) = (z + 1)(z — 1) é
o polindmio minimal de 7. 6. Pelo Exercicio (4), basta provar que conjunto o =
{T"Y(v),...,T(v),v} é LI. Suponhamos, por absurdo, que « seja LD. Entio, pelo
Coroldrio 3.33, podemos escolher um k < n tal que

TE(v) e W = FIT*L(v),..., T(v),v].

Assim, aplicado T, obtemos T**'(v) € F[T*(v),...,T?(v),T(v)] ¢ W. Logo,
aplicado recursivamente 7°, teremos 1’ k+m(v) € W, para todo m € N. Portanto, V' C
W, de modo que dimV < k < n, o que é uma contradi¢do. Note que T"(v) € V
implica que existem cg, c1, . .., cp—1 € F tais que

T"(v) = cp T V) + -+ a1 T(V) + cov
Assim, f(x) = — Z:‘L;ol c;x’ + 2™ é o polindmio minimal e caracteristico de 7. A
reciproca segue do Exercicio (4). 7. Suponhamos que existam a,b € F, com a # 0,

tais que W seja invariante sob aZ” + bI. Como

T =aYaT +bI)—atbI
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temos 7'(u) € W, para todo u € W. Portanto, W € invariante sob 7. A reciproca é
clara. 8. Note, pelo Teorema 1.2, que existem Ay, ..., \, € C, ndo necessariamente
distintos, tais que m(z) = Hle(x — X;)" é o polindmio minimal de 7'. Assim, pelo
Teorema 6.8, T' = Zle TE; eexistem D, N € L(V),com D = Zle A\ E; diagona-
lizavel e N nilpotente, taisque 7' = D+ N e DN = N D. Observe, indutivamente, que
g9(T) = Zle g(TE; e g(D) = Z?Zl g(A\i)E;, de modo que g(D) é diagonalizdvel.
Como

q
g(T) = g(D + N) :iqu+N icq Z<;>D‘1‘pr
q=0

q=0 p=0

temos que g(7') = g(D)+N(*). 9.Noteque U = F[e1] é o inico subespago invariante
sob 7. Nio obstante, existe um W = F'[eq] tal que F2=Uq@W. 10. Suponhamos,
por absurdo, que T seja diagonalizével e nilpotente. Entdo ji vimos que m(z) = z*,
com k < n, era o polindmio minimal de 7T'. Por outro lado, sendo 1" diagonalizavel,
devemos ter k = 1. Portanto, ' = m(T") = 0, o que é uma contradio, pois p(T") = 1.
11. Seja o = {uy,uy,...,u,} uma base de V. Entdo € ficil verificar que os E; €
L(V') definidos como E;j(u;) = d;;u; sdo diagonalizdvel. Assim, E;T = TEj;, para
j=1,...,n. Logo, T'(u;) = T(Ej(u;)) = TE;(u;) = E;T(u;), ou seja, T'(u;) é
um autovetor de £; associado a \; = 1. Portanto, V), = Im E; = F'[u;], de modo que
T'(uj) € V), ouseja, T'(u;) = cuy, para algum ¢ € F.  12. Suponhamos que 7" seja
diagonalizdvel e A1, ..., \;, € F seus autovalores distintos. Entdo p(x) = Hle(x— i)
é tal que p(T)(v) = 0, para todo v € V. Assim, p(T) = 0 e m(x) é um fator
de p(x). Como todo autovalor de 7' é uma raiz de m(x) temos que m(z) = p(z).
Reciprocamente, se m(z) = Hle(:z: — \;), entdo, pelo Teorema 6.4, V = Zle Wi,
com W; = ker(T' — A\;I). Dado v € W;, obtemos T'(v) = \;v, de modo que v é
um autovetor de 7'. Portanto, pelo Teorema 5.19, T' é diagonalizdvel. 13. Nio, pois
m(z) = (x — 1)(z% + x + 1) é o polindmio minimal de A.

Secao 6.2
1.,2. e 3. Confira o Exemplo 6.14. 4. (a) Primeiro lembre-se que AE; = C; e ;A =
L;. Assim,

AN= (O AE;, AE; AE; ) =( e&A eA eA O) =NA

se, e somente se, a;j_1) = G(i11)j, ¢t < 4dej > 1,a45 =0,sej <4,ean =0,
se ¢ > 1, de modo que aj; = a, a;;y1) = b,ai12) = ¢, a14 = d e a;; = 0 quando

(%)
oo
()}
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i > j. (b) Note que A = aI + N;. Entfo, pelo item (a) do Exercicio (4) da Secéo 5.1,
os autovalores de A s@o da forma A = a + u, com p um autovalor de Nj. Se b # 0,
entdo N possui indice de nilpoténcia igual a 4 e p(IN1) = 3, de modo que dim V), = 1,
pois A e N; possuem os mesmos autovetores. 5. Seja S € L(V') semelhante a T
Entdo existe um P € £(V) ndo singular tal que S = P~!TP. Assim, indutivamente,
Ssm = p=lrmp, para todo m € N. Portanto, 7" € nilpotente de indice & se, e somente
se, S é nilpotente de indice k. 6. Se v € Im T, entdo existe um u € V tal que v =
TF=i(u). Assim, T(v) = TY(T* %(u)) = T*(u) = 0, de modo que v € ker T%. 7.
Note que (—T)* = (=1)¥T* = Oimplicaque I = [-T* = (I-T)(I+T+---+T*1),
de modo que I + T = I — (—T) é ndo singular. 8. Se T = 0, para algum k € N, e
A # 0 for um autovalor de 7', entdo \*¥ # 0 é um autovalor de 7% = 0 ou \*v = 0,
o que é impossivel. Reciprocamente, se todos os autovalores de 7' sdo zeros, entdo
f(x) = 2™ é o polindmio caracteristico 7. Assim,, pelo Teorema de Cayley-Hamilton,
T™ = f(T) = 0. Considere T' € L(R[z]) definido como T'(f(x)) = f'(x). Entdo 0 é
o tnico autovalor de 7', mas 7" ndo é nilpotente. 9. (a) Se T é ciclico, entdo existe um
v € V,comv # 0, tal que « = {T" }(v),...,T(v),v} é uma base de V. Assim,
A=[T]e ="} E;(i+1)- Logo, p(AI — A) = n — 1, para todo autovalor A de 7,
e dimker(AI — A) = 1. Portanto, os autovalores associados a A sdo miltiplos um do

outro. (b) Se f = {v1,...,vy,} é abase de autovetores de V" associada aos autovalores
distintos Ay, ..., \,, entdo, pondou = " | v;, obtemos 7" (u) = > ; \?v;. Como
[T"*(u)]s, para k = 1,...,n, sdo as colunas de uma matriz de Vandermonde, temos

que o resultado segue. 10. Note que AB = —BA implica que AB?*~1 = —B2—1A,
para todo k£ € N. Suponhamos, por absurdo, que AX + XA = B possua uma solugao.
Entdo

B* = (AX + XA)B*™! = A(XB*™!) — (XB* 1A

)

de modo que tr(B2*) = 0. Assim, B?* = O e B? é nilpotente. Portanto, B é nilpotente,
0 que é uma contradicio.

Secio 6.3

1. Confira o Exemplo 6.21. 2. Note que J = I 4 J;2 € a forma de Jordan de A.
Portanto, A e B sdo semelhantes se, e somente se, c = 0. 3. e 4. Confira o Exemplo
6.19. 5. Condigdes (a — d)? + 4bc = 0 e b> + ¢ # 0. 6. Basta observar que a
forma de Jordan de T" € uma matriz triangular com os autovalores em sua diagonal. 7.
Confira o Exercicio (6). 8. Confira o Exemplo 6.22. 9. E fécil verificar que V =
{X e C"" : AX = XB} ¢ um espago vetorial de dimensao finita sobre C, com uma
base o = {Xy,..., Xt e W = F[Xy,...,X,,] um espaco vetorial sobre F'. Assim,
det : V' — C € sobrejetora, pois existe um P € V tal que det P # 0. Logo, usando
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induc@o sobre m, det |y # 0. Portanto, existe uma matriz ndo singular Q € F™*" tal
que B = Q'AQ. Finalmente, sejam J um bloco de Jordan de A e Ry, a identidade
reversa. Entdo € facil verificar que R,;l.] R, = J. Como J? é um bloco de Jordan de
A temos que A é semelhante a A’. 10. Basta considerar apenas um bloco de Jordan.
Assim, J71J = T se, e somente se, a;; = 0, quando j ¢ {i,i + 1}. Tome J = I +
E15 + Es3, de modo que J~1 ndo estd na forma de Jordan. 11. Sejam Ay, ..., A\, € F
os autovalores de 7. Endo, pelo Exercicio (5) da Secdo 5.1, os autovalores de 7™
sdo A" Se J for a forma de Jordan de 7, entdo tr(7%) = 0 € equivalente ao sistema
Ao+ 4+ N = 0,parai = 1,...,n. Se os ); sdo todos iguais, o resultado segue.
Assim, podemos supor, sem perda de generalidade, que os \; s@o todos distintos. Logo,
V, X = 0, com X = (Ag,...,\,)". Como det(V,,) # 0 temos que X = O. 12.
Sejam R, = (21 — A)~!, J a forma de Jordan de A e \y,...,\, € C os autovalores
de A. Entdo, imite o Exercicio (38) da Se¢@o 5.3, para obter

n—1
F@Re =2" T+ Bir" e r(Re) =) (x—N) ' = o)
=1 1=1

Como f(z) tr(Ry) = na™'+377 tr(B;)2" "~ temos, comparando os coeficientes,
que (n — i)¢; = tr(B;), parai = 1,...,n — 1. Finalmente, use

B,=B,_1A+c¢le B, 1A+c¢c,I1=0,i=1,...,n—1.

13. Note que f(E) =2E —Te f 1 (U) =2 U+ 1) 14. TomeU = Wy e W =
Wo @ - - - ® Wy no Teorema 6.4.

Capitulo 7

Secao 7.1

1. Confira o Exemplo 7.2. 2. Nao, poisu = (1,0) # 0, mas f(u,u) = 0. 3. Ndo, pois
seu = (0,0,1), entdo f(u,u) = —1 < 0. 4. Confira o Exemplo 7.2. 5. Nio, pois

u = (1,0) # 0, mas f(u,u) = 0. 6. Identifique V com R?. 7. Sejam u = (z1,72) e
v = (y1, y2). Entdo, depois de alguns célculos,

f(u,v) =z1y1f(er,e1) + z1yaf(er, €2) + xay1 f(e2,€1) + zay2 f (€2, €2).
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Como T'(e;) = ez e T'(e2) = —e; temos que

f(u,v) =z1y1f(e1,e1) + z2y2f(e2, e2).

Em particular, para u = (1,1) e v = T(u) = (—1,1), temos que f(ej,e;) =
f(ez,e2) = ¢ > 0. Portanto, f(u,v) = c(r1y1 + x2y2). 8. (a) T ndo singular. (b)
Claramente g satisfaz as condi¢des (1), (2) e (3). Assim, resta provar que g(u,u) = 0
implica que u = 0. Para isto, (T'(u),T'(u)) = 0 se, e somente se, 7'(u) = 0. Portanto,
a condic@o é que T seja ndo singular. 9. Basta notar que Y*AX = (A*Y)*X. 10. Se
(u,w) # (0,0), digamos u # 0, entdo h((u,w), (u,w)) = f(u,u) + g(w,w) > 0.
11. Suponhamos que f seja um produto interno sobre V. Entéo f(E;, E9) = f(Egs, E1)
implica que A = A'. Como f(X,X) > 0, se X # O, temos que a;; = f(E;,E1) >0
e azo = f(E2,E2) > 0. Em geral,

2 2
a aila —a
a112® + 2a122y + axny® = ay <x + 12y> + <112212) y2 >0
ail all

implica que f(a12E1, —a11E2) = aj1 det A > 0. A reciproca segue da equagdo. 12.
A diferenca de dois produtos internos sobre V' ndo é um produto interno sobre V. O resto
¢ direto. 13. Note que o = {1} é uma base de F. Entdo (z,y) = xy é um produto
interno sobre F'. Em geral, pelo Exemplo 4.3, qualquer 7' € L(F') é da forma T'(z) =
ax, para algum a € F'. Portando, se a,b # 0, entdo (z,y) = T(x)T(y) = (ab)zy é um
produto interno sobre . 14. Confira o Exercicio (17) da Se¢do 1.2. 15.Dadou € V,
existem unicos a; € F taisque u = Y ., a;u; e (uj,u) = > a;(u;, u;). Assim,
é suficiente provar que o sistema y ;- (u;, w;)x; = ¢;, com j = 1,...,n, possui uma
tinica solugdo. 16. Seja @« = {uy,...,u,} uma base de V. Entdo, ja sabemos que
a fun¢do L, : V — F™ definida como L,(u;) = e;, era um isomorfismo. Assim,
f(u,v) = (Ly(u), Ly(v)) é um produto interno sobre V', com (-, -) qualquer produto
interno sobre F. 17. Vamos provar apenas a condi¢io (4). E claro que (f, f) > 0,
pois f(z)? > 0. Logo, resta provar que se (f, f) = 0, entdo f(z) = 0, para todo
x € [0,1]. Suponhamos, por absurdo, que g(z) = f(z)? e g(zo) # 0, para algum
xo € [0,1]. Entdo g(z¢) > 0. Como g é continua temos que existe um ¢ > 0 tal que
(zo — 8, w0 +6) C [0,1] e |z — xo| < & implica que |g(z) — g(z0)| < 39(x0). Em
particular, 3g(zo) < g(x). Definido h(z) = 3g(wo), sex € (20—6,z0+6), e h(z) = 0,
caso contrdrio, obtemos h(z) < g(x) e

1 1 1
/0 g(t)dt > /0 h(t)dt = 3 g(w0)(26) = g(w0)3 > 0,
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o0 que é uma contradi¢do. 18. Confira o Exercicio (12) e use o Exercicio (17).

Secao 7.2
1 (2) d(u,v) < d(w,u) + d(v,w) = d(v,u). 2. (b) (v/d[w,¥) + /Aw, W) (c)
Basta verificar que a fungo f : [0,00) — F definida como f(z) = 17 € crescente.

3. Se dy(u,v) =0, entdo f(u) = f(v), de modo que u = v. 4. Note que d(u,v) <
d(u,w)+d(w,v)ed(w,v) < d(w,u)+d(u,v) implicam que —d(u,w) < d(u,v)—
d(v,w) < d(u,w). 5. Note, de modo similar ao Exercicio (4), que |||u,| — |[ul|| <

|lu, — u||, paracadan € N. 6.0 = arccos(%). 7. Note que w = u — v é o terceiro

ladoe [|[u—v||? = |[u|? + ||v||* — 2(u, V). 8. Basta desenvolver o lado esquerdo. 9.
Observe, depois de alguns calculos, que

sla=v[?+ 2w — 3(u+v)|? s([al® + [IvI[* = 2(u, v))

2(lw[l? + §llu+ v]* = (u + v, w))
[l + [ + 2/[wl]f* — 2(u, w))
2(v, w))

Iw —uf]? + flw — v||.

=+

10. Pela identidade de polarizagdo, f(u,v) = g(u,v), para todos u,v € V. Portanto,
f=g. 11.(a)Bastanotar que se |z, —z| — 0 e ||u, —ul| — 0, entdo ||z u, —zu|| <
|zy, — z|||uy|| + |z|||w, — u|| garante a afirmagdo. 12. Observe que se v # 0, entdo

[l V] — (w,v)? | (av)
f@) = ull® +2(u, v)z + ||v|*2? = 5 + + | vlz)?
gl INgl
Assim, o minimo de f(z) ocorre em = —(u, v)||v|| 2. Note que f(x) nio possui

valor maximo, pois lim, s+, f(7) = co. 13. Basta notar que (|[ul|+||v])? = [Ju||*+
2|lu|||v||+||v||* e usar igualdade de Cauchy-Schwarz. 14.Seja S = {x €V : ||x[|; =
1}. Entdo a fungdo h : S — R definida como h(x) = HxH;l ||x||4 € positiva e continua.
Assim, possui um valor miximo ¢ = max{h(x) : x € S}. Logo, ||x|y < c||x||, para
todo x € S, continue! 15. Se 0 € {u, v, w}, nada hd para ser provado. Caso contrério,

pondo u; = |lul|2u, vy = ||v||2v e w; = ||w| 2w, obtemos ||u; — v{| = ||u —
v||?|[ul|~2||v||~2. Assim, a desigualdade triangular, |[u; —v1|| < [[u;—w1 ||+ ||wi—v1|
implica o resultado.  16. Note que ||ul|*> = X!AX, com A uma matriz simétrica

definida positiva, e confira a Proposicdo 7.10.

Secao 7.3
1. Basta notar que A*A = (C;C;) = (d;j6;j) = D. 2. Imite o Exemplo 7.17. 3.
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Calculo direto. 4. Note, depois de alguns célculos, que

1> w? = Zzuz,uj Z<ui7ui>+2<uuuj>=ZHuiH2-
=1 =1

i=1 j=1 =1 i£j

5. Observe que f € continua e S é “compacto” implicam que f possui pelo menos
um ponto de maximo e um ponto de minimo sobre S. Vamos lembrar que um md-
ximo sobre S é um ponto p € S tal que f(p) > f(v), paratodo v € S. Note que
f(v) = /2 —2(u,v). Assim, basta minimizar e maximizar (u,v). Por outro lado,
pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, —1 < (u,v) < 1, de modo que —1 € o minimo
e 1 é o mdximo de (u, v) sobre S. Portanto, o valor mdximo de f é 2 e o valor minimo
de f 6 0. (b) f(v) = V2 se, e somente se, (u,v) = 0. 6. E claro que L;(z;) = d;;.
Assim, F(Li(x), Ly(2)) = Sp_o Lier) Li(ex) = Sh—o Sy = 0.

Secao 7.4

1. Sejam V = F?2 com o produto interno usual e 3 = {u, v}, uma base ortogonal
de V,comu = (1,1) e v = (1,—1). Escolhendo w = (5,—3) € V, obtemos
(4u + (-1)v,w) = 0, mas (u,w) = 2e (v,w) = 8 2. 8 = {vy,va}, com
vi = (—=1,1) e vo = (0,1). 3. Pela Proposi¢do 7.19, V possui uma base ortonor-
mal o = {uy,...,u,}. Assim, L, : V — F™ definida como L,(v) = (z1,...,2y),
com z; os coeficientes de Fourier de v, é o isomorﬁsmo desejado. 4. Escolhendo o
vetor inicial, digamos q1 (7) = [|p1 ()| "'p1(z) = f’ de modo que

pe(x) =2 e qa(x) = \/gx;pg(a:) S é e q3(z) = \21;0(—1 + 3x2),

e assim por diante. Os polindmios ¢;(z) da base ortonormal 8 = {¢;(z) : ¢ € N} de
V chamam-se, a menos de constantes, de polindémios de Legendre® 5. E facil verificar
que o = {(1,1,0),(0,1,1)} é umabasede We B8 = {vy,va},comv; = --(1,1,0) e

o
Vo = %(—1, 1,2), é uma base ortonormal de V. Assim,

2
3 7 1
w = Z<u7vi>vi = 5(17 170) + 6(_17 172) = g(lagv 7)

=1

¢ a melhor aproximacgdo de u por vetores de W. Portanto, u — w %(2 —-2,2) e

3 Adrien-Marie Legendre, 1752-1833, matematico francés.
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A, W) = [Ju— w]| = 2V53.

Secao 7.5

1. Observe que W = F[(1,1,0)] e imite o Exemplo 7.22. 2. Basta observar que
Wt = F[(1,-1,1)] e V = W @ W implica, por exemplo, que T(w;) = w; e
T(1,-1,1) = (0,0,0). Podemos também imitar o Exemplo 7.30. 3. Confira Exercicio
(1). 4. Confira a Proposi¢do 7.25 ou imite o Exemplo 7.30. 5.,6. e 7. Cdlculo direto.
8. Imite o Exemplo 7.30. 9. Pondo n = k + m, é facl verificar que

1 2 £
— S€ mn € par
(a*,a™) = / t"dt = § T P
1 y S€ 7N ¢ 1mpar.

Depois de alguns célculos, obtemos 3 = {f;} = {1,x,32% — 1,523 — 32} uma base
ortogonal de W e

Pem) = Y ole”, fllfill 2 fi
= %(6 —e Nfo+3e 1 fi+ g(e —Te V) fy — %(56 —37e 1 f3

¢ a melhor aproximagdo. 10. Observe que W = F[Eq1,Ej3 + Eg;, Egs]. Assim,
dado A € V, obtemos tr(B*A) = tr(BA) = 0, para todo B € W, se e somente
se, tr(F;;A) = 0, se e somente se, A = diag(d, —d), para todo d € F. Portanto,
W+ = F[diag(1,—1)]. 11. Note que se h € V for uma fungio fmpar, entio

/11 h(t)dt = — /11 h(t)dt = /11 h(t)dt = 0.

Portanto, pelo Teorema 7.24, W é o subespago das fungdes pares. 12. (a) Se v € U,
entio (u,v) = 0, para todo u € U™, de modo que v € UL+, Portanto, U C UL+,
Observe que nio necessitamos da dimensdo na prova. Por outro lado, use que U U+ =
V = Ut @ U+ e a dimensdo. Note que se v € W, entdo (u,v) = 0, para todo
u € W. Em particular, (u,v) = 0, para todo u € U. Portanto, W+ C UL. (b) Na
afirmagio (U + W)+ = U+ N W+ ndo necessitamos da dimensdo na prova. Como
UNW C UW temos, pelo item (a), que U+, W+ C (U N W)+, de modo que
Ut+wtc (Un W)L. Por outro lado,

dim(U+ + W) = dimU*t 4+ dim W — dim(U+ n W)

dimV —dimU — dim W + dim V — dim(U + W)+
dimV —dimU — dim W + dim(U + W)

= dimV —dim(U N W) = dim(U N W)*;
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Portanto, (U N W)+ = U+ + W+, 13. Como ||u + v||> = 2+ 2Re(u, v) > 0 temos
que |[(u,v)| < 1. Se 0 € {u, v}, nada hd para ser provado. Caso contrério

1 1
(e vl < 1 (vl < vl

[[all = vl
14. Note que a condigio é equivalente a: 2 Re{u, w) < ||w||?, para todo w € W, de
modo que ||u — w|? = ||[ul|? — 2Re(u,w) + [|w||? > [lul|? e o resultado segue do
Exemplo 7.18. Uma prova direta. Pondo w = (u, v)||v||~2v, para todo v € W, temos
que (u, w) = |(u, v)|?||v|| =2 é um nimero real, de modo que

Iw[|* = 2Re(u, w) > 0 = —[{u,v)*||v]|7* > 0

Portanto, (u,v) = 0. 15. (a) Pelo processo de Gram-Schmidt, V' possui uma base
ortonormal « = {uy,...,u,} tal que {uy,...,u,_1} seja uma base ortonormal de H.
Assim, o vetor n = u, ou a normalizacdo da melhor aproximac¢do de qualquer u € V'
possui as propriedades desejadas. 16. Note que (u,w) = 0 implica, para cada z €
Snr, que |lul]? = ||z]|? = [[lu+tw]|? = ||u]|? + [t|*||w]|?, de modo que t = 0 e z = .
17. Basta notar que ||v—u? = ||x—u||*+|x—v|[%. 18.Observe que (T'(X), X) = 0,
para todo X € V, implica que (TA(X),Y) = —(Ta(Y),X), para todos X, Y € V.
Como Q5 = <TA(Eij)>Eij> temos que a1; = a9y = Oe aijp = <TA(E12),E21> =
—(TA(E21),E12) = —ag;. Escolha A = a12 € F. 19.Comov = > ' (v, u;)u;,
para todo v € V, temos, em particular, que T'(v;) = > ;(T(v;), u;)u,. Portanto,
118 = ((T'(uj),u;)). 20. Seja A a matriz cujas colunas sdo os vetores de a.. Entdo
G, = A*A G} = G, e |det Gy| > 0. Dado X = (11,...,7,)" € F™*!, depois de
alguns cdlculos, obtemos

X*GoX = (AX)*(AX) = ||z1ug + - + zu,* > 0.

Assim, o € LD se, e somente se, A for singular se, e somente se, det G, = 0. Uma
outra prova é dada pelo Lema 7.28. 21. Note que u € kerT implica que ||u|| =
[T(u)] =0eu=0. 22.Sejaz = v — ), (v,u;)u,;. Entdo, depois de alguns
cdleulos, 0 < (z,z) = (v,v) — >0 (v,u){v,u;) = [[v]? = XL, [(v,w)]*. A
equivaléncia (a < ¢) é clara. (b = ¢) Isto implica que z = 0. (¢ = d) Para qualquer
v € V,obtemos (w,v) = 30 (w,u)u;, vy = > " (w,u;)(u;, v). (d = b) Basta
tomar v = w. 23. E fcil verificar que v = >_7_ (v, w;)u;, para todo v € V. Assim,
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depois de alguns célculos,

n n n

(v, w) = ) (viudug, Y (woug)ug) = (vw)(w, ).

=1 =1 =1

Observe que isto € uma generalizagdo do Teorema de Pitdgoras. 24. Sejam u,v € V.
Entdo u e v possuem coordenadas polares (||ul|,#) e (||v]|, #). Entéo

{u, v) cos @

(u, (
0— ) = oV cogg = L _ {me)
«0s(6 = 9) = vl T T

Assim, pelo Exercicio (23),

(u,er)(v,e1) + (u,ez)(v,ez)
[[ull[[v]]

cos(0 — ¢) =

= cos 0 cos ¢ + sen @ sen ¢.

25. Pondo P(u) = Y1, ¢;v;, obtemos d(u, W) + Y%, ¢;(u,v;) = ||ul|? pois
d(u,W)? = [lu = P(u)|[*>. Como (u,v;) = (P(u),v;) = 3L, ci(vj, Vi), para

j=1,...,n,temos que d(u, W)? e cy,..., c, sio solucdes do sistema
o+ (W, vi)ay + -+ (W vz, = ||luf?
(vi,vi)x1 + (vi,vo)xo + - -+ (Vi,vp)x, = (u,vy)
(Vip, vi)x1 + (v, vo)xa + - - + (v, Vi), = (u,vy).

Portanto, o resultado segue da Regra de Cramer. 26. Confira o Exercicio (15) da Se-
¢do 7.1 elou o Exercicio (20). 27. Aplique a desigualdade de Cauchy-Schwarz aos

vetores u = (y/al,...,v/a}) ev = (1/al™, ... Vai™). 28. Cilculo direto. 29.

Observe, pela desigualdade de Cauchy- Schwarz que (v,w)(w,v) < (w,w). Em par-
ticular, para w = T'(v). A igualdade ocorre se, e somente se, AX e X sdo LD. Como
|X]|| = 1 temos que AX = X, para algum \ € C. Portanto, X é um autovetor de A.
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Capitulo 8

Secao 8.1
1. Vamos provar os itens (1), (2) e (3) do Teorema 8.9: (1) Seja A = [T']. Entdo

det A = Z (sgno) H o (i) = det A = det A' = det A*.
i=1

(2) A equagio T'(u) = b possui uma solugio se, e somente se, b € Im 7" = (ker T*)*
se, e somente se, b L v, para todo v € ker T%. (3) Dado v € WL ew e W. Como
T(w) € W temos que 0 = (v,T(w)) = (T*(v), w), de modo que T*(v) € W+ ou
T*(W+) C W+ (ndo necessitamos da dimensdo). Para reciproca, use W+ = W. 2.
Como

((z,y),T"(z,w)) (T'(z,y), (z,w)) = ((z + iy, =2z —y), (z,w))
(x + zy)z + (=22 —y)w = z(z — 20) + y(iZ — W)

= z(z —2w) +y(—iz —w) = ((z,y), (z — 2w, —iz — w))

temos que 7*(z,w) = (z — 2w, —iz — w). 3. E facil verificar que 7%(a) = av. 4.
Observe que

(1, o yxn), T Y1y - un)) = (T(x1,..y2n), (Y1s-- 3 Yn))
= <(0,x1,...,xn_1),(y1,...,yn)>
= TiYo+ -+ Tpn_1Yn
= (@1, 2n), (Y2, -+, Yn, 0))

implica que T*(y1,...,Yn) = (Y2,...,Yn,0). 5. Como u = > ,(u, u;)u;, para
todo u € V, temos que

(,7(v)) = (T(uw),v) =3l (wu)(T(w;),v)
= 2w (v, T(w)) = 3770 (u, (v, T(w))u;)
= (u ?:1 v, T(u;))u;)

Portanto, T*(v) = S_7_ (v, T(w;))w;. 6. E ficil verificar que
T*(z,y,2) = (x + 3y + 2,0 +y+ 32,2 +y+32)

eker T* = F[(—4,1,1)]. Como ((—4,1,1),(3,10,1)) = —1 # 0 temos que (3,10, 1) ¢
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(ker T*)L. 7. Note, por integracio por partes, que

1
(D(f(2)),g(x)) :/0 f'(t)g()dt = f(1)g(1) — f(0)g(0) — (f(z), D(g(x)))-

Suponhamos, por absurdo, que D*(g(x)) exista, para algum g(z) € V fixado, tal que
(D(f(x)), g(x)) = (f(x), D*(9(x))), para todo f(x) € V. Entdo

(f(x), D*(9(x))) = f(1)g(1) = £(0)g(0) — (f(2), D(g())),

de modo que

Como L(f(xz)) = f(1)g(1) — f(0)g(0) é um funcional linear temos, pelo Exemplo
8.3, que L = 0. Assim, g(0) = ¢g(1) = 0. Reciprocamente, se g(0) = g(1) = 0,
entio D*(g(x)) = —D(g(x)) satisfaz (D(f(x)), g(x)) = (f(z), D*(g(x))), para todo
f(x) € V. Portanto, se g(0) # 0 ou g(1) # 0, entdo D* ndo existe. 8. (a) T € injetora
se, e somente se, ker 7' = {0} se, e somente se, Im 7% = (ker T)L = V se, e somente
se, T* for sobrejetora. 9. Como V = W @ W+ temos que E%(v) = E?(vi + v2) =
E(vi)=E(v)e

(u, E*(v)) = (E(u1+u2),vi1+va) = (uy,vy+va) = (up,vy)
= (u,vy) = (u, E(v)).

Portanto, pela unicidade, E* = E = E?. Reciprocamente, £? = FE implica que
V=ImFE @ker E. Dados u,v € V taisque u € Im F' e v € ker E, obtemos

(u,v) = (E(u),v) = (u, E*(v)) = (u, E(v)) = 0.

Portanto, F' é uma projecdo ortogonal. 10. (¢ = b) Suponhamos que 7" seja uma
projecdo ortogonal. Entdo u — T'(u) € kerT e v — T(v) € kerT, de modo que
(T'(a),v) = (T(u), T(v)) = (u,T(v)), para todos u,v € V. (b = ¢) Como (u —
T(n),T(v)) = (T(u—T(u)),v) =0, pois T? = T, temos que ||v||? = ||[v - T(v) +
TWV)|? = |IT(v) — v|* + |T(v)||?. Portanto, ||T(v)|| < ||v||, para todo v € V.
(c = a) Dado v € (ker T)*, entdio é claro que u = T(v) — v € ker T, de modo que
T(v) = u+v, com (u,v) = 0. Assim, ||v||? > [|T(V)|? = [Ju* + > |v?
= 0ouu = 0, de modo que T'(v) = ve (kerT)* C ImT. Por outro
lado, se v € Im7T, entdo v = u+ w, onde u € kerT' e w € (ker T)L, implica que
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v =T(v) =T(w) = w, pois (ker T)* C ImT. Logo, Im T

¢ uma projecdo ortogonal. 11.Se 7™ =T, entdo (T'(v),v) =
Reciprocamente, se (T'(v), v) for real, entdo (T'(v),v) = (T*(v
Assim,

) Portanto, T’

C (ke
(v, T( )) =(T(v),v).
) V),

paratodov € V.

(T = T9)(¥).v) = (T(v),v) — (T"(v),v) = 0,

para todo v € V. Portanto, T* = T. Esta implicagio & falsa, considere T' € L(R?)
definido como T'(x,y) = (y, —z). 12. Basta desenvolver 0 = (T'(u+ v),u+ v), para
todos u,v € V. 13. (a) Seja A € F um autovalor de 7". Entdo existe um v € V, com
v # 0, tal que T'(v) = Av. Assim,

AMv,v) = (Av,v) = (T(v),v) = (v,T(v)) = (v, \v) = (v, V)

implica que A\ = ), de modo que \ é real. (b) Seja A a matriz de 7' em relacio a
alguma base de V. Entdo A pode ser vista como um elemento de C™*™. Assim, pelo
Teorema 5.16, A possui um autovalor real A. Logo, existe um Z € C"*!, com Z # O,
tal que AZ = M\Z. Como Z = X + 7Y temos que AX + 1AY = AX +¢)\Y, de
modo que AX = AX ou AY = Y. Portanto, X ou Y € um autovetor real associado
a . (c) Cdlculo direto. (d) Se w € Vi, entdo (v, w) = 0, para todo v € V). Como
T(v) = Av temos que (v,T(w)) = (T'(v),w) = X(v,w) = 0, para todo v € V).
Portanto, T(w) € Vit e Vi € invariante sob 7. (e) Célculo direto. (f) E claro que
ker T' C ker T*. Por outro lado, se v € ker T e k > 1, entdo Tk’(v) = 0, de modo
que 0 = (T*(v), TF2(v)) = (T*1(v), T*=1(v)), Assim, T*~!(v) = 0. Portanto,
recursivamente, 7'(v) = O e v € ker T\ (g) Sejam \ € F um autovalorde T e v € V.
Entdo (T — AI)*(v) = 0, para algum k € N. Assim, pelo item (), (T — A\I)(v) = 0,
pois T'— A ¢ autoadjunto. Portanto, Vi = V*, ou seja, my(\) = ma(\) = leo
polindmio minimal de 7" é um produto de fatores lineares distintos. 14. (b) e (c) Basta
notar que

(Tuw 0 Tyv,w)(x) = (x, W) Tuv(v) = <X>W>HVH2U = ”V”2Tu,W(X)-

(%, Ty (¥)) = (Tuy(x),y) = (X, v)u,y) = (x,v)(u,y) = (x, (y, w)v).

(d) Suponhamos que S = >7' ;> a;;u; ® u; = O. Entdo, depois de alguns
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calculos,

0= (up, S(ug)) = <up,ZZaij<uq,uj>ui> = dpq-

i=1 j=1

Assim, 8 é LI e dim £(V) = n? implica que 3 é uma base. (e¢) Dados u,v € V,
comu # 0ev # 0, Ty v é autoadjunto se, e somente se, Ty, v = Ty u se, € somente
se, (x,viu = (x,u)v, para todo x € V. Em particular, pondo x = v, obtemos
u = v, com A = |[v||72(v,u). (f) J4 sabemos que a;; = (Tyv(ej),e;). Como
Tuv(e;) = (ej,v)u = zju temos que a;; = y;z;. Note que C; = u'z; implica
que p(A) = p([u']) = 1. 15. (a) A fungdo f : V — R definida como f(x) =
det(vy,...,vp_1,%) é, pelo Teorema 1.24, um funcional linear. Assim, pelo Teorema
8.1, existe um tnico w € V tal que f(x) = (x,w), paratodox € V. (b) (v;,w) =0,
pois o determinante possui duas colunas iguais. (¢) vi,...,v,_1 sdo LD se, e somente
se, (x,w) = 0, paratodo x € V se, e somente se, w = 0. (d) Noteque w = > " | x;e;
implica que (e;, w) = x;. Por outro lado, pela férmula de Laplace em relagdo n-ésima
coluna, obtemos

z; =det(vy,...,Vo_1,€) = (—1)"" det(A;),

em que A; é a submatriz de A obtida eliminando-se a i-ésima linha. Portanto, w =
S (=1)"A; - e;. (e) Seja B a matriz cujas colunas sdo os vetores f;, de modo que
BB’ = I. Portanto, det(fy, ..., f,) € {—1,1}. (f) Segue dos itens (b) e (e). 16. (a)
Como x — E(x) € H+ = R[w], para todo x € V, temos que x — E(x) = aw, para

algum a € R. Assim, (E(x),w) = 0 implica que a = £, (b) Como (v;, w) =

[l
0,i=1,...,n—1,temosque H C {x € V : (x,w) = 0}. A reciproca é andlogo.

Secao 8.2

1. Primeiro observe que a matriz deve possuir entradas complexas, por exemplo,

(1) g (d )

2. (a) Defina ¢ : V — R? como ¢(a + bi) = (a, b). Entdo
(p(a+bi),p(c+di)) = ac+ bd = Re(a + bi)(c + di) = (a + bi, c + di).
(b) Como

(2, TZ(y)) = (T=(x),y) = Re(T:(2)y) = Re(z2y) = Re(x2y) = (z, Zy)
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se, e somente se, z = z. (d) Note
é positivo se (T (z),z) > 0, para todo
(f ) f) Note que 22 —2Re(2)z+|z|? = 0,
+ |2|2I = 0. Portanto, det T, = |z|? e

temos que 77 = T%. (c) Observe que 1, = T
que 1. T = I se, e somente se, |z| = 1. (e)
x € V,comz # 0, se, e somente se, Re(z) > 0.
para todo z € V, de moto que 72 — 2Re(z)T,
tr(7,) = 2Re(z). (g9) Se z = a + bi, entdo

=5 1)
(h) T deve ser linear sobre C, ou seja, se, e somente se, 7'(7) = i7'(1), confira Exercicio
(8) da Segdo 5.2. (i) T'(x) = z. 3.SejaT € L(R3*!) definida como T'(X) = QX.
Entio é facil verificar que QQ! = I,Q! = Q,Q? = I e det Q = —1. Assim, pelo
Exemplo 8.18, 7' é uma reflexdo sobre um plano, ker(I— A) = R[(1,1,0), (1,0,1)], se-
guida de uma rota¢do em torno de uma reta normal ao plano, ker(I+A) = R[(—1,1,1)].
4. Seja T € L(R3*1) definida como T'(X) = AX. Entdo ¢ f4cil verificar que A'A =
I,A! # A e det A = 1. Assim, pelo Exemplo 8.18, T é uma rotagdo em torno de uma
reta, ker(I — A) = R[\f(l 0,1)]. Seja 6 o angulo de rotagdo. Entdo 1 + 2cosf =

z

tr(A) = % implica que cosf = % Por outro lado, para encontrar o sinal de sen 6
devemos determinar um vetor ortogonal a X; = %(1,0, l)t, digamos Es5. Logo,
senf = detB = _3\[ Portanto, § = — arccos(3). 5. Se T for uma isometria e

T? = I, entio E? = E e E* = E. A reciproca é andloga. 6. (a) Célculo direto. (b)
Como

(x,T"(y)) = (T(x),y) = (x,y) + k(x,v){v,y) = (x,y + k{y, v)v)

temos que T* = T, para todo k € R. (c) Observe que ||x||> = || T(x)]||? se, e somente se,
0 = 2k|(x,v)|> + k?|(x,Vv)|? se, e somente se, k = —2ouk = 0. 7.Sejav € kerT.
Entdo ||v|| = ||T(v)|| = 0 implica que v = 0, de modo que T ¢ injetora e T~ existe.
Dados u,v € V, existem tnicos z,w € V taisque u = T '(z) e v = T (w).
Assim, (z,w) = (T'1(z), T~!(w)), para todos z, w € V, de modo que (T'(u),v) =
(T~Y(T(n)), T~ (v)) = (u,T~Y(v)), para todos u,v € V. Finalmente, dados u,v €
V ea € F, e depois de alguns célculos, (T(u + av),w) = (u + av,T"}(w)) =
(T'(u) + aT(v),w), para todo w € V. Portanto, T ¢ linear. 8. (a) Tome J € L(C?)
definido como J(z,y) = (—z,y). 9. Pelo Teorema de Schur, P*AP = U, de modo
que U* = P*A*P = P*AP = U. Assim, u;; = 4 € u;; = 0, se ¢ # j, pois U
¢ triangular superior e U* ¢ triangular inferior. 10. Note que S = T'|y é injetora,
de modo que S é sobrejetora. Portanto, W = S(W) = T'(W). Assim, dado w €
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W, existe um dnico u € W tal que w = T'(u). Logo, dado v € W+, obtemos
(T(v),w) = (T(v),T(u)) = (v,u) = 0. Portanto, (W) C W+. 11. Observe que
1T ()] =

2T(w), T(v)) = IT)[I* + [T(W)|* = 1T () = T(V)[[* = 2(u, v).

Assim, dadosu,v € Vea € F,

IT(u+ av) — (T(u) +aT(W))|? = [T(u+av)|]” + [T ()[]* + o*|T(v)]?
— 2(T(u+av),T(u))
— 2a(T(u+av), T(v))+2a(T(u), T(v))
= flu+av|?+ |ul]® + o®|v|?
— 2(u+av,u) —2a(u+av,v)
+ 2a{u,v) = |lu+av— (ut+av)|?=0.

Portanto, T'(u+av) = T(u)+aT(v), ouseja, T é linear. 12. Aplique o Exercicio (11)
a S(x) = T(x)—T(0). 13.Lembre-se que (u+v,u—v) = |[ul|*— ||v|/%. Assim, as

implicagdes (a = b = ¢ = d) sdo diretas. (d = a) Note, para todos u,v € V. — {0},
T(V)H

Portanto,
vl

que || Lpull = [|2pv] implica que | T(w)|| = kl[ul|, em que & = L
T = k(k™T) = kU, com U ortogonal. 14. (a) Dadou € V,

lu+iT()|* = f[ul® + [T + (T(w),u) + (u,iT(w)) = [ul® + [T (w)]*.

(b) Direto de (a). (
ouu=(I+iT)""

¢) Dado w € V, existe um dnicou € V tal que w = (I 4+ iT)(u)
(w). Assim,

U )l = (1 =<T) (I +iT) ()| = (I = iT)(w)|| = [|(L +4T)(w)|| = ||ul.
Portanto, U € unitdrio. Se U(u) = u, entdo
(I —iT)Y(I +iT) Yu) =u= (I +iT)(I +iT) ' (u),

de modo que 2i(I + iT)~!(u) = 0. Assim, u = 0. Portanto, 1 nio é autovalor de U.
(d) Se 1 nio for autovalor de U, entdo I — U é ndo singular e U* = U~! implicam que

T = —z‘(I+U*)(I U =—i(I+U YUY I-U"1Ht
= —i(I+0)U "I -U" ) =—i(I+U)((I-U" )U) !
= iI+U0)I-U)"'=
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Portanto, T" é autoadjunto.

Secao 8.3
2. Vamos usar indugao sobre n. Se n = 1, nada h4 para ser provado. Suponhamos que o
resultado seja valido para todo k,com 1 < k < nen > 1. Observe que

B b
A_<b* am>

implica que existe uma matriz J; = diag(=+1,...,£1) tal que det(B+J;) # 0. Assim,
pelo Exercicio (6) da Segdo 1.3,

B+ J; b

det(A 4+ J) = det < b* 0 41

) = kdet(B + Jy),

onde k = apy, £1 —b*(B+ Jl)*lb € F. E facil verificar que

B+ J; b B+J; b _
det< b* ann+1>—det< b* ann_1>—2det(B—|—J1)5£0.

Logo, pelo menos um dos determinantes, é ndo nulo. Portanto, det(A + J) # 0. 3.
Seja f(z) = det(P + ixQ) € Clz]. Entdo f(1) # 0. Assim, pelo Exercicio (11)
da Secdo 1.3, existe um 29 = —ia~'b € C (puramente imaginario) tal que f(zo) # 0.
Portanto, existem a, b € R tais que aP 4+-bQ é nio singular. 4. E claroque B = A+ A*
€ simétrica. Entdo existe um X € V tal que BX = AX, onde A € R. Consideremos
W = R[X,AX]. Se X e AX sdo LD, entdo existe um ¢ € R tal que AX = cX.
Assim, W = R[X] € invariante sob A, com dimW = 1. Se X e AX sdo LI, entdo
AX = AX+A'X = AX+ A~ 'X implicaque A2X = AAX — X € W. Assim, dado
Y € W, existem a,b € R tais que Y = aX + bAX. Logo, AY = aAX + bA%X =
—bX + (a + bA\)AX € W. Portanto, W é invariante sob A, com dim W = 2. 5. Seja
T = Ta € L(V). Vamos usar indugdo sobre n. Se n = 1, nada hé para ser provado.
Suponhamos que o resultado seja valido para todo k, com 1 < k < nen > 1. Entlo,
pelo Exercicio (4), V' possui um subespago invariante sob 7', com dim W = 1 e/ou 2.
Assim, dim W+ < ne S = T . é ortogonal. Logo, W+ pode ser escrito como uma
soma direta de subespaco invariante sob 7', com dimensdo 1 e/ou 2. Portanto, segue de
V =W @ W+ e do Exemplo 8.14. 6. (a) Note que

1 1
T:§(T+T*)+iE(T—T*):R+iS, com R*=Re S*=8.
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Por outro lado, se T' = T3 + 15, entdo T* = Ty — iT5, de modo que 77 = R e
T, = S. (b) Consequéncia direta de (a). 7. Seja S = TT*. Entdo S* = S. Assim,
pelo item (f) do Exercicio (13) da Se¢do 8.1, ker S = ker S. Logo, se v € ker T™,
entdo S(v) = 0, pois TT* = T*T. Portanto, 0 = (S(v),v) = (T'(v),T(v)) =
|T(v)||?, de modo que T(v) = Oouv € kerT. 8. Segue do item (3) do Teorema
8.22 e/ou pelo Teorema de Schur. 9. (a) Basta notar que 77* = T™T implica que
(TT*)™ = T™(T*)™, para todo m € N. (b) Como p(T)* = p(T*) temos, pelo
Teorema 8.19, que ||p(7")(u)|| = ||p(T™)(u)||. Portanto, p(T")(u) = 0O se, e somente se,
p(T*)(u) = 0. 10. Suponhamos que 7" seja normal. Entdo existe uma base ortonormal
a={vi,..., vy} de Vtal que T(v;) = A\jv; e T(v;) = A\jv;. Defina U € L(V) como
U(v;) = %vi, se \; #0,eU(v;) =vi,se\; =0. Entaio U*U = TeT* = TU.
Reciprocarr;ente, se T* = TU, entdo T = U*T*, de modo que UT = T*. Assim,
UI'=TU eT*T =TUT = TTU = TT*. Portanto, T' é normal. 11. (a) Note que
XIX =2;, AX =" Nz X; e XPAX = Y"1 | \;2?. Portanto,

O XIAX A+ ai g

F(X) =
XX X2

(b) Basta observar, pelo item (a), que

)\1(90%+~-+1:,2I) < F(X) < /\n(33%+---+x%

)
< < = M-
X% X2

AL =

Portanto, A\; = min {X’AX : || X||?2 =1}. 12. Seja A = [T, para alguma base «
de V. Entéo, pelo Teorema de Schur, Q*AQ = Uou A = QUQ", em que Q é uma
matriz unitaria e U é uma matriz triangular superior. Assim,

tr(A*A) = tr(QUUQ") = tr(U*U) > > [A[°.
=1

Lembre-se que A é normal se, e somente se, U for diagonal. 13. Ja sabemos que

(O] L
C‘( 1[b+3 b)

¢ a matriz companheira de f(x), o qual é seu polindmio caracteristico. Neste caso,
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tr(C) = b, tr(adj(C)) = —(b+ 3) e det(C) = 1. Observe que

0 1 0 -1 1 —-b—1
P!CP=|10b+1 1 |=B, comP= 1 -1 b+2
0o 1 -1 -1 2 —b-3

Como B! = B temos que todas as raizes de f(z) sio reais.

Secio 8.4
1. (a) Posto k = 2 e assinatura (1, 1), de modo que ela representa uma hipérbole. (b)
Posto k£ = 2 e assinatura (2,0), de modo que ela representa uma elipse. (c) Hipérbole.
(d) Hipérbole. (d) Elipse. 2. (a) Posto k = 3 e assinatura (3,0), de modo que ela
representa um elipsoide. (b) Posto k = 3 e assinatura (2, 1), de modo que ela representa
um hiperboloide de uma folha. (¢) Posto k = 3 e assinatura (1,2), de modo que ela
representa um hiperboloide de duas folhas. (d) Hiperboloide de duas folhas. (e) Posto
k = 2 e assinatura (1,1), de modo que ela representa um cilindro hiperbélico. (f)
Posto & = 2 e assinatura (1,1), de modo que ela representa um cone 222 — y? =
0. 3. Como (3,0) é a assinatura temos que ela representa um elipsoide e ¢ definida
positiva implica que ¢(z,y, z) = 4(xy — yz) > 0. 4. Observe que se a # 0, entdo
q(z,y) = ar® + 2bzy + cy? = a ((ax + by)? + Dy?), com D = ac — b*>. Note
que ¢(1,0) = a e q(b,—a) = aD. Pondo u = ax + by e v = y (operador linear
(u,v) = T(z,y)), obtemos q(u,v) = a~*u? + a~*Dv% Assim, se D # 0, entdo as
principais propriedades de ¢ sdo determinadas pelos sinais de a~! e a~ ! D. Por exemplo,
q(a,0) =a>0eq(0,—a) =aD >0 5. Seja ¢(X) = X*'AX. (a) a;; = q(E;) > 0.
(b) Segue do Teorema 8.29. (c¢) Considere W = R[E;, E;], com ¢ # j. Entdo p = q|w
€ uma forma quadratica sobre W tal que

p(xlEZ + .’L’jE]’) = CL“‘T? + 2aijxixj + ajj.T?.
Assim, o resultado segue do Exercicio (4). 6. (a = b) Vamos usar indugdo sobre n.
Sen = 1, entdo A = (a;1). Assim, basta escolher B = (,/a17). Suponhamos que o
resultado seja valido para todo k,com 1 < k < nen > 1. Observe que

(A, X
A_< X* a,m>

implica que existe uma matriz triangular superior B,,_; = (b;;), com b;; > 0, tal que
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A, =B! B, 1. Como

A I 0 A, X
XAt 1 0  amm— XA 1L X

temos que det A = det A, —1(an, — XtA;ilX) > 0edetA, 1 > 0 implicam
que an, > XtA;iIX = H(B;il)tXHQ. Assim, existe um b,, € R, de modo que
b2, = ann — ||(B1,)1X]2. Portanto,

_ ( Bua (B;il)tX
B_< 0 b

é tal que A = B'B. (b = c) Para cada X € R"*!, com X # O, obtemos X'AX =
IBX||? > 0. Portanto, A ¢ definida positiva. (¢ = a) Seja Xy, = (z1,...,7%)" €
R¥*1 com X, # Oek = 1,...,n. Entio X = (z1,...,74,0,...,0)t € R**!
e X}iAka = X'AX > 0. Portanto, cada A}, é definida positiva, de modo que
det(Ay) > 0. (d) T12(—a 'b)AT12(—a"'b) = D = diag(a,d — a'v?) ou A =
T12(a~'6)DT12(a"'b). Ponha B! = Tlg(a_lb)\/ﬁ. 7. Note que hya = ha, para
todo k& € R, de modo que h,' = hy-1 é ainversa de ha. (b) A € kerh se, e
somente se, h(A) = I se, e somente se, ha(z) = z, para todo z € S2, ou seja,
cz>+(d—a)z—b =0, paratodo z € S?. Assim, pelo Teorema 1.2,c =b=0ea = d.
Portanto, ker h = {kI5 : k € R*}. (c) Se z = z + iy € S? e w = ha(z), entdo, depois

de alguns célculos,

B ad — be ( 2)

W—w=——"3(2—-2
lcz + dJ? ’
Logo, Imha(z) € H, paratodo A € Gt e z € H. (d) Como hy = h|gp, ) satisfaz o
item (b) e ker h; = {£I»} temos, pelo item (c), que PSL2(R) age sobre H. (e) z € H
é um ponto fixo de ha se, e somente se, ha (z) = z, ou seja, cz% + (d — a)z — b = 0.
Se ¢ # 0, entdo a equagdo possui duas raizes
- b+ VA
a2\/>, com A = (a —d)?+ 4bc = tr(A)? — 4.
c

Como ha(00) # oo temos que ha possui no maximo dois pontos fixos. Se ¢ = 0,
entio ad = 1. Assim, z = (1 — a?)~"lab é o tinico ponto fixo, quando a # +1, pois
ha(o0) # oco. Enquanto, se a = +1, entdo ha(co) = oo. Portanto, ha possui dois
pontos fixos se tr(A) # £2 e um tnico ponto fixo se tr(A) = +2.
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de geradores, 114

Indice
Remissivo

dos numeros reais, 16
extensdo de, 16
subcorpo de, 16

Delta de Kronecker, 25, 45
Desigualdade

de Cauchy-Schwarz, 66, 286

de Ptolomeu, 290

de Sylvester, 94

triangular, 287
Determinante, 52

cofator, 60

cofator complemntar de, 62

continuo, 60

de Gram, 306

de Vandermonde, 58

menor, 60

menor principal, 62

menor principal lider, 62

Wronskiano, 122
Diagrama

comutativo, 138

de flechas, 35

de geradores minimal, 137 Divisor
linearmente independente maximal, 137 de zero, 32
ortogonais, 291
ortogonal, 292 Elemento

Corpo, 14 identidade, 15
de Galois, 15 inverso, 15
dos niimeros complexos, 16 Equacio

dos nimeros racionais, 16 de Cauachy, 152
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linear, 70
solucdo da, 70

Espaco

bidual, 198

coluna, 83

com produto interno, 282
das fungdes, 101

das sequéncias, 107
dimensao de, 83

dual, 193

Euclidiano, 282

solucdo, 90

unitario, 282

Espaco vetorial, 19, 27, 97

base de, 126
complexificagdo de, 105
de dimensao finita, 127
de dimensao infinita, 127
do tipo finito, 114

do tipo infinito, 114
isomorfo, 167

livre, 114

métrico, 287

normado, 287
quociente, 137

trivial, 98

Extensao

linear, 193

Férmula
de interpolacdo de Lagrange, 197

de Laplace, 54
de mudanca de bases, 185

Forma(s)

indice de, 337

assinatura de Sylvester de, 337

bilinear, 194
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canoOnica de Jordan, 274
congruentes, 336
coordenadas, 194
discriminante de, 336
linear, 70, 193

polar de, 335

posto de, 337
quadritica, 286, 335

Fourier

coeficientes de, 292
expansdo de, 292

Funcdo

fmpar, 113

aditiva, 152

afim, 159

bilinear, 281

bilinear conjugada, 281
conjugacdo, 119, 324
de complexificacio, 354
de Lagrange, 331
definida positiva, 281
degrau, 175

distincia, 287
inclusdo, 154

linear por partes, 175
movimento rigido, 325
norma, 287

par, 107

polinomial, 28, 228
quadrética, 339
restricdo, 211

simétrica elementar, 22

Funcional

linear, 193
representagdo de, 195
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age sobre, 343

ciclico, 48

de permutacdes, 46, 342
linear geral, 144
modular, 343

simétrico de grau n, 46

Hiperplano, 202

Identidade
de Appolonius, 290
de Bezout, 260
de Cauchy, 66
de polarizagao, 286
do paralelogramo, 287
Imagem
direta de, 170
inversa de, 170

Lei
associativa, 15
comutativa, 15
distributiva, 15
do cancelamento, 23
dos cossenos, 289
Lema
da mudanca de Steinitz, 129
da substitui¢do, 76
de Zorn, 127
Lista, 17

Matriz(es), 24
z-matrizes, 238
adicdo de, 26
adjunta, 30
adjunta cléssica, 60
alongamento, 34
antidiagonal, 24
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antissimétrica, 44
antitransposta, 30
autovalor de, 215
autovetor de, 215
caracteristica de, 214
circulante, 258
cisalhamento, 34

coluna, 24

companheira, 65

da projec¢do ortogonal, 302
de Gram, 195

de Hilbert, 88

de Jacobi, 59

de permutacao, 383

de Sylvester, 66

de Vandermonde, 58
decomposi¢do LU de, 38
definida positiva, 283, 334
diagonal, 25

diagonal principal de, 24
diferenca de, 26

dimensao de, 24

do produto interno, 283
dos cofatores, 60
elementar, 33

em forma de degrau, 75
em forma escalonada, 74
equagdo caracteristica de, 214
equivalente, 41
equivalente por linha, 35
escalar, 25

fatoracdo QR, 298

forma normal de Hermite, 42
Frobenius, 65

Hermitiana, 64
idempotente, 44
identidade, 25
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identidade reversa, 257
igualdade de, 24
indefinida, 334

inversa de, 31

invertivel, 31

involucao, 34, 44

linha, 24

linha reduzida a forma em escada, 74
multiplicagdo por escalar, 26
ndo invertivel, 31

ndo singular, 31
nilpotente, 44

normal, 327

nula, 25

ordem de, 24

ortogonal, 65

Pauli, 64

polindmio caracteristico de, 214
posto coluna, 83

posto de, 84

posto linha, 82

produto de, 27

quadrada, 24

resolvente de, 257
semelhanca elementar, 41
semelhante, 41
semidefinida positiva, 334
simétrica, 44

singular, 31

soma direta, 26
T-associada, 181

traco de, 45

transposta, 29

transposta conjugada, 30
trapezoidal superior, 37
triangular superior, 37
tridiagonal, 59
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unidade, 25

unimodular, 238

unitaria, 65

unitaria fundamental, 30
unitariamente equivalentes, 321

Multiplicidade

algébrica, 21, 217
geométrica de, 217

Operagado

de adicdo, 15

de multiplicacdo, 15
elementares de colunas, 40
elementares de linhas, 35
usual, 99

Operador

indice de nilpoténcia de, 263
adjunto, 311

autoadjunto, 312
autoespaco generalizado de, 213
autoespaco de, 213
autovalor de, 212
autovetor de, 212

ciclico, 261

cisalhamento (shear), 158
conjunto espectral de, 227
definido positivo, 338
diagonalizdvel, 226
diferenca, 258

diferencial, 150

espectral, 251

estrutura complexa de, 192
homotetia, 150

identidade, 149
integragdo, 158

isometria, 318

linear, 149
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nilpotente, 263 multiplicag@o por escalar, 18
normal, 326 produto de, 19
ortogonal, 317 raiz de, 20
polindmio caracteristico de, 215 redutivel, 259
polindmio minimal de, 236 relativamente primos, 260
projecdo, 154 representante de, 383
propriedades espectrais de, 227 Principio
reflecdo, 155 da boa ordenacido, 17
rotacdo, 151 da superposic¢do, 86
semelhanca, 150 de indugdo completo, 17
translacdo, 151 de inducdo finita, 17
unitario, 317 Produto
unitariamente diagonalizdvel, 321 cruzado, 316
Ordem diagonal, 51
antilexicografica, 193 escalar, 195
lexicografica, 269 interno, 280
interno usual, 281
Permutagao, 46 misto, 188
impar, 50 tensorial, 316

Orbita, 47 vetorial, 187
diagonal, 51 Projeciio, 155, 174, 249
disjuntas, 48 canonica, 169
par, 50 ortogonal de, 300
sinal de, 50
transposicdo, 48 Quadrado

Polindmio, 18 mégico, 95
adicdo de, 18
anulador, 28, 229 Rede, 175
conjugado, 20 Reflexdo, 156, 174
de Legendre, 390 Regra
discriminante, 67 de Cramer, 121
fator de, 229 de Sarrus, 52
grau, 18 Relacéo, 17
igualdade de, 18 de equivaléncia, 17
invariante de, 247 Rotagdo

irredutivel, 21, 259 imprépria, 319
monico, 20 proépria, 319
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Sequéncia
converge, 287
de Fibonacci, 60
de quadrado somével, 282
do tipo Fibonacci, 107
do tipo recorréncia, 127
exata curta, 170
Sistema(s)
adjunto, 90
companheiro, 237
consistente, 72
de coordenadas, 138
de coordenadas cartesianas, 291
de equacdes lineares, 70
equivalentes, 74
homogéneo, 71
inconsistente, 72
matriz ampliada do, 72
normal, 313
ortonormal, 291
ortonormal completo, 291
solugdo do, 71
solugdo trivial, 71
Soma
direta externa, 105
direta interna, 110, 231
direta ortogonal, 300
formal, 18, 114
telescopica, 239
Subespaco(s), 106
indice de, 213
adaptado, 113
afim, 137
anulador de, 199
ciclico, 266
codimenséo de, 201
complementar, 299
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complemento direto de, 110, 162
critério de, 106

gerado por, 114

independentes, 230

invariante, 211, 260

maximal, 202

minimal, 119

nao triviais, 106

reduzido, 260

triviais, 106

Suporte, 48

Teorema

da alternativa de Fredholm, 189
da decomposi¢do primdria, 262
da existéncia de base, 128

da extensdo, 130

da forma normal de Smith, 247
da matriz inversa, 86

da projecao, 299

da representagdo de Riesz, 308
da traneformacao inversa, 167
de Cayley-Hamilton, 239

de Laplace, 63

de Schur, 321

de Sylvester, 257

do eixo principal, 335

do posto, 164

fundamental da dlgebra, 20

Transformacao

adjunta de, 204
bijetora, 163
candnica para, 176
de Cayley, 325

de coordenadas, 177
determinante de, 185
imagem de, 160
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injetora, 163

invversa de Cayley, 325
isomorfismo, 167
linear, 149

ntcleo de, 160

ndo singular, 163

nula, 149

nulidade de, 160

posto de, 160
representacdo matricial de, 177
singular, 163
sobrejetora, 163

traco de, 185
transposta de, 204

Vetor(es), 17
angulo entre, 288
anulado por, 195
ciclico de, 261
colunas, 24
coordenadas de, 138
cotravariantes, 195
covariantes, 195
diferenca de, 104
elementares, 27
linearmente dependentes, 83, 119
linearmente independentes, 83, 119
linhas, 24
norma de, 286
normalizacao de, 286
ortogonais, 291
peso de, 138
projecdes de, 293
representacdo de, 138
unitario, 286
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