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Prefácio

"Quando jovem, aprendemos.
Quando velho, compreendemos."

Albert Einstein

Este texto surgiu da experiência dos autores quando ministraram algumas vezes
a disciplina Álgebra Linear e Geometria Analítica para vários cursos na Universidade
Federal da Paraíba.

O principal objetivo deste texto é fazer uma apresentação rigorosa e clara das pro-
vas dos Teoremas e exemplos da Álgebra Linear no nível de graduação, desenvolvendo,
também, a capacidade de modelagem de problemas e provas envolvendo combinações
lineares, transformações lineares e matrizes, diagonalizações de operadores lineares e
classificações de quádricas. Além disso, resolver problemas que envolvam matrizes uti-
lizando a forma canônica de Jordan.

É nossa expectativa que este texto assuma o caráter de espinha dorsal de uma
experiência permanentemente renovável, sendo, portanto, bem vindas as críticas e/ou
sugestões apresentadas por todos - professores ou alunos quantos dele fizerem uso.

O leitor interessado em aprender a utilizar um programa de computação, por
exemplo o Maple, como ferramenta na aprendizagem da Álgebra Linear e Geometria
Analítica pode consultar uma das referências [1,3,5,8]

Para desenvolver a capacidade do estudante de pensar por si mesmo em termos
das novas definições, incluímos no final de cada seção uma extensa lista de exercícios,
onde a maioria dos exercícios dessas listas foram selecionados dos livros citados no final
do texto. Devemos, porém, alertar aos leitores que os exercícios variam muito em grau
de dificuldade, sendo assim, não é necessário resolver todos numa primeira leitura.

Nos capítulos 1 e 2 apresentaremos as principais definições e resultados sobre
matrizes e sistemas de equações lineares que serão necessárias para o desenvolvimento
deste texto.

No capítulo 3 apresentaremos definições abstratas de espaços vetoriais e subespa-
ços, combinações lineares, conjuntos linearmente independentes e dependentes, bases e



dimensão, coordenadas de um vetor e mudança de bases. Esse capítulo envolve o de-
senvolvimento axiomático de vetores, sendo assim, exigindo maior esforço no início do
curso tanto do professor quanto do estudante.

No capítulo 4 apresentaremos transformações lineares, núcleo e imagem de uma
transformação linear e representação matricial. A representação matricial proporciona
um modo elegante de desenvolver a álgebra das matrizes e a geometria das transforma-
ções lineares.

No capítulo 5 apresentaremos as definições de autovalores e autovetores de um
operador linear, o polinômio característico e minimal de um operador linear e operadores
diagonalizáveis. Esse capítulo inicia o estudo das relações de equivalências e das formas
canônicas, úteis nas aplicações que envolvem representações matriciais.

No capítulo 6 apresentaremos definições abstratas de espaços com produto in-
terno, processo de ortogonalização de Gram-Schmide e o complemento ortogonal. Esse
capítulo introduz a noção de conceitos métricos sobre um espaço vetorial qualquer.

No capítulo 7 apresentaremos o teorema da decomposição primária, operadores
nilpotentes e a forma canônica de Jordan, a qual é uma ferramenta poderosa no estudo
das relações de equivalência de matrizes.

Finalmente, no capítulo 8 apresentaremos operadores lineares especiais tais como:
operador adjunto, ortogonais e simétricos e usá-los-emos para classificar as quádricas.

Agradecemos aos colegas e alunos do Departamento de Matemática que direta ou
indiretamente contribuíram para a realização deste texto.

Antônio de Andrade e Silva 
João Bosco Batista Lacerda
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1
Matrizes

Neste capítulo relembramos alguns conceitos básicos sobre matrizes e determi-
nantes, com o principal objetivo de fixarmos as notações e terminologias. Somente
ideias e resultados necessários para a nossa discussão de matrizes especiais, muitos sem
provas. O leitor interessado em mais detalhes pode consultar as referências no final do
texto.

1.1 Notações Fundamentais

Nesta seção introduziremos algumas definições, notações e terminologias que se-
rão usadas em todo texto.

Uma das maneiras de representar um conjunto é:

S = {x ∈ U : P (x) é satisfeita},

em que U é o universo dos objetos (elementos), o símbolo “:” significa tal que e P (x) é
a propriedade ou condição que os elementos de U têm que satisfazer.

Um corpo é um conjunto F munido com duas operações binárias

+ : F × F → F
(x, y) 7−→ x+ y

e
· : F × F → F

(x, y) 7−→ x · y

Sumário



Capítulo 1. Matrizes

chamadas de adição e multiplicação, tais que os seguintes axiomas (ou propriedades)
são satisfeitos:

Axioma 1. (Leis comutativas)

x+ y = y + x e x · y = y · x, ∀ x, y ∈ F.

Axioma 2. (Leis associativas)

x+ (y + z) = (x+ y) + z e x · (y · z) = (x · y) · z, ∀ x, y, z ∈ F.

Axioma 3. (Lei distributiva)

x · (y + z) = x · y + x · z, ∀ x, y, z ∈ F.

Axioma 4. (Elementos identidades) Existem dois elementos distintos 0 e 1 em
F tais que

0 + x = x e 1 · x = x, ∀ x ∈ F.

Axioma 5. (Elementos inversos) Se x ∈ F , então existe um único −x ∈ F
tal que x + (−x) = 0. Se x ∈ F e x ̸= 0, então existe um único x−1 ∈ F tal que
x · x−1 = 1. Observe que as operações + e · estão relacionadas pelo axioma (3).

Exemplo 1.1 Seja F = GF (2) = {0, 1}. Definimos uma adição e uma multiplicação
em F pelas tábuas:

+ 0 1

0 0 1
1 1 0

e
· 0 1

0 0 0
1 0 1

É fácil verificar que F com essas duas operações é um corpo, chamado de corpo de
Galois. Como uma ilustração, dados x, y, z ∈ F , obtemos

x+ (y + z) =

{
0, se x = 0 e y + z = 0 ou x = 1 e y + z = 1
1, se x = 1 e y + z = 0 ou x = 0 e y + z = 1

e

(x+ y) + z =

{
0, se x+ y = 0 e z = 0 ou x+ y = 1 e z = 1
1, se x+ y = 1 e z = 0 ou x+ y = 0 e z = 1.

Portanto, x+ (y + z) = (x+ y) + z, para todos x, y, z ∈ F .
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Sejam F e K corpos. Diremos que K é uma extensão de F se F ⊆ K e, neste
caso, F é um subcorpo de K.

Agora apresentaremos as nossas principais notações e fatos:

- N = {1, 2, 3, . . .} é o conjunto dos números naturais

- Z = {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .} é o conjunto dos números inteiros

- Z+ = {0, 1, 2, 3, . . .} é o conjunto dos números inteiros positivos

- Z∗ = Z− {0} ou Z× = Z− {0}

- Q =
{
a
b : a, b ∈ Z, com b ̸= 0

}
é o conjunto dos números racionais. Neste caso,

as operações são:
a
b +

c
d = ad+bc

bd
a
b ·

c
d = ac

bd
a
b ÷

c
d = a

b ·
d
c .

- R é o conjunto dos números reais. No qual, suponhamos a existência de uma
relação de ordem “≤”, com a seguinte propriedade: para cada a ∈ R, com a ≥ 0,
existe um x ∈ R tal que x2 = a. Neste caso, x = ±

√
a.

- C =
{
a+ bi : a, b ∈ R, com i2 = −1

}
é o conjunto dos números complexos.

Neste caso, as operações são:

(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i
(a+ bi) · (c+ di) = (ac− bd) + (bc+ ad)i

e z̄ = a− bi é o conjugado complexo de z = a+ bi. O número real

|z|2 = z · z̄ = a2 + b2 ou |z| =
√
a2 + b2,

chama-se norma ou módulo de z. Assim, se z ̸= 0, então z = rw, com r > 0 e
|w| = 1. Além disso,

1

z
=

1

|z|2
z̄.

As notações Re(z) = 1
2(z + z̄) e Im(z) = 1

2(z − z̄) representam a parte real e a
parte imaginária de z. Note que

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C.
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Os elementos de um subcorpo F de C serão chamados de escalares. Em tudo que
segue, salvo menção explícita em contrário, F representa um subcorpo do corpo
dos números complexos C.

- (Princípio da Boa Ordenação-PBO) Qualquer subconjunto não vazio de Z+ pos-
sui um menor elemento.

- (Princípio de Indução Finita-PIF) Seja S um subconjunto de N que goza das
seguintes propriedades:

(a) 1 ∈ S (base de indução).

(b) Se n ∈ S, então n+ 1 ∈ S (PIF).

Então S = N.

- (Princípio de Indução Completo-PIC) Seja S um subconjunto de N que goze das
seguintes propriedades:

(a) 1 ∈ S (base de indução).

(b) Para cada n ∈ N, se {1, 2, . . . , n} ⊆ S, então n+ 1 ∈ S. (PIF)

Então S = N.

- Sejam S um conjunto, n ∈ N e In = {1, 2, . . . , n}. Uma lista sobre S é qualquer
função x : In → S definida como x(i) = xi. Neste caso, identificamos o conjunto
de todas as lista sobre S com o conjunto de todas as n-uplas ou “vetores” sobre S,
Sn = {(x1, . . . , xn) : xi ∈ S}.

- Seja S um conjunto não vazio. Uma relação sobre S é qualquer função R :
S × S → S. Diremos que R é uma relação de equivalência sobre S se R goza
das seguintes propriedades:

(a) xRx, para todo x ∈ S (reflexividade).

(b) Se xRy, então yRx, para todos x, y ∈ S. (simetria)

(c) Se xRy e yRz, então xRz, para todos x, y, z ∈ S. (transitividade)

Uma relação de equivalência pode ser pensada como uma generalização da relação
de igualdade e é comum denotar R por ∼. Neste caso, se x ∼ y, diremos que x
está relacionando com y.
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Seja F [x] o conjunto de todas as somas formais

f(x) = amx
m + · · ·+ a1x+ a0 ∈ F [x].

A expressão

f(x) = amx
m + · · ·+ a1x+ a0 ou f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ amx

m

chama-se polinômio sobre F e denotamos por cok(f) = ak, se k = 0, . . . ,m, e
cok(f) = 0, se k > m. Quando am ̸= 0, diremos que f(x) possui grau m e deno-
tamos por ∂(f) = m e convencionamos ∂(0) = −∞. Seja

g(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bmx
m ∈ F [x].

Diremos que f(x) e g(x) são iguais (f = g) se, e somente se, cok(f) = cok(g), para
cada k = 0, 1, . . . ,m. Dados

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ amx
m, g(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bmx

m ∈ F [x].

Definimos adição de polinômio como

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = (a0 + b0) + (a1 + b1)x+ · · ·+ (am + bm)xm

e multiplicação por escalar como

(cf)(x) = (ca0) + (ca1)x+ · · ·+ (cam)xm, ∀ c ∈ F.

Como a adição e multiplicação por escalar de polinômios foram definidas em termos das
operaçẽes de F , é natural que F [x] herde algumas propriedades de F . Assim, é fácil
verificar que F [x] possui as seguintes propriedades:

1. f(x)+(g(x)+h(x)) = (f(x)+g(x))+h(x), para todos f(x), g(x), h(x) ∈ F [x].

2. f(x) + g(x) = g(x) + f(x), para todos f(x), g(x) ∈ F [x].

3. Existe 0 ∈ F [x] tal que f(x) + 0 = f(x), para todos f(x) ∈ F [x].

4. Para cada f(x) ∈ F [x], existe −f(x) ∈ F [x] tal que f(x) + (−f(x)) = 0, com
−f(x) = (−1)f(x).

5. (a+ b)f(x) = af(x) + bf(x), para todos a, b ∈ F e f(x) ∈ F [x].
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6. a(f(x) + g(x)) = af(x) + ag(x), para todos f(x), g(x) ∈ F [x] e a ∈ F .

7. a(bf(x)) = (ab)f(x), para todos a, b ∈ F e f(x) ∈ F [x].

8. 1 · f(x) = f(x), para todo f(x) ∈ F [x].

As propriedades de 1 à 8 constituem a definição de “espaço vetorial” sobre F .
Sejam

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ amx
m, g(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bnx

n ∈ F [x]

O produto de f(x) por g(x) é definido como

(f · g)(x) = f(x)g(x) = c0 + c1x+ · · ·+ cm+nx
m+n,

em que

ck =
∑

i+j=k

aibj =

k∑
i=0

aibk−i ∈ F.

É fácil verificar que F [x] munido com esse produto satisfaz as seguintes propriedades:

1. f(x)(g(x)h(x)) = (f(x)g(x))h(x), para todos f(x), g(x), h(x) ∈ F [x].

2. f(x)(g(x)+h(x)) = f(x)g(x)+ f(x)h(x), para todos f(x), g(x), h(x) ∈ F [x].

3. (f(x)+ g(x))h(x) = f(x)h(x)+ g(x)h(x), para todos f(x), g(x), h(x) ∈ F [x].

4. f(x)g(x) = g(x)f(x), para todos f(x), g(x) ∈ F [x].

5. c(f(x)g(x)) = f(x)(cg(x)) = (cf(x))g(x), para todos f(x), g(x) ∈ F [x] e
c ∈ F .

É pertinente observar que F [x] possui todas as propriedades de F , exceto que f(x) ∈
F [x], com ∂(f) ≥ 1, não possui inverso multiplicativo. Por exemplo, se |x| < 1, então
a fração, obtida por divisão usual,

1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · · =

∞∑
n=0

xn /∈ F [x]. (1.1)

Para cada
f(x) = c0 + c1x+ · · ·+ cmx

m ∈ C[x],
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definimos o polinômio conjugado de f(x) como

f̄(x) = c̄0 + c̄1x+ · · ·+ c̄mx
m ∈ C[x].

Então
f(x)f̄(x) = d0 + d1x+ · · ·+ dnx

n ∈ R[x],

pois dj = d̄j , com j = 0, . . . , n. Portanto, não há perda de generalidade, em considerar
polinômios apenas sobre R.

Teorema 1.2 (Teorema Fundamental da Álgebra) Cada polinômio sobre R possui uma
raiz em C.

Prova. Confira a Bibliografia.

Sejam f(x) = c0+· · ·+cmxm ∈ R[x] um polinômio mônico, isto é, com cm = 1,
e α ∈ C uma raiz de f(x). Então é bem conhecido que x−α divide f(x), ou seja, existe
um g(x) ∈ R[x] tal que f(x) = (x− α)g(x). Assim, indutivamente,

f(x) = (x− α1) · · · (x− αm), (1.2)

onde α1, . . . , αm ∈ C são as raízes, não necessariamente distintas, de f(x). Note que se
β ∈ C− R é uma raiz complexa de f(x), então

a0 + a1β + · · ·+ amβ
m = 0.

Tomando a conjugação complexa desta equação, teremos

a0 + a1β̄ + · · ·+ amβ̄
m = 0.

Logo, β̄ é também uma raiz de f(x), ou seja, as raízes complexas de f(x) ocorrem aos
pares. Portanto,

f(x) =
r∏

j=1

(x− αj)
s∏

k=1

(x− βk)(x− β̄k) ∈ C[x],

onde αj ∈ R, βk ∈ C− R, r, s ∈ N e r + 2s = m. Neste caso,

f(x) =
r∏

j=1

(x− αj)
s∏

k=1

(x2 − (βk + β̄k)x+ βkβ̄k) ∈ R[x],
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pois βk + β̄k, βkβ̄k ∈ R. Se β = a+ bi, onde a, b ∈ R, com b ̸= 0, então

x2 − (β + β̄)x+ ββ̄ = x2 − 2ax+ a2 + b2 ∈ R[x]

é um polinômio irredutível sobre R, pois ∆ = −4b2 < 0. Portanto, podemos concluir
que, qualquer polinômio mônico f(x) =

∑m−1
i=0 cix

i + xm sobre R[x] é fatorado em
fatores lineares e quadráticos, a saber,

f(x) =
r∏

j=1

(x−λj)
s∏

k=1

(x2+ bkx+ ck) ∈ R[x], onde r, s ∈ N e r+2s = m. (1.3)

Exemplo 1.3 Determine as raízes, se existirem sobre R, de

f(x) = x3 − 7x2 + 16x− 12 ∈ R[x].

Solução. Um método bem conhecido para determinar as raízes do polinômio f(x) é o
Dispositivo de Briot-Ruffine1. Neste caso, as possíveis raízes racionais de f(x) são os
divisores de 12: ±1,±2,±3,±4,±6,±12. Por exemplo, para λ = 2,

2 1 −7 16 −12
1 2 · 1 + (−7) = −5 2 · (−5) + 16 = 6 2 · 6 + (−12) = 0

Portanto, λ = 2 é uma raiz de p(x). Agora, repete o mesmo Dispositivo com o poliômio
g(x) = x2 − 5x + 6 ∈ R[x], para obter as outras raízes 2 e 3 de f(x). Neste caso,
f(x) = (x − 2)2(x − 3). Consequentemente, λ = 2 possui multiplicidade algébrica
igual a 2 e λ = 3 possui multiplicidade algébrica igual a 1.

Finalizaremos esta seção apresentando um fato conhecido como Relações de Gi-
rard2. Sejam n, r ∈ N e o conjunto de listas

Qr,n = {(k1, . . . , kr) ∈ Nr : 1 ≤ k1 < k2 < · · · < kr ≤ n}.

Então existem
(
n
r

)
tais conjuntos. A função Er : F

n → F definida como

Er(x1, . . . , xn) =
∑

(k1,...,kr)∈Qr,n

r∏
i=1

xki

1Charles Auguste Briot, 1817-1862, matemático francês; Paolo Ruffini, 1765-1822, médico e matemá-
tico italiano.

2Albert Girard, 1595-1632, matemático francês.
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chama-se r-ésima função simétrica elementar. Por exemplo, se n = 3, então

E1(x1, x2, x3) = x1 + x2 + x3
E2(x1, x2, x3) = x1x2 + x1x3 + x2x3
E3(x1, x2, x3) = x1x2x3.

Observe que

Er(x1, . . . , xn) =
∑

(k1,...,kr)∈Qr,(n−1)

r∏
i=1

xki +
∑

(k1,...,kr−1)∈Q(r−1),(n−1)

r−1∏
i=1

xkixn.

Então obtemos a fórmula de recorrência

Er(x1, ..., xn) =

{
Er(x1, ..., xn−1) + xnEr−1(x1, ..., xn−1), se r = 1, ..., n− 1
xnEn−1(x1, . . . , xn−1), se r = n.

Lema 1.4 Seja f(x) = (x− α1) · · · (x− αn) ∈ F [x]. Então

f(x) = xn − E1(α1, . . . , αn)x
n−1 + · · ·+ (−1)nEn(α1, . . . , αn).

Prova. Vamos usar indução sobre o grau n. Se n = 1, nada há para ser provado.
Suponhamos que o resultado seja válido para todo k, com 1 ≤ k ≤ n e n > 1. Então∏n+1

i=1 (x− αi) =
∏n

i=1(x− αi)(x− αn+1)
=

∑n
i=0(−1)iEi(α1, . . . , αn)x

n−i(x− αn+1)
= xn+1 − (E1(α1, . . . , αn) + αn+1)x

n

+ (−1)r(Er(α1, . . . , αn) + αn+1E(r−1)(α1, . . . , αn))x
n−r

+ · · ·+ (−1)n+1αn+1En(α1, . . . , αn+1)
= xn+1 − E1(α1, . . . , αn+1)x

n + · · ·
+ (−1)n+1αn+1En(α1, . . . , αn+1),

que é o resultado desejado.

É de grande importância prática e teórica observar que o Lema 1.4 nos fornece
uma relação entre as raízes do polinômio e seus coeficientes. Mais precisamente, se
f(x) = c0 + c1x+ · · ·+ cn−1x

n−1 + xn, então

cn−k = (−1)kEk(α1, . . . , αn), k = 1, . . . , n.
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Capítulo 1. Matrizes

Exemplo 1.5 Resolver a equação x3 − 6x2 + 3x+ 10 = 0, sabendo-se que a soma de
duas raízes é 1.

Solução. Sejam r1, r2 e r3 as raízes da equação x3−6x2+3x+10 = 0. Então obtemos
as relações de Girard:

r1 + r2 + r3 = 6, r1r2 + r1r3 + r2r3 = 3 e r1r2r3 = −10.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que r1 + r2 = 1. Assim, r3 = 5 implica
que 5r1r2 = −10 e r1 + r2 = 1. Portanto, r1 = −1.r2 = 2 e r3 = 5.

Exercícios

1. (Leis do Cancelamento) Sejam a, b, c ∈ F , com a ̸= 0. Mostre que

a+ b = a+ c⇒ b = c e ab = ac⇒ b = c.

2. Sejam z, w ∈ C. Mostre que:

(a) z + w = z̄ + w̄, zw = z̄w̄ e ¯̄z = z.

(b) z + z̄ ∈ R e z − z̄ ∈ C− R.

(c) |zw| = |z||w| e |z + w| ≤ |z|+ |w|.

3. Um subconjunto finito de C pode formar um corpo?

4. Mostre que o polinômio f(x) = x3 + ax2 + bx + c ∈ R[x] possui pelo menos
uma raiz real. Conclua que qualquer polinômio de grau ímpar sobre R possui pelo
menos uma raiz real.

5. Se {r1, r2, r3} é o conjunto solução da equação 2x3 +5x2 +8x+11 = 0 calcule
r21 + r22 + r23.

6. Calcular a soma e o produto das raízes da equação 2x4+3x3+4x2+5x+6 = 0.

1.2 Matrizes

Ao trabalhar com um “sistema de equações lineares”, somente os coeficientes
e suas respectivas posições são importantes. Ademais, ao reduzir o sistema à forma
escalonada, é essencial manter as equações cuidadosamente alinhadas. Assim, esses
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coeficientes podem ser e cientemente arrumados em uma disposição retangular chamada
de “matriz”, termo devido a Sylvester3 e Cayley4.

Uma matriz m × n sobre F é um arranjo retangular com m linhas, n colunas e
elementos ou entradas em F :

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

 ou A = (aij).

Formalmente, uma matriz m× n é uma função

f : {1, . . . ,m} × {1, . . . , n} → F

definida como f(i, j) = aij . A matriz A = (aij) chama-se matriz de ordem ou dimen-
são mn. Em particular, se m = n, diremos que A é uma matriz quadrada de ordem n e
os elementos

a11, a22, . . . , ann e a12, a23, . . . , a(n−1)n (a21, a32, . . . , an(n−1))

formam a diagonal principal e a superdiagonal (subdiagonal) de A. Além disso,
an1, a(n−1)2, . . . , a1n formam a antidiagonal ou a diagonal secundária de A.

Sejam A = (aij) uma matriz m× n e B = (bij) uma matriz r × s. Diremos que
A e B são iguais (A = B) se, e somente se, m = r, n = s e

aij = bij , i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , n.

Vamos denotar por Fm×n o conjunto de todas as matrizes de ordem mn sobre F . Em
particular, F 1×n o conjunto de todas as matrizes linha sobre F ou vetores linhas sobre
F :

Li =
(
ai1 · · · ain

)
e Fm×1 o conjunto de todas as matrizes colunas sobre F ou vetores colunas sobre F :

Cj =

 a1j
...

amj

 .

3James Joseph Sylvester, 1814-1897, matemático inglês.
4Arthur Cayley, 1821-1895, matemático inglês.
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Neste caso, obtemos as identificações: Fn ←→ F 1×n e Fm ←→ Fm×1, por exemplo,
a função T : Fn → F 1×n definida como

T (x) =
(
x1 · · · xn

)
= L,

para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ Fn, é bijetora e preserva as operações.
Dado A = (aij) ∈ Fn×n. Diremos que A é uma matriz diagonal se

aij = 0, i ̸= j.

Usaremos a notação D = diag(d1, . . . , dn) para representar a matriz diagonal A, com
aii = di e i = 1, . . . , n. Quando aii = di = d, i = 1, . . . , n, diremos que a matriz
diagonal D é uma matriz escalar. Em particular, diremos que a matriz diagonal D é
uma matriz identidade ou matriz unidade se

aij = δij =

{
1, se i = j
0, se i ̸= j,

e denotamos por In = (δij) = diag(1, . . . , 1) ou simplesmente I, em que o símbolo δij
chama-se delta de Kronecker5. Neste caso, D = (aijδij).

A matriz A = (aij) ∈ Fm×n, com aij = 0, i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , n,
chama-se matriz nula e denotamos por Om×n ou simplesmente O.

Seja A ∈ Fm×n. Para cada r ∈ {1, . . . ,min{m,n}}, uma submatriz de ordem
r de A é qualquer matriz de ordem r obtida eliminando-se (m − r) linhas e (n − r)
colunas de A. Assim, um modo útil de escrever uma matriz é sob a forma de blocos ou
particionada:

A =

(
A11 A12 A13

A21 A22 A23

)
ou A =

(
A11 A12 A13

A21 A22 A23

)
,

cujas entradas são submatrizes de A. Por exemplo,

A =

 1 0 0
0 cos θ − sen θ
0 sen θ cos θ

 =

 1 0 0

0 cos θ − sen θ
0 sen θ cos θ

 , ∀ θ ∈ R.

5Leopold Kronecker, 1823-1891, matemático alemão.
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Uma matriz na forma de blocos

A =

(
B O
O C

)
ou A =

(
B O

O C

)
chama-se soma direta das submatrizes B e C e denotamos por A = B⊕C. Neste caso,

aij =


bij , se i, j = 1, . . . , k
c(i−k)(j−k), se i, j = k + 1, . . . , n

0, caso contrário.

Dados A = (aij),B = (bij) ∈ Fm×n. Definimos adição de matrizes como

A+B = (cij), cij = aij + bij , i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , n

e multiplicação por escalar como

cA = (cij), cij = caij , i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , n, ∀ c ∈ F,

É pertinente lembrar que: como a adição e multiplicação por escalar de matrizes foram
definidas em termos das operaçẽes de F , é natural que Fm×n herde algumas proprieda-
des de F . Assim, é fácil verificar que Fm×n possui as seguintes propriedades:

1. A+ (B+C) = (A+B) +C, para todos A,B,C ∈ Fm×n.

2. A+B = B+A, para todos A,B ∈ Fm×n.

3. Existe O ∈ Fm×n tal que A+O = A, para todos A ∈ Fm×n.

4. Para cada A ∈ Fm×n, existe −A ∈ Fm×n tal que A + (−A) = O, com
−A = (−1)A = (−aij). Neste caso, definimos a diferença de matrizes

A−B = A+ (−B).

5. (a+ b)A = aA+ bA, para todos a, b ∈ F e A ∈ Fm×n.

6. a(A+B) = aA+ aB, para todos A,B ∈ Fm×n e a ∈ F .

7. a(bA) = (ab)A, para todos a, b ∈ F e A ∈ Fm×n.

8. 1 ·A = A, para todo A ∈ Fm×n.
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Capítulo 1. Matrizes

As propriedades de 1 à 8 constituem a definição de “espaço vetorial” sobre F .
Sejam A = (aij) ∈ Fm×n e B = (bij) ∈ Fn×p. O produto de A por B é

definido como

AB = (cij), cij =

n∑
k=1

aikbkj , i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , p.

Note que AB ∈ Fm×p. O produto de matrizes possui as seguintes propriedades:

1. (AB)C = A(BC), para todo A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×p e C ∈ F p×q.

2. (A+B)C = AC+BC, para todos A,B ∈ Fm×n e C ∈ Fn×p.

3. A(B+C) = AB+AC, para todo A ∈ Fm×n e B,C ∈ Fn×p.

4. c(AB) = A(cB) = (cA)B, para todos A,B ∈ Fn×n e c ∈ F .

5. Existe I ∈ Fn×n tal que A · I = I ·A = A, para todo A ∈ Fn×n.

6. AO = O e OB = O, para todos A,O ∈ Fm×n e B,O ∈ Fn×p.

7. Se A = (aij) ∈ Fn×n e D = diag(d1, . . . , dn) ∈ Fn×n, então DA = (diaij),
ou seja, multiplica cada linha Li de A por uma constante di.

8. Se A ∈ Fm×n e x = (x1, . . . , xm) ∈ Fm, então

xA = x1L1 + · · ·+ xmLm

é uma combinação linear das linhas Li de A. Em particular, se ej = (δij) ∈ Fm

é a matriz com 1 na j-ésima coluna e as demais zeros, então ejA = Lj . O vetor
ej chama-se vetor elementar ou canônico.

9. Se A ∈ Fm×n e X = (xi) ∈ Fn×1, então

AX = x1C1 + · · ·+ xnCn

é uma combinação linear das colunas Cj de A. Em particular, se Ei = (δij) ∈
Fn×1 é a matriz com 1 na i-ésima linha e as demais zeros, então AEi = Ci.
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Como ilustração provaremos os itens (1) e (3): sejam A = (aij), B = (bij) e C = (cij).
Então

(AB)C =

(
p∑

l=1

(
n∑

k=1

aikbkl

)
clj

)
=

(
n∑

k=1

aik

(
p∑

l=1

bklclj

))
= A(BC)

e
A(B+C) = (

∑n
k=1 aik(bkj + ckj)) = (

∑n
k=1(aikbkj + aikckj))

= (
∑n

k=1 aikbkj) + (
∑n

k=1 aikckj) = AB+AC.

É pertinente notar que podemos escrever o produto AB sob a forma de blocos:

AB = A
(
C1 · · · Cp

)
=
(
AC1 · · · ACp

)
=

 L1
...
Ln

B =

 L1B
...

LnB

 ,

ou ainda, AB =
∑n

k=1CkLk. Observe que as colunas de AB são combinações lineares
das colunas de A e as linhas de AB são combinações lineares das linhas de B. Além
disso, se A ∈ Fn×n então. indutivamente, obtemos

Ak+1 = AkA, AkAm = Ak+m e
(
Ak
)m

= Akm, ∀ k,m ∈ N.

Mais geralmente, sejam

f(x) = cmx
m + · · ·+ c1x+ c0 ∈ F [x]

um polinômio de grau ∂(f) = m sobre F e A ∈ Fn×n. Então f(A) é uma matriz de
ordem n sobre F definida como

f(A) = cmAm + · · ·+ c1A+ c0I ∈ Fn×n,

a qual chama-se função polinomial em A. Note que a matriz f(A) foi obtida de f(x)
substituindo-se a variável x pela matriz A e o escalar c0 pela matriz escalar c0I. Diremos
que f(x) é um polinômio anulador de A se f(A) = O e A é um zero de f(x). Por
exemplo, se

A =

(
1 1
4 1

)
∈ F 2×2 e f(x) = x2 − 2x− 3 ∈ F [x],
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então
f(A) = A2 − 2A− 3I

=

(
5 2
8 5

)
− 2

(
1 1
4 1

)
− 3

(
1 0
0 1

)
= O.

É fácil verificar que Af(A) = f(A)A, para todo f(x) ∈ F [x]. Mais geralmente,

f(A)g(A) = g(A)f(A), ∀ f(x), g(x) ∈ F [x].

Observe que as operações de adição, multiplicação por escalar e produto de matrizes
estão relacionadas pelas propriedades (2), (3) e (4). Neste caso, diremos que Fn×n

munido com essas operações é uma álgebra “linear” sobre F .
Vale observar que Fn×n não herda todas as propriedade de F . Por exemplo, se

A =

(
1 0
0 0

)
, B =

(
0 1
0 0

)
e C =

(
0 1
0 1

)
então

AB =

(
0 1
0 0

)
, AC =

(
0 1
0 0

)
e BA =

(
0 0
0 0

)
Assim, AB ̸= BA, BA = O, com A ̸= O e B ̸= O, e AB = AC não implica que
B = C, com A ̸= O. Além disso, o polinômio

f(A) = (A+ I)(A− 3I) = A2 − 2A− 3I, A ∈ C2×2,

ao contrário do polinômio f(x) = (x+ 1)(x− 3), possui para zeros, além das matrizes
escalares −I e 3I, as matrizes não escalares

A =

(
3 a
0 −1

)
,

para todo a ∈ R, ou seja, não vale o Teorema Fundamental da Álgebra sobre à álgebra
linear C2×2.

Seja A = (aij) ∈ Fm×n. A matriz transposta de A é a matriz obtida de A
refletido-se as entradas em relação à diagonal principal de A, ou seja,

At = (bij), bij = aji, i = 1, . . . , n e j = 1, . . . ,m.

A transposta de matrizes possui as seguintes propriedades:
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1. (A+B)t = At +Bt, para todos A,B ∈ Fm×n.

2. (aA)t = aAt, para todo A ∈ Fm×n e a ∈ F .

3. (At)t = A, para todo A ∈ Fm×n.

4. (AB)t = BtAt, para todos A,B ∈ Fn×n.

5. A função T : Fn×n → Fn×n definida como T (A) = At é bijetora e preserva as
propriedades (1) e (2). Além disso, T 2 = I .

A transposta conjugada ou adjunta de A é a matriz A∗ = Āt, em que Ā = (āij).
Observe, para cada matriz A ∈ Fm×n fixada, que

A =
1

2
(A+A∗) +

1

2
(A−A∗),

desde que 2 ̸= 0 em F . Além disso, a matriz antitransposta de A = (aij) ∈ Fn×n é a
matriz obtida de A refletido-se as entradas em relação à antidiagonal de A, ou seja,

As = (bij), bij = a(n−(j−1))(n−(i−1)), i, j = 1, . . . , n.

Seja Eij = (epq) ∈ Fm×n a matriz definida como

epq = δipδqj =

{
1, se (p, q) = (i, j)
0, se (p, q) ̸= (i, j),

isto é, Eij é a matriz cuja (i, j)-ésima entrada é igual a 1 e as demais zeros, ou ainda,
eij = 1 e epq = 0, quando i ̸= p ou j ̸= q. Se m = n, diremos que Eij é uma matriz
unitária fundamental. Por exemplo, para m = n = 2, obtemos

E11 =

(
1 0
0 0

)
, E12 =

(
0 1
0 0

)
, E21 =

(
0 0
1 0

)
e E22 =

(
0 0
0 1

)
.

Proposição 1.6 Sejam A = (aij),Eij = (epq) ∈ Fn×n. Então:

1. Eij = Ekl se, e somente se, (i, j) = (k, l).

2. Eij = EiE
t
j e
∑n

i=1Eii = In.

3. EijEkl = δjkEil. Em particular, E2
ii = Eii e E2

ij = 0 se i ̸= j. Isto nos fornece
uma tabela de multiplicação para à álgebra linear Fn×n.
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4. EijA =
∑n

k=1 ajkEik, isto é, EijA é a matriz cuja i-ésima linha é igual a j-
ésima linha da matriz A e as demais zeros.

5. AEpq =
∑n

i=1 aipEiq, isto é, AEpq é a matriz cuja q-ésima coluna é igual a
p-ésima coluna da matriz A e as demais zeros.

6. EpqAErs = aqrEps, isto é, EpqAErs é a matriz cuja (p, s)-ésima entrada é igual
a aqr e as demais zeros.

7. Mostraremos no capítulo 3 que:

A =

n∑
i=1

n∑
j=1

aijEij .

Prova. Vamos provar apenas os itens (4) e (6): (4) Pondo EijA = (crs), obtemos

crs =

n∑
k=1

erkaks =

n∑
k=1

δirδkjaks = δirajs.

Assim, cis = ajs e crs = 0 se i ̸= r.
(6) Note que

EpqAErs = Epq (
∑m

i=1 airEis) =
∑m

i=1 airEpqEis =
∑m

i=1 airδqiEps

= aqrEps,

que é o resultado desejado.

Já vimos, para cada a ∈ F×, que existia um único a−1 ∈ F tal que a · a−1 =
a−1 · a = 1. É fácil verificar que a função T : F → Fn×n definida como T (a) = aI é
injetora e preservas as operações. Assim, obtemos uma equação análoga para as matrizes
escalares, a saber, (aI) · (a−1I) = (a−1I) · (aI) = I. Isto motiva a seguinte definição.

Seja A ∈ Fn×n. Diremos que A é uma matriz invertível ou uma matriz não
singular se existir um X ∈ Fn×n tal que AX = XA = I. Caso contrário, diremos
que A é uma matriz não invertível ou uma matriz singular. A matriz X chama-se matriz
inversa de A. Observe que se a inversa existir, é única, pois se X e Y são duas inversas
de A, então

X = XI = X(AY) = (XA)Y = IY = Y.
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Denotamos a matriz inversa de A por X = A−1. Por exemplo, se di ̸= 0, para cada
i = 1, . . . , n, então as matrizes

D = diag(d1, . . . , dn) ∈ Fn×n e A =

(
2 1
5 3

)
∈ F 2×2

são não singulares, pois

D−1 = diag(d−1
1 , . . . , d−1

n ) e A−1 =

(
3 −1
−5 2

)
Exemplo 1.7 Seja A ∈ Fn×n.

1. Mostre que se A possui uma linha nula, então A é singular.

2. Mostre que se A possui duas linhas proporcionais, então A é singular.

Solução. (1) Suponhamos, por absurdo, que A seja não singular. Então existe X ∈
Fn×n tal que AX = XA = I. Se Li = O é uma linha nula de A, então

I = AX =
(
L1X · · · Li−1X O Li+1X · · · LnX

)t
,

o que é uma contradição, pois I não possui linha nula.
(2) Suponhamos, por absurdo, que A seja não singular. Então existe um X ∈

Fn×n tal que AX = XA = I. Se Lj = cLi, com i ̸= j, são duas linhas proporcionais
de A, então

I = AX =
(
L1X · · · Lj−1X c(LiX) Lj+1X · · · LnX

)t
,

o que é uma contradição, pois I não possui linhas proporcionais.

Teorema 1.8 Sejam A,B,C ∈ Fn×n.

1. Se A for não singular, então (A−1)−1 = A e (A−1)t = (At)−1.

2. Se A for não singular, então a equação matricial AX = B possui uma única
solução em Fn×n.

3. Se A e B são não singulares, então AB é não singular e (AB)−1 = B−1A−1.

4. Se AB = O, então ocorre exatamente uma das condições:A = O ou B = O ou
A e B são singulares. Quando A ̸= O e B ̸= O, diremos que A é um divisor de
zero.
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5. Se A for não singular, então AB = AC implica que B = C e BA = CA
implica que B = C. Em particular, AB = O implica que B = O.

6. Se A for singular, então existe pelo menos uma B ̸= O tal que AB = O.

Prova. Vamos provar apenas os itens (2), (3) e (4):
(2) É claro que A−1B é uma solução. Por outro lado, se X ∈ Fn×n for uma

solução, então
X = IX = A−1(AX) = A−1B.

Assim, qualquer solução é da forma A−1B. Sejam X e Y duas soluções, então

X = IX = A−1(AX) = A−1B = Y,

ou seja, a solução é única.
(3) Note que

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AIA−1 = AA−1 = I.

De modo análogo, (B−1A−1)(AB) = I. Assim, pela unicidade da matriz inversa,
(AB)−1 = B−1A−1 e AB é não singular.

(4) Observe, pelo item (3), que A é não singular ou B é não singular ou A e B
são singulares. Se A for não singular, então

B = IB = (A−1A)B = A−1(AB) = A−1O = O.

De modo análogo, se B for não singular, então A = O.

Corolário 1.9 Seja A ∈ Fn×n. Então A possui uma inversa à direita se, e somente se,
ela for não singular.

Prova. Suponhamos que exista um B ∈ Fn×n tal que AB = I ou BtAt = I. Note,
pelo item (4) do Teorema 1.8, que AtX = O implica que X = O, pois X = I ·X =
(BtAt)X = Bt(AtX) = Bt ·O = O. Assim, B é única. Como ABA = A e

A(B+BA− I) = AB+ABA−A = I

temos que B+BA− I = B. Portanto, BA = I. A recíproca é clara.

Para apresentar um método de obter a inversa de uma matriz definimos um tipo
bastante útil de matrizes. Uma matriz elementar sobre F é uma matriz quadrada de
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ordem n de um dos seguintes tipos:

Pij = In −Eii +Eij −Ejj +Eji,
Di(c) = In + (c− 1)Eii, c ̸= 0,
Tij(c) = In + cEij , i ̸= j e c ̸= 0.

Pij chama-se involução, Di(c) chama-se alongamento e Tij(c) chama-se cisalhamento.
Observe que as matrizes elementares são não singulares. De fato. Se i ̸= j, então

Tij(c)Tij(−c) = (In + cEij)(In − cEij) = In ⇒ T−1
ij (c) = Tij(−c),

de modo análogo, P−1
ij = Pij e D−1

i (c) = Di(c
−1). Além disso,

1. Pt
ij = Pij , Dt

i(c) = Di(c) e Tt
ij(c) = Tji(c).

2. Di(c)Di(d) = Di(cd), para todos c, d ∈ F ∗.

3. Tij(c)Tij(d) = Tij(c+ d), para todos c, d ∈ F ∗.

Por exemplo,

P12 =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 = (E2 E1 E3)
t

é a matriz obtida de I3 permutando-se ou trocando-se as linhas L1 e L2,

D2(c) =

 1 0 0
0 c 0
0 0 1

 = (E1 cE2 E3)
t

é a matriz obtida de I3 multiplicando-se a linha L2 por c e

T21(c) =

 1 0 0
c 1 0
0 0 1

 = (E1 cE1 +E2 E3)
t

é a matriz obtida de I3 multiplicando-se a linha L1 por c e somando-se com a linha L2,
ou seja, é a substituição da linha L2 pela linha L2 mais c vezes a linha L1.

Proposição 1.10 Seja A ∈ Fm×n.

1. PijA é a matriz obtida de A trocando-se as linhas Li e Lj .
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2. Di(c)A é a matriz obtida de A multiplicando-se a linha Li por c.

3. Tij(c)A é a matriz obtida de A multiplicando-se a linha Lj por c e somando-se
com a linha Li.

Prova. Vamos provar apenas o item (3). Como cEijA = (0 · · · cLj · · · 0)t, com cLj na
i-ésima linha, temos que

Tij(c)A = (In + cEij)A
= A+ cEijA

=
(
L1 · · · Li−1 Li + cLj Li+1 · · · Ln

)t
,

ou seja, o esquema Li → Li + cLj .

Isto motiva a seguinte definição. Seja A ∈ Fm×n. As operações elementares
sobre as linhas de A são:

1. Permutação das i-ésima e j-ésima linhas. (Li ↔ Lj)

2. Multiplicação da i-ésima linha por um escalar não nulo c. (Li → cLi)

3. Substituição da i-ésima linha pela i-ésima linha mais c vezes a j-ésima linha,
i ≠ j. (Li → Li + cLj)

É claro que essas operações elementares sobre as linhas de A são equivalentes a multi-
plicar A à esquerda por matrizes elementares.

Sejam A,R ∈ Fm×n. Diremos que R é equivalente por linha a A se R for
obtida de A através de uma sequência finita de operações elementares sobre as linhas de
A. É útil e didático representa esta relação por um diagrama de flechas:

A = A0 −→ A1 −→ · · · −→ Ak −→ Ak+1 = R,

em que a flecha significa uma única operação elementar e Ai é equivalente por linha a
Aj , quando i < j. Por exemplo, as matrizes

A =

(
2 1
5 3

)
, I =

(
1 0
0 1

)
∈ F 2×2,
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são equivalentes por linhas, pois

A =

(
2 1
5 3

)
L1 → 1

2L1
−−−−−−−→

(
1 1

2
5 3

)
L2 → L2 − 5L1−−−−−−−−−−−→

(
1 1

2
0 1

2

)
L2 → 2L2−−−−−−→

(
1 1

2
0 1

)
L1 → L1 − 1

2L2
−−−−−−−−−−−→

(
1 0
0 1

)
= I.

Observe que

I = T12

(
−1

2

)
D2(2)T21(−5)D1

(
1

2

)
A,

isto é, existe uma matriz invertível P ∈ F 2×2 tal que PA = I. Mais geralmente, temos
o seguinte resultado:

Proposição 1.11 Sejam A,R ∈ Fm×n. Então R é equivalente por linha a A se, e
somente se, existir uma matriz invertível P ∈ Fm×m tal que PA = R, em que P é um
produto de matrizes elementares.

Prova. Suponhamos que R seja equivalente por linha a A. Então existem matrizes
elementares E1, . . . ,Ek ∈ Fm×m tais que

R = Ek · · ·E1A.

Assim, existe uma matriz invertível P = Ek · · ·E1 ∈ Fm×m tal que PA = R.
Reciprocamente, suponhamos que PA = R, em que P = Ek · · ·E1 é um pro-

duto de matrizes elementares. Então E1A é equivalente por linha a A e E2(E1A) é
equivalente por linha a E1A implicam que E2(E1A) é equivalente por linha a A e,
indutivamente, R = PA é equivalente por linha a A.

Corolário 1.12 Sejam A,R ∈ Fn×n.

1. Se R for equivalente por linha a A, então A e R são não singulares ou A e R
são singulares.

2. Se A for equivalente por linha a I, então A é não singular. Conclua que A é um
produto de matrizes elementares.

Prova. (1) Suponhamos que A seja equivalente por linha a R. Então, pela Proposição
1.11, existe uma matriz invertível P ∈ Fn×n tal que PA = R. Assim, se A é não
singular, então PA é não singular. Logo, R é não singular, de modo análogo, trata o
outro caso.
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(2) Como I é não singular temos, pelo item (1), que A é não singular. Portanto,
A−1 = P = Ek · · ·E1 é um produto de matrizes elementares.

Seja A = (aij) ∈ Fm×n. Diremos que A é uma matriz trapezoidal superior se
aij = 0, quando i > j. Em particular, se m = n, diremos A é uma matriz triangular
superior. Observe que se A = (aij) e B = (bij) são matrizes triangulares superiores,
então A + B, cA e AB são matrizes triangulares superiores. De fato. Pondo AB =
(cij), obtemos

cij =
n∑

k=1

aikbkj =

j∑
k=i

aikbkj ,

pois se i > j, então i > k ou k > j, para todo k, de modo que aik = 0 ou bkj = 0.
Portanto, cij = 0.

Teorema 1.13 Qualquer A ∈ Fm×n é equivalente por linha à uma matriz trapezoidal
(triangular quando m = n) superior U.

Prova. Vamos usar indução sobre o número de colunas n de A. Se n = 1, então

A = C1 =
(
a11 · · · am1

)t
.

Se C1 = O, nada há para ser provado. Caso contrário, o seguinte conjunto S = {i ∈ N :
ai1 ̸= 0} é não vazio. Assim, pelo PBO, S contém um menor elemento, digamos k ∈ S.
Efetuando sucessivas permutações de linhas, podemos supor que k = 1 e a11 ̸= 0. Logo,
a sequência de operações elementares

Li −→ Li − a−1
11 ai1L1, i = 2, . . . ,m,

implicam que
A −→ · · · −→

(
a11 0 · · · 0

)t
,

ou seja, A é equivalente por linha à uma matriz trapezoidal superior. Suponhamos que
o resultado seja válido para todo j, com 1 ≤ j < n e n > 1. Então

Cj+1 =
(
∗ · · · ∗ a(j+1)(j+1) · · · am(j+1)

)t
,

em que ∗ significa que o elemento não interfere no resultado. Se ak(j+1) = 0, quando
k = j + 2, . . . ,m, nada há para ser provado. Caso contrário, pela base de indução,
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obtemos

Cj+1 −→ · · · −→
(
∗ · · · ∗ a(j+1)(j+1) 0 · · · 0

)t
.

Portanto, o resultado é válido para j + 1. Consequentemente, A é equivalente por linha
à uma matriz trapezoidal superior U.

Vamos aplicar o Teorema 1.13 a matriz (I|A), onde

A =

 1 1 −2 4
1 1 −1 2
1 4 −4 5

 ∈ F 3×4.

Note que 1 0 0 1 1 −2 4
0 1 0 1 1 −1 2
0 0 1 1 4 −4 5

 −→ · · · −→
 1 0 0 1 1 −2 4
−1 0 1 0 3 −2 1
−1 1 0 0 0 1 −2


ou P23T13(−1)T12(−1)A = U. Observe que

P23T31(−1)T21(−1) =

 1 0 0
−1 0 1
−1 1 0

 −→
 1 0 0
−1 1 0
−1 0 1


é uma matriz triangular inferior permutada (L2 ↔ L3) e A = PLU ou simplesmente
A = LU chama-se a decomposição LU de A.

Teorema 1.14 Seja U ∈ Fn×n uma matriz triangular superior. Então U é singular se,
e somente se, a diagonal de U possui pelo menos um elemento nulo.

Prova. Suponhamos que U possua todos os elementos não nulos em sua diagonal. Então
U é equivalente por linhas a In. Assim, pelo item (2) do Corolário 1.12, temos que U é
não singular.

Reciprocamente, suponhamos que U possua pelo menos um elemento nulo em
sua diagonal, digamos aii = 0. Se ann = 0, então U possui uma linha nula. Assim, pelo
item (1) do Exemplo 1.7, U é singular. Se ann ̸= 0, então a sequência de operações
elementares

Li −→ Li − a−1
nnainLn, i = 1, . . . , n− 1,
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implicam que U é equivalente por linha a uma matriz com a última coluna igual a

Cn =
(
0 · · · 0 ann

)t
.

De modo análogo, trabalha com os elementos a(n−j)(n−j), para j = 1, . . . , n− i. Logo,
U é equivalente por linha a uma matriz com uma linha nula. Portanto, pelo item (1) do
Corolário 1.12, U é singular.

Proposição 1.15 (Critério da Inversa) Seja A ∈ Fn×n.

1. A é singular se, e somente se, A é equivalente por linha a uma matriz triangular
superior com pelo menos um elemento nulo em sua diagonal.

2. A é não singular se, e somente se, A é equivalente por linha a I.

3. Se A é não singular, então (
A I

)
−→

(
I P

)
.

Neste caso, P = A−1.

4. Se existir uma matriz invertível P ∈ Fn×n tal que PA = I ou AP = I, então A
é não singular.

Prova. Vamos provar apenas os itens (2) e (3): (2) Pelo Teorema 1.13, A é equivalente
por linha à uma matriz triangular superior R e, pelo item (1) do Corolário 1.12, R é não
singular. Assim, A −→ R −→ I.

(3) Pelo item (2), A é equivalente por linha a I. Assim, pela Proposição 1.11,
existe uma matriz invertível P = Ek · · ·E1 ∈ Fn×n tal que PA = I. Logo,

P
(
A I

)
=
(
PA P

)
=
(
I P

)
.

Finalmente, como PA = I temos que P = A−1.

A prova do item (3) da Proposição 1.15 nos fornece um método para obter a
inversa de uma matriz invertível:(

A I
)
−→

(
E1A E1

)
−→ · · · −→

(
I Ek · · ·E1 = A−1

)
.

É pertinente observar que no método acima devemos efetuar as operações elementares
necessárias para reduzir A a I. Além disso, ele é tedioso de escrever. porém todas as
operações são fáceis.
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Exemplo 1.16 Seja

A =

(
a b
c d

)
∈ F 2×2.

Mostre que a ̸= 0 e ad − bc = D ̸= 0 se, e somente se, existem q, r, s, t ∈ F , com
qs ̸= 0, tais que A = D1(q)T21(r)D2(s)T12(t).

Solução. É fácil verificar que

T12(−a−1b)D2(aD
−1)T21(−c)D1(a

−1)A = I

Portanto, existem q = a, r = c, s = a−1D e t = a−1b, com qs = D ̸= 0. Reciproca-
mente, como

D1(q)T21(r)D2(s)T12(t) =

(
q qt
r s+ rt

)
temos que a = q, b = qt, c = r e d = s + rt. Assim, a ̸= 0 e D = q(s + rt) − qrt =
qs ̸= 0. Observe que

A−1 = T12(−a−1b)D2(aD
−1)T21(−c)D1(a

−1) =
1

qs

(
s+ rt −qt
−r q

)
.

Note que se a = 0 e c ̸= 0, o processo aplica-se a B = P12A.

Seja A ∈ Fm×n. As operações elementares sobre as colunas de A são:

1. Permutação das i-ésima e j-ésima colunas. (Ci ↔ Cj)

2. Multiplicação da j-ésima coluna por um escalar não nulo c. (Cj → cCj)

3. Substituição da j-ésima coluna pela j-ésima coluna mais c vezes a i-ésima coluna,
i ̸= j. (Cj → Cj + cCi)

De modo análogo, as operações elementares sobre as linhas de A, é claro que essas
operações elementares sobre as colunas de A são equivalentes a multiplicar A à direita
por matrizes elementares. Por exemplo,

ATij(c) = A(In + cEij) = A+ cAEij

=
(
C1 · · · Cj−1 Cj + cCi Cj+1 · · · Cn

)
,

ou seja, o esquema Cj → Cj + cCi.
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Sejam A,B ∈ Fm×n. Diremos que A é equivalente a B se B for obtida de A
através de um número finito de operações elementares sobre as linhas e as colunas de
A. Neste caso, B é equivalente a A se, e somente se, existirem matrizes invertíveis
P ∈ Fm×m e Q ∈ Fn×n tais que B = PAQ, é fácil verificar que equivalência é uma
relação de equivalência sobre Fm×n. Por exemplo, as matrizes

A =

(
1 −1
−1 5

)
,D =

(
1 0
0 4

)
∈ F 2×2,

são equivalentes, pois(
1 −1
−1 5

)
L2 → L2 + L1(C2 → C2 + C1)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

(
1 0
0 4

)
.

Portanto, (
1 0
0 4

)
=

(
1 0
1 1

)(
1 −1
−1 5

)(
1 1
0 1

)
.

Sejam A,B ∈ Fn×n e E ∈ Fn×n uma matriz elementar. Diremos que a ma-
triz B = E−1AE é uma semelhança elementar de A. Por exemplo, se c ̸= 0, então
Di(c

−1)ADi(c) significa que Li → c−1Li e Ci → cCi. Por outro lado, se i ̸= j,
então Tij(−c)ATij(c) significa que Li → Li − cLj e Cj → Cj + cCi. Portanto,
as matrizes A e B são semelhantes (ou conjugadas) se, e somente se, se B for obtida
de A através de uma sequência finita de operações de semelhanças elementares. Neste
caso, B é semelhante a A se, e somente se, existir uma matriz invertíveis P ∈ Fn×n tal
que B = P−1AP, é fácil verificar que semelhança é uma relação de equivalência sobre
Fn×n. Por exemplo, as matrizes

A =

(
1 3
3 1

)
,D =

(
4 0
0 −2

)
∈ F 2×2,

são semelhantes, pois(
1 3
3 1

)
L2 → L2 − L1(C1 → C1 + C2)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

(
4 3
0 −2

)
(

4 3
0 −2

)
L2 → −1

2L2(C2 → −2C2)
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

(
4 −6
0 −2

)
(

4 −6
0 −2

)
L1 → L1 − L2(C2 → C2 + C1)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

(
4 0
0 −2

)
.
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Portanto, (
4 0
0 −2

)
=

1

2

(
1 1
1 −1

)(
1 3
3 1

)(
1 1
1 −1

)
,

em que

P = T12(1)D2(−2)T21(1) e P−1 = T12(−1)D2(−2−1)T21(−1).

É pertinente observar que matrizes semelhantes são sempre equivalentes. Por outro lado,
já vimos que as matrizes

A =

(
1 −1
−1 5

)
,D =

(
1 0
0 4

)
∈ F 2×2,

são equivalentes, mas não são semelhantes, ou seja, a recíproca é falsa.
Finalizaremos esta seção com um esquema para obter as matrizes invertíveis P ∈

Fm×m e Q ∈ Fn×n tais que PAQ = Nr, em que Nr = (dij), com dii = 1, para
i = 1, . . . , r e r ≤ min{m,n}, e as demais zero, confira Proposição 2.6. Em particular,
isto nos forne um método alternativo para obter a inversa de uma matriz invertível:

In O

A Im
→ · · · → In O

PA P
→ · · · → Q O

PAQ P

ou
A Im
In O

→ · · · → AQ Im
Q O

→ · · · → PAQ P

Q O

A matriz Nr chama-se forma normal de Hermite6 de A. Observe que as operações de
linhas sobre A são as mesmas sobre (A|Im) e as operações de colunas sobre A são as
mesmas sobre (In|A)t ou (A|In)t. Neste caso, a ordem das operações não importa, pois

6Charles Hermite, 1822-1901, matemático francês.
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(EA)F = E(AF). Por exemplo,

1 0
0 1

2 1
5 3

1 0
0 1

C1 → C2−−−−−−→

0 1
1 0

1 2
3 5

1 0
0 1

L2 → L2 − 3L1−−−−−−−−−−−→

0 1
1 0

1 2
0 −1

1 0
−3 1

L2 → −L2(C2 → C2 − 2C1)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

0 1
1 −2
1 0
0 1

1 0
3 −1

Portanto, PAQ = I ou A = P−1Q−1 = (QP)−1, de modo que A−1 = QP.

Exercícios

1. Mostre todas as afirmações deixadas nesta seção.

2. Seja

M2(R) =
{(

a −b
b a

)
: a, b ∈ R

}
.

Mostre queM2(R) com as operações usuais de matrizes é um corpo. Conclua que
a função f : C→M2(R) definida como

f(a+ bi) =

(
a −b
b a

)
é bijetora e preserva as operações.

3. Mostre que existem matrizes A,B ∈ F 2×2 tais que

(A+B)2 ≠ A2 + 2AB+B2 e (A−B)(A+B) ̸= A2 −B2.

4. Seja A ∈ Fn×n. Mostre que (P−1AP)m = P−1AmP, para toda matriz invertí-
vel P ∈ Fn×n e todo m ∈ N.
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5. Sejam A,B ∈ Fn×n. Mostre que

Bm −Am =
m−1∑
i=0

Ai(B−A)Bm−(i+1), ∀ m ∈ N.

Conclua que I−Am = (
∑m−1

i=0 Ai)(I−A), para todo m ∈ N.

6. Mostre que A = I se, e somente se, AX = X, para todo X ∈ Fn×1.

7. Sejam A,B ∈ Fn×n. Diremos que A é idempotente se A2 = A.

(a) Determine todas as matrizes idempotentes em R2×2.

(b) Mostre que se AB = A e BA = B, então A e B são idempotentes.

(c) Mostre que se A+B = I e AB = O, então A e B são idempotentes.

8. Seja A ∈ Fn×n. Diremos que A é nilpotente de índice k ∈ N se Ak = O, mas
Ak−1 ̸= O.

(a) Determine todas as matrizes nilpotentes de índice 2 em R2×2.

(b) Mostre que se A é nilpotente, então I−A é invertível.

9. Seja A ∈ Fn×n. Diremos que A é uma involução se A2 = I.

(a) Determine todas as matrizes involuções em R2×2.

(b) Mostre que A é uma involução se, somente se, (I−A)(I+A) = O.

10. Seja A ∈ Fn×n. Diremos que A é uma matriz simétrica se At = A e que A é
uma matriz antissimétrica se At = −A.

(a) Determine todas as matrizes simétricas (antissimétricas) em R2×2.

(b) Mostre que se A e B são simétricas (antissimétricas), então A+B e A−B
são simétricas (antissimétricas).

(c) Mostre que se A é simétricas (antissimétricas), então PtAP é simétrica
(antissimétrica), para todo P ∈ Fn×n.

(d) Mostre que se A e B são simétricas então AB é simétrica se, e somente se,
AB = BA.

(e) Mostre que AAt e A+At são simétrica e A−At é antissemétrica.
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11. Sejam A,B ∈ Fn×n. Mostre que A(I −BA) = (I −AB)A e (I −BA)B =
B(I−AB). Conclua que se I−AB é invertível, então I−BA é invertível e

(I−BA)−1 = I+B(I−AB)−1A.

12. Sejam A,B,P ∈ Fn×n tais que B, P e APAt +B−1 sejam invertíveis. Mostre
que P−1 +AtBA é invertível e

(P−1 +AtBA)−1 = P−PAt(APAt +B−1)−1AP.

13. Seja A ∈ Fn×n invertível. Mostre que existem X,Y ∈ Fn×n tais que(
A B
C D

)
=

(
I O
X I

)(
A O
O S

)(
I Y
O I

)
,

com S = D−CA−1B o complemento de Schur7.

14. Seja A ∈ Fn×n. Mostre que AB = BA, para todo B ∈ Fn×n se, e somente se,
A = aI, para algum a ∈ F .

15. Sejam A,D ∈ Fn×n tais que D = (I +A)−1A é diagonal e invertível. Mostre
que A é diagonal.

16. Seja A ∈ F 2×2, com a11 ≠ a22. Mostre que qualquer X ∈ F 2×2, com x11 ≠ x22,
tal que AX = XA é da forma X = uA+ vI, onde u, v ∈ F e u ≠ 0.

17. Seja A = (aij) ∈ Fn×n. O traço de A é definido como

tr(A) =
n∑

i=1

aii.

Mostre que:

(a) tr(A+B) = tr(A) + tr(B), para todos A,B ∈ Fn×n.

(b) tr(cA) = c tr(A), para todo A ∈ Fn×n e c ∈ F .

(c) tr(AB) = tr(BA), para todos A,B ∈ Fn×n.

7Issai Schur , 1875-1911, matemático israelita.
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(d) Mostre que tr(AtA) =
∑n

i=1

∑n
j=1 a

2
ii. Conclua que A = O se, e somente

se, tr(AtA) = 0.
(e) tr(P−1AP) = tr(A), para todos A,P ∈ Fn×n, com P invertível.
(f) tr(AB−BA) = 0, para todos A,B ∈ Fn×n.

18. Seja Un = (uij) ∈ Fn×n, com uij = 1, para todos i, j. Mostre que se n > 1,
então (I−Un)

−1 = I− (n− 1)−1Un.

1.3 Determinantes

Por volta de 250 a. C. já havia exemplos de resolução de sistemas de equações
através de matrizes, no livro chinês Nove Capítulos sobre a Arte Matemática, cujo autor
é desconhecido. Além disso, algumas noções ligadas a determinantes, o assunto que será
objeto de estudo desta seção, já eram conhecidas na China antiga. É importante observar
que os determinantes possuem pouco valor prático no cálculo em geral. Não obstante,
possuem muito valor como instrumento teórico.

Seja A ∈ Fn×n. O determinante de A é um escalar associado com A. Existem
várias maneiras de definir o determinante. Mas, em termo de permutações é a mais
concisa e às vezes conveniente, no entanto, isto pareça complicado em uma primeira
leitura. Para isto, vamos apresentar alguns conceitos e resultados sobre permutações.

Seja S = {1, . . . , n}. Uma permutação sobre S é qualquer função bijetora σ de
S sobre S, ou seja, é um rearranjo dos elementos de S em alguma ordem sem repetições
ou omissões. Vamos denotar por Sn o conjunto de todas as permutações de S. Então
Sn é um grupo de permutações, isto é, Sn munido com a composição usual de funções
satisfaz os seguintes axiomas:

1. σ ◦ (τ ◦ ϕ) = (σ ◦ τ) ◦ ϕ, para todos σ, τ, ϕ ∈ Sn.

2. Existe um I = IS ∈ Sn tal que σ ◦ I = I ◦ σ = σ, para todo σ ∈ Sn.

3. Para cada σ ∈ Sn, existe um σ−1 ∈ Sn tal que σ ◦ σ−1 = σ−1 ◦ σ = I , com
σ(i) = j se, e somente se, σ−1(j) = i.

É fácil verificar que a ordem de Sn é igual a n!. Neste caso, Sn chama-se grupo simétrico
de grau n.

Um elemento σ ∈ Sn pode ser escrita sob a forma

σ =

(
1 2 · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)
,
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em que a ordem das colunas não importa e σ(1), . . . , σ(n) são simplesmente os elemen-
tos de S em uma ordem diferente, ou seja, S = {σ(1), . . . , σ(n)} = σ(S). Por exemplo,
para n = 3, temos que os seis elementos de S3 são:

I =

(
1 2 3
1 2 3

)
, σ =

(
1 2 3
2 3 1

)
, σ2 = σ ◦ σ =

(
1 2 3
3 1 2

)
,

τ =

(
1 2 3
1 3 2

)
, σ ◦ τ =

(
1 2 3
2 1 3

)
, σ2 ◦ τ =

(
1 2 3
3 2 1

)
.

Sejam σ ∈ Sn e i ∈ S fixado. Então, aplicando sucessivamente σ a i, obtemos

i, σ(i), σ2(i), . . . , σm(i), . . .

Como σm(i) ∈ S e S é um conjunto finito temos que esses elementos não são distintos.
Assim, existem r, s ∈ Z+, com s > r, tais que

σr(i) = σs(i)⇒ σs−r(i) = (σs ◦ σ−r)(i) = (σr ◦ σ−r)(i) = I(i) = i.

Logo, o conjunto T = {m ∈ N : σm(i) = i} é não vazio, Portanto, pelo PBO, T contém
um menor elemento, digamos k. Neste caso,

σk(i) = i, mas σr(i) ̸= i, para r = 1, . . . , k − 1.

O subconjuntoO(i) = {i, σ(i), . . . , σk−1(i)} de S chama-se uma órbita de i e pode ser
visualizado, geometricamente, em volta de um círculo. Observe que se i1 = i, σ(i1) =
i2, . . . , σ

k−1(i1) = ik, então

σ =

(
1 · · · i1 · · · ik−1 ik · · · n
1 · · · i2 · · · ik i1 · · · n

)
e σ(x) = x, ∀ x /∈ {i1, . . . , ik}.

Isto motiva a seguinte definição. Diremos que σ ∈ Sn é um k-ciclo se existirem elemen-
tos distintos i1, . . . , ik ∈ S tais que

σ(i1) = i2, . . . , σ(ik) = i1 e σ(x) = x, ∀ x ∈ S − {i1, . . . , ik}

e denotamos por σ = (i1 . . . ik). O número k chama-se o comprimento do ciclo. Por
exemplo,

σ =

(
1 2 3 4 5
2 3 1 4 5

)
= (123)(4)(5) = (123) e O(1) = {1, 2, 3}
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é um 3-ciclo. Um ciclo de comprimento dois chama-se uma transposição ou uma inver-
são. É claro que nem todo elemento de Sn é um ciclo.

Note que se σ = (i1 . . . ik) é um k-ciclo em Sn, então seu inverso

σ−1 = (ikik−1 . . . i2i1) = (i1ikik−1 . . . i2).

é um k-ciclo. Além disso, σ pode ser escrito de k maneiras, a saber,

σ = (ijij+1 . . . iki1 . . . ij−1), j = 1, . . . , k.

Assim, existem
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k
= (k − 1)!

(
n
k

)
k-ciclos distintos em Sn. Observe que

σ(i1) = i2, σ
2(i1) = σ(i2) = i3, . . . , σ

k−1(i1) = ik e σk(i1) = i1.

Portanto, qualquer k-ciclo σ dar origem a um subgrupo cíclico

H = ⟨σ⟩ = {I, σ, . . . , σk−1} = {σm : m ∈ Z}

em Sn. Neste caso, H é um subgrupo cíclico de ordem k. Em particular, um elemento
σ ∈ Sn definido como

σ(i) =

{
i+ 1, se 1 ≤ i ≤ n− 1
1, se i = n

chama-se n-ciclo e σ = (123 · · ·n). Consequentemente, σn = I e σk ̸= I , para todo k,
com k = 1 . . . , n− 1, isto é, H = ⟨σ⟩ é um subgrupo cíclico de ordem n.

Seja σ ∈ Sn. O subconjunto {i ∈ S : σ(i) ̸= i} de S chama-se suporte de σ e
denotamos por supp(σ). Assim, σ é um k-ciclo se

supp(σ) = {i1, . . . , ik}.

Sejam σ e τ dois ciclos em Sn. Diremos que σ e τ são permutações disjuntas se
supp(σ) ∩ supp(τ) = ∅. Neste caso, στ = τσ, isto é, ciclos disjuntos comutam.

Teorema 1.17 Qualquer σ ∈ Sn, com σ ̸= I , pode ser escrita como um produto de
transposições.
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Prova. Vamos usar indução sobre n. Se n = 1, nada há para ser provado. Suponhamos
que o resultado seja válido para todo k, com 1 ≤ k ≤ n − 1 e n > 1. Seja σ ∈ Sn,
com σ ̸= I , tal que σ(n) = k. Consideremos a transposição τ ∈ Sn tal que τ(n) = k
e τ(k) = n. Então τσ ∈ Sn e (τσ)(n) = τ(k) = n. Assim, podemos ver τσ como
um elemento de Sn−1. Logo, existem transposições τ1, . . . .τm ∈ Sn tais que τσ =
τ1 · · · τm, de modo que

σ = τ−1τ1 · · · τm = ττ1 · · · τm,

que é o resultado desejado.

Exemplo 1.18 Escreva a permutação σ = (1234) como um produto de transposições.

Solução. Escolhendo τ1 = (12), temos τ1σ = (234). Tome τ2 = (23). Então τ2τ1σ =
(34). Pondo τ4 = (34), obtemos τ3τ2τ1σ = I . Portanto, σ = τ1τ2τ3.

Observe que se σ ∈ Sn é um k-ciclo, então σ pode ser escrito como um produto
de k − 1 transposições disjuntas, pois, indutivamente, obtemos

σ = (i1 . . . ik) = (i1i2)(i1i3 . . . ik) = (i1i2)(i2i3) · · · (ik−1ik)
= τ1 · · · τk−1.

Para cada σ ∈ Sn associamos uma medida

∏
1≤i<j≤n

σ(j)− σ(i)
j − i

=

n−1∏
i=1

n∏
j=i+1

σ(j)− σ(i)
j − i

.

Por exemplo, se n = 3 e σ = (123) é um 3-ciclo, então∏
1≤i<j≤3

σ(j)− σ(i)
j − i

=
σ(2)− σ(1)

2− 1
· σ(3)− σ(1)

3− 1
· σ(3)− σ(2)

3− 2
= 1.

Mais geralmente,

∏
1≤i<j≤n

σ(j)− σ(i)
j − i

=

n−1∏
i=1

n∏
j=i+1

σ(j)− σ(i)
j − i

= ±1.

De fato. Como σ é bijetora temos que existem únicos k e l tais que σ(k) = i e σ(l) = j
ou σ(l)−σ(k) = j−i. Se k < l, então o fator σ(l)−σ(k) = j−i aparece no numerador
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do produto. Se k > l, então o fator

σ(k)− σ(l) = i− j = −(j − i)

aparece no numerador do produto. Portanto,

σ(l)− σ(k)
j − i

= 1 ou
σ(k)− σ(l)

j − i
= −1,

e fatores distintos no denominador dão origem a fatores distintos no numerador, ou seja,
se σ(k) = σ(l) e σ(k′) = σ(l′), então k = l e k′ = l′.

Seja σ ∈ Sn. Definimos o sinal ou índice de paridade de σ como

sgnσ =
∏

1≤i<j≤n

σ(j)− σ(i)
j − i

=
n−1∏
i=1

n∏
j=i+1

σ(j)− σ(i)
j − i

.

Assim, sgnσ = −1 ou sgnσ = 1.

Proposição 1.19 Sejam σ, τ ∈ Sn. Então sgn(τσ) = sgn τ · sgnσ. Conclua que
sgnσ = sgnσ−1.

Prova. Basta provar que

∏
1≤i<j≤n

(τσ)(j)− (τσ)(i)

σ(j)− σ(i)
=

∏
1≤k<l≤n

τ(l)− τ(k)
l − k

.

Como σ ∈ Sn temos que existem únicos p e q tais que σ(p) = k e σ(q) = l. Se p > q,
então

(τσ)(p)− (τσ)(q)

σ(p)− σ(q)
=
τ(σ(q))− τ(σ(p))

σ(q)− σ(p)
=
τ(l)− τ(k)

l − k
.

Se p < q, então
(τσ)(q)− (τσ)(p)

σ(q)− σ(p)
=
τ(l)− τ(k)

l − k
,

ou seja, os termos dos produtos estão em correspondência biunívoca.

Seja σ ∈ Sn. Diremos que σ é uma permutação par se sgnσ = 1 e uma permuta-
ção ímpar se sgnσ = −1. Observe que transposições são sempre permutações ímpares,
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pois se

τ =

(
1 2 · · · i · · · j · · · n− 1 n
1 2 · · · j · · · i · · · n− 1 n

)
∈ Sn, com i < j,

então, pelo o esquema ou diagrama cruzado, confira Figura 1.1, o número de inversões
(cruzamentos) é 1+2(j−i−1), que é um número ímpar, pois para cada um dos (j−i−1)
inteiros i + 1, . . . , j − 1 existem dois cruzamentos, enquanto i e j adicionam mais um.
Portanto, sgn τ = −1. Consequentemente, pelo Teorema 1.17,

sgnσ = (−1)N ,

em que N é o número de transposições na decomposição de σ. Neste caso, σ é uma
permutação par se, e somente se, N é um número par.

Figura 1.1: Diagrama cruzado.

Lema 1.20 Sejam σ, τ ∈ Sn transposições. Então στ é um 3-ciclo ou um produto de
dois 3-ciclos. Conclua que qualquer 3-ciclo é uma permutação par.

Prova. Se σ = τ , então στ = σ2 = I . Assim, claramente στ é um produto de dois
3-ciclos, digamos στ = (abc)(acb), para todos a, b, c ∈ {1, . . . , n}. Se σ ̸= τ , então há
dois caso a serem considerados. Se σ e τ não são disjuntos, digamos σ = (ab) e τ =
(ac), para todos a, b, c ∈ {1, . . . , n}, então στ = (acb). Se σ e τ são disjuntos, digamos
σ = (ab) e τ = (cd), para todos a, b, c, d ∈ {1, . . . , n}, então στ = (acb)(acd).

Seja σ ∈ Sn. A lista (a1σ(1), . . . , anσ(n)) chama-se diagonal associada a σ. En-
quanto, o produto a1σ(1) · · · anσ(n) chama-se produto diagonal associada a σ. Observe
que aσ(1)τ(σ(1)) · · · aσ(n)τ(σ(n)) = a1τ(1) · · · anτ(n), para todos σ, τ ∈ Sn, pois cada
elemento de 1 à n aparece exatamente uma vez entre σ(1), . . . , σ(n). Em particular,
aσ(1)1 · · · aσ(n)n = a1σ−1(1) · · · anσ−1(n). Consideremos a permutação σ = (12) ∈ S2 e
a matriz

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
∈ F 2×2.
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Então (
a11 a12
a21 a22

)(
a22 −a12
−a21 a11

)
= (a11a22 − a12a21)

(
1 0
0 1

)
.

Assim, A é invertível se, e somente se, o escalar a11a22 − a12a21 ̸= 0. Neste caso,

A−1 =
1

a11a22 − a12a21

(
a22 −a12
−a21 a11

)
Observe que a11a22 é o produto diagonal associada ao elemento identidade I e a12a21 =
a1σ(1)a2σ(2) é o produto diagonal associada a σ. Isto motiva a seguinte definição:

Seja A ∈ Fn×n. O determinante de A é definido como o escalar

detA =
∑
σ∈Sn

(sgnσ)

n∏
i=1

aiσ(i).

Assim, detA é a soma de n! termos cada um dos quais envolvendo um produto diagonal,
em que o sinal está bem definido e qualquer produto possui n elementos, um e somente
um, de cada linha e de cada coluna de A, pois o índice de cada linha (coluna) aparece
exatamente uma vez. É muito importante e didático escrever a definição do determinante
como

detA = a11 · · · ann +
∑

σ∈Sn,σ≠I

(sgnσ)
n∏

i=1

aiσ(i).

Logo, se i ≠ j, então o produto diagonal (±)a1∗ · · · aij · · · an∗ não contém os fatores
aii ou ajj , caso contrário, ele possuiria dois fatores de uma mesma linha ou coluna.
Portanto, qualquer produto diagonal em detA, exceto a11 · · · ann, possui no máximo
n− 2 fatores da diagonal de A. Comprove isto no seguinte exemplo, se n = 3, então

detA = (−1)0a11a22a33 + (−1)2a12a23a31 + (−1)2a13a21a32
+(−1)1a11a23a32 + (−1)1a12a21a33 + (−1)1a13a22a31

= (a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32)
−(a11a23a32 + a13a22a31 + a12a21a33)

que é exatamente a Regra de Sarrus8. É muito útil ver o determinante como uma função

8Pierre Frédéric Sarrus, 1798-1842, matemático framcês.
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det : Fn×n → F definida como

detA = det(L1, . . . ,Ln) ou detA = det(C1, . . . ,Cn),

em que Li é a i-ésima linha de A e Cj é a j-ésima coluna de A.

Lema 1.21 Seja A ∈ Fn×n.

1. Se B for a matriz obtida de A permutando-se duas linhas (colunas), então detB =
−detA.

2. detA = 0, quando A possui duas linhas (colunas) iguais.

3. detA = detAt.

Prova. (1) Seja B = (bij) a matriz obtida de A permutando-se as linhas Lk e Ll, com
k < l. Então

bij =


aij , se i ≠ k ou i ≠ l
alj , se i = k
akj , se i = l.

Escolhendo τ ∈ Sn, com τ(k) = l, τ(l) = k e τ(x) = x, para todo x /∈ {k, l}, teremos

detB =
∑

σ∈Sn
(sgnσ)b1σ(1) · · · bkσ(k) · · · blσ(l) · · · bnσ(n)

=
∑

σ∈Sn
(sgnσ)a1σ(1) · · · alσ(k) · · · akσ(l) · · · anσ(n)

=
∑

σ∈Sn
(sgn(στ))a1σ(τ(1)) · · · alσ(τ(l)) · · · akσ(τ(k)) · · · anσ(τ(n))

= −detA,

pois sgn(στ) = − sgnσ, para todo σ ∈ Sn.
(2) Permutando as linhas iguais temos, pelo item (1), que detA = −detA, de

modo que 2 detA = 0. Portanto, detA = 0.
(3) Seja At = (bij), com bij = aji. Como biσ(i) = aσ(i)i, para todo σ ∈ Sn,

temos que

detAt =
∑

σ∈Sn
(sgnσ)

∏n
i=1 biσ(i) =

∑
σ∈Sn

(sgnσ)
∏n

i=1 aσ(i)i
=

∑
σ∈Sn

(sgnσ−1)
∏n

i=1 aiσ−1(i) = detA,

pois quando σ percorre todo Sn, σ−1 também o faz.
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Observe que se n = 3, então podemos agrupar o detA sob a forma:

detA = a11 det

(
a22 a23
a32 a33

)
− a12 det

(
a21 a23
a31 a33

)
+ a13 det

(
a21 a22
a31 a32

)
.

Mais geralmente:

Teorema 1.22 (Fórmula de Laplace) 9 Seja A = (aij) ∈ Fn×n. Então:

1. Expansão em relação à i-ésima linha de A,

n∑
j=1

(−1)k+jakj det(Akj) = δik detA, i, k = 1, . . . , n.

2. Expansão em relação à j-ésima coluna de A,

n∑
i=1

(−1)i+kaik det(Aik) = δjk detA, j, k = 1, . . . , n,

com Aij a submatriz de A obtida eliminando-se a i-ésima linha e j-ésima coluna.

Prova. (1) Já vimos que cada produto diagonal de detA contém exatamente um ele-
mento de cada linha i. Assim, podemos escrever

detA = ai1ci1 + · · ·+ aincin, i = 1, . . . , n,

em que cij é independente da linha i.
Afirmação. cij = (−1)i+jaij det(Aij).

De fato. Para i = j = 1, os termos de detA que envolvem a11 são aqueles que aparecem
na soma ∑

σ∈Sn

sgnσ(a11a2σ(2) · · · anσ(n)), com σ(1) = 1.

É fácil ver que esta soma é igual a

a11

(∑
σ∈Sn

sgnσ(a2σ(2) · · · anσ(n))

)
, com σ(1) = 1,

9Pierre Simon Marquis de Laplace, 1749-1827, matemático francês.
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ou seja, c11 = a11 det(A11). Para i e j quaisquer, permutando a linha i sucessivamente
com as linhas i− 1, i− 2, . . . , 2, 1 até que aij esteja na posição (1, j), por meio de i− 1
trasposições. É claro que isso não altera a ordem relativa das n − 1 linhas restantes.
Então permutando a coluna j sucessivamente com as colunas j − 1, j − 2, . . . , 2, 1 até
que aij esteja na posição (1, 1), por meio de j − 1 trasposições. Assim, obtemos uma
matriz B que possui o elemento aij na posição (1, 1). Como a ordem relativa das outras
linhas e colunas não foram alteradas temos, pelo item (1) do Lema 1.21, que

det(B11) = (−1)(i−1)+(j−1) det(Aij) = (−1)i+j det(Aij).

Logo, pelo caso i = j = 1, cij = aij det(B11) = (−1)i+jaij det(Aij). Portanto,

detA =
n∑

j=1

(−1)i+jaij det(Aij), i = 1, . . . , n.

Finalmente, seja B = (bij) a matriz obtida de A substituindo-se a linha Li pela linha
Lk. Então

bij =

{
akj , se i ̸= k
aij , se i = k.

e detB = 0, pois B possui duas linha iguais. Logo,

0 = detB =
n∑

j=1

(−1)i+jbij det(Bij) =
n∑

j=1

(−1)i+jakj det(Aij),

ou seja,
n∑

j=1

(−1)i+jakj det(Akj) = δik detA, i, k = 1, . . . , n.

(2) Segue do fato de que detA = detAt.

É importante observar que a fórmula de Laplace é um método bastante eficiente
para o cálculo do determinante. Além disso, quando F = R, obtemos

∂ det

∂aij
(A) = (−1)i+j det(Aij), i = 1, . . . , n.
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Exemplo 1.23 Seja U = (aij) ∈ Fn×n uma matriz triangular superior. Então

detU = a11 · · · ann.

Solução. Vamos usar indução sobre n. Se n = 1, nada há para ser provado. Suponhamos
que o resultado seja válido para todo k, com 1 ≤ k ≤ n−1 e n > 1. Assim, pela fórmula
de Laplace em relação primeira coluna de A,

detU = a11 det(U11) = a11(a22 · · · ann),

pois U11 é uma matriz triangular superior de ordem n− 1.

Teorema 1.24 Sejam A,B ∈ Fn×n e c ∈ F , com c ̸= 0.

1. A função determinante é linear em cada linha (coluna).

2. A função determinante é homogênea em cada linha (coluna).

3. det(PijA) = −detA.

4. det(Di(c)A) = c detA.

5. det(Tij(c)A) = detA, se i ̸= j.

6. det(EA) = detE · detA, para qualquer matriz elementar E ∈ Fn×n.

7. Se A for equivalente por linha a uma matriz triangular U, então detA = ddetU,
para algum d ∈ F , com d ̸= 0. Conclua que detA = 0 se, e somente se,
detU = 0.

8. det(AB) = detA · detB = det(BA) (Fórmula de Binet-Cauchy)10.

9. Se B for semelhante a A, então detB = detA.

10. Fórmulas úteis:

det

(
In O
O A

)
= det(In ⊕A) = detA e det

(
A B
O In

)
= detA.

10Alfred Binet, 1857-1911, pedagogo e psicólogo francês; Augustin-Louis Cauchy, 1789-1857, mate-
mático francês.
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Prova. Vamos provar apenas os itens (1), (2) e (8): (1) Seja C = (ckj) a matriz obtida
de A substituindo-se a linha Li pela linha Li + L′

i. Então

ckj =

{
aij , se i ̸= k
akj + a′kj , se i = k.

Assim, pela fórmula de Laplace em relação à k-ésima linha de C,

detC =
∑n

j=1(−1)k+jckj det(Ckj)

=
∑n

j=1(−1)k+j(akj + a′kj) det(Akj)

=
∑n

j=1(−1)k+jakj det(Akj) +
∑n

j=1(−1)k+ja′kj det(Akj)

= detA+ detA′.

(2) Seja C = (ckj) a matriz obtida de A substituindo-se a linha Li pela linha cLi,
para algum c ∈ F . Então

ckj =

{
aij , se i ̸= k
cakj , se i = k.

Assim, pela fórmula de Laplace em relação à k-ésima linha de C,

detC =
∑n

j=1(−1)k+jckj det(Ckj) =
∑n

j=1(−1)k+j(cakj) det(Akj)

= c
(∑n

j=1(−1)k+jakj det(Akj

)
= cdetA.

(8) É fácil verificar que E(AB) = (EA)B. Vamos dividir a prova em dois casos.
Se A for não singular, então A = E1 · · ·Ek. Assim, aplicando recursivamente o item
(6), obtemos det(AB) = det((E1 · · ·Ek)B) = detA · detB. Se A for singular,
então A é equivalente por linha a uma matriz triangular superior U, com pelo menos um
elemento diagonal nulo. Não há perda de generalidade, em supor que unn = 0. Como
AB = E1 · · ·Ek(UB) e UB possui a última linha nula temos que

det(AB) = det(E1 · · ·Ek(UB)) = 0 = detA · detB.

Portanto, em qualquer caso, det(AB) = detA · detB.

É pertinente, de um ponto de vista teórico, definir formalmente o determinante.
Seja n ∈ N. Um determinante é uma função det : Fn×n → F que satisfaz os seguintes
axiomas:
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1. det(L1, . . . ,Li + Lj , . . . ,Ln) =
∑2

k=1 det(L1, . . . ,Lk, . . . ,Ln), se i ̸= j.

2. det(L1, . . . , cLj , . . . ,Ln) = cdet(L1, . . . ,Lj , . . . ,Ln), para todo c ∈ F .

3. det In = 1.

Observe, por exemplo, que

det(L1, . . . ,Li, . . . ,Lj , . . . ,Ln) = det(L1, . . . ,Li, . . . ,Li + Lj , . . . ,Ln)
= det(L1, . . . ,−Lj , . . . ,Li + Lj , . . . ,Ln)
= −det(L1, . . . ,Lj , . . . ,Li, . . . ,Ln).

Uma maneira de provar que a função det existe é usando indução sobre n e a expressão

detA =
n∑

j=1

(−1)i+jaij det(Aij), i = 1, . . . , n.

Por exemplo, det In = det In−1 = 1.
A matriz Vn = (aij) ∈ Fn×n, com aij = xj−1

i :

Vn =


1 x1 x21 · · · xn−1

1

1 x2 x22 · · · xn−1
2

...
...

...
. . .

...
1 xn x2n . . . xn−1

n


chama-se matriz de Vandermonde11 de ordem n.

Exemplo 1.25 Mostre que

detVn =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi) =
n−1∏
i=1

n∏
j=i+1

(xj − xi),

o qual chama-se determinante de Vandermonde.

Solução. Vamos usar indução sobre n. Se n = 2, nada há para ser provado. Suponhamos
que o resultado seja válido para todo k, com 1 ≤ k ≤ n− 1 e n > 2. Então a sequência
de operações elementares

11Alexandre-Theóphile Vandermonde, 1735-1796, matemático francês.
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Cj+1 → Cj+1 − x1Cj , j = n− 1, . . . , 2, 1,

implicam que Vn é equivalente por colunas à matriz

V′
n =


1 0 0 · · · 0

1 x2 − x1 x2(x2 − x1) · · · xn−2
2 (x2 − x1)

...
...

...
. . .

...
1 xn − x1 xn(xn − x1) . . . xn−2

n (xn − x1)

 .

Assim, pela fórmula de Laplace em relação à primeira linha, obtemos

detV′
n = (x2 − x1) · · · (xn − x1) det


1 x2 x22 · · · xn−2

2

1 x3 x23 · · · xn−2
3

...
...

...
. . .

...
1 xn x2n . . . xn−2

n

 .

Portanto,

detVn =
∏

1<j≤n

(xj − x1) detVn−1 =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi).

Note, para x = x1, que f1(x) = detVn é um polinômio de grau n − 1, cujas raízes
são: x2, . . . , xn. Consequentemente, f1(x) = a(−1)n−1(x − x2) · · · (x − xn), com
a = detVn−1 o coeficiente de xn−1 = xn−1

1 , obtido pela fórmula de Laplace em
relação à primeira linha.

Seja Tn = (aij) ∈ Fn×n. Diremos que Tn é uma matriz de Jacobi12 ou uma
matriz tridiagonal se aij = 0, para |j − i| > 1. Pondo

ai = aii, se i = 1, . . . , n
bi = ai(i+1), se i = 1, . . . , n− 1

ci = a(i+1)i, se i = 1, . . . , n− 1,

12Carl Gustav Jakob Jacobi, 1804-1851, matemático alemão.
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obtemos

T1 = (a1),T2 =

(
a1 b1
c1 a2

)
e Tn =



a1 b1 0 0 · · · 0 0
c1 a2 b2 0 · · · 0 0
0 c2 a3 b3 · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . an−1 bn−1

0 0 0 0 . . . cn−1 an


Então, pela fórmula de Laplace em relação à última linha, teremos

Tn = anTn−1 − bn−1cn−1Tn−2, ∀ n ∈ N, com n ≥ 3 e Tn = detTn.

Em particular, se ai = bi = 1 e ci = −1, obtemos a sequência de Fibonacci13:

Fn = Fn−1 + Fn−2, ∀ n ∈ N, com n ≥ 3.

Além disso, se bi = 1 e ci = −1, obtemos o contínuo Cn = anCn−1 +Cn−2, para todo
n ∈ N, com n ≥ 3.

Seja A = (aij) ∈ Fn×n. O escalar cij = (−1)i+j det(Aij) chama-se o cofator
do termo aij em detA, o determinante det(Aij) chama-se (i, j)-menor e a matriz C =
(cij) chama-se a matriz dos cofatores de A. A transposta da matriz dos cofatores Ct

chama-se de adjunta clássica de A e denotamos por adjA = Ct. Agora, estamos em
condições de apresentar um outro método de determinar a inversa de uma matriz. É
importante observar que este método é ineficiente quando n ≥ 4.

Teorema 1.26 Seja A ∈ Fn×n. Então A(adjA) = (adjA)A = (detA)In.

Prova. Seja dij = cji = (−1)i+j det(Aji) e adjA = (dij). Então A adjA = (pij),
com

pij =

n∑
k=1

aikdkj =

n∑
k=1

aikcjk = δij detA.

Assim, A(adjA) = diag(detA, . . . ,detA). Portanto, A(adjA) = (detA)In.

Corolário 1.27 Seja A = (aij) ∈ Fn×n. Então A é não singular se, e somente se,

13Leonardo Fibonacci, 1170-1250, matemático italiano.
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detA ̸= 0. Neste caso,

A−1 =
1

detA
adjA e a−1

ij =
1

detA
cji.

Prova. Fica como um exercício.

Exemplo 1.28 Seja

A =

 4 2 0
−1 1 0
0 1 2

 .

Determine detA, adjA e A−1.

Solução. Vamos aplicar a fórmula de Laplace em relação à primeira linha de A.

detA = 4(−1)1+1 det

(
1 0
1 2

)
+ 2(−1)1+2 det

(
−1 0
0 2

)
+ 0(−1)1+3 det

(
−1 1
0 1

)
= 8 + 4 + 0 = 12.

Note que

c11 = (−1)1+1 det

(
1 0
1 2

)
= 2 e .c12 = (−1)1+2 det

(
−1 0
0 2

)
= 2

De modo análogo, obtemos c13 = −1, c21 = −4, c22 = 8, c23 = −4, c31 = 0, c32 = 0
e c33 = 6. Assim,

C =

 2 2 −1
−4 8 −4
0 0 6

 e adjA = Ct =

 2 −4 0
2 8 0
−1 −4 6

 .

Finalmente,

A−1 =
1

12

 2 −4 0
2 8 0
−1 −4 6

 ,

que é o resultado desejado.

Finalizaremos esta seção com uma generalização da fórmula de Laplace. Seja
A ∈ Fm×n. Para cada r ∈ {1, . . . ,min{m,n}}, o determinante de uma submatriz
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de ordem r de A chama-se um menor de ordem r de A ou, equivalentemente, quando
obtido eliminando-sem−r linhas e n−r colunas de A. Mais precisamente, se as linhas
e colunas mantidas são:

1 ≤ i1 < i2 < · · · < ir ≤ m e 1 ≤ j1 < i2 < · · · < jr ≤ n,

então denotamos por

A

(
i1 i2 · · · ir
j1 j2 · · · jr

)
= det(Arr),

com Arr = (aikjl) a submatriz de ordem r obtida de A eliminando-se todas as linhas
Li, onde i /∈ {i1, . . . , ir}, e todas as colunas Cj , onde j /∈ {j1, . . . , jr}. Por exemplo,
se m = n, então

A

(
2 3 · · · n
1 2 · · · n− 1

)
= det(A1n).

Quando ik = jk, k = 1, . . . , r, diremos que det(Arr) são os menores principais de
ordem r de A. Em particular, quando ik = jk = k, k = 1, . . . , r, diremos que det(Arr)
são os menores principais líderes de ordem r de A. Os menores complementares de A,
com m = n, são definidos como

A

(
i1 i2 · · · ir
j1 j2 · · · jr

)c

= A

(
ir+1 ir+2 · · · in
jr+1 jr+2 · · · jn

)
e os cofatores complementares de A são definidos como

Ac

(
i1 i2 · · · ir
j1 j2 · · · jr

)
= (−1)sA

(
i1 i2 · · · ir
j1 j2 · · · jr

)c

,

com s = (i1+ i2+ · · ·+ ir)+ (j1+ j2+ · · ·+ jr). Note que se r = 1 a definição reduz
a do cofator de um elemento e se r = n é conveniente definir como 1. Por exemplo, se
n = 5, então

A

(
2 3 5
1 2 4

)c

= A

(
1 4
3 5

)
= det

(
a13 a15
a43 a45

)
e

Ac

(
2 3 5
1 2 4

)
= (−1)17 det

(
a13 a15
a43 a45

)
= −det

(
a13 a15
a43 a45

)
.
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Teorema 1.29 (Teorema de Laplace) Seja A ∈ Fn×n e escolhemos qualquer r linhas
de A. Então

detA =
∑

(j1,...,jr)∈Qr,n

A

(
i1 i2 · · · ir
j1 j2 · · · jr

)
Ac

(
i1 i2 · · · ir
j1 j2 · · · jr

)
,

onde a soma é estendida sobre todos os
(
n
r

)
subconjuntos Qr,n de {1, . . . , n}. Em par-

ticular, se r = 1, então

detA =

n∑
j=1

(−1)i+jaij det(Aij), i = 1, . . . , n.

Prova. Imite a Prova do Teorema 1.22 e/ou confira a Bibliografia.

Corolário 1.30 (Fórmula de Binet-Cauchy) Sejam A ∈ Fm×n e B ∈ Fn×m. Se
m ≤ n e C = AB, então

detC =
∑

(j1,...,jm)∈Qm,n

A

(
1 2 · · · m
j1 j2 · · · jm

)
B

(
j1 j2 · · · jm
1 2 · · · m

)
.

Em particular, se m = n, então detC = detA detB.

Exemplo 1.31 Seja A ∈ Fn×n, com Lik = eik , k = 1, . . . , r < n. Mostre que detA é
igual a um menor principal de ordem r obtido de A eliminando-se as linhas e as colunas
i1, . . . , ir.

Solução. Como Lik = eik possui 1 na ik-ésima coluna e as demais zeros temos, pela
fórmula de Laplace em relação à i1-ésima linha de A, que

detA = (−1)i1+i1A

(
1 2 · · · i1 − 1 i1 + 1 · · · n
1 2 · · · i1 − 1 i1 + 1 · · · n

)
= detAi1i1 .

Assim, aplicando, indutivamente, esse processo nas linhas ik de Aikik , para cada k =
2, . . . , r, obtemos o resultado.

Exercícios

1. Mostre todas as afirmações deixadas nesta seção.
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2. Sejam τ ∈ Sn, com τ(i) = j, τ(j) = i e τ(x) = x, para todo x /∈ {i, j},

P = {σ ∈ Sn : σ(i) < σ(j)} e I = {σ ∈ Sn : σ(i) > σ(j)}.

Mostre que a função f : P → I definida como f(σ) = στ é bijetora. Conclua
que Sn = P ∪ I e |P | = |I| = n!

2 .

3. Seja A ∈ Fn×n. Mostre que det(cA) = cn detA, para todo c ∈ F .

4. Seja A ∈ Fn×n idempotente. Mostre que detA = 0 ou detA = 1.

5. Seja A ∈ Fn×n nilpotente. Mostre que detA = 0.

6. Sejam A,B,C,D ∈ Fn×n, com A não singular. Use a identidade

E =

(
A B
O C

)
=

(
I O
O C

)(
A B
O I

)
e F =

(
A B
C D

)
para mostrar que detE = detA detC e detF = det(AD−ACA−1B).

7. Sejam A,B ∈ R2×2 não singulares e C = ABA−1B−1. Mostre que se AC =
CA e BC = CB, então AB = BA ou AB = −BA.

8. Sejam A,B ∈ R2×2 invertíveis e C = AB −BA. Mostre que se AC = CA e
BC = CB, então AB = BA.

9. Seja A ∈ F 2×2. Mostre que se existir um X ∈ F 2×2, com X ̸= O, tal que
AX = −XA, então detA = 0 ou tr(A) = 0. Em particular, sejam

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
∈ C2×2

as matrizes de Pauli.14 Se A = a0I+ ajσj , com j = 1, 2, 3 e a20 = a21 + a22 + a23,
então X = u(a0I− ajσj), para algum u ∈ C, e AX = XA = O. Se A = ajσj ,
com j = 1, 2, 3, então X = xjσj , em que a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0. Note que
σ⋆j = σj , ou seja, elas são matrizes Hermitianas.

10. Seja A ∈ Fn×n. Mostre que det(xI + A) é um polinômio de grau n sobre F .
Conclua que existe um c ∈ F tal que cI+A seja não singular.

14Wolfgang Ernst Pauli, 1900-1958, físico austríaco.

64

1.3. Determinantes

Sumário



Capítulo 1. Matrizes

11. Sejam A, B ∈ Fn×n não singulares. Mostre que A + xB é não singular, para
todo exceto uma quantidade finita de x ∈ F .

12. Seja Cn ∈ Fn×n a matriz de Frobenius15 ou a matriz companheira:

Cn =

(
O In−1

−a0 −a1 · · · − an−1

)
Mostre que

p(x) = det(xI−Cn) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+2 x

2 + a1x+ a0.

Note que det(λI − Cn) = 0 se, e somente se, λ é uma raiz de p(x). Conclua
que para cada polinômio p(x) de grau n existe uma matriz A ∈ Fn×n tal que
p(x) = det(xI−A).

13. Sejam A = (aij) ∈ Fn×n e pj(x) = a1j + a2jx+ · · ·+ anjx
n−1. Mostre que se

B = (bjk) ∈ Fn×n, com bjk = pj(xk), então detB = detVn detA.

14. Seja f(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n ∈ F [x]. Mostre que se f(x) possui n + 1

raízes distintas em F , então f(x) é identicamente nulo.

15. Seja A,B ∈ Fn×n. Mostre que adj(AB) = adjA adjB, det(adjA) = (detA)n−1

e adj(adjA) = (detA)n−2A.

16. Seja A ∈ Fn×n. Diremos que A é uma matriz ortogonal se AAt = AtA = In.
Mostre que se A é ortogonal, então detA = ±1.

17. Seja A ∈ Cn×n. Diremos que A é uma matriz unitária se AA∗ = A∗A = In.

(a) Mostre que detA∗ = detA.

(b) Mostre que se A é unitária, então detA = eiθ, para algum θ ∈ R.

18. Mostre que as equações

{
f(x) = a0x

2 + a1x+ a2 = 0, com a0 ̸= 0
g(x) = b0x

2 + b1x+ b2 = 0, com b0 ̸= 0

15Ferdinand Georg Frobenius, 1849-1917, matemático alemão.
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possui uma raiz comum se, e somente se, o determinante da matriz de Sylvester
associada a f(x) e g(x)

res(f, g) =


a0 0 b0 0
a1 a0 b1 b0
a2 a1 b2 b1
0 a2 0 b2


é igual a zero. Conclua que as equações{

ax2 + x+ (a− 1) = 0
(b− 1)x2 + x+ b = 0

possui uma raiz comum, para todos a, b ∈ F .

19. Seja

H =


0 a2 c2 1
a2 0 b2 1
c2 b2 0 1
1 1 1 0

 ∈ F 4×4.

Mostre que detH = −16s(s− a)(s− b)(s− c), com s = 2−1(a+ b+ c).

20. Sejam ai, bi, ci, di ∈ F , com i = 1, . . . , n. Mostre que

det

( ∑n
i=1 aici

∑n
i=1 aidi∑n

i=1 bici
∑n

i=1 bidi

)
=

∑
1≤i<j≤n

det

(
ai aj
bi bj

)
det

(
ci cj
di dj

)

21. (Identidade de Cauchy) Sejam ai, bi ∈ F , com i = 1, . . . , n. Mostre que

det

( ∑n
i=1 a

2
i

∑n
i=1 aibi∑n

i=1 aibi
∑n

i=1 b
2
i

)
=

∑
1≤i<j≤n

det

(
ai aj
bi bj

)2

.

22. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz16) Sejam ai, bi ∈ R, com i = 1, . . . , n.
Mostre que

(a1b1 + · · ·+ anbn)
2 ≤ (a21 + · · ·+ a2n)(b

2
1 + · · ·+ b2n).

16Karl Hermann Amandus Schwarz, 1843-1921, matemático alemão.

66

1.3. Determinantes

Sumário



Capítulo 1. Matrizes

Conclua que a igualdade ocorre se, e somente se, existir um λ ∈ R tal que
bi = λai, para todo i = 1, . . . , n, ou seja, os pontos (ai, bi) estão sobre uma
reta vertical.

23. Sejam ai ∈ R, com i = 1, . . . , n. Mostre que

1

n
(a1 + · · ·+ an)

2 ≤ a21 + · · ·+ a2n.

Mostre, também, que se ai > 0, então (a1 + · · ·+ an)(a
−1
1 + · · ·+ a−1

n ) ≥ n2.

24. Seja A ∈ Fn×n não singular. Mostre que A pode ser transformada em uma matriz
diagonal D usando apenas uma sequância de operações elementares Tij(c) e Pij

seguida pela multiplicação de uma das linhas por −1.

25. Seja f : Fn×n → F uma função que satisfaz os seguintes axiomas:

(a) f(Tij(1)A) = f(A), quando i ̸= j.

(b) f(Li(c)A) = cf(A), em que Li(c) é o esquema Li → cLi, para todo
c ∈ F .

(c) f(In) = 1.

Mostre que f(A) = detA.

26. Seja f : Fn×n → F uma função tal que

f(AB) = f(A)f(B), ∀ A,B ∈ Fn×n,

e existem X,Y ∈ Fn×n, com f(X) ≠ 0 e f(Y) ≠ 1 (f não é constante). Mostre
que f(A) ≠ 0 se, e somente se, A for não singular.

27. Mostre que

∆ =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)2 = det


s0 s1 · · · sn−1

s1 s2 · · · sn
...

...
. . .

...
sn−1 sn · · · s2n−1

 ,
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28. Seja A = I − Un = (aij) ∈ Fn×n, com aij = δij − 1. Mostre que detA =
(−1)n(n− 1).

68

com sk = x1
k + · · · + xkn, para todo k ∈ Z+. Quando os xi são raízes de um

polinômio p(x), diremos que ∆ é o discriminante de p(x).
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2
Equações Lineares

O coração da álgebra linear está em duas operações, ambas com vetores. Adicio-
namos vetores u e v para obter

u+ v

e multiplicamos eles por escalares c e d para obter

cu e dv

Combinamos essas operações para obter a combinação linear

cu+ dv,

a qual é uma das mais importantes propriedade neste contexto. Portanto, a álgebra
linear é o ramos da matemática que trata das propriedades comuns a sistemas algébricos
constituídos por um conjunto mais uma razoável noção de uma combinação de vetores
do conjunto.

Veremos que a álgebra linear em um nível elementar (espaço de dimensão finita)
é basicamente resolver os problemas:

(P1) AX = B
(P2) AX = λX⇔ (λIn −A)X = O.

Sumário
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A transição entre os problemas P1 e P2 é via determinantes:

(Regra de Cramer) ←→ X = A−1B
(Polinomial) ←→ p(λ) = det(λIn −A).

2.1 Sistemas de Equações Lineares

O principal objetivo desta seção é um dos aspecto básico da álgebra linear, o qual
é o estudo de sistemas de equações lineares.

Uma equação linear é uma igualdade cujos membros são polinômios de grau 1
em uma ou mais variáveis ou números. Se o número de variáveis é grande ou indefinido,
então o uso de índices se faz necessário no sentido de tornar mais precisa a escrita. Dessa
forma, uma equação nas variáveis

x1, x2, . . . , xn

é uma igualdade do tipo

a+ a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b+ b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn, (2.1)

onde a, a1, a2, . . . , an, b, b1, b2, . . . , bn ∈ F chamam-se coeficientes das variáveis. Ob-
serve, via operações elementares, que a equação (2.1) pode ser reescrita sob a forma

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b.

A expressão à esquerda dessa equação chama-se forma linear. Quando se atribuem va-
lores numéricos às variáveis, a equação se transforma em uma igualdade entre números.
Se essa igualdade é verdadeira, então a n-upla que satisfaz esta equação

(y1, y2, . . . , yn) ∈ Fn

chama-se solução da equação (2.1) ou então que é um ponto do conjunto definido pela
equação ou ainda que está no lugar geométrico que ela descreve.

Sejam m,n ∈ N. Um sistema de equações lineares com m equações e n incóg-
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nitas é um conjunto de equações lineares sob a forma:
a11x1 + · · · + a1nxn = b1
a21x1 + · · · + a2nxn = b2

...
...

...
...

...
...

...
am1x1 + · · · + amnxn = bm,

(2.2)

ou, abreviadamente, para x = (x1, . . . , xn) ∈ Fn,

fi(x) :=
n∑

j=1

aijxj e fi(x) = bi, (2.3)

onde aij , bi ∈ F , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Seja Si o conjunto solução da equação
(2.3), para cada i = 1, . . . ,m. Então uma solução do sistema (2.2) é uma n-upla

(y1, . . . , yn) ∈ Fn

que satisfaz cada uma das m equações, isto é,

(y1, . . . , yn) ∈ S1 ∩ · · · ∩ Sm.

Neste caso, temos n graus de liberdade e no máximo m restrições. Observe que quando
b1 = b2 = · · · = bm = 0, diremos que o sistema (2.2) é um sistema homogêneo.
Neste caso, a n-upla (0, . . . , 0) é sempre uma solução do sistema homogêneo e chama-
se solução trivial.

O sistema (2.2) pode ser escrito sob a forma matricial

AX = B⇔ x1C1 + · · ·+ xnCn = B, (2.4)

em que

A =


a11 · · · a1n
a21 · · · a2n

...
...

...
am1 · · · amn

 , X =


x1
x2
...
xn

 e B =


b1
b2
...
bm


são a matriz dos coeficientes, a matriz das incógnitas e a matriz dos termos independen-
tes, respectivamente. Neste caso, a equação (2.4) afirma que B é uma combinação linear
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das colunas de A. A matriz associada ao sistema (2.2) ou (2.4)

A′ = (A | B) =


a11 · · · a1n b1
a21 · · · a2n b2

...
...

...
...

am1 · · · amn bm


chama-se matriz ampliada do sistema ou matriz aumentada do sistema. Note que a
equação (2.3) pode ser reescrita sob a forma

fi(x) :=
n∑

j=1

Lixj = bi, i = 1, . . . ,m. (2.5)

O sistema de equações lineares (2.5) chama-se sistema consistente se para qual-
quer escolha de ri ∈ F tal que

∑m
i=1 rifi = 0 se, e somente se,

∑m
i=1 riLi = 0, então

necessariamente
∑m

i=1 ribi = 0, ou seja, qualquer dependência linear entre as formas
lineares fi permanece entre os correspondentes membros da direita. Caso contrário, ele
chama-se inconsistente.

Se o sistema de equações lineares (2.5) possui pelo menos uma solução, então ele
é consistente, pois se Y for uma solução do sistema e

∑m
i=1 riLi = 0, então

m∑
i=1

ribi =

m∑
i=1

ri(LiY) =

m∑
i=1

(riLi)Y =

(
m∑
i=1

riLi

)
Y = 0Y = 0.

A técnica básica para determinar a solução de um sistema de equações lineares
é o método por eliminação ou por determinantes. É importante ressaltar que o método
por determinantes emprega fórmulas específicas que são fáceis de entender, de um ponto
de vista teórico, mas a computação é bastante tediosa, exceto em casos muito simples.
Veremos neste capítulo que uma compreensão elementar das equações lineares e de suas
soluções nos ajudará a construir uma teoria dos espaços vetoriais.

Exemplo 2.1 Resolva o sistema
x1 + x2 − 2x3 = 4
x1 + x2 − x3 = 2
x1 + 4x2 − 4x3 = 5

Solução. Para resolver este sistema vamos usar o sistema e a matriz ampliada ao lado,
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nos quais vamos aplicar as mesmas operações:
x1 + x2 − 2x3 = 4
x1 + x2 − x3 = 2
x1 + 4x2 − 4x3 = 5

 1 1 −2 4
1 1 −1 2
1 4 −4 5


Multiplicando a primeira equação por −1 e somando com a segunda, obtemos

x1 + x2 − 2x3 = 4
x3 = −2

x1 + 4x2 − 4x3 = 5

 1 1 −2 4
0 0 1 −2
1 4 −4 5


Multiplicando a primeira equação por −1 e somando com a terceira, teremos

x1 + x2 − 2x3 = 4
x3 = −2

3x2 − 2x3 = 1

 1 1 −2 4
0 0 1 −2
0 3 −2 1


Trocando-se (ou permutando-se) as equações dois e três, temos

x1 + x2 − 2x3 = 4
3x2 − 2x3 = 1

x3 = −2

 1 1 −2 4
0 3 −2 1
0 0 1 −2


Multiplicando a segunda equação por 1

3 , obtemos
x1 + x2 − 2x3 = 4

x2 − 2
3x3 = 1

3
x3 = −2

 1 1 −2 4
0 1 −2

3
1
3

0 0 1 −2


Multiplicando a terceira equação por 2 e somando com a primeira, teremos

x1 + x2 = 0
x2 − 2

3x3 = 1
3

x3 = −2

 1 1 0 0
0 1 −2

3
1
3

0 0 1 −2
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Multiplicando a terceira equação por 2
3 e somando com a segunda, temos

x1 + x2 = 0
x2 = −1
x3 = −2

 1 1 0 0
0 1 0 −1
0 0 1 −2


Finalmente, multiplicando a segunda equação por −1 e somando com a primeira, obte-
mos 

x1 = 1
x2 = −1

x3 = −2

 1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 −2


Portanto, (1,−1,−2) é a única solução deste sistema. Reciprocamente, é fácil verificar
que (1,−1,−2) é a única solução do nosso sistema.

O exemplo 2.1 ilustra as manipulações básicas usadas na resolução de um dado
sistema de equações lineares por eliminação, as quais reduzem-se ao uso de operações
elementares sobre as linhas da matriz ampliada do sistema.

Diremos que dois sistemas de equações lineares são equivalentes se eles admitem
as mesmas soluções.

Teorema 2.2 Se um sistema de equações lineares for obtido de outro através de uma
sequência finita de operações elementares, então eles são equivalentes.

Prova. É claro que basta provar que uma operação elementar sempre produz um sistema
equivalente. As operações (1) e (2) são facilmente provadas. Suponhamos que Tij(c),
com i < j e c ̸= 0, seja efetuada. Então o sistema (2.5) pode ser escrito sob a forma

(Li + cLj)X = bi + cbj e LkX = bk, k = 1, . . . i− 1, i+ 1, . . .m. (2.6)

Se Y é uma solução do sistema (2.5), então é claro que Y também é uma solução do
sistema (2.6). Reciprocamente, seja Y uma solução do sistema (2.6), de modo que

(Li + cLj)Y = bi + cbj e LkY = bk, k = 1, . . . i− 1, i+ 1, . . .m.

Como (Li + cLj)Y = LiY+ cLjY temos que LiY = bi, pois cLjY = cbj . Portanto,
Y é uma solução do sistema (2.5).

Seja R ∈ Fm×n. Diremos que R é linha reduzida à forma em escada ou sim-
plesmente em forma escalonada se:
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1. O primeiro elemento não nulo em cada linha não nula de R for igual a 1, o qual
chama-se termo líder.

2. Cada coluna de R que contém o primeiro elemento não nulo de alguma linha
possui todos os outros elementos nulos, a qual chama-se coluna líder.

3. Qualquer linha de R cujos elementos são todos nulos, se existir, ocorre abaixo de
todas as linhas que possuem pelo menos um elemento não nulo.

4. Se as linhas i = 1, . . . , r, com r ≤ m, são as linhas não nulas de R e se o primeiro
elemento não nulo da linha i ocorre na coluna ki, então

k1 < k2 < · · · < kr.

Esta condição impõe a forma escada (ou escada descendente) à matriz. Observe que se
R = (cij), então R = O ou existe um inteiro r, com 1 ≤ r ≤ m, e existem inteiros
k1, k2, . . . , kr, com 1 ≤ ki ≤ n, tais que

• cij = 0 se i > r e cij = 0 se j < ki.

• cikj = δij , 1 ≤ i ≤ r e 1 ≤ j ≤ r.

• k1 < k2 < · · · < kr.

É de grande importância o seguinte: pela condição (4), R possui exatamente r linhas não
nulas. Assim, pela condição (3), Cki = Ei são as colunas líderes de R. Além disso, uma
matriz R está em forma de degrau se ela satisfaz às condições (1), (3), (4) e a condição
(2′) Cada coluna de R que contém o primeiro elemento não nulo de alguma linha possui
todos os elementos abaixo nulos. Portanto, qualquer matriz em forma escalonada está
na forma de degrau. Por exemplo, a matriz

R1 =

 1 4 1 3
0 1 2 −2
0 0 0 0


está na forma de degrau, mas não está em forma escalonada. Por outro lado, dadas as
matriz

R2 =

 1 0 0 3
0 1 0 −2
0 0 1 2

 e R3 =

 1 0 0 3
0 0 1 −2
0 1 0 4

 ,
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Então R2 está em forma escalonada e degrau, mas R3 não está em forma escalonada e
nem de degrau, pois k1 = 1, k2 = 3 e k3 = 2 não implica que k1 < k2 < k3.

Lema 2.3 (Lema da Substituição) Sejam A = (aij) ∈ Fm×n e B = EA, com E
uma operação elementar. Então a j-ésima coluna de A é uma combinação linear das
colunas k1, . . . , kr de A se, e somente se, a j-ésima coluna de B é uma combinação
linear das colunas k1, . . . , kr de B. Conclua que os escalares dessas combinações são
os mesmos.

Prova. É claro que as operações (1) e (2) são facilmente provadas. Suponhamos que
Tpq(c), com p ̸= q e c ̸= 0, seja efetuada. Então bpj = apj + caqj e bij = aij , se
i ̸= p. Note que a condição: a j-ésima coluna de A é uma combinação linear das
colunas k1, . . . , kr de A é equivalente a: existem x1, . . . , xr ∈ F tais que

aij =
r∑

l=1

xlaikl , i = 1, . . . ,m, em particular, aqj =
r∑

l=1

xlaqkl .

Se i ̸= p, nada há para ser provado. Se i = p, então

apj + caqj =
r∑

l=1

xl(apkl + caqkl)⇒ bpj =
r∑

l=1

xlbpkl ,

pois caqj = c
∑r

l=1 xlaqkl . A última afirmação será provada no capítulo 3.

Teorema 2.4 Qualquer matriz é equivalente por linha a uma matriz na forma em es-
cada.

Prova. Seja A = (aij) ∈ Fm×n. Se A = O, nada há para ser provado. Se A ̸= O,
então existe um aij em A tal que aij ≠ 0. Entre todas as linhas de A, escolhemos aquela
em que k1 seja o primeiro j para o qual o elemento aij ̸= 0. Assim, permutando a i-
ésima linha com a primeira linha (Li ↔ L1) movemos o elemento aik1 para a posição
(1, k1). Multiplicando a primeira linha de A por a−1

ik1
, obtemos uma matriz cuja primeira

linha é (
0 · · · 0 1 b1(k1+1) · · · b1n

)
,

com b1j = a−1
ik1
aij , j = k1 + 1, . . . , n. Logo, nesta nova matriz, efetuando a operação

76Sumário

2.1. Sistemas de Equações Lineares



Capítulo 2. Equações Lineares

Ti1(−aik1), obtemos uma matriz sob a forma
0 · · · 0 1 b1(k1+1) · · · b1n
0 · · · 0 0 b2(k1+1) · · · b2n
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 bm(k1+1) · · · bmn

 ,

com bij = aij − aik1b1j , i = 2, . . . ,m e j = k1, . . . , n. Se todos os bij são iguais a
0, acabou. Se algum bij ≠ 0, então o processo acima pode ser repetido, obtendo uma
matriz sob a forma

0 · · · 0 1 b1(k1+1) · · · b1(k2−1) 0 c1(k2+1) · · · c1n
0 · · · 0 0 0 · · · 0 1 c2(k2+1) · · · c2n
0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 c3(k2+1) · · · c3n
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 cm(k2+1) · · · cmn

 .

E assim sucessivamente.

Corolário 2.5 Se R e S são formas escalonadas de A, então, a menos da sequência de
operações elementares sobre as linhas, R = S.

Prova. Como o procedimento para obter R e S não altera as colunas nulas (zeros) temos
que elas possuem as mesmas colunas nulas. Assim, R e S possuem as colunas líderes
E1,E2, . . ., ocorrendo pela primeira vez nas mesmas posições, digamos, k1, k2, . . . , kr.
Logo, pelo Lema 2.3, cada coluna Cj de R e de S ocorrendo entre ki e ki+1 ou fora é
uma combinação linear das colunas Ek1 , . . . ,Ekr . Portanto, pelo Lema 2.3, R = S.

Proposição 2.6 Qualquer A ∈ Fm×n é equivalente a uma matriz sob a forma normal

Nr =

(
Ir O
O O

)
, com r ≤ min{m,n}.

Prova. Com objetivos didáticos apresentaremos a prova. Seja A = (aij) ∈ Fm×n.
Se A = O, nada há para ser provado. Se A ̸= O, então existe um aij em A tal que
aij ̸= 0. Então permutando a i-ésima linha com a primeira linha (Li ↔ L1) e a j-ésima
coluna com a primeira coluna (Cj ↔ C1) movemos o elemento aij para a posição (1, 1).
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Assim, efetuando a operação D1(a
−1
ij ), obtemos uma matriz cuja primeira linha é(
1 b12 · · · b1n

)
.

Efetuando a sequência de operações Ti1(−aij) à esquerda e Tj1(−aij) à direita, obte-
mos uma matriz sob a forma 

1 0 · · · 0
0 b22 · · · b2n
...

...
. . .

...
0 bm2 · · · bmn

 .

Se todos os bij são iguais a 0, acabou. Se algum bij ̸= 0, então o processo acima pode
ser repetido com a submatriz (bij). E assim sucessivamente.

Teorema 2.7 Sejam AX = B e CX = D sistemas. Então eles são equivalentes se
suas matrizes ampliadas são equivalentes por linhas.

Prova. Suponhamos que as matrizes ampliadas sejam equivalentes por linhas. Então,
pela Proposição 1.11, existe uma matriz invertível P ∈ Fm×m tal que

(PA | PB) = P(A | B) = (C | D).

Assim, PA = C e PB = D. Logo, multiplicando ambos os membros do sistema
AX = B à esquerda por P, obtemos PAX = PB se, e somente se, CX = D. Se X
for qualquer solução do sistema AX = B, então ela é também uma solução do sistema
CX = D. Reciprocamente, se X for qualquer solução do sistema CX = D, então

AX = P−1(PA)X = P−1(CX) = P−1D = B,

ou seja, ela é também uma solução do sistema AX = B.

É muito útil, de um ponto de vista teórico e didático, a seguinte simplificação
de notação. Se o sistema AX = B for equivalente ao sistema RX = C, em que R
é a matriz em forma escalonada de A, então renumerando, se necessário, as variáveis
podemos supor que

R =

(
Ir D

O O

)
, com r ≤ min{m,n}.
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Mais precisamente, se efetuamos a operação P = Pij sobre X, então

Y = PX = ( x1 · · · xj · · · xi · · · xn )t

e
D = AP = ( C1 · · · Cj · · · Ci · · · Cn ).

Como P2 = I temos que

AX = AP2X = (AP)(PX) = DY.

Portanto, indutivamente, obtemos a forma desejada.
O Teorema 2.7 nos fornece um método simples para analisar e resolver o sistema

AX = B, quando C = R é a matriz em forma escalonada de A, e conhecido como
o método da redução de Gauss-Jordan.1 Por outro lado, uma maneira mais eficiente
de resolver o sistema AX = B é o método da substituição reversa ou o método da
eliminação Gaussiana, em que C = R é a matriz em forma de degrau. Neste caso, se
A = LU, então podemos encontrar X resolvendo LY = B e depois UX = Y

Exemplo 2.8 Resolva o sistema
x1 + 2x2 + 3x3 = 5
2x1 + 5x2 + 3x3 = 3
x1 + 0x2 + 8x3 = 17

⇔ x1C1 + x2C2 + x3C3 = B.

Solução. Para resolver este sistema vamos usar o método da substituição reversa. Para
isto, basta reduzir a matriz ampliada em forma de degrau: 1 2 3 5

2 5 3 3
1 0 8 17

 −→ · · · −→ R =

 1 2 3 5
0 1 −3 −7
0 0 1 2


Assim, x3 = 2, então x2 = −7 + 3x3 = −1. Finalmente, x1 = 5 − 2x2 − 3x3 = 1.
Portanto, (1,−1, 2) é a única solução do nosso sistema. Neste caso, a matriz B pode ser
escrita de modo único como uma combinação linear das colunas de A.

1Johann Carl Friedrich Gauss, 1777-1855, matemático alemão; Camille Marie Ennemond Jordan. 1838-
1922, matemático francês.
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Exemplo 2.9 Resolva o sistema
x1 + x2 + 2x3 = 3
x1 + 0x2 + x3 = 5

2x1 + x2 + 3x3 = 8
⇔ x1C1 + x2C2 + x3C3 = B.

Solução. Basta reduzir a matriz ampliada em forma de degrau: 1 1 2 3
1 0 1 5
2 1 3 8

 −→ · · · −→ R =

 1 1 2 3
0 −1 −1 2
0 0 0 0


Assim, x2 = −2− x3, então x1 = 3− x2 − 2x3 = 5− x3. Logo, pondo x3 = t,

S = {(5− t,−2− t, t) : t ∈ F}

é a descrição paramétrica do conjunto de todas as soluções do nosso sistema. Portanto,
o nosso sistema possui infinitas soluções. Neste caso, a matriz B pode ser escrita de
várias maneiras como uma combinação linear das colunas de A.

Exemplo 2.10 Resolva o sistema
x1 − x2 + 2x3 = 3
x1 + 2x2 − x3 = −3

0x1 + 2x2 − 2x3 = 1
⇔ x1C1 + x2C2 + x3C3 = B.

Solução. Basta reduzir a matriz ampliada em forma de degrau: 1 −1 2 3
1 2 −1 −3
0 2 −2 1

 −→ · · · −→ R =

 1 −1 2 3
0 1 −1 −2
0 0 0 5


o que é impossível, pois a equação 0x1 + 0x2 + 0x3 = 5 é falsa. Portanto, o nosso
sistema não possui solução. Neste caso, a matriz B não pode ser escrita como uma
combinação linear das colunas de A.

Exemplo 2.11 Sejam{
a11x1 + a12x2 = 0
a21x1 + a22x2 = 0

e
{
b11x1 + b12x2 = 0
b21x1 + b22x2 = 0
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sistemas homogêneos. Mostre que se eles são equivalentes, então cada equação do
segundo é uma combinação linear das equações do primeiro e vice-versa.

Solução. Para resolver basta provar que os sistemas

(1)

{
a11y1 + a12y2 = b11
a21y1 + a22y2 = b12

e (2)

{
a11z1 + a12z2 = b21
a21z1 + a22z2 = b22

possuem soluções. Se aij = 0, para todos i, j ∈ {1, 2}, nada há para ser provado.
Suponhamos que existam i, j ∈ {1, 2} tais que aij ̸= 0, digamos a11 ̸= 0. Então(

a11 a12
a21 a22

)
L1 → a−1

11 L1−−−−−−−−→

(
1 a−1

11 a12
a21 a22

)
L2 → L2 − a21L1−−−−−−−−−−−−→(

1 a−1
11 a12

0 a−1
11 (a11a22 − a21a12)

)
.

Assim, nosso sistema é equivalente ao sistema{
x1 + a−1

11 a12x2 = 0

a−1
11 (a11a22 − a21a12)x2 = 0

Se a11a22 − a21a12 ̸= 0, então, pela Regra de Cramer, os sistemas (1) e (2) possuem
soluções (únicas). Se a11a22 − a21a12 = 0, então as soluções do nosso sistema são da
forma

S = {(−a12, a11)t : t ∈ F}.

Considerando as matrizes ampliadas dos sistemas (1) e (2) e usando as mesmas opera-
ções, obtemos

(1)

{
y1 + a−1

11 a12y2 = a−1
11 b11

a−1
11 (a11a22 − a21a12)y2 = b12 − a−1

11 a12b11

(2)

{
z1 + a−1

11 a12z2 = a−1
11 b21

a−1
11 (a11a22 − a21a12)z2 = b22 − a−1

11 a12b21

Como (−a12, a11) é uma solução do nosso sistema temos que os sistemas (1) e (2)
possuem soluções

S1 = {(b11 − a12, a11)s : s ∈ F} e S2 = {(b21 − a12, a11)t : t ∈ F},

respectivamente.
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O restante desta seção será dedicada a discussão dos sistemas de equações linea-
res. Sejam A ∈ Fm×n e R a matriz em forma escalonada de A. O posto linha de A e
denotamos por ρl(A), é o número de linhas não nulas de R o qual, pelo Corolário 2.5,
está bem definido. A nulidade de A e denotamos por ν(A), é igual

ν(A) = n− ρl(A)

e como veremos é o número de variáveis livres ou o grau de liberdade. Observe que
somente a matriz nula possui posto linha zero. Mas, qualquer outra matriz possui posto
linha pelo menos 1 e no máximo m. Por outro lado, cada linha não nula de R define
um termo líder e, portanto, uma coluna líder, de modo que o posto linha é também no
máximo n. Consequentemente, 0 ≤ ρl(A) ≤ min{m,n}. Em particular, ρl(Nr) = r.
Por exemplo, o posto linha e a nulidade da matriz

A =

 1 2 1 0
−1 0 3 5
1 −2 1 1


são ρ1(A) = 3 e ν(A) = 4− 3 = 1, pois

A =

 1 2 1 0
−1 0 3 5
1 −2 1 1

 −→ · · · −→ R =

 1 0 0 −7
8

0 1 0 −1
4

0 0 1 11
8

 .

Teorema 2.12 O sistema homogêneo AX = O possui uma solução não trivial se, e
somente se, ρ1(A) < n.

Prova. Suponhamos que A ∈ Fm×n, R seja a matriz em forma escalonada de A e
r = ρ1(A) < n. Então já vimos que

R =

(
Ir C

O O

)
.

Como r < n e existe pelo menos r+1 colunas temos que a matriz C possui pelo menos
uma coluna. Assim,

RX =

(
Ir C

O O

)(
Z

Y

)
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possui uma solução não trivial

X =

(
−CY

Y

)
, para cada escolha de Y ̸= O.

Reciprocamente, se r = ρ1(A) = n, então

RX =

(
In
O

)
X = O.

Logo, a única solução possível do sistema é a trivial X = O.

Seja A ∈ Fm×n. Diremos que as colunas de A são linearmente dependentes
(LD) se o sistema homogêneo AX = O possui pelo menos uma solução não trivial.
Caso contrário, diremos que as colunas de A são linearmente independentes (LI). O
conjunto

C = {x1C1 + · · ·+ xnCn : xi ∈ F}

gerado pelas colunas de A chama-se espaço coluna. Neste caso, o número de colunas
LI de A chama-se posto coluna de A ou dimensão de C e denotamos por ρc(A) ou
dim(C). De modo análogo, o conjunto

L = {x1L1 + · · ·+ xmLm : xi ∈ F}

gerado pelas linhas de A chama-se espaço linha. Neste caso, dim(L) = ρl(A).

Lema 2.13 Sejam A ∈ Fm×n e X ∈ Fn×1.

1. XtX = 0 se, e somente se, X = O.

2. AX = O se, e somente se, AtAX = O.

3. ρc(A) ≤ n e ρc(A) = ρc(A
tA).

4. ρc(A) = ρc(A
t) = ρl(A).

Prova. Vamos provar apenas o item (4). Já sabemos que

AtA =
(
AtC1 · · · AtCn

)
,
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isto é, a j-ésima coluna de AtA é igual a AtCj , a qual é uma combinação linear das
colunas de At. Assim, pelo item (3),

ρc(A) = ρc(A
tA) = dim{x1(AtC1) + · · ·+ xn(A

tCn) : xi ∈ F}
≤ dim{AtY1 + · · ·+AtYn : Yi = xiCi ∈ Fm×1}
= ρc(A

t).

Por simetria, ρc(At) ≤ ρc((At)t) = ρc(A). Portanto, ρc(A) = ρc(A
t) = ρl(A).

Seja A ∈ Fm×n. O posto de A é definido como ρc(A) = ρl(A) e denotamos
simplesmente por ρ(A). Neste caso, ν(A) é igual ao número de colunas não líderes de
R. Em particular, se ρ(A) = n, então a forma escalonada de A é

R = ( E1 · · · En )

e R = In quando m = n. Observe que ρ(A) = r se, e somente se, r é o maior número
natural tal que o menor

A

(
i1 i2 · · · ir
i1 i2 · · · ir

)
= det(Arr) ̸= 0,

ou seja, pelo menos um dos seus ν(A) = n− r menores é não nulo, enquanto todos os
seus ν(A)− 1 = n− (r + 1) menores são nulos.

Teorema 2.14 Sejam A ∈ Fm×n, AX = B um sistema e A′ sua matriz ampliada.
Então o sistema é consistente se, e somente se, ρ(A) = ρ(A′).

Prova. Suponhamos que ρ(A) = r e que R seja a matriz em forma escalonada de A.
Então

ρ(A | B) = ρ(R | C) = r ou r + 1.

Como

(R | C) =



1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 1

∗ · · · ∗
...

. . .
...

∗ · · · ∗

c1
...
cr

0 · · · 0
0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0

0 · · · 0
0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0

c
0
...
0
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temos que o sistema é inconsistente se, e somente se, c ̸= 0. Mas, c ̸= 0 se, e somente
se, ρ(A | B) = r + 1. Assim, C = Er+1, pois (R | C) está em forma escalonada.
Portanto, o sistema é consistente se, e somente se, ρ(A) = ρ(A′).

O Teorema 2.14 nos fornece um método simples para discutir o sistema não ho-
mogêneo AX = B:

• Se ρ(A) = ρ(A′) = n, então o sistema possui uma única solução. O sistema é
consistente e determinado.

• Se ρ(A) = ρ(A′) < n, então o sistema possui infinitas soluções. Neste caso,
existem ν(A) = n − ρ(A) variáveis livres. O sistema é consistente e indetermi-
nado.

• Se ρ(A) < ρ(A′), então o sistema é inconsistente, ou seja, não possui solução.

Exemplo 2.15 Discuta e resolva o sistema{
x1 − 2x2 + 3x3 = 0
2x1 − 5x2 + 6x3 = 0

Solução. A matriz ampliada do sistema é(
1 −2 3 0
2 −5 6 0

)
−→ · · · −→ R =

(
1 0 3 0
0 1 0 0

)
.

Assim, nosso sistema é equivalente ao sistema{
x1 + 3x3 = 0

x2 = 0

Como ρ(A) = ρ(A′) = 2 temos que o sistema é consistente. Sendo ρ(A) < 3, teremos
ν(A) = 3 − 2 = 1 variáveis livres. Portanto, S = {(−3, 0, 1)t : t ∈ F} é a descrição
paramétrica do conjunto solução do sistema.

JÃ¡ vimos que uma matriz A ∈ Fn×n era não singular se existisse uma matriz
X ∈ Fn×n tal que AX = I. Mas isto significa que devemos resolver simultaneamente
n sistemas

AXj = Ej , j = 1, . . . , n,
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ou seja, escalonando cada matriz(
A E1

)
,
(
A E2

)
, . . . ,

(
A En

)
.

Em cada caso, efetuamos as mesmas operações elementares sobre A. Isto sugere um
método muito eficiente de resolver e analisar uma sequência finita de sistemas de equa-
ções lineares, o qual é muito útil no Princípio da Superposição:

AX = B1, . . . ,AX = Bk,

a saber, escalonando a matriz aumentada(
A B1 · · · Bk

)
.

Exemplo 2.16 Resolva os sistemas{
x1 + 3x2 = −9

−4x1 − 5x2 = 1
e
{

y1 + 3y2 = −5
−4y1 − 5y2 = −1

Solução. Pelo exposto acima, basta escalonar a matriz(
1 3
−4 −5

−9 −5
1 −1

)
−→ · · · −→

(
1 0
0 1

6 4
−5 −3

)
.

Assim, (6,−5) e (4,−3) são as soluções dos sistemas.

Teorema 2.17 (Teorema da Matriz Inversa) Seja A ∈ Rn×n. Então as seguintes con-
dições são equivalentes:

1. A é invertível;

2. AX = O possui somente a solução trivial;

3. ρ(A) = n e ν(A) = 0;

4. A pode ser escrita como um produto de matrizes elementares;

5. Para cada B ∈ Rn×1, o sistema AX = B possui uma solução, ou seja, B pode
ser escrita como uma combinação linear das colunas de A;

6. Para cada B ∈ Rn×1, o sistema AX = B possui exatamente uma solução, ou
seja, B pode ser escrita de modo único como uma combinação linear das colunas
de A.
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Prova. Vamos provar apenas que (3 ⇔ 4). Suponhamos que ρ(A) = n. Enrão A
é equivalente por linha a I. Assim, pela Proposição 1.11, existe uma matriz invertível
P ∈ Rn×n tal que PA = I, em que P = Ek · · ·E1. Logo,

P
(
A I

)
=
(
PA P

)
=
(
I P

)
.

Finalmente, como PA = I temos que P = A−1. A recíproca é clara.

A prova da equivalência dos itens (3) e (4) do Teorema 2.17 nos fornece um
método para obter a inversa de uma matriz invertível:(

A I
)
−→

(
E1A E1

)
−→ · · · −→

(
I Ek · · ·E1 = A−1

)
.

É pertinente observar que no método acima devemos efetuar as operações elementares
necessárias para reduzir A a I. Além disso, a solução do sistema AX = B é dada pelo
diagrama de flechas (

A I B
)
−→ · · · −→

(
I A−1 X

)
.

Exemplo 2.18 Determine a inversa da matriz

A =

(
2 1
5 3

)
Solução. Pelo exposto acima, basta escalonar a matriz(

2 1
5 3

1 0
0 1

)
−→ · · · −→

(
1 0
0 1

3 −1
−5 2

)
.

Portanto,

A−1 = T12

(
−1

2

)
D2(2)T21(−5)D1

(
1

2

)
=

(
3 −1
−5 2

)
.

Este método de determinar a inversa de uma matriz é tedioso de escrever. porém todas
as operações são fáceis.
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Exercícios

1. Sejam A ∈ Fn×n e R a matriz em forma escalonada de A. Mostre que R possui
uma linha nula ou R = I.

2. Determine a, b, c ∈ F , de modo que as matrizes sejam equivalentes por linhas. 1 0 a
0 −1 0
b c 0

 e

 1 1 2
−2 0 −4
1 3 2


3. Discuta e resolva os sistemas:

x1 + x2 + x3 = 3
2x1 − x2 + 2x3 = 5
x1 + 4x2 − 5x3 = 4

e


2x1 + x2 − 4x3 = 3
2x1 + 3x2 + 2x3 = −1
0x1 + x2 + 3x3 = −2

4. Determine a, b ∈ F , de modo que o sistema tenha infinitas soluções.
x1 + 2x2 − 2x3 = 7
3x1 + x2 − 5x3 = b
−x1 + ax2 + x3 = 3

5. Determine condições sobre b1, b2 e b3, de modo que o sistema tenha solução.
x1 − 2x2 + x3 = b1
2x1 + x2 + x3 = b2
0x1 + 5x2 − x3 = b3

6. Determine λ ∈ F , de modo que exista uma matriz B ∈ F 3×2 tal que 1 2 3
4 5 6
7 8 λ

B =

 1 2
3 1
5 5

 .

7. Seja H = (hij) ∈ Fn×n. Diremos que H é uma matriz de Hilbert2 se hij =
1

i+j−1 . Determine a inversa de H quando n = 3. Seja T = (aij) ∈ Fn×n a

2David Hilbert, 1862-1943, matemático alemão.
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matriz tridiagonal, com aii = 2(i − 1)i + 3
4 e ai(i+1) = a(i+1)i = −i2. Mostre

que HT = TH.

8. Sejam as matrizes

A =

(
1 1
−1 −1

)
,B =

(
2 1
1 2

)
,C =

(
2 0
1 3

)
∈ F 2×2.

Determine uma matriz X ∈ F 2×2, de modo que

XA− 2X+XB2 = C2 −XA−XB2.

9. Seja a matriz

A =

 1 2 1 0
−1 0 3 5
1 −2 1 1

 ∈ F 3×4.

Determine uma matriz R em forma escalonada de A e uma matriz invertível P ∈
F 3×3 tal que R = PA.

10. Seja a matriz

A =

 1 2 −3
2 5 −4
−3 −4 8

 ∈ F 3×3.

Determine uma matriz invertível P ∈ F 3×3 tal que

PtAP = D =

 1 0 0
0 1 0
0 0 −5

 .

Note que At = A e D é diagonal.

11. Seja t ∈ F fixado e considere os conjuntos

U = {(x, y, z) ∈ R3 : x− y + tz = 2}, V = {(x, y, z) ∈ R3 : y + z = 1}
W = {(x, y, z) ∈ R3 : x− y − ty = t}.

Determine U ∩ V ∩W . Dê uma interpretação geométrica desse problema.

12. Sejam A,B,C,D,X ∈ Fn×n. Mostre que a equação AX = B possui solução
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se, e somente se, ρ(A) = ρ(A|B).

(a) Se AD = BC, então as equações AX = B e XC = D possuem uma
solução comum.

(b) Se A ou B é não singular, então vale a recíproca do item (a).

2.2 Um Método Alternativo

Nesta seção apresentamos um método alternativo para resolver e analisar o sis-
tema AX = B ou o sistema adjunto AtY = C. Para isto, iniciaremos descrevendo o
conjunto geral de soluções do sistema homogêneo.

Sejam A ∈ Fm×n, X,Y ∈ Fn×1 soluções do sistema AX = O e c, d ∈ F .
Então

A(cX+ dY) = cAX+ dAY = cO+ dO = O.

Isto significa que cX+ dY é também uma solução do sistema. Assim, o conjunto

S = {X ∈ Fn×1 : AX = O}

herda as propriedades de Fn×1 e chama-se espaço solução, de modo que a nulidade
ν(A) = dim(S). Seja R ∈ Fn×m a matriz em forma escalonada de At. Então, pelo
Proposição 1.11, existe uma matriz invertível P ∈ Fn×n tal que(

PAt P
)
= P

(
At I

)
=
(
R N

)
.

Assim, PAt = R e N = P. Logo, NAt = R. Como N é invertível temos que
ρ(R) = ρ(NAt) = ρ(At) = r. Isto significa que R possui n− r linhas nulas. Pondo

R =

(
R1

O

)
e N =

(
N1

N2

)
,

onde R1 ∈ F r×m, possui todas as linhas não nulas, e N2 ∈ F (n−r)×n. Neste caso,

(
NAt N

)
=
(
R N

)
=

(
R1 N1

O N2

)
e R = NAt =

(
N1A

t

N2A
t

)
implicam que (

N1A
t N1

N2A
t N2

)
=

(
R1 N1

O N2

)
.
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Logo, N2A
t = O ou ANt

2 = O. Portanto, as ν(A) = n − r colunas de Nt
2 são as

soluções LI do sistema AX = O, pois R1 possui r linhas e N é invertível. O processo
de determinar a solução geral do sistema homogêneo pode ser resumido no diagrama de
fechas: (

At I
)
−→ · · · −→

(
R N

)
.

Exemplo 2.19 No processo de fotossíntese, o dióxido de carbono (CO2) reage com a
água (H2O) para produzir glicose (C6H12O6) e oxigênio (O2). Quanto de carbono,
hidrogênio e oxigênio precisamos?

Solução. O nosso problema consiste em resolver a equação química:

x1CO2 + x2H2O → x3C6H12O6 + x4O2.

Como o número de átomos de cada elemento no início da reação deve ser igual ao nú-
mero de átomos desse mesmo elemento no fim da reação temos que escolher x1, x2, x3 e
x4, de modo que x1 = 6x3, 2x2 = 12x3 e 2x1+x2 = 6x3+2x4. Mas isto é equivalente
a resolver o sistema homogêneo:

x1 + 0x2 − 6x3 + 0x4 = 0
0x1 + 2x2 − 12x3 + 0x4 = 0

2x1 + x2 − 6x3 − 2x4 = 0

Pelo exposto acima, basta escalonar a matriz
1 0 2
0 2 1
−6 −12 −6
0 0 −2

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 −→


1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0

1 0 0 1
0 1

2 −1
2

1
4

0 0 1 −1
2

6 6 1 6


Portanto, S = {(6c, 6c, c, 6c) : c ∈ R} é a descrição paramétrica do conjunto solução
do sistema. Em particular, tomando c = 1, obtemos (6, 6, 1, 6) uma solução particular
do sistema. Neste caso,

6CO2 + 6H2O → C6H12O6 + 6O2.

Note que ρ(A) = 3 e ν(A) = 4 − 3 = 1 é o número de variáveis livres, o qual é igual
ao número de linhas LI de N2.
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Teorema 2.20 Sejam A ∈ Fm×n e AX = B um sistema. Então o sistema é consistente
e determinado se, e somente se, o sistema homogêneo AX = O possui apenas a solução
trivial.

Prova. Suponhamos, por absurdo, que o sistema AX = O possua uma solução Xh ̸=
O e que Xp seja uma solução de AX = B. Então, para cada c ∈ F , teremos

A(Xp + cXh) = AXp + cAX0 = B,

isto é, Xp + cXh é uma solução de AX = B, o que contradiz a unicidade da solução.
Reciprocamente, suponhamos que X1 e X2 sejam soluções de AX = B. Então

A(X2 −X1) = AX2 −AX1 = B−B = O.

Assim, X2 −X1 = O, ou seja, X2 = X1. Portanto, o sistema é consistente e determi-
nado.

Pela prova do Teorema 2.20, a solução geral do sistema AX = B é

X = Xp +Xh,

em que

Xh =

n∑
i=r+1

ciLi, ci ∈ F,

r = ρ(A) e Li, i = r + 1, . . . , n, são as linhas da matriz N2, as quais são todas não
nulas, pois sãoLI . O próximo resultado apresenta uma prova alternativa de que ρc(A) =
ρl(A).

Teorema 2.21 Sejam A ∈ Fm×n e AX = B um sistema consistente. Então o dia-
grama de flechas (

At I

−Bt Ot

)
−→ · · · −→

(
At I

Ot Ct

)
.

implica que C é uma solução de AX = B.
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Prova. Observe que AX = B é consistente se, e somente se, XtAt = Bt for consis-
tente. Assim, o diagrama de flechas é possível. Logo, pela Proposição 1.11,(

At I

StAt −Bt St

)
=

(
I O

St I

)(
At I

−Bt Ot

)
=

(
At I

Ot Ct

)
.

Isto implica que StAt −Bt = Ot e St = Ct. Portanto, AC = B.

Já vimos que o processo de determinar a solução geral do sistema homogêneo era
dado pelo diagrama de fechas:(

At I
)
−→ · · · −→

(
R N

)
.

Portanto, pelo Teorema 2.21, a solução geral do sistema AX = B é dada pelo diagrama
de fechas:(

At I

−Bt Ot

)
−→ · · · −→

(
At I

Ot Ct

)
−→ · · · −→

(
R N

O Ct

)
.

É pertinente ressaltar que no primeiro estágio do diagrama de flechas usamos algumas
combinações lineares das linhas de At para zerar a linha −Bt, sem que a última linha
fosse permutada com qualquer outra linha e nem multiplicada por constante. Além disso,
C é uma solução de AX = B e não do sistema homogêneo AX = O, as quais são dadas
pelas linhas de N.

Exemplo 2.22 Resolva o sistema
x1 + x2 + 2x3 = 3
x1 + 0x2 + x3 = 5

2x1 + x2 + 3x3 = 8

Solução. Basta reduzir a matriz em forma escalonada:
1 1 2
1 0 1
2 1 3

−3 −5 −8

1 0 0
0 1 0
0 0 1

0 0 0

→ · · · →


1 0 1
0 1 1
0 0 0

0 0 0

0 1 0
1 −1 0
−1 −1 1

5 −2 0


Note que para zerarmos a última linha usamos a combinação linear 5L1 − 2L2. O terno
(5,−2, 0) é uma solução do sistema. Enquanto, o terno (−1,−1, 1) é uma solução do
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sistema homogêneo. Portanto,

Xt = (5,−2, 0) + t(−1,−1, 1), ∀ t ∈ F, (2.7)

é a solução geral do sistema. Geometricamente, a equação (2.7) representa à “reta”
que passa por (5,−2, 0) na direção do vetor (−1,−1, 1). Portanto, o conjunto solução
de AX = B é uma reta através de (5,−2, 0) paralela ao conjunto solução do sistema
homogêneo AX = O.

Exercícios

1. Resolva os sistemas
x1 + 2x2 − 2x3 = 1
2x1 + x2 − 2x3 = 6
x1 + 8x2 − 6x3 = −7

e


x1 + 2x2 − x3 − 2x4 = 1
x1 + 2x2 + x3 − x4 = 0
0x1 + x2 + x3 + x4 = 0
x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 0.

2. Seja A ∈ Fm×n. Mostre que se A possui pelo menos m − r linhas nulas, então
ρ(A) ≤ r.

3. Sejam A,B ∈ Fn×n. Mostre que ρ(AB) ≤ min{ρ(A), ρ(B)}. Conclua que se
B é não singular, então ρ(BA) = ρ(A) = ρ(AB).

4. Sejam A ∈ Fm×m, B ∈ Fm×n, C ∈ Fn×m, D ∈ Fn×n,

E =

(
Im B
C O

)
e F =

(
A B
C D

)
Mostre que ρ(B) + ρ(C) ≤ ρ(E) e se A é não singular, então ρ(F) = m se, e
somente se, D−CA−1B = O.

5. (Desigualdade de Sylvester) Sejam A ∈ Fm×n e B ∈ Fn×p. Mostre que ρ(A)+
ρ(B)− n ≤ ρ(AB).

6. Determine todas as funções f : R→ R da forma f(x) = a+bx+cx2+dx3+ex4,
de modo que f + f ′ + f ′′ + f ′′′ = 1.
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7. Uma matriz

A =

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 ∈ F 3×3

é um quadrado mágico de ordem 3 se a soma dos elementos das três linhas, das
três colunas e das duas diagonais são todas iguais ao mesmo peso s.

(a) Reescreva as condições para um quadrado mágico como um sistema de 8
equações lineares nas variáveis s, ai, bi e ci, i = 1, 2, 3 e resolva esse sis-
tema.

(b) Mostre que 3b2 = s.

(c) Substitua as estrelas por números, de modo que a matriz

A =

 ∗ 1 ∗
∗ ∗ ∗
2 ∗ 4


seja um quadrado mágico.

8. Seja x = (x1, x2) ∈ R2 e y = (y1, y2) sua reflexão em volta do eixo dos x.
Determine A ∈ R2×2 tal que yt = Axt.

9. Que condições os inteiros a, b e c devem satisfazer para que o sistema de equaçães
2x1 − x2 + x3 − 3x4 = a

x1 + x2 − x3 = b
4x1 + x2 − x3 − 3x4 = c

tenha soluçães inteiras?

10. Sejam A ∈ Rm×n e B ∈ Rm×1. Mostre que se AX = B possui uma solução em
Cn×1, então ele também possui uma solução em Rn×1.

11. Sejam x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ F . Mostre que se x1, . . . , xn são distintos aos
pares, então existe um único polinômio f(x) ∈ F [x] de grau no máximo n− 1 tal
que f(xi) = yi, i = 1, . . . , n.
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12. Sejam f(x) = (x1 − x) · · · (xn − x) ∈ F [x] e

Dn =



x1 a a a · · · a a
b x2 a a · · · a a
b b x3 a · · · a a
...

...
...

...
. . .

...
...

b b b b . . . xn−1 a
b b b b . . . b xn


.

(a) Mostre que se a ̸= b, então (b− a) det(Dn) = bf(a)− af(b).
(b) Mostre que se a = b, então det(Dn) = a

∑n
i=1 fi(a) + xnfn(a), com

fi(x) = (x1 − x) · · · (xi−1 − x)(xi+1 − x) · · · (xn − x).
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3
Vetores

O principal objetivo deste capítulo é levar o aluno a compreender o conceito de
espaço vetorial de um ponto de vista axiomático, isto é, o conceito abstrato de espaço
vetorial como objeto com uma estrutura algébrica específica, o qual é devido a Peano1

em 1888. Além disso, serão vistos os conceitos de subespaços vetoriais, dependência e
independência linear, bases e dimensão de um espaço vetorial e relações entre bases de
um mesmo espaço vetorial.

3.1 Espaços Vetoriais

Um espaço vetorial sobre o corpo F é um conjunto não vazio V munido com duas
operações: adição

+ : V × V → V
(u,v) 7→ u+ v

e multiplicação por escalar

· : F × V → V
(a,u) 7→ au

1Giuseppe Peano, 1858-1932, matemático italiano.
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tais que os seguintes axiomas são satisfeitos:

1. u+ (v +w) = (u+ v) +w, para todos u,v,w ∈ V .

2. u+ v = v + u, para todos u,v ∈ V .

3. Existe um 0 ∈ V tal que u+ 0 = u, para todo u ∈ V .

4. Para cada u ∈ V , existe um −u ∈ V tal que u+ (−u) = 0.

5. (a+ b)u = au+ bu, para todos a, b ∈ F e u ∈ V .

6. a(u+ v) = au+ av, para todos u,v ∈ V e a ∈ F .

7. a(bu) = (ab)u, para todos a, b ∈ F e u ∈ V .

8. 1 · u = u, para todo u ∈ V .

Note que o próprio corpo F com as operações usuais é um espaço vetorial. Além
disso, V = {0} é um espaço vetorial, o qual chama-se espaço vetorial trivial. Observe
que se w = −u+ u, então

w +w = (−u+ u) + (−u+ u) = −u+ ([u+ (−u)] + u)
= −u+ (0+ u) = −u+ u = w.

Assim,
0 = w + (−w) = [w +w] + (−w) = w + [w + (−w)]

= w + 0 = w.

Portanto, −u+ u = 0, para todo u ∈ V . Além disso,

0+ u = [u+ (−u)] + u = u+ [−u+ u] = u+ 0 = u,

isto é, 0 + u = u, para todo u ∈ V . No item (3) da Proposição 3.5, provaremos que
podemos escrever

u− v = u+ (−v),

para todos u,v ∈ V , para representar a diferença entre elementos de V . Os elementos de
V chamam-se, por conveniência, de vetores. As propriedades associativa e comutativa
da adição de vetores implicam que a soma de um certo número de vetores é independente
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da maneira pela qual esses vetores são combinados ou associados. Por exemplo, se
u,v,w e t são vetores quaisquer em V , então

(u+ v) + (w + t) = [v + (u+w)] + t

e essa pode ser escrita sem confusão como

u+ v +w + t.

O próximo resultado é nosso exemplo modelo. Por isto, faremos todos os detalhes
da prova:

Exemplo 3.1 Seja V = Fn o conjunto das n-uplas ou das listas sobre F . Se u =
(x1, . . . , xn) ∈ V e v = (y1, . . . , yn) ∈ V , então V , munido com as operações usuais
de adição

u+ v = (x1 + y1, . . . , xn + yn)

e multiplicação por escalar
au = (ax1, . . . , axn),

é um espaço vetorial sobre F .

Solução. O leitor que tenha dificuldade em trabalhar com o caso geral pode iniciar esse
exemplo com n = 2 ou n = 3. (1) Dado w = (z1, . . . , zn) ∈ V , obtemos

u+ (v +w) = (x1, . . . , xn) + (y1 + z1, . . . , yn + zn)
= (x1 + (y1 + z1), . . . , xn + (yn + zn))

em F
= ((x1 + y1) + z1, . . . , (xn + yn) + zn)
= (x1 + y1, . . . , xn + yn) + (z1, . . . , zn)
= (u+ v) +w.

(2) Dados u = (x1, . . . , xn),v = (y1, . . . , yn) ∈ V ,

u+ v = (x1 + y1, . . . , xn + yn)
em F
= (y1 + x1, . . . , yn + xn) = v + u

(3) Dado u = (x1, . . . , xn) ∈ V , devemos encontrar v = (y1, . . . , yn) ∈ V tal
que u+ v = u. Assim,

(x1 + y1, . . . , xn + yn) = (x1, . . . , xn)⇒ xi + yi = xi, i = 1, . . . , n.
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Logo, y1 = y2 = · · · = yn = 0. Portanto, existe um 0 = (0, . . . , 0) ∈ V tal que
u+ 0 = u, para todo u ∈ V .

(4) Dado u = (x1, . . . , xn) ∈ V , devemos encontrar v = (y1, . . . , yn) ∈ V tal
que u+ v = 0. Assim,

(x1 + y1, . . . , xn + yn) = (0, . . . , 0)⇒ xi + yi = 0, i = 1, . . . , n.

Logo, yi = −xi, i = 1, . . . , n. Portanto, existe um −u = (−x1, . . . ,−xn) ∈ V tal que
u+ (−u) = 0, para todo u ∈ V .

(5) Dado u = (x1, . . . , xn) ∈ V e a, b ∈ F , teremos

(a+ b)u = ((a+ b)x1, . . . , (a+ b)xn)
em F
= (ax1 + bx1, . . . , axn + bxn)
= (ax1, . . . , axn) + (bx1, . . . , bxn)
= au+ bu.

(6) Dados u = (x1, . . . , xn),v = (y1, . . . , yn) ∈ V e a ∈ F , obtemos

a(u+ v) = a(x1 + y1, . . . , xn + yn)
= (a(x1 + y1), . . . , a(xn + yn))

em F
= (ax1 + ay1, . . . , axn + ayn)
= (ax1, . . . , axn) + (ay1, . . . , ayn)
= au+ av.

(7) Dados u = (x1, . . . , xn) ∈ V e a, b ∈ F , temos que

a(bu) = a(bx1, . . . , bxn) = (a(bx1), . . . , a(bxn))
em F
= ((ab)x1, . . . , (ab)xn) = (ab)u.

(8) Dado u = (x1, . . . , xn) ∈ V , teremos

1 · u = (1 · x1, . . . , 1 · xn)
em F
= (x1, . . . , xn) = u,

que é o resultado desejado.

Já vimos que os conjuntos de matrizes Fm×n e dos polinômios F [x] eram espaços
vetoriais sobre F . Em particular, o conjunto

V = Pn(F ) = {p(x) ∈ F [x] : ∂(p) ≤ n},
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com as operações herdadas de F [x], é um espaço vetorial sobre F .
Devido a sua grande importância teórica faremos todos os detalhes da prova do

resultado a seguir:

Exemplo 3.2 (Espaço das Funções) Sejam S um conjunto não vazio e

V = F(S, F ) = FS = {f : S → F : f é uma função}.

o conjunto de todas as funções de valores sobre F . Se f ∈ V e g ∈ V , então V , munido
com as operações de adição f + g definida como

(f + g)(x) = f(x) + g(x), ∀ x ∈ S,

e multiplicação por escalar af definida como

(af)(x) = af(x), ∀ x ∈ S,

é um espaço vetorial sobre F .

Solução. (1) Dados f, g, h ∈ V . Como a adição em F é associativa temos que

[f + (g + h)](x) = f(x) + (g + h)(x) = f(x) + [g(x) + h(x)]
em F
= [f(x) + g(x)] + h(x) = (f + g)(x) + h(x)
= [(f + g) + h](x), ∀ x ∈ S.

Assim, f + (g + h) = (f + g) + h.
(2) Dados f, g ∈ V . Como a adição em F é comutativa temos que

(f + g)(x) = f(x) + g(x)
em F
= g(x) + f(x)

= (g + f)(x), ∀ x ∈ S.

Logo, f + g = g + f .
(3) Seja 0 a função nula, isto é, 0(x) = 0, para todo x ∈ S. Então

(f + 0)(x) = f(x) + 0(x) = f(x) + 0
em F
= f(x), ∀ x ∈ S.

Portanto, f + 0 = f , para todo f ∈ V .
(4) Seja −f a função definida como (−f)(x) = −f(x), para todo x ∈ S. Então

(f + (−f))(x) = f(x) + (−f)(x) = f(x)− f(x) em F
= 0, ∀ x ∈ S.
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Consequentemente, f + (−f) = 0, para todo f ∈ V ,
(5) Dado f ∈ V e a, b ∈ F . Como a adição e a multiplicação em F são distribu-

tivas temos que

[(a+ b)f ](x) = (a+ b)f(x)
em F
= af(x) + bf(x)

= (af)(x) + (bf)(x) = [af + bf ](x), ∀ x ∈ S.

Assim, (a+ b)f = af + bf .
(6) Dados f, g ∈ V e a ∈ F . Como a adição e a multiplicação em F são distri-

butivas temos que

[a(f + g)](x) = a(f + g)(x) = a[f(x) + g(x)]
em F
= af(x) + ag(x) = (af)(x) + (ag)(x)
= [af + ag](x), ∀ x ∈ S.

Logo, a(f + g) = af + ag.
(7) Dados f ∈ V e a, b ∈ F . Como a multiplicação em F é associativa temos

que
[a(bf)](x) = a[(bf)(x)] = a[bf(x)]

em F
= (ab)f(x)

= [(ab)f ](x), ∀ x ∈ S.

Portanto, a(bf) = (ab)f .
(8) Dado f ∈ V , temos que

(1 · f)(x) = 1 · f(x) em F
= f(x), ∀ x ∈ S.

Consequentemente, 1 · f = f .

É importante ressaltar, de um ponto de vista teórico e didático, que os espaços
vetoriais Fn, F [x] e Fm×n são casos particulares de F(S, F ). com S = {1, . . . , n},
S = F e S = {1, . . . ,m} × {1, . . . , n}, respectivamente.

Exemplo 3.3 Sejam V = F 2, u = (x1, x2) ∈ V e v = (y1, y2) ∈ V . Verifique se V
munido com as operações de adição usual e multiplicação por escalar a⊙u = (ax1, x2)
é um espaço vetorial sobre F .

Solução. É claro que a operação de adição satisfaz as propriedades de (1) à (4). Assim,

102Sumário

3.1. Espaços Vetoriais



Capítulo 3. Vetores

devemos verificar as propriedades relativas à multiplicação por escalar. Note que

(a+ b)⊙ u = ((a+ b)x1, x2) = (ax1 + bx1, x2); a⊙ u+ b⊙ u = (ax1 + bx1, 2x2)

Logo, se x2 ̸= 0, então (a+ b)⊙ u ̸= a⊙ u+ b⊙ u, pois x2 ̸= 2x2. Portanto, V não é
um espaço vetorial sobre F .

Exemplo 3.4 Sejam V = F 2, u = (x1, x2) ∈ V e v = (y1, y2) ∈ V . Verifique
se V munido com as operações de adição usual e multiplicação por escalar a ⊙ u =
(ax1 − a+ 1, ax2) é um espaço vetorial sobre F .

Solução. Fica como um exercício.

Proposição 3.5 Seja V um espaço vetorial sobre F . Então:

1. Existe um único vetor nulo em V (elemento neutro).

2. Cada vetor u ∈ V admite um único vetor simétrico −u.

3. Existe um único x ∈ V tal que u + x = v, para todos u,v ∈ V , a saber,
x = v + (−u).

4. a0 = 0, para todo a ∈ F e 0 ∈ V .

5. 0u = 0, para todo u ∈ V e 0 ∈ F .

6. Se au = 0, então a = 0 ou u = 0, onde a ∈ F e u ∈ V .

7. −u = (−1)u, para todo u ∈ V .

8. (−a)u = a(−u) = −(au), para todo a ∈ F e u ∈ V .

9. Se u = x1u1 + · · ·+ xnun e v = y1u1 + · · ·+ ynun, onde ui ∈ V e xi, yi ∈ F ,
i = 1, . . . , n, então

u+ v = (x1 + y1)u1 + · · ·+ (xn + yn)un e au = (ax1)u1 + · · ·+ (axn)un

10. a(nu) = n(au) = (na)u, para todo n ∈ Z, a ∈ F e u ∈ V .
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Prova. Vamos provar apenas os itens (1), (4) e (5): (1) Suponhamos que exista outro
vetor 0′ ∈ V tal que u + 0′ = u, para todo u ∈ V . Então 0 = 0 + 0′ = 0′. (4) e (5)
Note, pela leis distributivas, que

au+ a0 = a(u+ 0) = au
au+ 0u = (a+ 0)u = au

Portanto, pelo item (1), a0 = 0 e 0u = 0.

Sejam u,v ∈ V . A diferença entre u e v é definida como

v − u = v + (−u)

a qual, pelo item (3) da Proposição 3.5, está bem definida.

Exercícios

1. Mostre todas as afirmações deixadas nesta seção.

2. Seja V = F 2. Se u = (x1, x2) ∈ V e v = (y1, y2) ∈ V , então V , munido com as
operações de adição u⊕ v = (3x2 + 3y2,−x1 − y1) e multiplicação por escalar
a⊙ u = (3ax2,−ax1), é um espaço vetorial sobre F ?

3. Seja V = F 2. Se u = (x1, x2) ∈ V , então V , munido com as operações de adição
usual e multiplicação por escalar a⊙u = (a2x1, a

2x2), é um espaço vetorial sobre
F ?

4. Seja V = F 2. Se u = (x1, x2) ∈ V , então V , munido com as operações de
adição usual e multiplicação por escalar a ⊙ u = (5ax1, 5ax2), é um espaço
vetorial sobre F ?

5. Seja V = F 2. Se u = (x1, x2) ∈ V , então V , munido com as operações de
adição usual e multiplicação por escalar a ⊙ u = (ax1, 0), é um espaço vetorial
sobre F ?

6. Sejam V = Fn e u = (x1, . . . , xn) ∈ V . Verifique que se V munido com as
operações de adição usual e multiplicação por escalar a ⊙ u = (0, . . . , 0) é um
espaço vetorial sobre F .
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7. Seja V = {(t, 2t, . . . , nt) ∈ Fn : t ∈ F}. Verifique se V munido com as
operações usuais de adição e multiplicação por escalar é um espaço vetorial sobre
F .

8. Seja V = Fn. Se u = (x1, . . . , xn) ∈ V e v = (y1, . . . , yn) ∈ V . Verifique se
V munido com as operações de adição u⊕ v = (x1, . . . , xn) e multiplicação por
escalar usual é um espaço vetorial sobre F .

9. Seja V = F 2. Se u = (x1, x2) ∈ V e v = (y1, y2) ∈ V , então V munido com
as operações de adição u ⊕ v = (x1 − y1, x2 − y2) e multiplicação por escalar
a⊙ u = (−ax1,−ax2) é um espaço vetorial sobre F ?

10. Mostre que a propriedade de comutatividade para a adição de vetores é redun-
dante, isto é, pode ser provada a partir das outras propriedades.

11. Por que um espaço vetorial V sobre F possui um elemento ou infinitos elementos?

12. Sejam V qualquer espaço vetorial sobre R e Ṽ = V C = V × V . Mostre que se
u = (u1,u2) ∈ Ṽ e v = (v1,v2) ∈ Ṽ , então Ṽ , munido com as operações de
adição u ⊕ v = (u1 + v1,u2 + v2) e multiplicação por escalar (a + ib) ⊙ u =
(au1−bu2, au2+bu1), é um espaço vetorial sobre C e chama-se complexificação
de V . Neste caso, Ṽ = {u+ iv : u,v ∈ V }.

13. Sejam V1, . . . , Vn espaços vetoriais sobre F e V =
∏n

i=1 Vi. Mostre que se u =
(x1, . . . ,xn) ∈ V e v = (y1, . . . ,yn) ∈ V , então V , munido com as operações
de adição

u⊕ v = (x1 + y1, . . . ,xn + yn)

e multiplicação por escalar

a⊙ u = (ax1, . . . , axn),

é um espaço vetorial sobre F e chama-se soma direta externa dos espaços Vi e
denotamos por V1 ⊗ · · · ⊗ Vn.

3.2 Subespaços Vetoriais

Sejam V um espaço vetorial sobre F e W um subconjunto não vazio de V . Então
as operações de adição e multiplicação por escalar são definidas para todos os elementos
de V . Em particular, para aqueles pertencente a W . O resultado dessas operações sobre
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elementos de W estão em V . Portanto, muitas vezes, é possível que elas sejam fechadas
em W , ou seja, a adição de dois elementos de W devem sempre ser um elemento de W ,
e a multiplicação de um escalar e um elemento de W devem sempre ser um elemento
de W . Neste caso, diremos que W é um subespaço de V . Mais precisamente. um
subconjunto de V é um subespaço de V se as seguintes condições são satisfeitas:

1. W ̸= ∅.

2. u+ v ∈W , para todos u,v ∈W .

3. au ∈W , para todo a ∈ R e u ∈W .

Seja V um espaço vetorial sobre F . Qualquer subespaço W de V contém o vetor
nulo 0, pois quando a = 0, temos que

0 = 0 · u ∈W, ∀ u ∈W.

Pode ser provado que, se admitirmos essas duas propriedades em W , os oito axiomas de
espaço vetorial são válidos em W . Dessa forma, W é também um espaço vetorial com
as propriedades herdadas de V . Note que o espaço vetorial V admite pelo menos dois
subespaços, a saber, {0} e V , os quais chamam-se subespaços triviais ou impróprios.
Os demais subespaços de V chamam-se subespaços não triviais ou próprios.

Proposição 3.6 (Critério de Subespaço) Sejam V um espaço vetorial sobre F e W
um subconjunto não vazio de V . Então W é um subespaço de V se, e somente se,
u+ av ∈W , para todos u,v ∈W e a ∈ F .

Prova. Fica como um exercício.

Exemplo 3.7 Sejam V = Fn e W = {(x1, . . . , xn) ∈ V : x1 = 0}. Mostre que W é
um subespaço de V .

Solução. É claro que W ̸= ∅, pois 0 = (0, . . . , 0) ∈ W . Dados u,v ∈ W e a ∈ F .
Como u,v ∈W temos que u = (0, x2, . . . , xn) e v = (0, y2, . . . , yn). Assim,

u+ v = (0 + 0, x2 + y2, . . . , xn + yn) = (0, x2 + y2, . . . , xn + yn) ∈W

e
au = (a0, ax2, . . . , axn) = (0, ax2, . . . , axn) ∈W.

Portanto, W é um subespaço de V .
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Exemplo 3.8 Sejam V = Fn×n e W = {A ∈ V : At = A} o conjunto das matrizes
simétricas. Mostre que W é um subespaço de V .

Solução. É claro que W ̸= ∅, pois Ot = O implica que O ∈ W . Dados A, B ∈ W e
a ∈ F . Como A,B ∈W temos que At = A e Bt = B. Assim,

(A+B)t = At +Bt = A+B⇒ A+B ∈W

e (aA)t = aAt = aA implica que aA ∈W . Portanto, W é um subespaço de V .

Exemplo 3.9 Sejam A ∈ Fm×n uma matriz fixada, V = Fn×1 e S = {X ∈ V :
AX = O} o espaço solução do sistema homogêneo AX = O. Mostre que W é um
subespaço de V . Em particular, se a = (a, b, c) ∈ R3, com a2 + b2 + c2 > 0, então o
plano em R3 passando através da origem π = {x = (x, y, z) ∈ R3 : axt = 0} é um
subespaço de R3.

Solução. Fica como um exercício.

Exemplo 3.10 Sejam V = F(S, F ) e Vp = {f ∈ V : f(−x) = f(x), ∀ x ∈ F} o
conjunto das funções pares. Mostre que Vp é um subespaço de V .

Solução. É claro que Vp ̸= ∅, pois 0(−x) = 0 = 0(x), para todo x ∈ F , implica que
0 ∈ Vp. Dados f, g ∈ Vp e a ∈ F . Como f , g ∈ W temos que f(x) = f(−x) e
g(x) = g(−x), para todo x ∈ F . Assim,

(f + g)(−x) = f(−x) + g(−x) = f(x) + g(x) = (f + g)(x), ∀ x ∈ F,

de modo que f + g ∈ Vp, e

(af)(−x) = af(−x) = af(x) = (af)(x), ∀ x ∈ F,

implica que af ∈ Vp. Portanto, Vp é um subespaço de V .

Exemplo 3.11 (Espaço das Sequências) Sejam V = Seq(F ) = F(N, F ) o espaço das
sequências e

Seqf (F ) = {x = (x1, . . . , xn, . . .) ∈ V : x1, x2 ∈ F e xn+2 = xn + xn+1}

o conjunto das sequências do tipo Fibonacci. Mostre que Seqf (F ) é um subespaço de
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V . Note, em particular, que

e = (1, 0, 1, 1, 2, . . .) ∈ Seqf (F ) e f = (0, 1, 1, 2, 3, . . .) ∈ Seqf (F ).

Solução. Fica como um exercício.

Exemplo 3.12 Sejam V = Pn(F ), com n ≥ 2, e W = {p(x) ∈ V : p(1) = p(7) = 0}.
Mostre que W é um subespaço de V .

Solução. É claro que W ̸= ∅, pois 0(1) = 0(7) = 0 implica que 0 ∈ W . Dados
p(x), q(x) ∈ W e a ∈ F . Como p(x), q(x) ∈ W temos que p(1) = p(7) = 0 e
q(1) = q(7) = 0. Assim,

(p+ q)(1) = p(1) + q(1) = 0 + 0 = 0 e (p+ q)(7) = p(7) + q(7) = 0 + 0 = 0,

de modo que p(x) + q(x) ∈ W , e (ap)(1) = ap(1) = 0 e (ap)(7) = ap(7) = 0
implicam que ap(x) ∈W . Portanto, W é um subespaço de V .

Exemplo 3.13 Sejam V = Fn e W = {(x1, . . . , xn) ∈ V : x2 = x1 + 1}. Então W
não é um subespaço de V , pois 0 = (0, . . . , 0) /∈W .

Exemplo 3.14 Sejam V = R2 e W = {(x1, x2) ∈ V : x2 = |x1|}. Então W não é um
subespaço de V , pois u = (−1, 1) ∈ W e v = (2, 2) ∈ W , mas u + v = (1, 3) /∈ W .
Note que 0 = (0, 0) ∈ W . Portanto, 0 ∈ W é condição necessária, mas não suficiente
para que W seja um subespaço de V .

Teorema 3.15 Seja V um espaço vetorial sobre F . Se W1 e W2 são subespaços de V ,
então W1 ∩W2 é um subespaço de V . Conclua que W1 ∩W2 é o maior subespaço de
V contido em W1 e W2.

Prova. É claro que W1 ∩W2 ̸= ∅, pois 0 ∈W1 e 0 ∈W2 implicam que 0 ∈W1 ∩W2.
Dados u,v ∈ W1 ∩W2 e a ∈ F . Como u,v ∈ W1 ∩W2 temos que u,v ∈ W1 e
u,v ∈ W2. Assim, por hipótese, u + v ∈ W1, u + v ∈ W2 e au ∈ W1, au ∈ W2, de
modo que u+ v ∈W1 ∩W2 e au ∈W1 ∩W2. Portanto, W1 ∩W2 é um subespaço de
V .

Exemplo 3.16 Sejam V = F 3,W1 = {(x, y, z) ∈ V : x = 0} e W2 = {(x, y, z) ∈ V :
y = 0} subespaços de V (prove isto!). Determine W1 ∩W2.
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Solução. Dado u = (x, y, z) ∈W1∩W2, obtemos u = (x, y, z) ∈W1 e u = (x, y, z) ∈
W2. Assim, x = 0 e y = 0. Logo, u = (x, y, z) ∈W1∩W2 se, e somente se, x = y = 0
e z qualquer. Portanto,

W1 ∩W2 = {(x, y, z) ∈ V : x = y = 0},

que é o resultado desejado.

Exemplo 3.17 Sejam V = F 2×2,

W1 =

{(
a b
c 0

)
∈ V : a, b, c ∈ F

}
e W2 =

{(
a 0
0 d

)
∈ V : a, d ∈ F

}
subespaços de V (prove isto!). Determine W1 ∩W2.

Solução. Observe que qualquer

A =

(
a b
c d

)
∈W1 ∩W2 ⇔ A ∈W1 e A ∈W2.

Assim, d = 0, b = 0 e c = 0. Logo,

A =

(
a b
c d

)
∈W1 ∩W2 ⇔ b = c = d = 0

e a qualquer elemento de F . Portanto,

W1 ∩W2 = {aE11 ∈ V : a ∈ F},

que é o resultado desejado.

Pergunta. W1 ∪ W2 é um subespaço de V ? A resposta dessa pergunta é, em
geral, não. Por exemplo, sejam V = R2,

W1 = {(x, y) ∈ V : y = 0} e W2 = {(x, y) ∈ V : x = 0}

subespaços de V (prove isto!). Então W1 ∪W2 não é um subespaço de V , pois u =
(1, 0) ∈W1 ∪W2 e v = (0, 1) ∈W1 ∪W2, mas u+ v = (1, 1) /∈W1 ∪W2.
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Teorema 3.18 Seja V um espaço vetorial sobre F . Se W1 e W2 são subespaços de V ,
então o conjunto

W1 +W2 = {u1 + u2 : u1 ∈W1 e u2 ∈W2}

é um subespaço de V . Note que W1 ∩W2 ⊆W1 ∪W2 ⊆W1 +W2.

Prova. Como 0 ∈W1 e 0 ∈W2 temos que 0 = 0+0 ∈W1+W2. Assim,W1+W2 ̸= ∅.
Dados u,v ∈W1+W2 e a ∈ F , de modo que existem u1,v1 ∈W1 e u2,v2 ∈W2 tais
que u = u1 + u2 e v = v1 + v2. Logo, por hipótese, u1 + v1 ∈ W1, u2 + v2 ∈ W2 e
au1 ∈W1, au2 ∈W2. Portanto,

u+ v = (u1 + u2) + (v1 + v2) = (u1 + v1) + (u2 + v2) ∈W1 +W2

e
au = a(u1 + u2) = au1 + au2 ∈W1 +W2.

Consequentemente, W1 +W2 é um subespaço de V .

Exemplo 3.19 Sejam V = F , W1 = {(x, y, z) ∈ V : x = 0} e W2 = {(x, y, z) ∈ V :
y = z = 0} subespaços de V (prove isto!). Determine W1 ∩W2 e W1 +W2.

Solução. Note que u = (x, y, z) ∈ W1 ∩W2 se, e somente, se u ∈ W1 e u ∈ W2.
Assim, x = 0 e y = z = 0. Portanto, W1 ∩W2 = {(0, 0, 0)}. Dado u ∈ W1 +W2,
existem u1 = (0, y, z) ∈ W1 e u2 = (x, 0, 0) ∈ W2, onde x, y, z ∈ F , tais que
u = u1 + u2 = (x, y, z) ∈ V . Consequentemente, W1 +W2 = V .

Sejam V um espaço vetorial sobre F e W1,W2 subespaços de V . Diremos que V
é decomposto em soma direta interna de W1 e W2, em símbolos V = W1 ⊕W2, se as
seguintes condições são satisfeitas:

1. V =W1 +W2.

2. W1 ∩W2 = {0}.

Neste caso, W1 chama-se complemento direto de W2 e vice-versa. Por exemplo, confira
o Exemplo 3.19 para ver que V =W1 ⊕W2.

Exemplo 3.20 Sejam V = Fn×n, W1 = {A ∈ V : At = A} e W2 = {A ∈ V : At =
−A} subespaços de V . Mostre que V =W1 ⊕W2.
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Solução. Dado A ∈ W1 ∩W2, temos que A ∈ W1 e A ∈ W2. Assim, At = A e
At = −A, de modo que A = −A implica que 2A = O, ou seja, A = O. Logo,
W1 ∩W2 = {O}. Primeiro note que a inclusão W1 +W2 ⊆ V é sempre verdadeira.
Assim, basta provar a inclusão V ⊆W1 +W2. Para isto, dado A ∈ V , temos que

A = 1 ·A = (12 + 1
2)A = 1

2A+ 1
2A = 1

2A+ 1
2A

t − 1
2A

t + 1
2A

= 1
2(A+At) + 1

2(A−At).

É fácil verificar que 2−1(A + At) ∈ W1 e 2−1(A − At) ∈ W2, de modo que A ∈
W1 +W2. Portanto, V =W1 +W2.

É muito importante ressaltar que: quando as propriedades que caracterizam um
subconjunto W de um espaço vetorial V não são “equações lineares homogêneas”, em
geral, W não é um subespaço de V . Como um exemplo, confira o Exemplo 3.14. Além
disso, note a semelhança entre os vetores de F 4, F 2×2 e P3(F ):

(a, b, c, d),

(
a b
c d

)
e a+ bx+ cx2 + dx3.

Exercícios

1. Seja V = R3. Verifique quais dos subconjuntos abaixo são subespaços de V .

(a) W = {(x, y, z) ∈ V : x+ y + z = 0}.
(b) W = {(x, y, z) ∈ V : x ≤ y ≤ z}.
(c) W = {(x, y, z) ∈ V : x− 3z = 0}.
(d) W = {(x, y, z) ∈ V : x ∈ Z}.
(e) W = {(x, y, z) ∈ V : x2 + y2 + z2 ≤ 1}.
(f) W = {(x, y, z) ∈ V : x ≥ 0}.
(g) W = {(x, y, z) ∈ V : xy = 0}.
(h) W = {(x, y, z) ∈ V : x = z2}.

2. Seja V = Rn×n, n ≥ 2. Verifique quais dos subconjuntos abaixo são subespaços
de V .

(a) W =

{(
a b
c d

)
∈ V : a = c e b+ d = 0

}
.
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(b) W =

{(
a b
c d

)
∈ V : a+ d ≤ b+ c

}
.

(c) W = {A ∈ V : AB = BA, B uma matriz fixa em V }.
(d) W = {A ∈ V : A2 = A}.

(e) W =

{(
a b
c d

)
∈ V : ad− bc ̸= 0

}
.

(f) W =

{(
a b
c d

)
∈ V : ad− bc = 0

}
.

3. Seja V = Pn(R), n ≥ 2. Verifique quais dos subconjuntos abaixo são subespaços
de V .

(a) W = {p(x) ∈ V : p(0) = 0}.
(b) W = {p(x) ∈ V : p(0) = 2p(1)}.
(c) W = {p(x) ∈ V : p(x) + p′(x) = 0}
(d) W = {p(x) ∈ V : p(2) = 0 e p(5) ̸= 0}.
(e) W = {p(x) ∈ V : p(x) = a0 + a2x

2 + · · · + a2kx
2k e 2k ≤ n}, ou seja,

W é o conjunto de todos os polinômios de potências pares.

4. Seja V = F(R,R) o espaço vetorial de todas as funções reais. Verifique quais
dos subconjuntos abaixo são subespaços de V .

(a) W = {f ∈ V : f(0) = 1}.
(b) W = {f ∈ V : f(5) = 0}.
(c) W = {f ∈ V : f(3) = f(5)}.
(d) W = {f ∈ V : f é contínua}.
(e) W = {f ∈ V : f é derivável}.
(f) W = {f ∈ V : f é integrável}.

5. Sejam W1,W2 e W3 os seguintes subespaços de V = F 3:

W1 = {(x, y, z) ∈ V : x = z}, W2 = {(x, y, z) ∈ V : x = y = 0},
W3 = (x, y, z) ∈ V : x+ y + z = 0}.

É verdade que W1 +W2 =W1 +W3 =W2 +W3 = F 3? Em algum dos casos a
soma é direta?
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6. Sejam V um espaço vetorial sobre F e W1,W2 subespaços de V . Mostre que
V =W1⊕W2 se, somente se, todo vetor v em V pode ser escrito de modo único
sob a forma v = u1 + u2, onde u1 ∈W1 e u2 ∈W2.

7. Considere
W1 = {(x, y) ∈ F 2 : y = x}.

Encontre um subespaço W2 de F tal que F 2 =W1 ⊕W2.

8. Sejam V = F(S, F ) e

Vp = {f ∈ V : f(−x) = f(x), ∀ x ∈ S},
Vi = {f ∈ V : f(−x) = −f(x), ∀ x ∈ S}

subespaços de V , com Vi o conjunto das funções ímpares. Mostre que V = Vp ⊕
Vi.

9. Sejam V = F(R,R) e r ∈ R∗
+ fixado. Mostre que o conjunto

Wr = {f ∈ V : f(x) = 0, ∀ x ∈ [−r, r]}

é um subespaço de V .

10. Sejam V um espaço vetorial sobre F e W1,W2 subespaços de V . Mostre que
W1 ∪W2 é um subespaço de V se, e somente se, W1 ⊆W2 ou W2 ⊆W1.

11. Sejam V um espaço vetorial sobre F e W1,W2,W3 subespaços de V .

(a) Mostre que (W1 ∩W2) + (W1 ∩W3) ⊆W1 ∩ (W2 +W3).
(b) Mostre que W1 + (W2 ∩W3) ⊆ (W1 +W2) ∩ (W1 +W3).
(c) Mostre, com um exemplo, que as inclusões acima podem ser estritas.
(d) Mostre que se W3 ⊆W1, então vale a igualdade.

12. Sejam V um espaço vetorial sobre F e W1,W2 subespaços de V tais que V =
W1 ⊕W2. Diremos que um subespaço U de V é adaptado (mais tarde invariante
sob um “operador linear” T : V → V ) a essa decomposição se

U = (U ∩W1)⊕ (U ∩W2).

(a) Determine um exemplo de uma decomposição e um subespaço que não seja
adaptado à decomposição.

(b) Mostre que se W1 ⊆ U ou W2 ⊆ U , então U é adaptado a decomposição.
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3.3 Combinações Lineares

Sejam F um corpo e S um conjunto não vazio qualquer. Uma soma formal sobre
S é uma expressão sob a forma

∑
s∈S ass, com as = 0, para todos exceto uma quanti-

dade finita de s ∈ S. Pode ser provado que o conjunto das somas formais F [S], munido
com as operações

∑
s∈S

ass⊕
∑
s∈S

bss =
∑
s∈S

(as + bs)s e c⊙

(∑
s∈S

ass

)
=
∑
s∈S

(cas)s,

é um espaço vetorial sobre F . O conjunto S chama-se conjunto de geradores e F [S]
chama-se espaço vetorial livre sobre S. Neste texto, nos restringimos, em geral, aos
casos em que S é finito e F [S] chama-se espaço vetorial do tipo finito. Caso contrário,
espaço vetorial do tipo infinito.

Sejam V um espaço vetorial sobre F e α = (u1, . . . ,un) uma lista sobre V ou
em V . Diremos que um vetor u ∈ V é uma combinação linear dos vetores da lista α se
existir uma lista x = (x1, . . . , xn) sobre F tal que

u = x1u1 + · · ·+ xnun =

n∑
i=1

xiui.

É muito importante o seguinte: cada lista α = (u1, . . . ,un) sobre V fixada, induz uma
função Lα : Fn → V definida como Lα(x) = x1u1 + · · · + xnun, a qual preserva as
operações e Lα(0) = 0. Por exemplo,

Lα(x+ y) =
n∑

i=1

(xi + yi)ui =
n∑

i=1

xiui +
n∑

i=1

yiui = Lα(x) + Lα(y).

Portanto, F [α] = ImLα = {x1u1+ · · ·+xnun : xi ∈ F} é um subespaço de V , (prove
isto!) o qual chama-se subespaço gerado por α e denotamos, também, por F [α] =
F [u1, . . . ,un]. Além disso, F [α] é o menor subespaço de V contento os ui. Neste
contexto, F [S] é o subespaço gerado por S. Observe que u ∈ V é uma combinação
linear dos vetores da lista α se, e somente se, u ∈ F [α]. Em particular, V = F [α] se, e
somente se, Lα for sobrejetora. Portanto, quando V é um espaço vetorial do tipo finito
como Fn, Fm×n ou Pn(F ), o problema de decidir se u ∈ F [α] é equivalente a discutir
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o sistema não homogêneo AX = B, com

A = ( u1 · · · un ), X = (x) e B = (u).

Exemplo 3.21 Sejam V = F 4 e α = ((1, 1,−2, 1), (3, 0, 4,−1), (−1, 2, 5, 2)) uma
lista sobre V . Quais dos vetores u = (4,−5, 9,−7),v = (3, 1,−4, 4) e w = (−1, 1, 0, 1)
são combinações lineares dos vetores da lista α.

Solução. Sejam u1 = (1, 1,−2, 1),u2 = (3, 0, 4,−1)e u3 = (−1, 2, 5, 2). Então, pelo
exposto, para resolver esse problema devemos escalonar a matriz


1 3 −1 b1
1 0 2 b2
−2 4 5 b3
1 −1 2 b4

→ · · · →


1 0 0 8b1+19b2−6b3
39

0 1 0 3b1−b2+b3
13

0 0 1 −4b1+10b2+3b3
39

0 0 0 3b1−14b2+b3+13b4
13

 ,

com u = (b1, b2, b3, b4) ∈ V . Assim, pelo Teorema 2.14, o vetor u é uma combinação
linear dos vetores da lista α se, e somente se,

3b1 − 14b2 + b3 + 13b4
13

= 0⇔ b3 = −3b1 + 14b2 − 13b4.

Logo, u é uma combinação linear dos vetores da lista α, pois

9 = −12− 70 + 91 e u = −3u1 + 2u2 − u3.

É fácil verificar que v e w não são combinações lineares dos vetores da lista α. Uma
outra solução seria escalonando a matriz

1 3 −1 4 3 −1
1 0 2 −5 1 1
−2 4 5 9 −4 0
1 −1 2 −7 4 1

→ · · · →


1 0 0 −3 0 19
43

0 1 0 2 0 −12
43

0 0 1 −1 0 14
43

0 0 0 0 1 − 4
43

 .

Portanto, u = −3u1 + 2u2 − u3, mas v e w não são.

Exemplo 3.22 Sejam V = F 3 e α = (e1, e2, e3) a lista dos vetores canônicos ei =
(δi1, δi2, δi3) ∈ V , com i = 1, 2, 3. Determine W = F [e1, e2, e3].
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Solução. Note que

W = {xe1 + ye2 + ze3 : x, y, z ∈ F}
= {x(1, 0, 0) + y(0, 1, 0) + z(0, 0, 1) : x, y, z ∈ F}
= {(x, y, z) : x, y, z ∈ F}.

Portanto, W = V , isto é, Lα : F 3 → V é sobrejetora.

Exemplo 3.23 Sejam V = F 2×2 e α = (E11,E12,E21,E22) a lista dos vetores canô-
nicos Epq = (δipδqj) ∈ V , com p, q = 1, 2. Determine o subespaço gerado por α, ou
seja, W = F [E11,E12,E21,E22].

Solução. Note que

W = {aE11 + bE12 + cE21 + dE22 : a, b, c, d ∈ R}

=

{(
a b
c d

)
: a, b, c, d ∈ F

}
.

Portanto, W = V , isto é, Lα : F 4 → V é sobrejetora.

Exemplo 3.24 Sejam V = P3(F ) e α = (p0, p1, p2, p3) a lista dos vetores canônicos
pi = xi ∈ V , com i = 0, 1, 2, 3. Determine W = F [p0, p1, p2, p3].

Solução. Note que

W = {a0p0 + a1p1 + a2p2 + a3p3 : a0, a1, a2, a3 ∈ F}
= {a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 : a0, a1, a2, a3 ∈ F}.

Portanto, W = V , isto é, Lα : F 4 → V é sobrejetora.

Exemplo 3.25 Sejam V um espaço vetorial sobre F eW1,W2 subespaços de V . Mostre
que W1 +W2 é o menor subespaço de V contendo W1 e W2, isto é,

W1 +W2 = [W1,W2] = [W1 ∪W2].

Solução. Já vimos, pelo Teorema 3.18, que W1 + W2 é um subespaço de V . Como
w1 = w1 + 0 ∈ W1 +W2 e w2 = 0+w2 ∈ W1 +W2 temos que W1 ⊆ W1 +W2 e
W2 ⊆W1 +W2. Logo,

W1 ∪W2 ⊆W1 +W2 e [W1 ∪W2] ⊆W1 +W2.
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Por outro lado, se w ∈W1 +W2, então existe um w1 ∈W1 e w2 ∈W2 tal que

w = w1 +w2 = 1 ·w1 + 1 ·w2.

Assim, qualquer vetor w ∈ W1 +W2 é uma combinação linear de vetores em W1 ∪
W2. Consequentemente, W1 +W2 ⊆ [W1 ∪W2]. Portanto, W1 +W2 = [W1 ∪W2].
Finalmente, seja W qualquer subespaço de V tal que W1 ⊆ W e W2 ⊆ W . Então
W1∪W2 ⊆W e [W1∪W2] ⊆W , pois qualquer vetor de [W1∪W2] é uma combinação
linear de vetores em W1 ∪W2 e W é um subespaço de V . Portanto, W1 +W2 ⊆W .

Exemplo 3.26 Determine todos os subespaços de F 2.

Solução. Seja W um subespaço qualquer de F 2. Se W = {(0, 0)}, nada há para ser
provado. Se W ̸= {(0, 0)}, então W contém um vetor u = (a, b), com u ̸= (0, 0).
Em particular, F [u] ⊆ W . Se W contém um vetor v = (c, d) tal que v ̸= xu, para
todo x ∈ F , então ad − bc ̸= 0. Caso contrário, existiria t ∈ F ⋆ tal que ad = bc = t,
de modo que v = tu, o que é impossível. Neste caso, W = F [u,v] = F 2. De fato,
dado w = (x, y) ∈ F 2, devemos provar que existem r, s ∈ F tais que w = ru + sv.
Mas isto é equivalente a determinar condições sobre r e s, de modo que o sistema não
homogêneo {

ar + cs = x
br + ds = y.

tenha solução. Como ad− bc ̸= 0 temos, pela Regra de Cramer a seguir, que o sistema
possui uma única solução

r =
dx− by
ad− bc

e r =
ax− cy
ad− bc

.

Uma outra solução, seja W um subespaço qualquer de F 2. Então

W1 = {x ∈ F : xe1 + ye2 = (x, y) ∈W, para algum y ∈ F} e
W2 = {y ∈ F : ye2 = (0, y) ∈W}

são subespaços de F (prove isto!). Assim, existem x0, y1 ∈ F tais que W1 = F [x0] e
W2 = F [y1]. Logo, pela definição, podemos encontrar y0 ∈ F tal que u0 = (x0, y0) ∈
W e u1 = (0, y1) ∈W .

Afirmação. W = F [u0,u1].
De fato, dado u = (x, y) ∈W , com x ∈W1, de modo que x = ax0, para algum a ∈ F .
Logo, u−au0 = (0, y−ay0) ∈W implica que y−ay0 ∈W2. Portanto, y−ay0 = by1,
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para algum b ∈ F . Consequentemente,

u = (x, y) = (ax0, ay0 + by1) = au0 + bu1,

isto é, W = F [u0,u1].

Exercícios

1. Mostre que todo vetor em F 2 pode ser escrito como combinação linear dos vetores
(1, 2) e (5, 0). Que relação existe entre F 2 e F [(1, 2), (5, 0)]?

2. Sejam V = P2(F ) e α = (f(x) = 2−3x+5x2, g(x) = −8+5x−2x2) uma lista
de vetores em V . Quais dos vetores p(x) = −26+11x+7x2 e q(x) = 1+x+x2

são combinações lineares dos vetores da lista α?

3. Sejam V = F 3 e α = (u1 = (1, 1,−2),u2 = (3, 0, 4)) uma lista de vetores
em V . Quais dos vetores u = (4,−5, 9), v = (3, 1,−4) e w = (−1, 1, 0) são
combinações lineares dos vetores da lista α?

4. Sejam V = F 3 e α = (u1 = (1, 1,−2),u2 = (3, 0, 4),u3 = (−1, 1, 0)) uma lista
de vetores em V . Determine o valor de k de modo que (4,−5, k) ∈ F [u1,u2,u3].

5. Sejam V = P3(F ) e α = (p0(x), p1(x), p2(x), p3(x)) uma lista de vetores
pi(x) = (1 − x)i ∈ V , com i = 0, 1, 2, 3. Quais dos vetores em V são com-
binações lineares dos vetores p0(x), p1(x), p2(x) e p3(x)?

6. Sejam V = F 2×2 e

α =

(
A1 =

(
1 1
−2 1

)
,A2 =

(
3 0
4 −1

)
,A3 =

(
−1 2
5 2

))
uma lista de vetores em V .Quais dos vetores

A =

(
4 −5
9 −7

)
,B =

(
3 1
−4 4

)
e C =

(
−1 1
−2 1

)
são combinações lineares dos vetores da lista α?

7. Encontre os geradores para os seguintes subespaços de F 3:

(a) W1 = {(x, y, z) ∈ F 3 : x− y = 0}.
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(b) W2 = {(x, y, z) ∈ F 3 : x+ z = x− 2y = 0}.
(c) W3 = {(x, y, z) ∈ F 3 : x+ 2y − 3z = 0}.
(d) W1 ∩W2.

(e) W2 +W3.

8. Sejam V = F 4 e W = {(x, y, z, t) ∈ V : x + 2y − 2z = 0 e t = 0} um
subespaço de V . Quais dos vetores u = (−2, 4, 3, 0),v = (6, 2, 4, 1) e w =
(−2, 1, 0, 0) estão em W ?

9. Sejam V um espaço vetorial sobre R, Ṽ sua complexificação eW qualquer subes-
paço de Ṽ . Mostre que existe um subespaço U de V tal que W = Ũ = {u+ iv :
u,v ∈ U} se, e somente se, J(W ) ⊆ W , em que J : Ṽ → Ṽ definida como
J(u+ iv) = u− iv é a função conjugação.

10. Sejam V um espaço vetorial sobre F e W um subespaço de V . Diremos que W
é um subespaço minimal de V se W é um subespaço próprio de V e não existir
um subespaço U de V tal que {0} ⊂ U ⊂ W . Mostre que qualquer subespaço
minimal de V é da forma [u], para algum u ∈ V − {0}.

3.4 Dependência e Independência Linear

Sejam V um espaço vetorial sobre F e α = (u1, . . . ,un) uma lista sobre V .
Diremos que os vetores da lista α são linearmente dependentes (LD) se existir uma lista
x = (x1, . . . , xn) não nula sobre F tal que

x1u1 + · · ·+ xnun = 0 (3.1)

ou, equivalentemente, a equação vetorial (3.1) admite uma solução não nula. Caso con-
trário, diremos que os vetores da lista α são linearmente independentes (LI) ou, equi-
valentemente, a equação vetorial (3.1) admite apenas a solução nula.

É muito importante o seguinte: a equação vetorial (3.1) é equivalente ao conjunto

kerLα = {x ∈ Fn : Lα(x) = 0}.

Lembrando que Lα : Fn → V é a função definida como

Lα(x) = x1u1 + · · ·+ xnun,
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Neste caso, kerLα é um subespaço de Fn (prove isto!). Portanto, a lista α é LI se, e
somente se, Lα é injetora, ou seja, kerLα = {0}. Quando V é um espaço vetorial do
tipo finito como Fn, Fm×n ou Pn(F ), o problema de decidir se x ∈ kerLα é equivalente
a discutir o sistema homogêneo AX = O, com

A = ( u1 · · · un ) e X = (x).

Portanto, kerLα é o espaço solução de AX = O e a nulidade ν(A) = dim(kerLα).
É interessante, de um ponto de vista teórico e didático, termos uma noção contável
de um conjunto LI ou LD. Sejam β = (un)n∈N qualquer sequência em Seq(V ) e
x = (xn)n∈N qualquer sequência de suporte finito em Seq(F ). Diremos que β é LI se

Lβ(x) =
∑
n∈N

xnun = 0⇒ xn = 0, ∀ n ∈ N.

Intuitivamente, qualquer subconjunto finito de β é LI . Caso contrário, β é LD.

Exemplo 3.27 Sejam V = F 3 e α = (u1 = (3, 0,−3),u2 = (−1, 1, 2),u3 =
(4, 2,−2),u4 = (2, 1, 1)) uma lista de vetores sobre V . Verifique se os vetores da
lista α são LI ou LD.

Solução. Pelo exposto, para resolver esse problema devemos escalonar a matriz 3 −1 4 2
0 1 2 1
−3 2 −2 1

→ · · · →
 1 0 2 0

0 1 2 0
0 0 0 1

 .

Assim, a nulidade ν(A) = 1 e a lista α é LD. Outro modo, nosso sistema é equivalente
ao sistema 

x1 + 2x3 = 0
x2 + 2x3 = 0

x4 = 0.

Escolhendo, x3 = t ∈ F , temos que

kerLα = {(−2t,−2t, t, 0) ∈ F4 : t ∈ F}

é o conjunto solução do sistema. Em particular, se t = 1, então (−2,−2, 1, 0) é uma
solução não nula do sistema. Portanto, a lista α é LD, isto é, Lα : F 4 → V não é
injetora e −2u1 − 2u2 + u3 + 0u4 = 0.
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Exemplo 3.28 Sejam V = F(R,R) e α = (u1 = ex,u2 = e2x) uma lista de vetores
sobre V . Verifique se os vetores da lista α são LI ou LD. Note que u1 e u2 são soluções
da equação diferencial y′′ − 3y′ + 2y = 0.

Solução. Para resolver esse problema devemos discutir a equação vetorial

aex + be2x = 0, ∀ x ∈ R,

onde 0 é a função identicamente nula. Diferenciando ambos os membros dessa equação,
temos que

aex + 2be2x = 0, ∀ x ∈ R.

Assim, subtraindo a primeira equação da segunda, resulta que be2x = 0, para todo
x ∈ R. Em particular, se x = 0, então b = 0 e, da primeira equação, aex = 0. Logo,
a = 0. Portanto, os vetores da lista α são LI .

Exemplo 3.29 Seja A = (aij) ∈ Rn×n tal que aij < 0, se i ̸= j e
∑n

k=1 aik > 0, para
i = 1, . . . , n. Mostre que A é não singular.

Solução. Suponhamos, por absurdo, que A seja singular. Então, pelo Teorema 2.12,
ρ(A) < n, ou seja, as colunas de A são LD. Assim, existem escalares x1, . . . , xn ∈ R,
não todos nulos, tais que

x1C1 + · · ·+ xnCn = O⇔
n∑

k=1

aikxk = 0, i = 1, . . . , n. (3.2)

Pondo |xj | = max{|x1|, , . . . , |xn|} e multiplicando a solução do sistema (3.2) por −1,
se necessário, podemos supor que xj > 0. Considerando a j-ésima equação do sistema
(3.2) temos, para j ̸= k, que ajk < 0, de modo que

0 =
n∑

k=1

ajkxk = ajjxj +
∑
k ̸=j

ajkxk ≥ ajjxj +
∑
k ̸=j

ajkxj = (
n∑

k=1

ajk)xj > 0,

o que é uma contradição.

Exemplo 3.30 (Regra de Cramer) 2 Seja A ∈ Fn×n. Mostre que se existir um X =
(x1, . . . , xn)

t ∈ Fn×1 tal que B = AX = x1C1 + · · · + xnCn ∈ Fn×1, então

2Gabriel Cramer, 1704-1752, matemático suíço.
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xj detA = det Ij(X) detA = detAj(B), com AEi = Ci e

Aj(B) =
(
C1 · · · Cj−1 B Cj+1 · · · Cn

)
= A · Ij(X).

Em particular, se detA ̸= 0, então

xj = a−1
j1 b1 + · · ·+ a−1

jn bn =
1

detA
(c1jb1 + · · ·+ cnjbn), cij = (−1)i+j detAij .

Solução. Note que B = x1C1 + · · ·+ xnCn implica que

x1C1 + · · ·+ xj−1Cj−1 + 1 · (xjCj −B) + xj+1Cj+1 + · · ·+ xnCn = O.

Assim, as colunas da matriz(
C1 · · · Cj−1 xjCj −B Cj+1 · · · Cn

)
são LD. Logo, pelos itens (1) e (2) do Teorema 1.24, temos que

0 = det
(
C1 · · · Cj−1 xjCj −B Cj+1 · · · Cn

)
= xj detA− det

(
C1 · · · Cj−1 B Cj+1 · · · Cn

)
.

Portanto, xj detA = detAj(B). Uma outra prova é aplicando a Fórmula de Binet-
Cauchy.

Observe que se A ∈ Fn×n for não singular, então AA−1 = I e a j-ésima coluna
Xj da matriz inversa A−1 = (bij) é tal que AXj = Ej . Portanto, pela Regra de Cramer,

bij = xi =
detAi(Ej)

detA
=

(−1)i+j detAji

detA
.

Já vimos, no Exemplo 3.28, como provar que um conjunto simples de funções era
LI ou LD. É muito útil, de um ponto de vista teórico e didático, a sua generalização
baseada no determinante Wronskiano.3 Sejam V = C∞([a, b],R) o espaço das funções
de classe infinita, isto é, f (n) existe, para todo n ∈ Z+. O determinante Wronskiano de
f1, . . . , fn ∈ V é definido como W (x) = detA(x), com A(x) = (f

(i−1)
j (x)) ∈ Rn×n

e f (0)j (x) = fj(x), para todo x ∈ [a, b].

3Josef Maria Hoëné-Wronski, 1776-1853, filósofo e matemático polonês.
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Exemplo 3.31 Sejam α = (f1, . . . , fn) uma lista em C∞([a, b],R) e W (x0) ̸= 0, para
algum x0 ∈ [a, b]. Então α é LI .

Solução. Suponhamos que f = c1f1 + · · · + cnfn = 0. Então f(x) = 0, para todo
x ∈ [a, b]. Assim, por derivação sucessiva, obtemos o sistema homogêneo

c1f
(0)
1 (x) + · · ·+ cnf

(0)
n (x) = 0

c1f
(1)
1 (x) + · · ·+ cnf

(1)
n (x) = 0

...
c1f

(n−1)
1 (x) + · · ·+ cnf

(n−1)
n (x) = 0

⇔ A(x)X = O,

para todo x ∈ [a, b]. Em particular, avaliando em x0 ∈ [a, b], obtemos detA(x0) =
W (x0) ̸= 0 e, pela Regra de Cramer, c1 = · · · = cn = 0. Portanto, α é LI .

Sejam V um espaço vetorial sobre F e α = (u1, . . . ,un) uma lista sobre V . Di-
remos que uma combinação linear dos vetores da lista α, u =

∑n
i=1 xiui, é dependente

de uk se xk ̸= 0. Caso contrário, é independente de uk. Note que se xk ̸= 0, então

uk =
∑
i̸=k

(−xix−1
k )ui + x−1

k u.

Portanto, podemos substituir uk por u para obter a “nova” lista

β = (u1, . . . ,uk−1,u,uk+1, . . . ,un).

Neste caso, F [α] = F [β]. De fato, v ∈ F [α] se, e somente se,

v =
∑
i̸=k

yiui + ykuk =
∑
i̸=k

(yi − xix−1
k yk)ui + (x−1

k yk)u

se, e somente se, v ∈ F [β]. Por um argumento indutivo, podemos substituir uk1 , . . . ,ukm ,
com 1 ≤ k1 < · · · < km ≤ n, por v1, . . . ,vm para obter a lista

β = (u1, . . . ,uk1−1,v1,uk1+1, . . . , . . . ,vm, . . . ,un).

Teorema 3.32 Sejam V um espaço vetorial sobre F e α = (u1, . . . ,un) uma lista
sobre V . Então α é LD se, e somente se, pelo menos um desses vetores for zero ou uma
combinação linear dos outros.
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Prova. Suponhamos que α seja LD. Então, por definição, a combinação linear

x1u1 + · · ·+ xnun = 0

é dependente de algum vetor, digamos uk ̸= 0. Assim, uk =
∑

i̸=k(−xix
−1
k )ui. Por-

tanto, uk é uma combinação linear dos outros. Reciprocamente, suponhamos que um
desses vetores seja uma combinação linear dos outros, digamos

uk = x1u1 + · · ·+ xk−1uk−1 + xk+1uk+1 + · · ·+ xnun.

Logo, a combinação linear

x1u1 + · · ·+ xk−1uk−1 + (−1)uk + xk+1uk+1 + · · ·+ xnun = 0

é dependente de uk. Portanto, α é LD.

Corolário 3.33 Sejam V um espaço vetorial sobre F e α = (u1, . . . ,un) uma lista
sobre V . Então α é LD se, e somente se, um desses vetores for zero ou uma combinação
linear dos precedentes.

Prova. Suponhamos que α seja LD. Então, por definição, a combinação linear

x1u1 + · · ·+ xnun = 0

é dependente de algum vetor. Assim, o conjunto S = {m ∈ N : xm ̸= 0} é não vazio
e possui um maior elemento, digamos k ∈ S e xk ̸= 0. Se k = 1, então x1u1 = 0, de
modo que u1 = 0, acabou. Caso contrário, k > 1 e

uk = (−x1x−1
k )u1 + · · ·+ (−xk−1x

−1
k )uk−1.

A recíproca é clara.

Por exemplo, se V = F 2 e α = (u1 = (1,−1),u2 = (1, 1),u3 = (1, 0)) uma
lista sobre V , então α é LD, pois u3 = 2−1(u1 + u2).

Exercícios

1. Sejam V = Fn e u = (x1, . . . , xn),v = (y1, . . . , yn) ∈ V . Mostre que u e v são
LD se, e somente se, existir um a ∈ F tal que yi = axi, i = 1, . . . , n.
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2. Sejam V um espaço vetorial sobre F e α = (u,v,w) uma lista sobre V . Mostre
que se α é LI , então:

(a) β = (u+ v − 2w,u− v −w,u+w) é uma lista LI .

(b) γ = (u+ v − 3w,u+ 3v −w,v +w) é uma lista LD.

3. Seja α = ((a, b), (c, d)) uma lista sobre F 2. Mostre que α é LD se, e somente se,
ad = bc.

4. A lista α = (1, x, x2, 2 + x + 2x2) é LI ou LD sobre P2(F )? O que se pode
afirmar a respeito de qualquer uma de suas listas com três elementos?

5. Sejam W1 = F [(1, 0, 0), (0, 1, 0)] e W2 = F [(1, 2, 3), (1,−1, 1)] subespaços de
F 3. Encontre um vetor u ∈ F 3 tal que F [u] =W1 ∩W2.

6. Em quais condições sobre k, a lista α = ((1, 0, k), (1, 1, k), (1, 1, k2)) é LI sobre
F 3?

7. Seja V = C(R,R) o espaço das funções reais contínuas. Quais das listas abaixo
são LI sobre V .

(a) (x, x+ 1, x2 − 1).

(b) (x+ 5, x2 − x, x2 + x− 10).

(c) ((x+ 1)2, 2x, x+ 1
2).

(d) ((x+ 1)2, x2 − 1, x+ 1).

(e) (1− x, x(1− x), 1− x2).
(f) (1, ex, e−x).

(g) (senx, cosx, tg x).

8. Seja V um espaço vetorial sobre F . Mostre que a lista α = (u1, . . . ,un) sobre V
é LI se, e somente se, a lista β = (u1, . . . ,uk−1,u,uk+1, . . . ,un) sobre V é LI ,
para toda substituição u.

9. Sejam V um espaço vetorial sobre F e α = (u1, . . . ,un) uma lista sobre V .
Mostre que se v1, . . . ,vm ∈ F [α] são LI , então alguns dos m uk podem ser
substituídos pelos vi, com i = 1, . . . ,m.
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3.5 Bases e Dimensão

Sejam V um espaço vetorial sobre F e α = (u1, . . . ,un) uma lista sobre V .
Diremos que α é uma base de V se as seguintes condições são satisfeitas:

1. α é LI .

2. V = F [α].

ou, equivalentemente, a função Lα : Fn → V é bijetora. Note que

V = F [u1]⊕ · · · ⊕ F [un].

Sejam α = (u1, . . . ,un) uma lista sobre V e σ ∈ Sn, então α é uma base de V se, e
somente se, β = α ◦ σ = (uσ(1), . . . ,uσ(n)) for uma base de V . De fato, como a adição
sobre V é associativa e comutativa temos que

n∑
i=1

xiui =
n∑

i=1

xσ(i)uσ(i),

para todo σ ∈ Sn. Portanto, podemos considerar uma base ordenada α em V como um
subconjunto, sem nenhuma ordem particular, α = {u1, . . . ,un} uma base de V . Vale
lembrar que os elementos do conjunto são distintos.

É muito importante, de um ponto de vista teórico e didático, termos uma noção
geral de uma base qualquer. Sejam V um espaço vetorial sobre F e S um conjunto não
vazio qualquer. Uma família (indexada) sobre V é qualquer função f : S → V definida
como f(s) = us e f = {us : s ∈ S} = (us)s∈S . Neste contexto, o conjunto

F (S) = {x ∈ F(S, F ) : supp(x) é finito}

é um subespaço de F(S, F ), pois

supp(x+ y) ⊆ supp(x) ∪ supp(y) e supp(ax) ⊆ supp(x).

Observe que cada s ∈ S fixado, induz uma função es : S → F definida como

es(t) = δst =

{
1, se s = t
0, se s ̸= t.

Como supp(es) = {s} temos que es ∈ F (S), para todo s ∈ S. Por outro lado, dado
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x ∈ F (S), com supp(x) = {s1, . . . , sn}, é fácil verificar que

x = xs1es1 + · · ·+ xsnesn ,

em que xsi = x(si), i = 1, . . . , n. Portanto, F (S) = F [α], com α = {es : s ∈ S}.
Em particular, se S = In = {1, . . . , n}, então F (S) = Fn e α = {e1, . . . , en} é a base
canônica de Fn, pois

x = (x1, . . . , xn) = x1e1 + · · ·+ xnen.

Finalmente, cada família α = {us : s ∈ S} = (us)s∈S sobre V induz uma função
Lα : F (S) → V definida como

Lα(x) =
∑
s∈S

xsus, ∀ x = (xs)s∈S ∈ F (S).

Consequentemente, α é um base de V se, e somente se, Lα for bijetora.

Teorema 3.34 (Existência de Base) Qualquer espaço vetorial possui uma base.

Prova. Usa o Lema de Zorn.4

Exemplo 3.35 Sejam V = F [x] e α = {xn−1 : n ∈ N} uma sequência sobre V .
Mostre que α é uma base infinita de V , a qual chama-se base canônica de V .

Solução. Sejam pi(x) = xi, . . . , pi+n(x) = xi+n vetores distintos de V , com i ≥ 0. Se

c1pi(x) + · · ·+ cnpi+n(x) = 0,

então c1 = · · · = cn = 0. Assim, α é LI . É claro que F [α] = V , pois qualquer vetor
p(x) em V é da forma p(x) = a0 + a1x + · · · + anx

n. Portanto, α é uma base infinita
de V .

Seja V um espaço vetorial sobre F . Diremos que V é de dimensão finita se ele
possui uma base finita, por exemplo, V = Fn é de dimensão finita. Caso contrário, V é
de dimensão infinita.

Seja Seqr(F ) o espaço das sequências (xn)n∈N do tipo recorrência:

xn+k = a1xn + · · ·+ akxn+k−1, k, n ∈ N e a1, . . . , ak ∈ F.
4Max August Zorn, 1906-1993, matemático alemão.
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Observe que se x1, . . . , xk ∈ F são dados, então a fórmula de recorrência determina
unicamente todos os termos da sequência. Seja em = (e

(m)
n )n∈N a sequência, com

m = 1, . . . , k, em que os primeiros k termos são:

e(m)
n =

{
1, se m = n
0, se n ≤ k e m ̸= k.

Então α = {e1, . . . , ek} é uma base de Seqr(F ). Em particular, quando k = 2 e
a1 = a2 = 1, temos o espaço das sequências do tipo Fibonacci Seqf (F ). Neste caso,
uma base α = {e1, e2}, em que

e1 = e = (1, 0, 1, 1, 2, . . .) e e2 = f = (0, 1, 1, 2, 3, . . .).

De fato, consideremos a sequência

b1e1 + · · ·+ bkek = (b1e
(1)
n + · · ·+ bke

(k)
n )n∈N = (0).

Se m ≤ k, então o m-ésimo termo dela é igual a bm. Assim, bm = 0 e α é LI . Para
cada (xn)n∈N em Seqr(F ), definimos a sequência

(yn)n∈N = (x1e
(1)
n + · · ·+ xke

(k)
n )n∈N.

Se m ≤ k, então o m-ésimo termo dela é igual a xm. Logo, as duas sequências são
iguais. Portanto, Seqr(F ) = F [α], de modo que Seqr(F ) é de dimensão finita.

Teorema 3.36 (Teorema da Existência de Base) Sejam V um espaço vetorial sobre F
e α = {u1, . . . ,un} um conjunto de vetores não nulos em V tal que V = F [α]. Então,
dentre esses vetores, podemos extrair uma base de V .

Prova. Se α for LI , nada há para ser provado. Caso contrário, pelo Teorema 3.32, temos
que um desses vetores é combinação linear dos outros, digamos

un = x1u1 + · · ·+ xn−1un−1.

Assim, V = [α] = [α − {un}]. Logo, aplicando sucessivamente o Teorema 3.32, (em
no máximo n− 1 etapas), obtemos uma base de V .

Exemplo 3.37 Sejam V = F 3 e u1 = (1, 0, 0),u2 = (1, 1, 0),u3 = (0, 0, 1) e u4 =
(1, 1, 1) vetores em V tais que V = [u1,u2,u3,u4]. Determine dentre esses vetores
uma base de V .
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Solução. Pelo Teorema 3.36, basta verificar se os vetores u1,u2,u3 e u4 são LI ou LD
ou, equivalentemente, escalonar a matriz 1 1 0 1

0 1 0 1
0 0 1 1

→ · · · →
 1 0 0 0

0 1 0 1
0 0 1 1

 .

Assim, a nulidade da matriz é igual a 1, de modo que os vetores são LD. Neste caso, é
fácil verificar que u4 = 0u1 + u2 + u3. Portanto, o conjunto α = {u1,u2,u3} é uma
base de V .

Teorema 3.38 (Lema da Mudança de Steinitz) Seja V um espaço vetorial sobre F tal
que V = F [u1, . . . ,um]. Então qualquer conjunto com mais de m vetores em V é LD.
Portanto, um conjunto de vetores LI em V possui no máximo m vetores.

Prova. Como V = [u1, . . . ,um] temos, pelo Teorema 3.36, que existe uma base de
V dentre esses vetores. Assim, renumerando, se necessário, podemos supor que α =
{u1, . . . ,uk}, com k ≤ m, seja uma base de V . Seja β = {v1, . . . ,vn} um conjunto
qualquer de vetores em V , com n > m. Como vj ∈ V e α é uma base de V temos que
existem únicos aij ∈ F tais que vj = a1ju1 + · · · + akjuk, para j = 1, . . . , n. Vamos
estudar a combinação linear

x1v1 + · · ·+ xnvn =
∑n

j=1 xjvj =
∑n

j=1 xj

(∑k
i=1 aijui

)
=

∑k
i=1

(∑n
j=1 xjaij

)
ui.

Sendo α um conjunto LI , obtemos

x1v1 + · · ·+ xnvn = 0⇔ x1ai1 + · · ·+ xnain = 0, i = 1, . . . , k,

ou seja, basta discutir o sistema homogêneo com k equações e n incógnitas. Como
n > m ≥ k = ρ(A), com A = (aij) ∈ F k×n, temos, pelo Teorema 2.12, que esse
sistema possui pelo menos uma solução não trivial (y1, . . . , yn). Logo,

n∑
j=1

yjvj =

k∑
i=1

 n∑
j=1

yjaij

ui =

k∑
i=1

0ui = 0.

Portanto, β é LD.
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Corolário 3.39 Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobreF . Seα = {u1, . . . ,um}
e β = {v1, . . . ,vn} são duas bases quaisquer de V , então m = n.

Prova. Como V = F [α] e β é um conjunto LI temos, pelo Teorema 3.38, que n ≤ m.
Por outro lado, como V = F [β] e α é um conjunto LI temos, pelo Teorema 3.38, que
m ≤ n. Portanto, m = n.

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre F . A dimensão de V é o
número de elementos em alguma base de V e denotamos por dimV ou dimF V . Note,
pelo Corolário 3.39, que essa definição não depende da base de V , isto é, está bem
definida. Quando V = {0}, convencionamos que dimV = 0.

Sejam V um espaço vetorial sobre F e α = {u1, . . . ,un} um subconjunto qual-
quer de vetores de V . O posto de α é definido como ρ(α) = dimF [α].

Lema 3.40 Seja V um espaço vetorial sobre F . Seja α = {u1, . . . ,um} um subcon-
junto qualquer LI em V . Então u ∈ V − F [α] se, e somente se, β = α ∪ {u} for um
conjunto LI .

Prova. Suponhamos que u ∈ V − F [α] e existam x1, . . . , xm, y ∈ F tais que

x1u1 + · · ·+ xmum + yu = 0.

Então y = 0, pois se y ̸= 0, então a combinação linear é dependente de u, de modo que
u ∈ F [α], o que é impossível. Assim, y = 0 e x1 = · · · = xm = 0, pois α LI . Portanto,
β é LI . A recíproca é clara.

Sejam V um espaço vetorial sobre F e α = {u1, . . . ,un} um conjunto qualquer
de V . Uma parte de α significa que: existe uma função injetora h : Im → In, com
m ≤ n, tal que β = α ◦ h = {uh(1), . . . ,uh(m)} ⊆ α.

Teorema 3.41 (Teorema da Extensão) Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita
sobre F eW um subespaço de V . Então qualquer conjunto de vetores LI emW é parte
de uma base de W . Conclua que existe um subespaço U de V tal que V =W ⊕ U .

Prova. Seja α = {u1, . . . ,um} um conjunto qualquer de vetores LI em W . Se W =
F [α], acabou. Caso contrário, existe, pelo Lema 3.40, um um+1 ∈ W − F [α] tal que
α∪{um+1} é LI emW . Assim, aplicando sucessivamente o Lema 3.40 (em no máximo
dimV − 1 etapas), obtemos uma base {u1, . . . ,um,um+1, . . . ,un} de W . Finalmente,
qualquer base α de W é parte de uma base β de V . Então existe um U = F [β − α]
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tal que V = W ⊕ U . Por exemplo, como β = α ∪ (β − α) temos que V = F [β] =
F [α] + F [β − α] =W + U .

Corolário 3.42 Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre F . Se W for um
subespaço próprio de V , então dimW < dimV . Além disso, se dimV = n, então
qualquer conjunto com n vetores LI em V é uma base de V .

Prova. Como W ̸= {0} temos que existe um u em W , com u ̸= 0. É claro que {u} é
LI em W . Assim, pelo Teorema 3.41, existe uma base de W contendo u e no máximo
dimV elementos. Logo, dimW ≤ dimV . Como W ̸= V temos que existe um v ∈ V
tal que v /∈ W , de modo que acrescentando v a uma base de W , obtemos um conjunto
LI de V . Portanto, dimW < dimV .

Exemplo 3.43 Seja V = F 3. Verifique se os vetores (1, 1, 0) e (0, 1, 1) é parte de uma
base de V .

Solução. Pelo Teorema 3.41, basta escalonar a matriz 1 0 a
1 1 b
0 1 c

→ · · · →
 1 0 a

0 1 b− a
0 0 a− b+ c

 .

Assim, os vetores (1, 1, 0) e (0, 1, 1) são LI , de modo que α = {(1, 1, 0), (0, 1, 1)} é
parte de uma base de V . Logo, u = (a, b, c) ∈ V −F [α] se, e somente se, a−b+c ̸= 0.
Em particular, u = (1, 1, 1) ∈ V . Portanto, {(1, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 1, 1)} é uma base de
V .

Teorema 3.44 Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre F . Se W1 e W2 são
subespaços de V , então

dim(W1 +W2) = dimW1 + dimW2 − dim(W1 ∩W2).

Prova. Como W1 ∩W2 é um subespaço de W1 e W2 temos, pelo Teorema 3.41, que
W1 ∩ W2 contém uma base α = {u1, . . . ,uk} que é parte de uma base α ∪ β, com
β = {v1, . . . ,vm} de W1 e parte de uma base α ∪ γ, com γ = {w1, . . . ,wn} de W2.
Note que os conjuntos α, β e γ são dois a dois disjuntos, confira Figura 3.1.

Afirmação. O conjunto δ = α ∪ β ∪ γ é uma base de W1 +W2.
De fato, é claro que o conjunto δ gera W1 +W2. Suponhamos que

(x1u1 + · · ·+ xkuk) + (y1v1 + · · ·+ ymvm) + (z1w1 + · · ·+ znwn) = 0
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Figura 3.1: Representação gráfica de W1 ∩W2.

Então −(z1w1 + · · ·+ znwn) ∈W1 ∩W2, pois

−(z1w1 + · · ·+ znwn) = (x1u1 + · · ·+ xkuk) + (y1v1 + · · ·+ ymvm) ∈W1.

Assim, existem t1, . . . , tk ∈ F tais que

(t1u1 + · · ·+ tkuk) + (z1w1 + · · ·+ znwn) = 0.

Como γ é LI temos que z1 = · · · = zn = 0. Logo,

(x1u1 + · · ·+ xkuk) + (y1v1 + · · ·+ ymvm) = 0,

de modo que x1 = · · · = xk = y1 = · · · = ym = 0, pois β é LI . Portanto, δ é um
conjunto LI . Consequentemente,

dimW1 + dimW2 = (m+ k) + (n+ k) = (m+ n+ k) + k
= dim(W1 +W2) + dim(W1 ∩W2),

que é o resultado desejado.
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Exemplo 3.45 Sejam V = F 4, W1 = {(x, y, z, t) ∈ V : y + z + t = 0} e W2 =
{(x, y, z, t) ∈ V : x+ y = 0 e z − 2t = 0} subespaços de V .

1. Determine uma base de W1 +W2 e dim(W1 +W2).

2. V é soma direta de W1 e W2?

Solução. (2) Já vimos que para determinar uma base de W1 ∩ W2 basta resolver o
sistema 

y + z + t = 0
x+ y = 0
z − 2t = 0

.

Assim, W1 ∩W2 = F [(3,−3, 2, 1)]. Portanto, V não é soma direta de W1 e W2. (1)
Note que

W1 = {(x, y, z, t) ∈ V : y + z + t = 0}
= {(x, y, z,−y − z) ∈ V : x, y, z ∈ F}
= {(x, 0, 0, 0) + (0, y, 0,−y) + (0, 0, z,−z) : x, y, z ∈ F}
= F [(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0,−1), (0, 0, 1,−1)].

e dimW1 = 3. De modo análogo, W2 = F [(1,−1, 0, 0), (0, 0, 2, 1)] e dimW2 = 2.
Neste caso,

dim(W1 +W2) = dimW1 +W2 − dim(W1 ∩W2) = 3 + 2− 1 = 4.

Portanto, V =W1 +W2, pois W1 +W2 ⊆ V . Para determinar uma base de W1 +W2,
basta escalonar a matriz

1 0 0 0
0 1 0 −1
0 0 1 −1
1 −1 0 0
0 0 2 1

→ · · · →


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0


Assim, α = {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0,−1), (0, 0, 1,−1), (1,−1, 0, 0)} é uma base de W1 +
W2.

Exemplo 3.46 Sejam V = F 3, W1 = F [(1, 0,−1), (0, 1, 2)] e
W2 = F [(1, 2, 3), (1,−1, 1)]. subespaços de V .
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1. Determine uma base de W1 ∩W2 e a dim(W1 ∩W2).

2. V é soma direta de W1 e W2?

Solução. (2) É fácil verificar que dimW1 = 2 e dimW2 = 2. Assim,

dim(W1 +W2) = dimW1 + dimW2 − dim(W1 ∩W2) = 4− dim(W1 ∩W2)

implica que dim(W1 ∩ W2) ≥ 1, pois dim(W1 + W2) ≤ 3 = dimV . Portanto, V
não é soma direta de W1 e W2. (1) Para determinar uma base para W1 ∩W2, devemos
primeiro determinar os vetores u = (x, y, z) ∈ F 3 que estão nos subespaços W1 e W2,
isto é, escalonar as matrizes 1 0 x

0 1 y
−1 2 z

→ · · · →
 1 0 x

0 1 y
0 0 x− 2y + z


e  1 1 x

2 −1 y
3 1 z

→ · · · →
 1 0 x+y

3

0 1 2x−y
3

0 0 −5x−2y+3z
3

 .

Assim, pelo Teorema 2.14, W1 = {(x, y, z) ∈ V : x−2y+z = 0} eW2 = {(x, y, z) ∈
V : −5x− 2y + 3z = 0}. Logo, basta resolver o sistema{

x− 2y + z = 0
−5x− 2y + 3z = 0

.

Portanto, W1 ∩W2 = F [(1, 2, 3)] e dim(W1 ∩W2) = 1.

Exercícios

1. Responda verdadeiro (V) ou falso (F). Justifique.

( ) Todo conjunto que contém um subconjunto LD é LD?

( ) Todo subconjunto de um conjunto LI é LI?

( ) Todo conjunto que contém dois vetores iguais é LI?

( ) Todo conjunto que contém o vetor nulo é LI?
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2. Sejam V = F 3 e W1,W2 subespaços de V tais que dimW1 = dimW2 = 2. É
possível obtermos W1 ∩W2 = {(0, 0, 0)}?

3. Sejam V = F 3 e W1,W2 subespaços V tais que dimW1 = 1, dimW2 = 2 e
W1 ⊈W2. Mostre que V =W1 ⊕W2.

4. Sejam V um espaço vetorial sobre F e W1,W2 subespaços V , com dimW1 = 4,
dimW2 = 5 e dimV = 7. Determine os possíveis valores para a dimensão de
W1 ∩W2.

5. Seja V = F 4. Determine uma base e a dimensão dos subespaços

W1 = F [(1, 4,−1, 3), (2, 1,−3,−1), (0, 2, 1,−5)] e
W2 = F [(1,−4,−2, 1), (1,−3,−1, 2), (3,−8,−2, 7)].

6. Sejam V = F 3, W1 = {(x, y, z) ∈ V : x = 0} e W2 = F [(1, 2, 0), (3, 1, 2)]
subespaços de V . Determine uma base e a dimensão para W1,W2,W1 +W2 e
W1 ∩W2.

7. Sejam V = F 2×2,

W1 =

{(
a b
c d

)
∈ V : b = −a

}
e W2 =

{(
a b
c d

)
∈ V : c = −a

}
subespaços de V . Determine uma base e a dimensão para W1,W2,W1 +W2 e
W1 ∩W2. É verdade que F =W1 ⊕W2?

8. Sejam V = P3(F ) e W = {p(x) ∈ V : p′(x) = 0} um subespaço de V .
Determine uma base e a dimensão de W .

9. Sejam V = F 2 e o conjunto de vetores α = {u,v} em V , em que u = (1−a, 1+
a) e v = (1 + a, 1 − a). Determine o valor de a ∈ F para que α não seja uma
base de V .

10. Seja V = P2(F ). O conjunto α = {p(x), p′(x), p′′(x)}, onde p(x) = 2x2− 3x+
1 ∈ V , é uma base de V ?

11. Mostre que o conjunto α = {(1 − x)3, (1 − x)2, 1 − x, 1} é uma base de V =
P3(F ).

12. Seja V = F 4. Quais dos subconjuntos abaixo são bases de V ?
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(a) {(1, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 0), (0, 0, 1, 1), (1, 0, 0, 1)}.
(b) {(1, 3,−2, 4), (1, 1, 5, 9), (2, 0,−13, 23), (1, 5, 1,−2)}.
(c) {(1, 1, 1, 1), (3, 2, 0, 3), (0,−1, 0, 3), (4, 2, 1, 7)}.
(d) {(1,−2, 0, 1), (0, 0, 2, 5), (−2, 4, 2, 3), (−1, 2, 4, 9)}.

13. Em cada um dos subconjuntos abaixo determine uma base de W e estenda-a a
uma base de V .

(a) W = {(x, y, z) ∈ F 3 : x− 3y + 3z = x+ 5y − z = x+ y + z = 0}.
(b) Se V =∈ F 4 e W = F [(1,−2, 0, 1), (0, 0, 2, 5), (−2, 4, 2, 3)].
(c) Se V = F 4 e W = F [(1, 1, 1, 1), (3, 2, 0, 3), (0,−1, 0, 3)].

14. Seja W o conjunto de todos os quadrados mágicos de ordem 3 (confira Exercício
(7) da Seção 2.2).

(a) Mostre que W é um subespaço de F 3×3 e que o conjunto

α =


 1 1 1

1 1 1
1 1 1

 ,

 1 −1 0
−1 0 1
0 1 −1

 ,

 0 1 −1
−1 0 1
1 −1 0


é uma base de W .

(b) Mostre que qualquer matriz

A =

 a1 a2 a3
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗


pode ser transformada em um quadrado mágico. Existe outra maneira de
fazê-la?

15. Sejam V um espaço vetorial sobre F e W1,W2,W3 subespaços de V . Mostre que

dim(W1 +W2 +W3) ≤ dim(W1) + dim(W2) + dim(W3)
−

∑
1≤i<j≤3 dim(Wi ∩Wj)

+ dim(W1 ∩W2 ∩W3)

16. Sejam V um espaço vetorial sobre C e u ∈ V , com u ̸= 0. Mostre que os vetores
u e iu são LI sobre R. Conclua que se α = {u1, . . . ,un} for uma base de V ,
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então β = {u1, . . . ,un, iu1, . . . , iun} é uma base de V visto como um espaço
vetorial sobre R.

17. Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita sobre R e Ṽ sua complexificação.
Mostre que dim Ṽ = dimV , mas dim Ṽ = 2dimV quando Ṽ é visto como um
espaço vetorial sobre R.

18. Sejam V um espaço vetorial sobre F , com V ̸= {0}, e α um subconjunto não
vazio de V . Mostre que as seguintes condições são equivalentes:

(a) α é um conjunto linearmente independente maximal de V , no seguinte sen-
tido: não existe um subconjunto LI β de V tal que α ⊂ β;

(b) α é um conjunto de geradores minimal de V , no seguinte sentido: não existe
um subconjunto de geradores β de V tal que β ⊂ α;

(c) α é uma base de V .

19. Sejam V um espaço vetorial sobre F , W um subespaço de V e o subespaço afim
ou a classe lateral u+W = {u+w : w ∈W}, para todo u ∈ V .

(a) Mostre que u +W = v +W se, e somente se, v − u ∈ W e chama-se
congruência módulo W , a qual é uma relação de equivalência sobre V .

(b) Mostre que o conjunto V = V/W = {u +W : u ∈ V }, munido com as
operações de adição (u+W )⊕ (v +W ) = (u+ v) +W e multiplicação
por escalar a ⊙ (u +W ) = au +W é um espaço vetorial sobre F , o qual
chama-se espaço quociente de V módulo W . Quando W for o subespaço
trivial identificamos V com V ou {0}.

(c) Se α for uma base de W e se β for um subconjunto de V tal que γ =
{u+W : u ∈ β} seja uma base de V , então α ∩ β = ∅ e α ∪ β é uma base
de V .

(d) Se β for uma base de V tal que α ⊆ β seja uma base de W , então γ =
{u+W : u ∈ β − α} é uma base de V .

(e) Mostre que dimV = dimV + dimW ou dimV = dimV − dimW .

(f) Mostre que se W1,W2 são subespaços de V e U = W1 ∩W2, então (W1 +
W2)/U =W1/U ⊕W2/U . Use isto para dar outra prova ao Teorema 3.44.
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3.6 Mudança de Bases

Em toda esta seção, salvo menção explícita em contráro, identificamos uma lista
de vetores com um conjunto de vetores.

Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita sobre F e α = {u1, . . . ,un} uma
base de V . Então a função Lα : Fn → V definida como

Lα(x) = x1u1 + . . .+ xnun

é bijetora. Assim, dado u ∈ V , existe uma única lista x = (x1, . . . , xn) em Fn tal que

u = Lα(x) = x1u1 + · · ·+ xnun.

Esta decomposição chama-se representação de u em relação à base α e os escalares
x1, . . . , xn chamam-se as coordenadas (ou pesos) de u em relação à base α e o vetor
coluna

X = [u]α =
(
x1 · · · xn

)t ∈ Fn×1

chama-se vetor coordenada em relação à base α. Neste caso, obtemos um sistema de
coordenadas Tα : V → Fn definido como Tα(u) = [u]α, quando Fn×1 é identificado
com Fn, preserva as operações e Tα = L−1

α , pois

[u+ v]α = [u]α + [v]α e [au]α = a[u]α, ∀ u,v ∈ V e a ∈ F.

Concluímos que β = {[u1]α, . . . , [un]α} é uma base de Fn. Note que se p ∈ N e
β = (v1, . . . ,vp) for qualquer lista de V , então existem únicos aij ∈ F tais que

vj = a1ju1 + ·+ anjun =

n∑
i=1

aijui, j = 1, . . . , p. (3.3)

Logo, Cj = [vj ]β ∈ Fn×1, com j = 1, . . . , p. Portanto, obtemos uma matriz [I]βα =
(aij) ∈ Fn×p, a qual chama-se representação de β em relação à base α e dimF [β] =

ρ([I]βα). Em particular, se n = p e β for uma base de V , então veremos, via a equação
(3.3), que associado a matriz [I]βα existe uma única Iαβ : V → V tal que IFn ◦ Lβ =
Iαβ ◦Lα ou Iαβ = Lβ ◦L−1

α : isto significa que o diagrama (a) abaixo comuta. Observe
que vj = Lβ(ej) = Iαβ(uj), de modo que Iαβ é bijetora e preserva as operações, ou
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seja, um “isomorfismo linear”.

Fn

IFn

��

Lα // V

Iαβ

��
Fn

Lβ

// V

V

IV
��

Tβ // Fn×1

Tβα
��

V
Tα

// Fn×1

(a) (b)

Exemplo 3.47 Sejam V = F 3 e α = {(1, 0,−1), (1, 1, 1), (1, 0, 0)} uma base de V .
Determine [(a, b, c)]α.

Solução. Já vimos, para resolver esse problema, que basta escalonar a matriz 1 1 1 a
0 1 0 b
−1 1 0 c

→ · · · →
 1 0 0 b− c

0 1 0 b
0 0 1 a− 2b+ c

 .

Portanto, [(a, b, c)]α =
(
b− c b a− 2b+ c

)t.
Exemplo 3.48 Seja V = P2(F ). Mostre que α = {1, 1 + x, (1 + x)2} é uma base de
V e determine [a+ bx+ cx2]α.

Solução. Como (1 + x)2 = 1 + 2x+ x2, basta escalonar a matriz 1 1 1 a
0 1 2 b
0 0 1 c

→ · · · →
 1 0 0 a− b+ c

0 1 0 b− 2c
0 0 1 c

 .

Portanto, α é LI e dimV = 3 implica que α é uma base de V . Além disso, [a + bx +

cx2]α =
(
a− b+ c b− 2c c

)t.
Sejam V um espaço vetorial sobre F e α = {u1, . . . ,un}, β = {v1, . . . ,vn}

bases de V . Então qualquer vetor u ∈ V pode ser escrito de modo único sob a forma{
u = Iα(x) = x1u1 + · · ·+ xnun

u = Iβ(y) = y1v1 + · · ·+ ynvn.
(3.4)

Pergunta. Qual a relação entre [u]α e [u]β? Para responder essa pergunta consideremos
a representação dos elementos de β em relação à base α. Assim, para cada vi ∈ β ⊂ V ,
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temos que existem únicos escalares aji ∈ F tais que

vi =

n∑
j=1

ajiuj , i = 1, . . . , n. (3.5)

Logo, pela segunda condição da equação (3.4), temos que

u =

n∑
i=1

yivi =

n∑
i=1

yi(

n∑
j=1

ajiuj) =

n∑
j=1

(

n∑
i=1

ajiyi)uj .

Portanto, pela primeira condição da equação (3.4) e pela unicidade das coordenadas,
temos que

xj =
n∑

i=1

ajiyi, j = 1, . . . , n, (3.6)

ou seja, um sistema de equações lineares com n equações e n incógnitas. Sob forma
matricial  x1

...
xn

 =

 a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann


 y1

...
yn

 ,

Portanto,
[u]α = [I]βα[u]β.

É conveniente representar a relação entre as coordenadas de u por uma tabela:

V \N y1 · · · yn
x1 a11 · · · a1n
...

... · · ·
...

xn an1 · · · ann

Por razões técnicas, a matriz [I]βα chama-se a matriz de mudança de base ou matriz
de transição da base “velha” (partida) α para a base “nova” β (chegada). Note, pela
segunda condição da equação (3.4), que

[u]α = [y1v1 + · · ·+ ynvn]α = y1[v1]α + · · ·+ y2[vn]α,
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de modo que

[u]α =
(
[v1]α · · · [vn]α

)
[u]β ⇔ [u]α = [I]βα[u]β.

Assim, [I]βα é a matriz obtida colocando as coordenadas em relação à base α do vetor vi

na i-ésima coluna e a matriz velha [u]α é obtida quando a matriz nova [u]β é multiplicada
à esquerda por [I]βα. Portanto, se V for um espaço vetorial de dimensão finita como
Fn, Fn×n ou Pn(F ), então o problema de determinar [I]βα ∈ Fn×n é equivalente a
discutir a sequência finita de sistemas não homogêneos AX = Bi, com

A = ( u1 · · · un ), X = (x) e Bi = (vi), i = 1, . . . , n.

Já vimos que isso é dado pelo esquema:(
α β

)
=
(
u1 · · · un v1 · · · vn

)
→ · · · →

(
I [I]βα

)
.

Por exemplo, se u1 = (−9, 1),u2 = (−5,−1) e v1 = (1,−4),v2 = (3,−5), então(
−9 −5 1 3
1 −1 −4 −5

)
→ · · · →

(
1 0 −3

2 −2
0 1 5

2 3

)
.

Logo, [v1]α = 1
2(−3, 5)

t e [v2]α = (−2, 3)t. Observe que a matriz [I]βα é sempre
invertível, pois

vi =
n∑

j=1

aijuj e uj =

n∑
k=1

bjkvk

implicam que

vi =
n∑

j=1

aij(
n∑

k=1

bjkvk) =
n∑

k=1

(
n∑

j=1

aijbjk)vk,

de modo que
n∑

j=1

aijbjk = δik, i, k = 1, . . . , n.

Portanto, [I]βα[I]αβ = (δik) = I. Veremos que [IV (uj ]β = [uj ]β implica que [IV ]
β
α =

[I]αβ e os dois sistemas de coordenadas estão relacionados pelo diagrama comutativo (b).

Note que Tα ◦IV = Tβα ◦Tβ e Tβα é a função associada a matriz [I]βα, usando a equação
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(3.5), obtemos

(T−1
α ◦ Tβ)(ej) = T−1

α (vj) =
n∑

i=1

ajiT
−1
α (ui) =

n∑
i=1

ajiei. (3.7)

É importante ressaltar que [I]βα = I quando α = β.

Exemplo 3.49 Sejam V = F 2 e α = {e1, e2}, β = {u1,u2} bases de V , com u1 =
(2,−1) e u2 = (3, 4). Determine [(a, b)]β . Em particular, [(5,−8)]β .

Solução. Como u1 = 2e1 − e2 e u2 = 3e1 + 4e2 temos que e1 = 1
11(4u1 + u2) e

e2 =
1
11(−3u1 + 2u2). Observe que esse processo é equivalente a escalonar a matriz(

2 3 1 0
−1 4 0 1

)
→ · · · →

(
1 0 4

11 − 3
11

0 1 1
11

2
11

)
.

Pondo u = ae1+ be2, obtemos [u]β = [ae1+ be2]β = a[e1]β + b[e2]β ou, equivalente-
mente, [u]β = [I]αβ [u]α. Logo, para determinar [u]β basta conhecer as colunas da matriz
[I]αβ . Portanto, [u]β = 1

11(4− 3b, a+ 2b)t. Em particular, [(5,−8)]β = (4,−1)t.

Exemplo 3.50 Sejam V = R2, α = {e1, e2} e β = {f1, f2} uma base de V obtida de
α pela rotação anti-horária de um ângulo θ através da origem. Determine as novas
coordenadas [u]β cujas coordenadas velhas são [u]α = (x, y)t.

Solução. Pelo exposto a resposta é dada pela equação matricial [u]β = [I]αβ [u]α, pois
conhecemos [u]α. Como f1 = (cos θ, sen θ) e f2 = (− sen θ, cos θ)) temos que

e1 = cos θf1 − sen θf2 e e2 = sen θf1 + cos θf2,

confira Figura 3.2. Assim,

[I]αβ = ( [e1]β [e2]β ) =

(
cos θ sen θ

− sen θ cos θ

)
e [u]β =

(
x cos θ + y sen θ
−x sen θ + y cos θ

)
.

Em particular, se u = (x, y) e θ = π
4 , então

[I]αβ =

√
2

2

(
1 1
−1 1

)
e [u]β =

√
2

2

(
x+ y
−x+ y

)
.
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Note que se [u]β = (u, v)t, então a mudança de coordenadas ou uma rotação de eixos
[u]α = ([I]αβ)

−1[u]β implica que x =
√
2
2 (u − v) e y =

√
2
2 (u + v). Por exemplo,

se x2 − y2 = 1 for a equação de uma hipérbole no plano cartesiano “velho” xy, então
2uv+1 = 0 for a equação da mesma hipérbole no plano cartesiano “novo” uv. Portanto,
isto mudou apenas a localização do gráfico da hipérbole, mas não sua natureza (forma).

Figura 3.2: Representação gráfica da rotação.

Exemplo 3.51 Sejam V = F 2 e α = {(1, 2), (3,−6)}, β bases de V . A matriz de
mudança de base da base α para a base β é [I]βα = E11+E12+E21−E22. Determine
a base β.

Solução. Seja β = {v1,v2} a base desejada. Então, pelo exposto, [u]α = [I]βα[u]β se,
e somente se, [u]β = ([I]βα)−1[u]α. Como [(1, 2)]α = (1, 2)t e [(3,−6)]α = (3,−6)t

temos que determinar a inversa de [I]βα, ou seja, escalonar a matriz(
1 1 1 0
1 −1 0 1

)
→ · · · →

(
1 0 1

2
1
2

0 1 1
2 −1

2

)
.

Assim, [v1]β = (2,−2)t e [v2]β = (−1, 4)t. Portanto, β = {(2,−2), (−1, 4)}.

Teorema 3.52 Sejam V um espaço vetorial sobreF eα = {u1, . . . ,un}, β = {v1, . . . ,vn},
γ = {w1, . . . ,wn} bases de V . Então [I]γα = [I]βα[I]

γ
β .
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Prova. De modo análogo a equação (3.5), obtemos

vi =
n∑

j=1

ajiuj e wk =
n∑

l=1

blkvl, i.k = 1, . . . , n.

Assim,

wk =

n∑
l=1

blk(

n∑
j=1

ajluj) = (

n∑
l=1

a1lblk)u1 + · · ·+ (

n∑
l=1

anlblk)un, k = 1, . . . , n.

Logo,

[I]γα =
(
[w1]α · · · [wn]α

)
=


∑n

l=1 a1lbl1 · · ·
∑n

l=1 anlbln
...

. . .
...∑n

l=1 anlbl1 · · ·
∑n

l=1 anlbln

 .

Portanto, [I]γα = [I]βα[I]
γ
β .

Observe que se B for o conjunto das bases de V e GLn(F ) for o conjunto das
matrizes não singulares de Fn×n, então, cada base α ∈ B fixada, induz uma função
bijetora fα : B → GL(F ) definida como fα(β) = [I]βα, pois dado P = (aij) ∈ GL(F ),
use a equação (3.5) para obter β. O conjunto GLn(F ) chama-se grupo linear geral.

Exercícios

1. Sejam V = F 2 e α = {(2, 1), (1,−1)} em V . Mostre que α é uma base de V e
calcule [(4,−1)]α e [(x, y)]α.

2. Seja V = F 2. Então calcule [(6, 2)]α e [(x, y)]α, onde

(a) α = {(2, 1), (1,−1)}.
(b) α = {(2, 0), (0,−1)}.
(c) α = {(1, 0), (0, 1)}.
(d) α = {(2, 1), (1, 2)}.

3. Sejam V = R2 e u = (a, b),v = (c, d) ∈ V tais que

ac+ bd = 0 e a2 + b2 = c2 + d2 = 1.

144Sumário

3.6. Mudança de Bases



Capítulo 3. Vetores

Mostre que β = {u,v} é uma base de V . Além disso, calcule [(x, y)]α.

4. Sejam V = P3(F ) e β = {(1−x)3, (1−x)2, 1−x, 1} uma base de V . Determine
[−x2 − 2x+ 3]β .

5. Determine a matriz de transição da base β = {(1, 1, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 3)} para a
base canônica de F 3.

6. Sejam V = F 3 e β = {(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)} uma base de V . Determine
[(x, y, z)].β .

7. Sejam V = F 2 e α = {(1, 3), (2,−4)} uma base de V . Se

[I]αβ =

(
−7 6
−11 8

)
,

então determine a base β.

8. Sejam V = F 2 e β = {(3, 5), (1, 2)} uma base de V . Se

[I]αβ =

(
−1 4
4 −11

)
,

então determine a base α.

9. Seja V = F 3 e α = {u1,u2,u3}, β = {v1,v2,v3} bases de V , em que v1 =
u1 + u3, v2 = 2u1 + u2 + u3 e v3 = u1 + 2u2 + u3. Determine as matrizes de
transições de α paraβ e de β para α.

10. Considere os dados do exercício anterior. Se [v]tα = (1, 2, 3), então determine
[v]β .

11. A matriz de transição da base α de F 2 para a base β = {(1, 1), (0, 2)} é

[I]βα =

(
1 0
−2

3
1
3

)
.

Determine a base α.

12. Sejam α = {e1, e2}, β = {−e1 + e2, e1 + e2} e γ = {2e1, 2e2} bases de F 2. Se
[u]tβ = (−1, 3), então determine [u]α e [u]γ .
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13. Sejam α = {e1, e2, e3} e β = {e1+2e2, e1+3e2+2e3, e2+3e3} bases de F 3.
Determine [I]αβ , [I]

β
α e [I]αβ · [I]

β
α.

14. Sejam α = {e1, e2, e3}, β = {−e1 + e2 + e3, e1 + e2 − e3, e1 + e2 + e3} e
γ = 2α bases de F 3. Se [u]tβ = (1, 3, 1), então determine [u]α e [u]γ .

15. Sejam V um espaço vetorial de dimensão n sobre F e α uma base de V . Deter-
mine [I]αα.

16. Seja V = F [E11,E12,E22] um espaço vetorial sobre F .

(a) α = {E11,E12,E22} e β = {E11,E11 +E12,E11 +E12 +E22} são bases
de V ?

(b) Se sua resposta ao item (a) foi positiva, determine [I]αβ e [I]βα.

17. Sejam α = (u1, . . .un) uma base de F 1×n e A ∈ Fn×n. Mostre que as linhas da
matriz αtA formam uma base de F 1×n se, e somente se, A for não singular.

18. Sejam V um espaço vetorial sobre F e {Wn : n ∈ N} uma sequência de subespa-
ços de V . Mostre que W = ∩n∈NWn é um subespaço de V .

19. Sejam V um espaço vetorial sobre F e {Wn : n ∈ N} uma sequência de subespa-
ços de V tais que

W1 ⊆W2 ⊆ · · · ⊆Wn ⊆ · · · .

Mostre que W = ∪n∈NWn é um subespaço de V .

20. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre F . Suponhamos que α =
(u1, . . . ,un) uma lista de V , com n ≥ 3, seja LD, mas quaisquer n − 1 desses
vetores sejam LI .

(a) Dê um exemplo de uma tal lista em F 3!
(b) Mostre que existe uma lista x = (x1, . . . , xn) em Fn, todos diferentes de

zeros, tais que x1u1 + · · ·+ xnun = 0.
(c) Suponhamos que y1u1 + · · ·+ ynun = 0. Mostre que existe um a ∈ F ∗ tal

que yi = axi, com i = 1, . . . n.
(d) Mostre que

W = {(y1, . . . , yn) ∈ Fn : y1u1 + · · ·+ ynun = 0}

é um subespaço de Fn e determine a dimensão de W .
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21. Sejam V = Fn×n e α = {Fij : i, j = 1, . . . , n}, em que Fij = Eij + I. Mostre
que α é uma base de V , com elementos não singulares.

22. Sejam a, b ∈ F fixados, com a ̸= b, e m,n ∈ Z+. Mostre que

Ff (x) =

{
f(x)

(x− a)m(x− b)n
: f(x) = a0 + · · ·+ am+n−1x

m+n−1 ∈ F [x]
}

é um subespaço de F(F, F ) e dimFf (x) = m + n. Conclua que se pi(x) =
(x− a)i e qj(x) = (x− b)j , então a lista

β = (p1(x), . . . , pm(x), q1(x), . . . , qn(x))

é também uma base de Ff (x).
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4
Transformações

Neste capítulo vamos estudar um tipo especial de funções, as quais chamam-se de
“transformações lineares” e que é um dos objetos fundamentais da álgebra linear. Em
cálculo, por exemplo, costuma-se aproximar uma função diferenciável por uma trans-
formação linear. Veremos, também, que resolver um sistema AX = B de equações
lineares é equivalente a encontrar todos os elementos X ∈ Fn×1 tais que

TA(X) = B,

em que TA : Fn×1 → Fm×1 definida como TA(X) = AX é uma transformação linear.

4.1 Transformações Lineares

Sejam V um espaço vetorial sobre F e α = (u1, . . . ,un) qualquer lista sobre V .
Então, já vimos que, a função Lα : Fn → V definida como

Lα(x) = x1u1 + · · ·+ xnun

satisfazia as seguintes condições:

Lα(x+ y) = Lα(x) + Lα(y) e Lα(ax) = aLα(x).
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Isto motiva a seguinte definição.
Sejam V e W espaços vetoriais sobre F . Uma função T : V → W é uma

transformação linear ou simplesmente linear se as seguintes condições são satisfeitas:

1. T (u+ v) = T (u) + T (v), para todos u,v ∈ V (aditividade).

2. T (au) = aT (u), para todo a ∈ F e u ∈ V (homogeneidade).

Observe, intuitivamente, que uma transformação linear é uma função que preserva
as operações dos espaços vetoriais e T (0) = 0, pois

T (0) = T (0 · u) = 0 · T (u) = 0.

Note que T : V →W é linear se, e somente se,

T (au+ bv) = aT (u) + bT (v), ∀ a, b ∈ F e u,v ∈ V,

pois
T (au+ bv) = T (au) + T (bv) = aT (u) + bT (v).

Conclua que T é linear se, e somente se, o gráfico GT = {(u, T (u)) : u ∈ V } de T é
um subespaço de V ×W . Mais geralmente,

T (a1u1 + · · ·+ anun) = a1T (u1) + · · ·+ anT (un), ∀ ai ∈ F e ui ∈ V.

Finalmente, quando V =W , diremos que T é um operador linear sobre V .

Exemplo 4.1 (Transformação Nula) Sejam V e W espaços vetoriais sobre F . A fun-
ção 0 : V →W definida como 0(u) = 0, para todo u ∈ V , é linear.

Solução. Dados u,v ∈ V e a ∈ F , obtemos

0(u+ v) = 0 = 0+ 0 = 0(u) + 0(v) e 0(au) = 0 = a0(u).

Portanto, 0 é linear.

Exemplo 4.2 (Operador Identidade) Seja V um espaço vetorial sobre F . A função
I = IV : V → V definida como IV (u) = u, para todo u ∈ V , é um operador linear.

Solução. Dados u,v ∈ V e a ∈ F , obtemos

IV (u+ v) = u+ v = IV (u) + IV (v) e IV (au) = au = aIV (u).
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Portanto, IV é um operador linear.

Exemplo 4.3 Qualquer transformação linear T : F → F é da forma ax, para algum
a ∈ F fixado.

Solução. É claro que a função T : F → F definida como T (x) = ax, para todo x ∈ F ,
é linear. Reciprocamente, seja T : F → F qualquer transformação linear. Então

T (x) = T (1 · x) = T (1)x, ∀ x ∈ F.

Pondo a = T (1) ∈ F , obtemos T (x) = ax, para todo x ∈ F . É importante ressaltar
que o gráfico da função T : R→ R definida como f(x) = ax+ b é uma reta, mas f não
é linear, a menos que b = 0.

Exemplo 4.4 Sejam V = Fn×1,W = Fm×1 espaços vetoriais sobre F e A ∈ Fm×n

fixada. A função TA : V → W definida como TA(X) = AX, para todo X ∈ V , é
linear.

Solução. Dados X,Y ∈ V e a ∈ F , obtemos

TA(X+Y) = A(X+Y) = AX+AY = TA(X) + TA(Y)

e
TA(aX) = A(aX) = a(AX) = aTA(X).

Portanto, TA é linear. Note que SA : Fn → Fm definida como SA(x) = (Axt)t =
xAt, para todo x ∈ Fn, é linear.

Exemplo 4.5 (Operador Diferencial) Seja V = Pn(R) um espaço vetorial sobre R.
A função D : V → V definida como D(p(x)) = p′(x), para todo p(x) ∈ V , é um
operador linear.

Solução. Dados p(x), q(x) ∈ V e a ∈ F , obtemos

D(p(x) + aq(x)) = (p(x) + aq(x))′ = p′(x) + aq′(x) = D(p(x)) + aD(q(x)).

Portanto, D é um operador linear.

Exemplo 4.6 (Operador Semelhança) A função T : R2 → R2 definida como T (x, y) =
c(x, y), para todo c ∈ R, é um operador linear. Quando c > 0, T chama-se homotetia.
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Solução. Fica como um exercício.

Exemplo 4.7 (Rotação por um ângulo θ) Seja V = R2. Determine o operador linear
Rθ : V → V , em que Rθ(u) é uma rotação anti-horário de um ângulo θ, 0 ≤ θ < 2π,
do vetor u ∈ V .

Solução. Sejam u = (x, y) e Rθ(x, y) = (u, v). Então, pela Figura 4.1, temos que
u = r cos(α + θ), x = r cosα e y = r senα. Assim, u = x cos θ − y sen θ. De modo
análogo, v = x sen θ + y cos θ. Portanto,

Rθ(x, y) = (x cos θ − y sen θ, x sen θ + y cos θ),

que é o resultado desejado.

Figura 4.1: Representação gráfica da rotação.

Exemplo 4.8 (Operador Translação) Sejam V um espaço vetorial sobre F e v ∈ V
um vetor fixado. Então a função Tv : V → V definida como T (u) = u + v não é um
operador linear, a menos que v = 0.

Solução. Basta notar, em geral, que T (0) = v ̸= 0. Confira Figura 4.2, quando V = R2

e v = (a, b).

Exemplo 4.9 Seja V = F 2. A função T : V → V definida como T (x, y) = (x, |y|)
não é linear.

Solução. Pondo u = (2, 1) e v = (3,−1), obtemos

T (u+ v) = (5, 0) ̸= (5, 2) = T (u) + T (v).
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Figura 4.2: Representação gráfica da translação.

Note que T (0, 0) = (0, 0). Portanto, T (0) = 0 é condição necessária, mas não sufici-
ente para que T seja uma transformação linear.

Seja T : R→ R uma função. Diremos que T é uma função aditiva sobre R se ela
satisfaz a seguinte condição (equação de Cauchy):

T (x+ y) = T (x) + T (y), ∀ x, y ∈ R,

Pelo Exemplo 4.3, para cada a ∈ R fixado, a função Ta : R → R definida como
Ta(x) = ax é aditiva. Note que T : R2 → R definida como T (x, y) = x+ y cos( yx) se
x ̸= 0 e T (x, y) = 0 se x = 0, satisfaz T (au) = aT (u), mas não é aditiva.

Exemplo 4.10 Seja T : R → R uma função. Mostre que T é linear sobre Q se, e
somente se, T for aditiva.

Solução. Se T for linear sobre Q, então claramente T é aditiva. Reciprocamente, supo-
nhamos que T seja aditiva. Então, para cada x ∈ R, T (2x) = T (x) + T (x) = 2T (x)
e, indutivamente, T (nx) = nT (x), para todo n ∈ N. Como T (0) = T (0 + 0) =
T (0) + T (0) temos que T (0) = 0 e T (−y) = −T (y), para todo y ∈ R. Assim,
T (nx) = nT (x), para todo n ∈ Z. Para cada n ∈ N,

T (x) = T (n(n−1x)) = T (n−1x+ · · ·+ n−1x) = nT (n−1x)

implica que T (n−1x) = n−1T (x). Portanto, T (rx) = rT (x), para todo r ∈ Q. Mais
geralmente, se V,W são espaços vetoriais sobre Q e a função T : V → W for adi-
tiva, então T é linear sobre Q. Neste caso, podemos concluir que toda função definida
em espaço vetorial sobre Q, satisfazendo à condição aditiva, é sempre linear sobre Q.
Provaremos, no exemplo 4.15, que esse resultado não é, em geral, verdade.
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Teorema 4.11 Sejam V,W espaços vetoriais sobre F . Sejam α = {u1, . . . ,un} uma
base de V e β = (w1, . . . ,wn) uma lista qualquer em W . Então existe uma única
transformação linear T : V →W tal que

T (ui) = wi, i = 1, . . . , n.

Prova. (Existência) Como α é uma base de V temos que cada vetor u ∈ V pode ser
escrito de modo único sob a forma

u = x1u1 + · · ·+ xnun.

Vamos definir T : V →W como

T (u) = x1w1 + · · ·+ xnwn =
n∑

i=1

xiwi.

É claro que T está bem definida e T (ui) = wi, com i = 1, . . . , n, pois

ui = 0u1 + · · ·+ 0ui−1 + 1ui + 0ui+1 + · · ·+ 0un, i = 1, . . . , n.

Dados v ∈ V , digamos v = y1u1 + · · ·+ ynun, e c ∈ R, temos que

T (u+ v) =

n∑
i=1

(xi + yi)wi =

n∑
i=1

xiwi +

n∑
i=1

yiwi = T (u) + T (v)

e

T (cu) =
n∑

i=1

(cxi)wi = c
n∑

i=1

xiwi = cT (u).

Portanto, T é linear.
(Unicidade) Seja S : V → W outra transformação linear tal que S(ui) = wi,

com i = 1, . . . , n. Então

S(u) = S(
n∑

i=1

xiui) =
n∑

i=1

xiS(ui) =
n∑

i=1

xiwi = T (u),
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para todo u ∈ V . Portanto, S = T .

α
λ //

f   

V

T
��
W

O teorema 4.11 nos diz que uma transformação linear T : V → W goza da
seguinte propriedade “universal”: ela é unicamente determinada pela sua ação sobre os
vetores de uma base de V . Explicitamente, pelos vetores T (ui), com i = 1 . . . , n, de
alguma base α = {u1, . . . ,un} de V . Portanto, para determinar T (u) basta encontrar
[u]α. Além disso, duas transformações lineares sobre V são iguais se elas coincidem
em qualquer base de V . É muito importante, de um ponto de vista teórico e didático,
termos uma noção de transformaçôes lineares sobre espaços vetoriais quaisquer. Para
isto, sejam V,W espaços vetoriais sobre F e α = {ui}i∈I uma base de V . Então para
qualquer função f : α→W , existe uma única transformação linear T : V →W tal que
f = T ◦ λ, com λ : α → V , λ(u) = u, a função inclusão, ou seja, o diagrama acima
comuta. Note que T (ui) = f(ui) = wi, para todo i ∈ I , e β = {wi}i∈I é uma família
qualquer de vetores em W .

Exemplo 4.12 Determine a transformação linear T : F 2 → F 3 tal que T (1, 2) =
(3, 2, 1) e T (3, 4) = (6, 5, 4).

Solução. É fácil verificar que α = {(1, 2), (3, 4)} é uma base de F 2. Assim, pelo
Teorema 4.11, existe uma única transformação linear T : T 2 → F 3 tal que T (1, 2) =
(3, 2, 1) e T (3, 4) = (6, 5, 4). Logo, para determinar T (u) basta encontrar [u]α ou,
equivalentemente, escalonar a matriz(

1 3 x
2 4 y

)
→ · · · →

(
1 0 −4x+3y

2

0 1 2x−y
2

)
.

Portanto,

T (x, y) =
−4x+ 3y

2
(3, 2, 1) +

2x− y
2

(6, 5, 4) =

(
3

2
y, x+

1

2
y, 2x− 1

2
y

)
,

que é o resultado desejado.

Exemplo 4.13 (Operador Projeção) Determine a projeção de um vetor u ∈ R2 sobre
a reta y = ax, com a ∈ R.
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Solução. É fácil verificar que α = {(1, a), (−a, 1)} e/ou α = {(1, a), (1, b)} é uma
base de R2, para todos a, b ∈ R, com a ̸= b. Então, pelo Teorema 4.11, existe uma única
transformação linear P : R2 → R2 tal que P (1, a) = (1, a) e P (−a, 1) = (0, 0). Logo,
para determinar T (u) basta encontrar [u]α ou, equivalentemente, escalonar a matriz(

1 −a x
a 1 y

)
→ · · · →

(
1 0 x+ay

1+a2

0 1 −ax+y
1+a2

)
.

Portanto, P (u) = u− v ou

P (x, y) =

(
x+ ay

1 + a2
,
ax+ a2y

1 + a2

)
=

(x, y)(1, a)t

(1, a)(1, a)t
(1, a).

Como R2 = R[(1, a)] ⊕ R[(−a, 1)], diremos que P é a projeção sobre R[(1, a)] na
direção de (paralela a) R[(−a, 1)], onde a ∈ R, confira Figura 4.3, ou seja, P (x, y) é o
ponto de interseção da reta r : y = ax com reta que passa por (x, y) e paralela à reta
(perpendicular a r) y = − 1

ax, quando a ̸= 0, e/ou y = bx. Além disso, é fácil verificar
que P 2 = P .

Figura 4.3: Representação gráfica da projeção.

Exemplo 4.14 (Operador Reflexão) Determine a reflexão de um vetor u ∈ R2 em
torno de uma reta y = ax, com a ∈ R.

Solução. É fácil verificar que α = {(1, a), (−a, 1)} é uma base de R2, para todo a ∈ R.
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Então, pelo Teorema 4.11, existe uma única transformação linear R : R2 → R2 tal que
R(1, a) = (1, a) e R(−a, 1) = (a,−1). Logo, para determinar T (u) basta encontrar
[u]α ou, equivalentemente, escalonar a matriz(

1 −a x
a 1 y

)
→ · · · →

(
1 0 x+ay

1+a2

0 1 −ax+y
1+a2

)
.

Portanto, u−R(u) = 2(u− P (u)) ou

R(x, y) =

(
(1− a2)x+ 2ay

1 + a2
,
2ax− (1− a2)y

1 + a2

)
.

Como R2 = R[(1, a)]⊕R[(−a, 1)],, diremos que R é a reflexão em R[(1, a)] na direção
de (paralela a) R[(−a, 1)], onde a ∈ R, confira Figura 4.4. Além disso, é fácil verificar
que R2 = I .

Figura 4.4: Representação gráfica da refleção.

Observe que se d = (1, a) for o vetor diretor da reta y = ax e Td : R2 → R2 for
o operador translação, então Rd = R ◦ Td chama-se reflexão de deslizamento (glide),
ou seja, Rd é a composição de uma translação na direção de uma reta por uma distância
d seguida por uma reflexão em torno dessa reta. Além disso, se θ for o ângulo que a reta
y = ax faz com o eixo dos x, então a = tan θ e é fácil verificar que a reflexão é definida
como

R(x, y) = (x cos 2θ + y sen 2θ, x sen 2θ − y cos 2θ).

Em particular, quando θ = π
4 , temos que R(x, y) = (y, x).
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Exemplo 4.15 Mostre que existe uma função aditiva T : R → R tal que T (x) ̸= ax,
para todo a ∈ R.

Solução. É fácil verificar que R com as operações usuais é um espaço vetorial sobre Q.
Seja α uma base de “Hamel1” de R sobre Q e escolhendo x0 ∈ α. Então vamos definir
T : R→ R como

T (x) =

{
ri, se x = r1x1 + · · ·+ rixi + · · ·+ rnxn e xi = x0
0, caso contrário.

Então T é aditiva. Por exemplo, se x0 ocorre na representação básica de x e y, então
T (x+ y) = ri + sj = T (x) + T (y). Em particular, T (x0) = 1 e T (xi) = 0, para todo
xi ∈ α, com i ̸= 0. Se T (x) = ax, para algum a ∈ R, então 1 = T (x0) = ax0, de
modo que a ̸= 0. Por outro lado, 0 = T (xi) = axi implica que a = 0, pois 0 /∈ α, o
que é impossível. Portanto, T (x) ̸= ax, para todo a ∈ R.

Exercícios

1. Verifique quais das funções abaixo são lineares.

(a) T : F 2 → F 2, T (x, y) = (2x− y, 0).
(b) T : F 3 → F 2, T (x, y, z) = (x− 1, y + z).

(c) T : F → F 3, T (x) = (x, 2x,−x).
(d) T : F 2 → F 2, T (x, y) = (y, x3).

(e) T : F 2 → F 2, T (x, y) = (ax+ by, cx+ dy), onde a, b, c, d ∈ F .

2. Sejam V = Fn×n e B é uma matriz não nula fixada em V , quais das seguintes
funções são lineares?

(a) T (A) = BA.

(b) T (A) = BA−AB.

(c) T (A) = B+A.

(d) T (A) = At.

(e) T (A) = BtAB.

1Georg Karl Wilhelm Hamel, 1877-1954, matemático alemão.
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3. Sejam V = F(R,R) e h ∈ R fixado. Mostre que cada uma das funções T : V →
V abaixo é linear:

(a) (Tf)(x) = f(x+ h). (Deslocamento)

(b) (Tf)(x) = f(x+ h)− f(x). (Diferença para frente)

(c) (Tf)(x) = f(x)− f(x− h). (Diferença para trás)

(d) (Tf)(x) = f(x+ h
2 )− f(x−

h
2 ). (Diferença central)

(e) (Tf)(x) = 1
2

(
f(x+ h

2 )− f(x−
h
2 )
)
. (Valor médio)

4. (Operador Integração) Seja V = C(R,R) o espaço das funções reais contínuas.
Mostre que a função J : V → V definida como

(Jf)(x) =

∫ x

0
f(t)dt

é linear.

5. (Operador Cisalhamento (shear) na direção de x) Determine a função linear
T : R2 → R2 que satisfaça T (1, 0) = (1, 0) e T (0, 1) = (a, 1), onde a ∈ R∗.
Defina Operador Cisalhamento na direção de y.

6. Determine o operador linear T : R2 → R2 que satisfaça T (1, 2) = (1, 1) e
T (0, 1) = (1, 0).

7. Determine o operador linear T : R2 → R2 que satisfaça T (1, 0) = (a, b) e
T (0, 1) = (c, d).

8. Seja V = F [x] Mostre que cada uma das funções T : V → V abaixo é linear:

(a) T (p(x)) = xp(x) (Multiplicação por x).

(b) T (p(x)) = p(x)−a0
x (Eliminação do termo constante e divisão por x).

9. Sejam S : V → W e T : V → W transformações lineares. Mostre que S +
T e aT , para todo a ∈ R, são lineares. Conclua que o conjunto de todas as
transformações lineares L(V,W ) é um espaço vetorial sobre F .

10. Se dimV = 2 e dimW = 3, determine uma base de L(V,W ). Generalize.

11. Sejam R : U → V , S : U → V e T : V → W transformações lineares. Mostre
que T ◦ S é linear e T ◦ (R+ S) = T ◦R+ T ◦ S.
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12. Sejam V = R2 e R,S, T : V → V operadores lineares definidos como R(x, y) =
(x, 0), S(x, y) = (y, x) e T (x, y) = (0, y). Determine:

(a) S + T e 3S − 5T .

(b) R ◦ S, S ◦R, R ◦ T , T ◦R, S ◦ T e T ◦ S.

(c) R2, S2 e T 2.

(d) Mostre que S e T são LI .

13. Sejam V = R[x] eD,M : V → V operadores lineares definidos comoD(p(x)) =
p′(x) e M(p(x)) = xp(x). Mostre que DM −MD = I e (DM)2 = D2M2 −
DM .

14. Sejam V,W espaços vetoriais sobre F e f : V → W uma função. Mostre que as
seguintes condições são equivalentes:

(a) Se w − u = c(v −w), então f(w)− f(u) = c(f(v)− f(w)), para todos
u,v,w ∈ V e c ∈ F ;

(b) f(z) = T (z) + x, para todo z ∈ V , onde x ∈ W e T : V → W é uma
transformação linear;

(c) f(
∑n

i=1 ciui) =
∑n

i=1 cif(ui), para todo ui ∈ V e ci ∈ F , com i =
1, . . . , n e c1 + · · ·+ cn = 1.

Uma função que satisfaz uma das (todas) condições chama-se função afim.

15. Seja T : V → V um operador linear tal que T k = T k−1 ◦ T = 0, para algum
k ∈ N.

(a) Mostre que se existir um u ∈ V tal que T k−1(u) ̸= 0, então o conjunto
α = {u, T (u), . . . , T k−1(u)} é LI .

(b) Mostre que se W = F [u, T (u), . . . , T k−1(u)], então T (v) ∈ W , para todo
v ∈W .

4.2 Núcleo e Imagem

Sejam V e W espaços vetoriais sobre F , com o objetivo de simplificar as nota-
ções, usaremos L(V,W ) para representar o conjunto de todas as transformações lineares
de V emW . Em particular, L(V ) quando V =W . Já vimos que L(V,W ), munido com
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a soma e multiplicação por escalar usuais de funções é um espaço vetorial sobre F . Em
particular, L(V ) mais a composição usual de função é um álgebra linear sobre F .

Figura 4.5: Representação gráfica da imagem.

Seja T ∈ L(V,W ). A imagem de T é o conjunto

ImT = {w ∈W : w = T (u), para algum u ∈ V }
= {T (u) : u ∈ V } = T (V ),

confira Figura 4.5. Observe que w ∈ ImT significa que existe um u ∈ V tal que
w = T (u). Portanto, se α = {u1, . . . ,un} for uma base de V , então, pelo Teorema
4.11, ImT = F [T (α)] = F [T (u1), . . . , T (un)] e posto de T é definido como ρ(T ) =
dim ImT .

O núcleo (kernel) de T é o conjunto

kerT = {u ∈ V : T (u) = 0} = T−1(0),

confira Figura 4.6. Observe que u ∈ kerT significa que T (u) = 0 e a nulidade ou
defeito de T é definida como ν(T ) = dimkerT .

Figura 4.6: Representação gráfica do núcleo.

Teorema 4.16 Seja T ∈ L(V,W ). Então ImT é um subespaço de W e kerT é um
subespaço de V .
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Prova. Vamos provar apenas que ImT é um subespaço de W . Note que ImT ̸= ∅,
pois 0 = T (0) ∈ ImT . Dados w1,w2 ∈ ImT e a ∈ F , existem u1,u2 ∈ V tais que
w1 = T (u1) e w2 = T (u2). Assim,

w1 + aw2 = T (u1) + aT (u2) = T (u1 + au2) ∈ ImT,

pois u1 + au2 ∈ V . Portanto, ImT é um subespaço de W .

Observe que se A ∈ Fm×n for fixada, então a função TA : Fn×1 → Fm×1

definida como TA(X) = AX é, pelo Exemplo 4.4, uma transformação linear. Neste
caso, B ∈ ImTA = {AX : X ∈ Fn×1} significa que o sistema não homogêneo AX =
B possui pelo menos uma solução. Por outro lado, X ∈ kerTA = {X : AX = 0}
significa que o sistema homogêneo AX = O possui pelo menos uma solução. Portanto,

ρ(A) = ρ(TA) = dim ImTA e ν(A) = ν(TA) = dimkerTA.

Exemplo 4.17 Seja T ∈: R3 → R3 definida como T (x, y, z) = (x, 2y, 0). Mostre que
T é linear e determine o núcleo e a imagem de T .

Solução. É fácil verificar que T é linear. Assim,

kerT = {(x, y, z) ∈ R3 : T (x, y, z) = (0, 0, 0)}
= {(x, y, z) ∈ R3 : (x, 2y, 0) = (0, 0, 0)}
= {(0, 0, z) : z ∈ R} = R[(0, 0, 1)]

e
ImT = {T (x, y, z) : (x, y, z) ∈ R3}

= {(x, 2y, 0) : x, y ∈ R} = R[(1, 0, 0), (0, 2, 0)].

Como T (1, 0, 0) = (1, 0, 0), T (0, 1, 0) = (0, 2, 0) e T (0, 0, 1) = (0, 0, 0) temos que
ImT = R[T (1, 0, 0), T (0, 1, 0)], confira Figura 4.7.

Exemplo 4.18 Determine T ∈ L(F 3, F 4) tal que

ImT = F [(1, 0, 0,−1), (0, 1, 1, 0)].

Solução. É fácil verificar que α = {(1, 0, 0,−1), (0, 1, 1, 0)} é uma base de ImT .
Como (1, 0, 0,−1), (0, 1, 1, 0) ∈ ImT temos que existem u1,u2 ∈ F 3 tais que

T (u1) = (1, 0, 0,−1) e T (u2) = (0, 1, 1, 0).
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Figura 4.7: Representação gráfica da imagem e do núcleo.

Seja W = F [u1,u2]. Então {u1,u2} é uma base de W , pois α é uma base de ImT .
Afirmação. F 3 =W ⊕ kerT e W chama-se complemento direto de kerT .

De fato. Dado u ∈ F 3, temos que T (u) ∈ ImT . Assim, existem y1, y2 ∈ F tais que

T (u) = y1(1, 0, 0,−1) + y2(0, 1, 1, 0) = y1T (u1) + y2T (u2) = T (y1u1 + y2u2).

Logo, u− (y1u1 + y2u2) ∈ kerT , pois

T (u− (y1u1 + y2u2)) = T (u)− T (y1u1 + y2u2) = T (u)− T (u) = 0,

Portanto, existe um v ∈ kerT tal que

u− (y1u1 + y2u2) = v⇒ u = (y1u1 + y2u2) + v ∈W + kerT,

ou seja, F 3 = W + kerT . É fácil verificar que W ∩ kerT = {0}. Escolhendo uma
base {u3} para kerT , obtemos uma base β = {u1,u2,u3} de F 3. Em particular, pondo
u1 = (1, 0, 0),u2 = (0, 1, 0) e u3 = (0, 0, 1) temos, pelo Teorema 4.11, que existe uma
única transformação linear T : F 3 → F 4 tal que

T (u1) = (1, 0, 0,−1), T (u2) = (0, 1, 1, 0) e T (u3) = (0, 0, 0, 0).

Finalmente, para determinar T , dado u = (x, y, z) ∈ F 3, obtemos

T (x, y, z) = xT (u1) + yT (u2) + zT (u3) = (x, y, y,−x),
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que é o resultado desejado.

Seja T ∈ L(V,W ). Diremos que T é injetora se

T (u) = T (v)⇒ u = v, ∀ u,v ∈ V

ou, equivalentemente, u ̸= v implica que T (u) ̸= T (v), para todos u,v ∈ V . Diremos
que T é sobrejetora se dado w ∈ W , existir um u ∈ V tal que T (u) = w, isto é,
ImT = W . Finalmente, dizemos que T é bijetora se T é injetora e sobrejetora. Neste
caso, obtemos a relação fundamental:

w = T (u)⇔ u = T−1(w)⇔ T ◦ T−1 = IW e T−1 ◦ T = IV .

Seja T : F 2 → F definida como T (x, y) = x. Então T é linear e sobrejetora, pois

ImT = {T (x, y) : (x, y) ∈ F 2} = {x · 1 : x ∈ F} = F [1] = F.

Mas não é injetora, pois T (0, 1) = 0 = T (0,−1) e (0, 1) ̸= (0,−1). Por outro lado,
seja T : F → F 2 definida como T (x) = (x, 0). Então T é linear e injetora, pois

T (x) = T (y)⇒ (x, 0) = (y, 0)⇒ x = y.

Mas não é sobrejetora, pois T (x) ̸= (0, 1), para todo x ∈ F , isto é, ImT ̸= F 2. Por fim,
seja T : F 3 → F 3 definida como T (x, y, z) = (x, 2y, 0). Então T é linear, não é injetora
e nem sobrejetora, pois T (0, 0, 1) = (0, 0, 0) = T (0, 0,−1), com (0, 0, 1) ̸= (0, 0,−1)
e T (x, y, z) ̸= (0, 0, 1), para todo (x, y, z) ∈ F 3, isto é, ImT ̸= F 3.

Sejam T ∈ L(V,W ). Diremos que T é não singular se kerT = {0}. Caso
contrário, diremos que T é singular.

Teorema 4.19 Seja T ∈ L(V,W ). Então T é não singular se, e somente se, T for
injetora.

Prova. Suponhamos que T seja não singular, isto é, kerT = {0}. Dados u,v ∈ V , se
T (u) = T (v), então

T (u− v) = T (u)− T (v) = T (u)− T (u) = 0.

Assim, u− v ∈ kerT = {0}. Portanto, u = v, ou seja, T é injetora. Reciprocamente,
suponhamos que T seja injetora. Dado u ∈ kerT , obtemos T (u) = 0. Como T (0) = 0
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temos que T (u) = 0 = T (0) implica que u = 0. Logo, kerT = {0}. Portanto, T é
não singular.

Corolário 4.20 Sejam T ∈ L(V,W ). Então T é não singular se, e somente se, T leva
qualquer conjunto LI de V em algum conjunto LI de W .

Prova. Suponhamos que T seja não singular. Seja α = {u1, . . . ,un} conjunto qualquer
LI de V . Então devemos provar que T (α) = {T (u1), . . . , T (un)} é um conjunto LI
de W . Sejam x1, . . . , xn ∈ F tais que

x1T (u1) + · · ·+ xnT (un) = 0.

Assim,
T (x1u1 + · · ·+ xnun) = x1T (u1) + · · ·+ xnT (un) = 0.

Logo, x1u1+· · ·+xnun ∈ kerT = {0}, de modo que x1u1+· · ·+xnun = 0. Portanto,
x1 = 0, . . . , xn = 0, pois α é LI , e T (α) é um conjunto LI de W . Reciprocamente,
seja u ∈ kerT , com u ̸= 0. Então {u} é um conjunto LI de V . Assim, {T (u)} = {0}
é um conjunto LI de W , o que é impossível. Portanto, u = 0 e T é não singular. é
importante ressaltar que esta prova vale para um conjunto LI qualquer.

Teorema 4.21 (Teorema do Posto) Seja T ∈ L(V,W ), com dimV = n. Então

dimV = dimkerT + dim ImT = ν(T ) + ρ(T ).

Prova. Como kerT é um subespaço de V temos que kerT contém uma base α =
{u1, . . . ,uk} que é parte de uma base β = α ∪ {uk+1, . . . ,un} de V .

Afirmação. γ = {T (uk+1), . . . , T (un)} é uma base de ImT .
De fato. Dado w ∈ ImT , existe um u ∈ V tal que w = T (u). Como u ∈ V e β é uma
base de V temos que existem x1, . . . , xn ∈ F tais que

u = x1u1 + · · ·+ xkuk + xk+1uk+1 + · · ·+ xnun.

Assim,
w = T (u) = xk+1T (uk+1) + · · ·+ xnT (un),

pois T (ui) = 0, i = 1, . . . , k. Logo, γ gera ImT . Sejam yk+1, . . . , yn ∈ F tais que

yk+1T (uk+1) + · · ·+ ynT (un) = 0.
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Então T (yk+1uk+1 + · · ·+ ynun) = 0, de modo que yk+1uk+1 + · · ·+ ynun ∈ kerT .
Assim, existem x1, . . . , xk ∈ R tais que

yk+1uk+1 + · · ·+ ynun = x1u1 + · · ·+ xkuk,

ou seja,
x1u1 + · · ·+ xkuk + (−yk+1)uk+1 + · · ·+ (−yn)un = 0.

Como β é uma base de V temos que yk+1 = · · · = yn = 0 e γ é um conjunto LI .
Portanto,

dimV = n = k + (n− k) = dimkerT + dim ImT

e V = kerT ⊕ [uk+1, . . . ,un].

É muito importante, de um ponto de vista teórico e didático, observar que o Te-
orema do Núcleo e da Imagem continua válido quando dimV é infinito. Neste caso,
se β for uma base de ImT , então, para cada w ∈ β, existe um u = uw ∈ V tal que
u ∈ T−1(w). Assim, a família α dos tais u, isto é, α = {uw : w ∈ β}, é LI em V .
Portanto, V = F [α]⊕ kerT , confira Exemplo 4.18.

Corolário 4.22 Seja T ∈ L(V,W ), com dimV = n e dimW = m. Então o posto
k = ρ(T ) ≤ min{m,n}. Conclua que existe uma base α = {u1, . . . ,un} de V e
existe uma base β = {w1, . . . ,wm} de W tal que T (ui) = wi, com i = 1, . . . , k, e
T (uj) = 0, com j = i+ 1, . . . , n.

Prova. Como ImT ⊆ W e, pelo Teorema 4.21, dim ImT ≤ n temos que o posto
de T k = ρ(T ) ≤ min{m,n}. Assim, pela prova do Teorema 4.21, existe uma base
α = {u1, . . .up,v1, . . . ,vn−p} de V , com {u1, . . .up} uma base de kerT , tal que
{T (v1), . . . , T (vn−p)} é uma base de ImT . Pondo wi = T (vi), com i = 1, . . . , k =
n− p, e estendendo para obter a base β = {w1, . . . ,wk,wk+1, . . . ,wm} de W com as
propriedades desejadas.

Corolário 4.23 Seja T ∈ L(V,W ), com dimV = dimW = n. Então T é injetora se,
e somente se, T for sobrejetora.

Prova. Suponhamos que T seja injetora. Então, pelo Teorema 4.19, kerT = {0}.
Assim,

dimW = dimV = dimkerT + dim ImT = dim ImT.

Como ImT ⊆ W e dimW = dim ImT temos que ImT = W . Portanto, T é so-
brejetora. Reciprocamente, suponhamos que T seja sobrejetora. Então ImT = W e
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dimW = dim ImT . Logo,

dim ImT = dimV = dimkerT + dim ImT ⇒ dimkerT = 0.

Portanto, kerT = {0} e, pelo Teorema 4.19, T é injetora.

Corolário 4.24 Seja T ∈ L(V,W ), com dimV = dimW = n. Então as seguintes
condições são equivalentes:

1. T é bijetora.

2. T é sobrejetora.

3. T é não singular.

4. T leva qualquer base de V em alguma base de W .

Prova. Fica como um exercício.

Exemplo 4.25 Determine T ∈ L(F 3, F 4) tal que kerT = {(x, y, z) ∈ R3 : x+y+z =
0}.

Solução. É fácil verificar que kerT = F [(1, 0,−1), (0, 1,−1)]. Então 1 0 a
0 1 b
−1 −1 c

→ · · · →
 1 0 a

0 1 b
0 0 a+ b+ c

 .

Assim, α = {(1, 0,−1), (0, 1,−1)} é uma base de kerT . Como kerT ⊆ F 3 temos
que α é parte de uma base de F 3. Logo, para estender α a uma base de F 3, basta
escolher u = (a, b, c) ∈ F 3, com a + b + c ̸= 0, digamos β = α ∪ {(0, 0, 1)}.
Definindo arbitrariamente T (0, 0, 1) = w, temos, pelo Teorema 4.11, que existe uma
única transformação linear T : F 3 → F 4 tal que

T (1, 0,−1) = (0, 0, 0, 0), T (0, 1,−1) = (0, 0, 0, 0) e T (0, 0, 1) = w.

Logo, para determinar T (u) basta encontrar [u]α ou, equivalentemente, escalonar a ma-
triz  1 0 0 x

0 1 0 y
−1 −1 1 z

→ · · · →
 1 0 0 x

0 1 0 y
0 0 1 x+ y + z

 .

Portanto, T (x, y, z) = (x+ y + z)w.
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Teorema 4.26 Sejam S ∈ L(U, V ) e T ∈ L(V,W ). Então T ◦ S ∈ L(U,W ). Conclua
se T for bijetora, então T−1 ∈ L(W,V ).

Prova. É claro que T−1(0) = 0, pois T (0) = 0. Dados w1,w2 ∈ W e a ∈ F . Como
T é bijetora temos que existem únicos u1,u2 ∈ V tais que

w1 = T (u1)⇔ u1 = T−1(w1) e w2 = T (u2)⇔ u2 = T−1(w2).

Note que T (u1 + u2) = w1 +w2 e T (au1) = aw1 implicam que

T−1(w1 +w2) = T−1(w1) + T−1(w2) e T−1(aw1) = aT−1(w1).

Portanto, T−1 é linear.

Seja T ∈ L(V,W ). Diremos que T é um isomorfismo se T é bijetora. Se existir
um isomorfismo de V sobre W , diremos que V é isomorfo a W e denotamos por V ≃
W . Intuitivamente, um isomorfismo T de V sobre W é uma regra que consiste em
renomear os elementos de V , isto é, o nome do elemento sendo T (u) ao invés de u ∈ V .
É muito importante ressaltar o seguinte: se T for um isomorfismo e S ⊆ V . Então S
é LI se, e somente se, T (S) for LI . Portanto, ao decidirmos que S é LI (base) não
importa se consideramos S ou T (S), confira Corolário 4.24. Por exemplo, a função
T : Fn×1 → F 1×n definida como T (X) = Xt é claramente um isomorfismo. Portanto,
isto justifica que sempre podemos identificar os espaços vetoriais Fn, F 1×n e Fn×1.

Exemplo 4.27 Mostre que T ∈ L(F 3) definida como T (x, y, z) = (x− 2y, z, x+ y) é
um isomorfismo e determine uma regra para T−1 como a que define T .

Solução. Note que v ∈ ImT é equivalente a resolver a equação vetorial v = T (u),
para algum u ∈ F 3. Mas, pelo Teorema 4.11, isto é equivalente a escalonar a matriz
(T (e1) = (1, 0, 1) . . .) 1 −2 0 a

0 0 1 b
1 1 0 c

→ · · · →
 1 0 0 a+2c

3
0 1 0 c−a

3
0 0 1 b

 .

Assim, a equação possui uma solução e T é sobrejetora, de modo que T é um isomor-
fismo. Logo, para determinar uma regra para T−1 devemos usar a relação v = T (u)⇔
u = T−1(v), ou seja, dado v = (a, b, c) ∈ F 3, existe um único u = (x, y, z) ∈ F 3 tal
que

T (x, y, z) = (a, b, c)⇔ T−1(a, b, c) = (x, y, z).
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Portanto,

T−1(a, b, c) =

(
a+ 2c

3
,
−a+ c

3
, b

)
,

que é o resultado desejado.

Teorema 4.28 Qualquer espaço vetorial de dimensão n sobre F é isomorfo a Fn.

Prova. Seja α = {u1, . . . ,un} uma base de V . Então já vimos que a função Lα : Fn →
V definida como Lα(x) = x1u1+ · · ·+xnun é linear e bijetora. Portanto, V é isomorfo
a Fn.

A transformação linear Lα : Fn → V chama-se parametrização de V induzida
pela base α. Note que Lα(ei) = ui, i = 1, . . . , n.

Vamos finalizar esta seção com algumas considerações sobre soma direta externa
e espaços quocientes. Sejam V e W espaços vetoriais sobre F . Então já vimos, no
Exercício (13) da Seção 3.1, que V ⊗W = V ×W , munido com as operações de adição

u⊕ v = (u1 + u2,v1 + v2)

e multiplicação por escalar
a⊙ u = (au1, av1),

era um espaço vetorial sobre F . Então, naturalmente, obtemos quatro funções lineares, a
saber, as inclusões λ1 : V → V ⊗W e λ2 :W → V ⊗W definidas como λ1(u) = (u,0)
e λ2(v) = (0,v); as projeções π1 : V ⊗W → V e π2 : V ⊗W → W definidas como
π1(u,v) = u e π2(u,v) = v. É fácil verificar que elas satisfazem as relações:

π1 ◦ λ1 = IV , π2 ◦ λ2 = IW , πi ◦ λj = 0, i ̸= j, e λ1 ◦ π1 + λ2 ◦ π2 = IZ ,

com Z = V ⊗W , confira o diagrama:

V
λ1 $$

V

V ⊗W

π1

::

π2
$$

W

λ2

::

W
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Teorema 4.29 Sejam V e W espaços vetoriais de dimensões finitas sobre F . Então
dim(V ⊗W ) = dimV + dimW .

Prova. Sejam α = {v1, . . . ,vm} uma base de V e β = {w1, . . . ,wn} base de W .
Então é fácil verificar que

γ = {(v1,0), . . . , (vm,0), (0,w1), . . . , (0,wn)}

é uma base de V ×W . Portanto, dim(V ⊗W ) = dimV + dimW .

Sejam V um espaço vetorial sobre F e W um subespaço de V . Então já vimos,
no Exercício (19) da Seção 3.5, que V = V/W = {u +W : u ∈ V }, munido com as
operações de adição

(u+W )⊕ (v +W ) = (u+ v) +W

e multiplicação por escalar

a⊙ (u+W ) = (au) +W,

era um espaço vetorial sobre F . Então, naturalmente, obtemos uma função linear e
sobrejetora π : V → V definida como π(u) = u + W , a qual chama-se projeção
canônica.

V
T //

π
��

W

V/kerT σ
// ImT

λ

OO

Teorema 4.30 Seja T ∈ L(V,W ). Então V/ kerT ≃ ImT . Conclua que dimV =
dimkerT + dim ImT .

Prova. Note, pelo Teorema 4.16, que kerT é um subespaço de V e ImT é um subespaço
de W . Assim, V/ kerT é um espaço vetorial sobre F . Logo, pelo diagrama, λ ◦σ ◦π =
T significa que: T (u) = σ(u + kerT ), para todo u ∈ V . Portanto, a função σ :
V/ kerT → W definida como σ(u+ kerT ) = T (u) possui as propriedades desejadas.
Por exemplo, Imσ = ImT implica que σ é sobrejetora e kerσ = kerT implica que σ é
injetora, pois T (u) = 0 se, e somente se, u+ kerT = kerT é o zero em V/ kerT .

Vimos acima que π2 ◦ λ2 = IW significa que π2 possui uma inversa à direita e
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π2 ◦ λ1 = 0 significa que Imλ1 = kerπ2, mas isto é equivalente a sequência:

{0} // V
λ1 // V ⊗W π2 //W // {0}.

Isto motiva a definição. Sejam U, V e W espaços vetoriais sobre F . Diremos que

{0} // U
S // V

T //W // {0}.

é uma sequência exata curta “em V ” se S for injetora e T for sobrejetora, ou seja,
ImS = kerT . Neste caso, obtemos o diagrama:

{0} // ImSOO

σ

λ // V

T ##

π //W/ ImT

ϕ
��

// {0}

{0} // U

S

==

W // {0}

Note que σ e ϕ são isomorfismos, de modo que V = U ⊕W é uma soma direta.

Exercícios

1. Seja T ∈ L(V,W ). Mostre se U for um subespaço de V , então a imagem direta
de U : T (U) = {T (u) : u ∈ U}, é um subespaço de W .

2. Seja T ∈ L(V,W ). Mostre que se Z for um subespaço de W , então a imagem
inversa de Z: T−1(Z) = {u ∈ V : T (u) ∈ Z}, é um subespaço de V .

3. Sejam T ∈ L(R2) definido como T (x, y) = (x+ y, y) e

A = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}, B = {(x, y) ∈ R2 : |x|+ |y| = 1},
C = {(x, y) ∈ R2 : max{|x|, |y|} = 1}.

Determine T (A), T (B) e T (C).

4. Para cada transformação linear abaixo determine o núcleo e a imagem:

(a) T ∈ L(F 2, F 3) definida como T (x, y) = (y − x, 0, 5x).
(b) T ∈ L(F 3, F 2) definida como T (x, y, z) = (x+ y + z, z).

170Sumário

4.2. Núcleo e Imagem



Capítulo 4. Transformações

5. Seja T ∈ L(V,W ). Mostre que se V = F [u1, . . . ,un] = F [α], então ImT =
F [T (α)].

6. Seja T ∈ L(F 3, F 3) definida como T (x, y, z) = (x−y+2z, 2x+y,−x−2y+2z).

(a) Se (a, b, c) for um vetor em F 3, quais as condições sobre a, b e c, para que o
vetor esteja na imagem de T ? Qual é o posto de T ?

(b) Quais as condições sobre a, b e c, para que o vetor esteja no núcleo de T ?
Qual é a nulidade de T ?

7. Determine S, T ∈ L(F 3) tais que ImS = F [(1, 0,−1), (1, 2, 2)] e ImT =
[(1, 2, 3), (4, 0, 5)].

8. Determine T ∈ L(F 3) tal que kerT = F [(1, 1, 0)].

9. Determine T ∈ L(F 3, F 2) sobrejetora tal que T (1, 1, 0) = T (0, 0, 1).

10. Existe um T ∈ L(F 3, F 2) tal que T (1,−1, 1) = (1, 0) e T (1, 1, 1) = (0, 1)?

11. Existe um T ∈ L(F 2) tal que T (1,−1) = (1, 0), T (2,−1) = (0, 1) e T (−3, 2) =
(1, 1)?

12. Seja T ∈ L(V,W ), com dimW = m. Mostre que se β = {w1, . . . ,wk} for
uma base de ImT e α = {u1, . . . ,uk}, com T (ui) = wi, então α é LI e V =
F [α] ⊕ kerT . Conclua que dimT (U) = dimU − dim(U ∩ kerT ), para todo
subespaço U de V .

13. Existe T ∈ L(F 5, F 3), com T (e1) = (1, 0, 0), T (e2) = (0, 1, 0) e cujo núcleo
consiste dos vetores (x1, x2, x3, x4, x5) ∈ F 5 tais que

x1 − 2x2 + x3 + x4 − x5 = 0
x1 + x2 − 2x3 + x4 − x5 = 0

−2x1 + x2 + x3 − 2x4 + 2x5 = 0?

14. Sejam T ∈ L(V, F 3) um isomorfismo e u1,u2,u3,u4 ∈ V tais que T (u1) =
(1, 0, 1), T (u2) = (−2, 1, 0), T (u3) = (−1, 1, 1) e T (u4) = (2, 1, 3).

(a) u1 está no subespaço gerado por u2 e u3?

(b) Sejam W1 = F [u1,u2] e W2 = F [u3,u4]. Qual é W1 ∩W2?

(c) Determine uma base de F [u1,u2,u3,u4].
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15. Sejam S, T ∈ L(V ), com dimV = n, tais que ν(S) = ν(T ) = 0. Mostre que
ν(T ◦ S) = 0.

16. Sejam S ∈ L(U, V ) e T ∈ L(V,W ), com dimV = n e dimW = m.

(a) Mostre que Im(T ◦ S) ⊆ ImT e dim Im(T ◦ S) ≤ dim ImT .

(b) Mostre que kerS ⊆ ker(T ◦ S) e dim kerS ≤ dimker(S ◦ T ).

17. Sejam T ∈ L(V,W ) e S ∈ L(W,V ), com m = dimW > dimV = n. Mostre
que T ◦ S não pode ser injetora.

18. Seja T ∈ L(V,W ), com dimV = n e dimW = m. Mostre que V e W são
isomorfos se, e somente se, m = n.

19. Seja T ∈ L(V,W ), com dimV = n e dimW = m.

(a) Mostre que se dimV < dimW , então T não pode ser sobrejetora.

(b) Mostre que se dimV > dimW , então T não pode ser injetora.

20. Seja T ∈ L(V ), com dimV = n. Mostre que se existir um S ∈ L(V ) tal que
S ◦ T = IV , então T−1 existe e T−1 = S.

21. Seja T ∈ L(V ), com dimV = n. Mostre que se T 2 − T + I = 0, então T é não
singular. Determine T−1 em função de T .

22. Sejam U, V e W espaços vetoriais sobre F , com dimU = k, dimV = n e
dimW = m.

(a) Sejam S ∈ L(U,W ) e T ∈ L(V,W ). Mostre que ImS ⊆ ImT se, e
somente se, existir um R ∈ L(U, V ) tal que S = T ◦R.

(b) Sejam S ∈ L(U,W ) e T ∈ L(U, V ). Mostre que kerT ⊆ kerS se, e
somente se, existir um R ∈ L(V,W ) tal que S = R ◦ T .

23. Sejam S, T ∈ L(V ), com dimV = n. Mostre que:

(a) ρ(T + S) ≤ ρ(S) + ρ(T ).

(b) ν(S) + ν(T )− n ≤ ν(S + T ).

(c) max{ν(S), ν(T )} ≤ ν(S ◦ T ) ≤ ν(S) + ν(T ).

(d) ρ(S) + ρ(T )− n ≤ ρ(S ◦ T ) ≤ min{ρ(S), ρ(T )}.
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24. Seja T ∈ L(V,W ), com dimW = m. Mostre que T é injetora se, e somente se,
existir um S ∈ L(W,V ) tal que S ◦ T = IV . Conclua que se V =W e T for não
injetora, então existe um R ∈ L(V ) tal que T ◦R = 0.

25. Seja T ∈ L(V,W ), com dimV = n. Mostre que T é sobrejetora se, e somente
se, existir um S ∈ L(W,V ) tal que T ◦ S = IW . Conclua que se V =W e T for
não sobrejetora, então existe um R ∈ L(V ) tal que R ◦ T = 0.

26. Sejam S ∈ L(U, V ) e T ∈ L(V,W ), com dimU = n e dimV = m. Mostre que
S for sobrejetora e T for injetora se, e somente se, existir um R ∈ L(W,U) tal
que S ◦R ◦ T = IV .

27. Seja T ∈ L(V ), com dimV = n. Mostre que ImT = kerT se, e somente
se, n = 2dim ImT e T 2 = 0, mas T ̸= 0. Determine vários T ∈ L(R2) que
satisfaça essa condição.

28. Sejam T ∈ L(V,W ) e w0 ∈ W . Mostre que se a equação T (u) = w0 possuir
uma solução u0 ∈ V , então qualquer solução desta equação é da forma u0 + v,
para algum v ∈ kerT . Conclua que V = T−1(w0)⊕ kerT .

29. Sejam V = R[x] e D,E, T, U ∈ L(V ) definidas como

D(
∑n

i=0 aix
i) =

∑n
i=1 iaix

i−1, E(
∑n

i=0 aix
i) =

∑n
i=0

ai
i+1x

i+1,

T (
∑n

i=0 aix
i) =

∑n
i=0 aix

i+1 e U(
∑n

i=0 aix
i) =

∑n
i=1 aix

i−1.

Mostre que E e T sâo injetoras, mas não são sobrejetoras. Além disso, DE = I e
ED ̸= I; UT = I e TU ̸= I .

30. Sejam S, T ∈ L(V ), com dimV = n. Mostre que S e T são não singulares se, e
somente se, S ◦ T e T ◦ S são não singulares.

31. Sejam Si, Ti ∈ L(V ), com i = 1, 2 e dimV = n. Mostre que se S1 + S2 e
S1 − S2 forem não singulares, então existem Xi ∈ L(V ), com i = 1, 2, tais que

S1 ◦X1 + S2 ◦X2 = T1 e S2 ◦X1 + S1 ◦X2 = T2.

32. Seja S ∈ L(W,V ) um isomorfismo. Mostre que a função f : L(V ) → L(W )
definida como f(T ) = S−1 ◦ T ◦ S é um isomorfismo.

33. Sejam W1 e W2 subespaços de V , com dimV = n.
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(a) Mostre que a função T : W1 × W2 → V definida como T (w1,w2) =
w1 +w2 é linear.

(b) Mostre que T é injetora se, e somente se, W1 ∩W2 = {0}.
(c) Mostre que T é sobrejetora se, e somente se, V =W1 +W2.

(d) Mostre que

dim(W1 +W2) = dimW1 + dimW2 − dim(W1 ∩W2).

34. Seja T ∈ L(V ), com dimV = n. Mostre que existe um k ∈ N tal que ImT k ∩
kerT k = {0}. Conclua que V = ImT k ⊕ kerT k.

35. Sejam T ∈ L(V,W ) e S ∈ L(W,V ), com dimV = n e dimW = m. Mostre
que Im(T ◦ S) = T (ImS) e dim Im(T ◦ S) = dim ImS − dim(ImS ∩ kerT ).

36. Seja V um espaço vetorial sobre F tal que V = U ⊕W .

(a) Mostre que a função P : V → V definida como P (u + w) = u é linear,
a qual chama-se projeção de V sobre U paralela a W . Conclua que Q =
IV − P é a projeção de V sobre W paralela a U e kerQ = ImP .

(b) Mostre que a funçãoR : V → V definida comoR(u+w) = u−w é linear,
a qual chama-se reflexão de V em U paralela a W .

37. Seja T ∈ L(V,W ). Mostre que existe um S ∈ L(W,V ) tal que S ◦ T = IV − P
e T ◦ S = IW −Q, em que P ∈ L(V ) é a projeção sobre kerT e Q ∈ L(W ) é a
projeção paralela a ImT .

38. Seja T ∈ L(V ), com dimV = n. Mostre que existe um S ∈ L(V ) não singular
tal que S ◦ T = P , com P uma projeção de V .

39. Sejam T ∈ L(V,W ) e S ∈ L(W,V ). Mostre que se T ◦ S = IW , então

(a) S é injetora.

(b) T é sobrejetora.

(c) ImS ∩ kerT = {0}.
(d) V = ImS ⊕ kerT .

40. Seja T ∈ L(V ), com dimV = n. Mostre que as seguintes condições são equiva-
lentes:
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(a) V = kerT + ImT ;

(b) V = kerT ⊕ ImT ;

(c) kerT ∩ ImT = {0};
(d) kerT 2 = kerT ;

(e) ImT 2 = ImT ;

(f) T ◦ S ◦ T = T e Im(S ◦ T ) = ImT , para algum S ∈ L(V ) não singular.

Conclua que T 2 = cT , para algum c ∈ F ∗, satisfaz essas condições e determine
vários T ∈ L(R2) que satisfaça essas condições.

41. Seja I = [0, 1] um intervalo em R. Uma rede sobre I é qualquer lista (ai)
n
i=0 tal

que 0 = a0 < a1 < · · · < an = 1. Se existirem uma rede (ai)
n
i=0 sobre I e uma

lista (bi)
n
i=0 sobre R, então a função f : I1 → R, com I1 = I − {1}, definida

como f(x) = bi, para todo x ∈ [ai, ai+1), chama-se função degrau. Mostre que o
conjunto das funções degraus Fd(I1,R) é um espaço vetorial sobre R e determine
uma base para ele.

42. Se existirem uma rede (ai)
n
i=0 sobre I e listas (bi)

n
i=0, (ci)

n
i=0 sobre R, então a

função f : I1 → R definida como f(x) = ci + bix, para todo x ∈ [ai, ai+1),
chama-se função linear por partes. Mostre que o conjunto das funções lineares
por partesFl(I1,R) é um espaço vetorial. Conclua que o subconjunto C(I1,R) das
g ∈ Fl(I1,R) tal que g é contínua e g(0) = 0 é um subespaço, com Fl(I1,R) =
Fd(I1,R)⊕ C(I1,R) e a função T : Fd(I1,R)→ C(I1,R) definida como

T (f) =

∫ x

0
f(t)dt

é um isomorfismo.

4.3 Transformações Lineares e Matrizes

Nesta seção mostraremos, de um ponto de vista matemático, que o estudo de
transformações lineares em espaços vetoriais de dimensão finita pode ser reduzido ao
estudo de matrizes. Para isto vamos lembrar alguns fatos:

Sejam X ∈ Fn×1 e A ∈ Fm×n. Então

Et
iX = xi e Et

iAEj =
(
Et

iC1 · · · Et
iCn

)
Ej = aij , Et

iCk = aik.
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Observe que a função σ : Fn×1 → Fn definida como σ(X) = Xt é um isomorfismo.
Portanto, não há perda de generalidade, em fazermos Fn = Fn×1.

Fn×1 TA //

σ
��

Fm×1

ϕ
��

Fn
SA

// Fm

V

Tα

��

T //W

Tβ

��
Fn

T−1
α

OO

S
// Fm

(a) (b)

Já vimos no Exemplo 4.4 que, para cada A ∈ Fm×n fixada, existia uma única
transformação linear TA : Fn×1 → Fm×1 definida como

TA(X) = AX, ∀ X ∈ Fn×1,

e, também, SA : Fn → Fm definida como SA(x) = xAt. Logo, obtemos o diagrama
comutativo (a): isto significa que ϕ ◦ TA = SA ◦ σ ou SA = ϕ ◦ TA ◦ σ−1. Portanto,
quando m = n temos que TA é um isomorfismo se, e somente se, A é não singular.

Teorema 4.31 Seja T ∈ L(Fn, Fm). Então existe uma única A ∈ Fm×n tal que
T (X) = AX, para todo X ∈ Fn. Neste caso, aij = Et

iT (Ej).

Prova. (Existência) Note que T (X)i = Et
iT (X) = Et

ixjT (Ej) = (Et
iT (Ej))xj .

Pondo aij = Et
iT (Ej), obtemos T (X) = AX, com A = (aij). Mais explicitamente,

T (Ej) = a1jE1 + · · · + amjEm e T (X) = x1T (E1) + · · · + xnT (En) implicam que
Et

iT (Ej) = aij e
T (X) =

(
T (E1) · · · T (En)

)
X.

Portanto, T (X) = AX.
(Unicidade) Seja outra B ∈ Fm×n tal que T (X) = BX, para todo X ∈ Fn. Em

particular, bij = Et
iBEj = Et

iT (Ej) = Et
iAEj = aij . Portanto, A = B.

É muito importante observar a ordem de m e n. Enquanto, A é de ordem m× n,
T é de Fn em Fm. Além disso, os vetores Cj = T (Ej), j = 1, . . . , n, são as colunas
de A, a qual chama-se matriz canônica para T . Em geral, sejam T ∈ L(V,W ), α =
{u1, . . . ,un} uma base de V e β = {w1, . . . ,wm} uma base deW . Então T (uj) ∈W ,
com j = 1, . . . , n. Como β é uma base de W temos que existem únicos aij ∈ F tais
que

T (uj) =

m∑
i=1

aijwi, j = 1, . . . , n. (4.1)
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Portanto, a ação de T sobre α é completamente determinada pelos mn escalares aij ou,
equivalentemente, a ação de T é completamente determinada conhecendo uma matriz
A = (aij) ∈ Fn×m. Por razões técnicas, a matriz transposta At chama-se representa-
ção matricial de T em relação às bases α e β, e denotamos por

[T ]βα =
(
[T (u1)]β · · · [T (un)]β

)
= (aij). (4.2)

Observe a ordem de α (domínio) e β (contradomínio) em [T ]βα. Reciprocamente, dado
A = (aij) ∈ Fm×n e u = x1u1 + · · · + xnun ∈ V . Então, pelo Teorema 4.11, existe
uma única T ∈ L(V,W ) tal que

T (u) =
n∑

j=1

xj(
m∑
i=1

aijwi) =
m∑
i=1

(
n∑

j=1

xjaij)wi.

Neste caso, A = AT . Portanto, a função φ : L(V,W ) → Fm×n definida como
φ(T ) = AT é claramente um isomorfismo. Por outro lado, é fácil verificar que a função
ϕα : L(V,W ) → Wn definida como ϕα(T ) = (T (u1), . . . , T (un)) é um isomorfismo
induzido por α.

Teorema 4.32 Seja T ∈ L(V,W ), com dimV = n e dimW = m. Então Wn ≃
L(V,W ) ≃ Fm×n.

Prova. Confira o exposto acima.

É muito importante, de um ponto de vista teórico e didático, observar o seguinte:
sejam α = {u1, . . . ,un} e β = {v1, . . . ,vn} bases de V . Então S = Tβ ◦ T−1

α está em
L(Fn) e A = [S] é a matriz de transição [I]αβ , pois uj =

∑n
i=1 aijvi implica que

S(ej) = Tβ(uj) =
n∑

i=1

aijTβ(vi) =
n∑

i=1

aijei.

Portanto, A = [S] = (aij), com Cj = [S(ej)] sua j-ésima coluna. Por outro lado,
como [uj ]β = Tβ(uj) = S(vj) temos, pela equação (3.6), que

[I]αβ =
(
[u1]β · · · [un]β

)
= (aij).

Neste caso, S = Tβ ◦T−1
α chama-se transformação de coordenadas, confira o diagrama

comutativo (b) acima, com V = W e T = IV . É bom lembrar que S = L−1
β ◦
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Lα. No caso geral, sejam T ∈ L(V,W ), α = {u1, . . . ,un} uma base de V e β =
{w1, . . . ,wm} uma base W . Então, pelo diagrama comutativo (b) acima, S = Tβ ◦ T ◦
T−1
α ∈ L(Fn, Fm) ou S = L−1

β ◦ T ◦ Lα ∈ L(Fn, Fm) e sua representação matricial

em relação às bases canônicas é A = [S] = [T ]βα, pois, usando a equação (4.1),

S(ej) = Tβ(T (uj)) =
m∑
i=1

aijTβ(wi) =
m∑
i=1

aijei.

Portanto, se identificamos V com Fn via Lα e W com Fm via Lβ , então T pode ser
identificada com a matriz [T ]αβ e concluirmos que: o problema de determinar [T ]βα é
equivalente, pela equação (4.1), a discutir a sequência finita de sistemas não homogêneos
AX = Bi, com

A = ( w1 · · · wm ), X = (x) e Bi = (T (ui)), i = 1, . . . , n.

Já vimos que isso é dado pelo esquema:

(
β T (α)

)
=
(
w1 · · · wm T (u1) · · · T (un)

)
→ · · · →

(
I [T ]βα

)
.

Exemplo 4.33 Sejam α = {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)}, β = {(1, 3), (1, 4)} bases de
F 3, F 2 e T ∈ L(F 3, F 2) definida como T (x, y, z) = (2x + y − z, 3x − 2y + 4z).
Determine [T ]βα.

Solução. Note que T (1, 1, 1) = (2, 5), T (1, 1, 0) = (3, 1) e T (1, 0, 0) = (2, 3). Assim,
pelo exposto, basta escalonar a matriz

(
1 1 2 3 2
3 4 5 1 3

)
→ · · · →

(
1 0 3 11 5
0 1 −1 −8 −3

)
.

Portanto,

[T ]βα =

(
3 11 5
−1 −8 −3

)
é a matriz de T em relação às bases dadas.

Exemplo 4.34 Sejam α = {(1, 1), (0, 1)} e β = {(0, 3, 0), (−1, 0, 0), (0, 1, 1)} bases
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de F 2 e F 3. Determine T ∈ L(F 2, F 3) tal que

[T ]βα =

 0 2
−1 0
−1 3

 .

Solução. Por definição, T (1, 1) = (1,−1,−1) e T (0, 1) = (0, 9, 3). Assim, para
determinar T (u) basta encontrar [u]α ou, equivalentemente, escalonar a matriz(

1 0 x
1 1 y

)
→ · · · →

(
1 0 x
0 1 y − x

)
.

Portanto,

T (x, y) = x(1,−1,−1) + (y − x)(0, 9, 3) = (x,−10x+ 9y,−4x+ 3y),

que é o resultado desejado.

Exemplo 4.35 Seja T ∈ L(F 2) tal que T (e1) = (1,−3) e T (e2) = (−2, 1). Determine
a base β de F 2 tal que

[T ]βα =

(
1 −1
4 3

)
,

com α a base canônica de F 2.

Solução. Seja β = {(a, b), (c, d)} a base desejada. Então T (e1) = 1(a, b) + 4(c, d) e
T (e2) = −1(a, b) + 3(c, d). Assim, obtemos os sistemas{

a+ 4c = 1
−a+ 3c = −2 e

{
b+ 4d = −3
−b+ 3d = 1

Logo, basta escalonar a matriz(
1 4 1 −3
−1 3 −2 1

)
→ · · · →

(
1 0 11

7 −13
7

0 1 −1
7 −2

7

)
.

Portanto,

β =

{
1

7
(11,−13), 1

7
(−1,−2)

}
.

é a base procurada.
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Teorema 4.36 Sejam T ∈ L(V,W ), α = {u1, . . . ,un} e β = {w1, . . . ,wm} bases de
V e W . Então

[T (u)]β = [T ]βα[u]α, ∀ u ∈ V.

Prova. Visualize no diagrama comutativo (b) acima. Dado u ∈ V , existem únicos
xj ∈ F tais que u =

∑n
j=1 xjuj . Assim, pela equação (4.1),

T (u) =

n∑
j=1

xjT (uj) =

m∑
i=1

(

n∑
j=1

xjaij)wi.

Portanto, [T (u)]β = [T ]βα[u]α, para todo u ∈ V .

Exemplo 4.37 Sejam α a base canônica de F 2, β = {(1, 0, 1), (−2, 0, 1), (0, 1, 0)}
uma base de F 3 e T ∈ L(F 2, F 3) tal que

[T ]αβ =

 1 −1
0 1
−2 3

 .

Determine T (a, b).

Solução. Aplicando o Teorema 4.36, obtemos T (a, b) = (a− 3b,−2a+ 3b, a).

Exemplo 4.38 Seja A ∈ Fm×n. Mostre que ρ(A) = ρ(AtA) = ρ(AAt).

Solução. Sejam B = AtA, TA : Fn×1 → Fm×1 e TB : Fn×1 → Fn×1. Então,
pelo Teorema 4.21, ρ(A) = n − dimkerTA e ρ(B) = n − dimkerTB . Assim, é
suficiente provar que kerTA = kerTB . Se X ∈ kerTA, então AX = 0 implica que
BX = At(AX) = 0. Logo, kerTA ⊆ kerTB . Por outro lado, se X ∈ kerTB , então
BX = 0 ou AtAX = 0 e, pelo item (1) do Lema 2.13, (AX)t(AX) = 0 implica que
AX = 0 e X ∈ kerTA. Portanto, kerTB ⊆ kerTA.

Já vimos no Teorema 2.21 um método alternativo de resolver um sistema não ho-
mogêneo usando uma matriz adequada. Algo semelhante a esta mesma técnica pode ser
utilizada para obter simultaneamente bases para o núcleo e a imagem de T ∈ L(Fn, Fm)
ou T ∈ L(V,W ). Para isto vamos introduz alguns conceitos, sejam A = (aij) ∈ Fn×m

e B = (bij) ∈ Fn×n. Diremos que a matriz(
A B

)
∈ Fn×(m+n)
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é T -associada se

T (bi1, . . . , bin) = (ai1, . . . , aim), i = 1, . . . , n.

Diremos que a matriz ( R S ) é reduzida por linha à T -forma em escada da matriz
T -associada ( A B ) se R for reduzida por linha à forma em escada de A. Observe
que este conceito surge naturalmente: se ui = (bi1, . . . , bin) ∈ Fn e wj = ej ∈ Fm,
então, pela equação (4.1), obtemos a matriz(

T (ui) ui

)
=
(
A B

)
T -associada, com A = [T ]t. Note que a matriz reduzida por linha à T -forma em escada
( R S ) também é T -associada, pois as linhas de S são combinações lineares das
linhas de B, as quais formam uma base de Fn. Por exemplo, sejam u1 = (1, 1, 1, 1),
u2 = (1, 1, 1, 0), u3 = (1, 1, 0, 0) e u4 = (1, 0, 0, 0) uma base de F 4 e T ∈ L(F 4, F 3)
definida como

T (x, y, z, t) = (x− y + z + t, x+ 2z − t, x+ y + 3z − 3t).

Então a matriz

(
A B

)
=


2 2 2 1 1 1 1
1 3 5 1 1 1 0
0 1 2 1 1 0 0
1 1 1 1 0 0 0


é T -associada, pois T (u1) = (2, 2, 2) etc. Neste caso,

(
A B

)
→ · · · →

(
R S

)
=


1 0 −1 1

4
1
4

1
4

3
4

0 1 2 1
4

1
4

1
4 −1

4
0 0 0 3

4
3
4 −1

4
1
4

0 0 0 1
2 −1

2 −1
2 −1

2

 .

Note que

ImT = F [(2, 2, 2), (1, 3, 5)] e kerT = F [(3, 3,−1, 1), (1,−1,−1,−1)].

Voltando ao caso geral. É claro que ImT = F [T (u1), . . . , T (un)]. Então, pelo Teorema
3.36, dentre esses vetores, podemos extrair uma base de ImT , digamos as linhas não
nula de R ou {T (u1), . . . , T (uk)}, com k ≤ min{m,n}, a qual é parte de uma base de
Fm, a saber, β = {w1, . . . ,wm}. Portanto, pelo Corolário 4.22, podemos escolher uma
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base α = {u1, . . . ,uk,v1, . . . ,vn−k} de Fn tal que T (ui) = wi, com i = 1, . . . , k, e
T (vj) = 0, com j = 1, . . . , n− k. Este processo é dado pelo esquema:(

A B
)
→ · · · →

(
R S

)
Vamos resumir isto no próximo teorema:

Teorema 4.39 Sejam T ∈ L(Fn, Fm) e(
[T ]t In

)
→ · · · →

(
R S

)
.

Então {r1, . . . , rk}, com k ≤ min{m,n}, é uma base de ImT e {sk+1, . . . , sn} é uma
base de kerT .

Prova. Fica como um exercício.

Já observamos que dim ImT é o posto coluna da matriz [T ]. Mas, o Teorema
4.39 afirma que dim ImT é o posto linha da matriz [T ]. Portanto, isto justifica mais uma
vez que o posto linha é igual ao posto coluna.

Exemplo 4.40 T ∈ L(F 2×2) definido como T (A) = BA, com

B =

(
2 −2
−1 1

)
= 2E11 − 2E12 −E21 +E22.

Determine bases para o núcleo e a imagem de T .

Solução. Primeiro note que a função σ : F 2×2 → F 4 definida como σ(aij) = (a11, a12, a21, a22)
é um isomorfismo. Portanto, podemos identificar F 2×2 com F 4. Assim, pelo Teorema
4.39 e T (Eij) = BEij = b1iE1j + b2iE2j ,

(
[T ]t I4

)
→ · · · →


1 0 −1

2 0 1
2 0 0 0

0 1 0 −1
2 0 1

2 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 1

 .

Portanto, {(
1 0
−1

2 0

)
,

(
0 1
0 −1

2

)}
e
{(

1 0
1 0

)
,

(
0 1
0 1

)}
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são bases de ImT e kerT .

Teorema 4.41 Sejam R,S ∈ L(U, V ) e T ∈ L(V,W ), α, β e γ bases de U, V e W .
Então

[R+ S]βα = [R]βα + [S]βα, [aR]βα = a[R]βα, ∀ a ∈ F e [(T ◦ S)]γα = [T ]γβ[S]
β
α.

Prova. Dado u ∈ U temos, pelo Teorema 4.36, que

[(T ◦ S)(u)]γ = [T ◦ S]γα[u]α e [T (S(u))]γ = [T ]γβ[S(u)]β

Como (T ◦ S)(u) = T (S(u)) e [S(u)]β = [S]βα[u]α temos que

[(T ◦ S)]γα[u]α = [T ]γβ[S]
β
α[u]α.

Portanto, pela unicidade das coordenadas, [(T ◦ S)]γα = [T ]γβ[S]
β
α.

Corolário 4.42 Sejam T ∈ L(V,W ) e α, β bases de V e W .

1. Se T for um isomorfismo, então [T−1]αβ = ([T ]βα)−1.

2. T é um isomorfismo se, e somente se, det([T ]βα) ̸= 0.

3. T é singular se, e somente se, det(A) = 0, da matriz A = (βα).

Prova. Vamos provar apenas o item (1). Pelo Teorema 4.21, T−1 existe e T−1 ∈
L(W,V ). Assim, T−1 ◦ T = IV e T ◦ T−1 = IW . Logo, pelo Teorema 4.41,

I = [IV ]
α
α = [T−1]αβ [T ]

β
α e I = [IW ]ββ = [T ]βα[T

−1]αβ .

Portanto, pela unicidade da inversa, [T−1]αβ = ([T ]βα)−1.

Exemplo 4.43 Seja pk(x) ∈ Pn(F ), com ∂(pk) = k, para k = 0, 1, , . . . , n. Mostre
que T ∈ L(Pn(F )) definido como T (xk) = pk(x) é um isomorfismo. Conclua que
{p0(x), . . . , pn(x)} é um base de Pn(F ).
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Solução. Como ∂(pk) = k temos que o coeficiente líder de pk(x), ak ̸= 0. Sendo

[T ] =


a0 ⋆ · · · ⋆
0 a1 · · · ⋆
...

... · · ·
...

0 0 · · · an


uma matriz triangular superior, obtemos det([T ]) = a0a1 · · · an ̸= 0. Portanto, T é um
isomorfismo.

Exemplo 4.44 Determine todos os isomorfismos sobre F 2.

Solução. Seja T ∈ L(F 2). Então T (e1) = (a, b) e T (e2) = (c, d) completamente
determina T , de modo que

[T ] =

(
a c
b d

)
.

Assim, pelo item (2) do Corolário 4.42, T é um isomorfismo sobre F 2 se, e somente se,
D = ad− bc ≠ 0. Note, pelo Exemplo 1.16, que

[T ] =

(
a 0
0 1

)(
1 0
c 1

)(
1 0
0 a−1D

)(
1 a−1b
0 1

)
quando a ≠ 0.

É muito importante observar o seguinte: se A ∈ Fm×m é não singular e B é
qualquer elemento de Fm×n, então A−1B é obtida via o esquema:(

A B
)
→ · · · →

(
I A−1B

)
.

Além disso, sejam IV ∈ L(V ), α = {u1, . . . ,un} e β = {w1, . . . ,wn} bases de V .
Então [IV ]

β
α = [I]αβ , pois ui = IV (ui) implica que

[IV ]
β
α =

(
[IV (u1)]β · · · [IV (un)]β

)
=
(
[u1]β · · · [un]β

)
= [I]αβ .

Sejam T ∈ L(V ) e α, β bases de V . Qual a relação entre [T ]αα e [T ]ββ? Para
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responder esta questão, vamos considerar o diagrama comutativo (a):

(α) V
T // V (α)

IV
��

(β) V
S
//

IV

OO

V (β)

Fn

A
��

Lα // V

T
��

Fn
Lβoo

B
��

Fm
Lγ

//W Fm
Lδ

oo

(a) (b)

Assim, S = IV ◦ T ◦ IV e, pelo Teorema 4.41, [S]ββ = [IV ]
β
α[T ]αα[IV ]

α
β . Logo, pondo

P = [IV ]
α
β = [I]βα, obtemos a fórmula de mudança de bases [T ]ββ = [S]ββ = P−1[T ]ααP,

isto é, as matrizes [T ]αα e [T ]ββ são semelhantes ou conjugadas. Neste caso,

det([T ]ββ) = det([T ]αα) e tr([T ]ββ) = tr([T ]αα).

Portanto, o determinante (o traço) de T é definido como o determinante (o traço) de
qualquer representação matricial de T em relação a alguma base de V e denotamos
por det(T ) e tr(T ). Já vimos que um modo de determinar o operador não singular
P ∈ L(V ) era dado pelo esquema:(

α β
)
→ · · · →

(
I P

)
.

Exemplo 4.45 Sejam α a base canônica, β = {(1, 2), (1,−1)} outra base de F 2 e
T ∈ L(F 2) definido como T (x, y) = (x + 2y, y). Determine P ∈ F 2×2 não singular
tal que [T ]ββ = P−1[T ]ααP.

Solução. Pelo exposto,

P =

(
1 1
2 −1

)
.

Assim, para determinar P−1, basta escalonar a matriz(
1 1 1 0
2 −1 0 1

)
→ · · · →

(
1 0 1

3
1
3

0 1 2
3 −1

3

)
.

Portanto,

P−1[T ]ααP =
1

3

(
1 1
2 −1

)(
1 2
0 1

)(
1 1
2 −1

)
=

1

3

(
7 −2
8 −1

)
= [T ]ββ
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e P (x, y) = (x+ y, 2x− y).

Seja T ∈ L(V,W ). Então, pelo Corolário 4.22, podemos escolher uma base
α = {u1, . . . ,uk,uk+1, . . . ,un} de V tal que {uk+1, . . . ,un} seja uma base de kerT ,
de modo que {T (u1), . . . , T (uk)} é uma base de ImT , a qual pode ser estendida a uma
base β = {T (u1), . . . , T (uk),wk+1 . . . ,wm} de W . Portanto,

[T ]βα = Ik ⊕O =

(
Ik O
O O

)
= Nk, k ≤ min{m,n}.

Em particular, se V = W , então existe um S ∈ L(V ) definido como S(T (ui)) = ui,
com i = 1, . . . , k, e S(wj) = uj , com j = k + 1, . . . , n, tal que T ◦ S ◦ T = T , de
modo que [T ]βα = [T ]βα[S]αβ [T ]

β
α. Em geral, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.46 Sejam α e γ bases fixadas de V e W . Seja T ∈ L(V,W ) tal que A =
[T ]γα. Então existem β e δ bases de V e W tais que B = [T ]δβ se, e somente se, existem
P ∈ Fn×n e Q ∈ Fm×m não singulares tais que B = Q−1AP.

Prova. Pelo diagrama comutativo (b) acima e o Teorema 4.41, obtemos

A = [T ]γα = [L−1
γ ◦ T ◦ Lα] e B = [T ]δβ = [L−1

δ ◦ T ◦ Lβ].

Assim, existem P = L−1
α ◦Lβ ∈ L(Fn) e Q = L−1

γ ◦Lδ ∈ L(Fm) tais que P = [P ] =

[I]βα e Q = [Q] = [I]δγ ou Q−1 = [I]γδ , de modo que

Q−1AP = [L−1
δ ◦ Lγ ][L

−1
γ ◦ T ◦ Lα][L

−1
α ◦ Lβ] = [L−1

δ ◦ T ◦ Lβ] = B.

Reciprocamente, sejam α = {u1, . . . ,un}, γ = {w1, . . . ,wm}, P = (pij) ∈ Fn×n e
Q = (qij) ∈ Fm×m. Então, pela a equação (3.5), os vetores

vi =

n∑
j=1

pjiuj e zi =

m∑
j=1

qjiwj

possuem as propriedades desejadas, por exemplo, TP : V → V definido como vi =
TP(ui) é um isomorfismo. Seja T ∈ L(V,W ) tal que A = [T ]γα. Então existem β e δ
bases de V e W tais que B = [T ]δβ .

É muito importante lembrar que um modo alternativo de determinar as matrizes
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não singulares P ∈ Fn×n e Q ∈ Fm×m era dado pelo esquema:

A Im
In O

→ · · · → QA Q

In O
→ · · · → QAP Q

P O

Exemplo 4.47 Sejamα = {(1, 0,−1), (0, 2, 0), (1, 2, 3)} uma base deF 3, γ = {(−1, 1), (2, 0)}
uma base de F 2 e T ∈ L(F 3, F 2) é tal que

[T ]γα =

(
2 −1 3
3 1 0

)
.

Determine [T ].

Solução. Sejam β e δ as bases canônicas de F 3 e F 2. Então, pelo exposto, devemos
determinar P = [I]βα e Q = [I]δγ ou Q−1 = [I]γδ . Observe que Q−1 é a matriz cujas
colunas são os vetores da base γ. Assim, é suficiente escalonar a matriz 1 0 1 1 0 0

0 2 2 0 1 0
−1 0 3 0 0 1

→ · · · →
 1 0 0 3

4 0 −1
4

0 1 0 −1
4

1
2 −1

4
0 0 1 1

4 0 1
4

 .

Portanto,

[T ] =

(
−1 2
1 0

)(
2 −1 3
3 1 0

)
1

4

 3 0 −1
−1 2 −1
1 0 1

 =
1

2

(
3 3 −5
5 −1 1

)

e T (x, y, z) = 1
2(3x+ 3y − 5z, 5x− y + z).

Vamos finalizar esta seção com uma aplicação geométrica do determinante bas-
tante usada no Cálculo Diferencial e Integral. Cada vetor fixado w = (a, b, c) ∈ R3

induz um Tw ∈ L(R3) definido como Tw(x) = w × x (produto vetorial). Como
Tw(e1) = (0, c,−b), Tw(e2) = (−c, 0, a) e Tw(e3) = (b,−a, 0) temos que

[Tw] =

 0 −c b
c 0 −a
−b a 0

 e (w × x)t = [Tw]x
t.

Então ImTw = F [(0, c,−b), (−c, 0, a)] e kerTw = F [w], com a2 + b2 + c2 ̸= 0. É
bem conhecido que se u1 = (a1, b1, c1),u2 = (a2, b2, c2) e u3 = (a3, b3, c3) são LI
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em R3, então o volume do paralelepípedo determinado por eles é o valor absoluto do
produto misto

V = |[u1,u2,u3]| =

∣∣∣∣∣∣det
 a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ .
Em particular, sendo T : R2 → R3 definida como T (x, y) = (x, y, 0) linear e injetora,
temos que a área do retângulo determinado pelos vetores u1 = (a1, b1) e u2 = (a2, b2)
em R2 é o valor absoluto do produto vetorial

A = |u1 × u2| = |[u1,u2, e3]| =
∣∣∣∣det( a1 a2

b1 b2

)∣∣∣∣ .
Sejam R um retângulo (ou uma região que possa ser dividida em retângulos) em R2,
determinado pelos vetores u e v, ou seja, R = {ru + sv : r, s ∈ [0, 1]} e T ∈ L(R2)
não singular. Qual a relação entre as áreas de R e T (R)? Para responder esta questão,
note, pelo Exemplo 4.44, que T (e1) = (a, b) e T (e2) = (c, d), com D = ad− bc ̸= 0.
Como, pelo Teorema 4.41, [T (x)] = [T ][x] temos que

|T (u)× T (v)| = |det[T ]||u× v| = |D| · |u× v|.

Exercícios

1. Seja T ∈ L(P2(F )) definido como T (a+ bx+ cx2) = b+ ax+ cx2. Determine
[T ].

2. Para cada um dos T ∈ L(Fn, Fm) abaixo, determine bases para o núcleo e a
imagem:

(a) T (x, y) = (2x− y, 0).
(b) T (x, y, z) = (x+ 2y, y − z, x+ 2z).

(c) T (x, y) = (x+ y, x+ y).

(d) T (x, y, z) = (x+ y, y + z).

(e) T (x, y, z) = (x+ z, x− z, y).
(f) T (x, y, z) = (x+ 2z, z).

3. Seja D ∈ L(Pn(F )) definido como D(p(x)) = p′(x). Determine [D].
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4. Seja T ∈ L(F 2×2) definido como T (A) = AB−BA, onde

B = E11 −E12 − 2E21 + 2E22.

Determine bases para o núcleo e a imagem de T . Generalize para qualquer B,
com b11 ̸= b22 e b11 = b22.

5. Seja B ∈ Fn×n nilpotente. Mostre que BA = A, para algum A ∈ Fn×n.

6. Seja T ∈ L(P2(F ),P3(F )) definido como T (p(x)) = p(x)+x2p′(x). Determine
bases para o núcleo e a imagem de T .

7. Dentre as transformações dos Exercícios de (1. à 4.), determine as que são iso-
morfismos e, para essas, encontre uma regra que defina a inversa.

8. Sejam S ∈ L(F 2, F 3) e S ∈ L(F 3, F 2) definidas como

S(x, y) = (x− y, 3x, y) e T (x, y, z) = (2x− y − z, x+ y).

Determine a representação matricial de S, T, S ◦ T e T ◦ S com respeito às bases
α = {(1, 0), (1, 1)} de F 2 e β = {(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)} de F 3.

9. Seja T ∈ L(P2(F ), F
3) definido como T (p(x)) = (p(c1), p(c2), p(c3)), para

todos c1, c2, c3 ∈ F distintos. Mostre que T é um isomorfismo. Generalize.

10. Sejam c ∈ F e T ∈ L(Pn(F )) definido como T (p(x)) = p(c+ x). Mostre que T
é um isomorfismo. Conclua que {1, c + x, . . . , (c + x)n} é uma base de Pn(F ).
É verdade que {1, 1

1!(x− c), . . . ,
1
n!(x− c)

n} é uma base de Pn(F )?

11. (Teorema da Alternativa de Fredholm2) Seja T ∈ L(V ), com dimV = n.
Então uma e apenas uma das condições ocorre:

(a) A equação T (x) = b possui uma solução, para todo b ∈ V .

(b) kerT ̸= {0}.

12. Seja T ∈ L(F 2) tal que [T ] = −E11 − 2E12 +E22.

(a) Encontre, se possível, vetores u e v, tais que T (u) = u e T (v) = −v.

(b) Determine uma base e a dimensão do núcleo e da imagem de T .

2Erik Ivar Fredholm, 1866-1927, matemático sueco.
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(c) T é um isomorfismo? Caso afirmativo, determine uma matriz que represente
T−1, encontrando, também, T−1(x, y).

13. Seja T ∈ L(R2) tal que [T ] = 3−1(−E11 + 2E12 + 4E21 + E22). Determine
[T ]ββ , com β = {(1, 2), (−1, 1)}. Qual o significado geométrico de T ?

14. Seja V o espaço vetorial das funções q : R2 → R definida como

q(x, y) = ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f.

Mostre que T : V → V definido como

T (q) =
∂

∂x

∫
q(x, y)dy +

∂

∂y

∫
q(x, y)dx

é linear. Determine [T ]αα, com α = {x2, xy, y2, x, y, 1}.

15. Seja V = U ⊕W , com dimU = k e dimW = n − k. Mostre que as seguintes
condições são equivalentes:

(a) E é uma projeção de V sobre U paralela a W ;

(b) V = ImE ⊕ kerE e ImE = {v ∈ V : E(v) = v};
(c) Existe uma base de V tal que [E] = Ik ⊕O;

(d) E2 = E.

16. Seja E ∈ L(R2) a projeção sobre U = R[(1,−1)] paralela a W = R[(1, 2)].
Determine E(x, y).

17. Seja E ∈ L(R3) a projeção sobre π = {(x, y, z) ∈ R3 : 3x+ 2y + z = 0}.

(a) Determine E(x, y, z).

(b) Determine uma base β de R3 tal que [E]ββ = I2 ⊕O.

18. Seja V = U ⊕W , com dimU = k e dimW = n − k. Mostre que as seguintes
condições são equivalentes:

(a) R é a reflexão de V em U paralela a W , isto é, R(u+w) = u−w;

(b) V = ker(R− I)⊕ ker(R+ I);

(c) Existe uma base de V tal que [R] = Ik ⊕−In−k;
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(d) R2 = I .

19. Seja R ∈ L(R3) a reflexão em π = {(x, y, z) ∈ R3 : 3x+ 2y + z = 0}.

(a) Determine R(x, y, z).

(b) Determine uma base β de R3 tal que [R]ββ = I2 ⊕−I1.

20. Determine a rotação de um ângulo θ em torno do eixo dos z. Generalize para
uma reta que passa pela origem e possui a direção do vetor (a, b, c) ∈ R3, com
a2 + b2 + c2 = 1.

21. Seja Ti ∈ L(F 3), i = 1, 2, 3, tal que

[T1] =

 2 1 2
1 2 2
2 2 3

 , [T2] =

 1 −2 2
2 −1 2
2 −2 3

 e [T3] =

 −1 2 2
−2 1 2
−2 2 3

 .

Mostre que cada Ti preserva ternos (a, b, c) ∈ Z tais que a2 + b2 = c2, ou seja,
preserva triplas de Pitágoras.

22. Geometricamente, um cisalhamento é um elemento de T ∈ L(R2) que satisfaz
as seguintes condições: T (r) ⊆ r, para toda reta r em R2 contendo a origem; a
reta determinada por P e T (P ) é paralela a r, para todo P /∈ r. Mostre que as
seguintes condições são equivalentes:

(a) T é um cisalhamento;

(b) Existe uma base β de R2 e um a ∈ R tal que [T ]ββ = I+ aE12;

(c) (T − I)k = 0, para algum k ∈ N.

23. Seja A ∈ Fn×n. Mostre que AP = PA, para todo P ∈ Fn×n não singular, se, e
somente se, A = aIn, para algum a ∈ F .

24. Seja T ∈ L(V ), com dimV = n. Mostre que [T ]αα = [T ]ββ , para todas as bases α
e β de V se, e somente se, T = aI , para algum a ∈ F .

25. Seja f ∈ L(Fn×n, F ) tal que f(AB) = f(BA), para todos A,B ∈ Fn×n.
Mostre que f = c tr, para algum c ∈ F . Conclua que X ∈ Fn×n pode ser escrita
como X = AB−BA se, e somente se, tr(X) = 0.

26. Seja V um espaço vetorial sobre F , com dimV = n.
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(a) Mostre que ST − TS ̸= I , para todos S, T ∈ L(V ).

(b) Mostre, com um exemplo, que a afirmação (a) não é necessariamente ver-
dade se dimV for infinita.

27. Seja T : R → R uma função aditiva. Mostre que T ∈ L(R) se, e somente se, T
for contínua.

28. Sejam V um espaço vetorial sobre R e J ∈ L(V ) tal que J2 = −I e chama-
se uma estrutura complexa de V . Por exemplo, J(x, y) = (−y, x) e J(x, y) =
(y,−x). Vamos estender a ação de R sobre V para uma ação de C sobre V como:
para todo a+ bi ∈ C e u ∈ V , (a+ bi) · u = au− bJ(u).

(a) Mostre que V é um espaço vetorial sobre C. Conclua que R3 não possui
uma estrutura complexa.

(b) Mostre que se {v1, . . . ,vn} for um conjunto LI de V sobre os complexos,
então {v1, . . . ,vn, J(v1), . . . , J(vn)} é um conjunto LI de V sobre os re-
ais. Conclua, no caso finito, que dimR V = 2dimC V .

(c) Mostre que A ∈ R2n×2n é tal que A2 = −I se, e somente se, A é seme-
lhante a uma matriz sob a forma

(
O −In
In O

)
.

4.4 Dualidade

Sejam V e W espaços vetoriais sobre F . Então, pelo Exemplo 3.2, L(V,W )
é um espaço vetorial sobre F . É muito importante, de um ponto de vista didático e
teórico, apresentar uma prova direta de que dimL(V,W ) = mn, quando dimV = n e
dimW = m. Para isto, sejam α = {v1, . . . ,vn} uma base de V e β = {w1, . . . ,wm}
uma base de W . Então, pelo Teorema 4.11, existem únicos elementos Eij ∈ L(V,W ),
com i = 1, . . . , n e j = 1, . . . ,m, definidos como

Eij(vk) = δjkwi =

{
wi, se j = k
0, se j ̸= k,

k = 1, . . . , n.
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Então os Eij agem sobre um vetor v =
∑n

k=1 xkvk como

Eij(v) = xk

n∑
k=1

Eij(vk) = xk

n∑
k=1

δjkwi = xjwi.

Afirmação. γ = {Eij : i = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,m} é uma base de L(V,W ).
De fato. Dado T ∈ L(V,W ) tal que T (vk) =

∑m
i=1 aikwi, k = 1, . . . , n. Assim, pondo

S =

m∑
i=1

n∑
j=1

aijEij ∈ L(V,W ),

obtemos

S(vk) = (
m∑
i=1

n∑
j=1

aijEij)(vk) =
m∑
i=1

n∑
j=1

aijδjkwi =
m∑
i=1

aikwi = T (vk).

Portanto, T = S e L(V,W ) = F [γ]. Se S = 0, então S(uk) = 0, para todo k =
1, . . . , n. Assim

∑m
i=1 aikvi = 0, para todo k = 1, . . . , n. Como β é LI temos que

aik = 0, para todo i = 1, . . . ,m e k = 1, . . . , n. Portanto, γ é LI . Consequentemente,
γ é uma base de L(V,W ) e dimL(V,W ) = mn. Neste caso,

[T ]βα = (aij) =

m∑
i=1

n∑
j=1

aijEij =

m∑
i=1

n∑
j=1

aij [Eij ]
β
α ∈ Fm×n.

Este processo chama-se extensão linear e sempre produz um T ∈ L(V,W ). Observe que
δ = {E11, E21, . . . , Em1, E12, E22, . . . , Em2, . . .} é uma base de L(V,W ) em ordem
antilexicográfica (colunas de [T ]βα).

Um caso particular de grande importância destas considerações é quando W é o
corpo F visto como um espaço vetorial sobre F , desta forma V ∗ = L(V, F ) chama-se
espaço dual (algébrico) de V . Um elemento f ∈ V ∗ chama-se funcional linear ou forma
linear sobre V . Um dos exemplos mais importante de um funcional linear é a função
traço, confira Exercício (17) da Seção 1.2: tr : Fn×n → F definida como tr(A) =∑n

i=1 aii, para todo A = (aij) ∈ Fn×n. Dados u ∈ V e f ∈ V ∗ é conveniente, por
razões técnicas, escrever

f(u) = ⟨u, f⟩ (4.3)

o qual chama-se um emparelhamento de dualidade de V e V ∗. Neste caso, a função
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E : V × V ∗ → F definida como E(u, f) = ⟨u, f⟩ é linear em cada argumento ou
componente, ou seja,

⟨u+ av, f⟩ = ⟨u, f⟩+ a⟨v, f⟩ e ⟨u, f + bg⟩ = ⟨u, f⟩+ b⟨u, g⟩,

para todos u,v ∈ V , f, g ∈ V ∗ e a, b ∈ F . A função E chama-se forma bilinear. Em
particular, Ef ∈ V ∗, para todo f ∈ V ∗.

Exemplo 4.48 Para cada lista a = (a1, . . . , an) sobre Fn, mostre que a função fa :
Fn → F definida como fa(x) = a1x1 + · · · + anxn é um funcional linear. Recipro-
camente, qualquer elemento de (Fn)∗ é desta forma. Conclua que a função σ : Fn →
(Fn)∗ definida como σ(a) = fa é um isomorfismo.

Solução. Dado f ∈ (Fn)∗, obtemos f(x) =
∑n

i=1 xif(ei). Portanto, basta escolher
ai = f(e)i ∈ F .

Sejam α = {v1, . . . ,vn} uma base de V e β = {1} a base canônica de F . Então
os funcionais lineares fi ∈ V ∗, com i = 1, . . . , n, definidos como

fi(vj) = ⟨vj , fi⟩ = δij , j = 1, . . . , n.

formam uma base de V ∗, a qual chama-se base dual de α e denotamos por α∗ =
{f1, . . . , fn}. Logo, dimV = dimV ∗. Note que os funcionais lineares fi agem so-
bre um vetor v =

∑n
j=1 xjvj como

fi(v) = xj

n∑
j=1

fi(vj) = xj

n∑
j=1

δij = xi, i = 1, . . . , n.

Portanto, fi é a função que associa cada vetor v a sua i-ésima coordenada xi em relação
à base α e os fi chamam-se formas coordenadas ou projeções coordenadas associadas
com vi. Além disso, dados v ∈ V e f ∈ V ∗, existem únicos ai, bi ∈ F tais que

v =

n∑
i=1

aivi e f =

n∑
i=1

bifi.

É fácil verificar que ai = pi(a) = (fi ◦ Lα)(a) = fi(v) = ⟨v, fi⟩, confira diagrama
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abaixo, bi = fα(ei) = (fα ◦ Tα)(vi) = f(vi) = ⟨vi, f⟩ e

⟨v, f⟩ =
n∑

i=1

n∑
j=1

aibj⟨vi, fj⟩ =
n∑

i=1

n∑
j=1

aibjδij =

n∑
i=1

aibi

é semelhante ao “produto escalar” usual de vetores, pois V ̸= V ∗. Quando ⟨v, f⟩ = 0
diremos que v é anulado por f ou “ortogonal” a f . Por isto, os vetores de V chamam-se
contravariantes e os de V ∗ covariantes.

Fn

pi !!

Lα // V

fi
��
F

V

f !!

Tα // Fn

fα
��
F

(a) (b)

Neste caso, fα chama-se a representação de f em relação à base α.

Teorema 4.49 Seja α = {v1, . . . ,vn} uma base de V . Enão existe uma única base
α∗ = {f1, . . . , fn} de V ∗ dual a α. Além disso,

1. v =
∑n

i=1 fi(v)vi, para todo v ∈ V , com [v]α = (f1(v), . . . , fn(v))
t.

2. f =
∑n

i=1 f(vi)fi, para todo f ∈ V ∗, com [f ]α∗ = (f(v1), . . . , f(vn))
t.

3. dimV = dimV ∗, σ : V → V ∗, σ(vi) = fi.

Prova. Fica como um exercício.

É muito importante, de um ponto de vista teórico e didático, observar o seguinte:
sejam α = {v1, . . . ,vn} uma base qualquer de V e β = {f1, . . . , fn} uma base qual-
quer de V ∗. Então a “matriz de Gram3” G = (⟨vi, fj⟩) = (gij) é não singular e

⟨v, f⟩ =
n∑

i=1

n∑
j=1

⟨vi, fj⟩aibj =
n∑

i=1

n∑
j=1

gijaibj .

Exemplo 4.50 Seja α = {(3, 0 − 3), (−1, 1, 2), (2, 1, 1)} uma base de F 3. Determine
a base dual α∗.

3Jørgen Pedersen Gram, 1850-1916, matemático dinamarquês.
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Solução. Pelo item (1) do Teorema 4.49, basta determinar [v]α = [(x, y, z)]α. Mas, isto
é equivalente a escalonar a matriz 3 −1 2 x

0 1 1 y
−3 2 1 z

→ · · · →
 1 0 0 1

6(−x+ 5y − 3z)
0 1 0 1

2(−x+ 3y − z)
0 0 1 1

2(x− y + z)

 .

Portanto,

f1(v) =
1

6
(−x+ 5y − 3z), f2(v) =

1

2
(−x+ 3y − z) e f3(v) =

1

2
(x− y + z)

e α∗ = {f1, f2, f3} é a base desejada.

Exemplo 4.51 Para cada A ∈ Fn×n fixada, mostre que fA : Fn×n → F definida
como fA(X) = tr(AtX) é um funcional linear. Reciprocamente, qualquer elemento de
(Fn×n)∗ é desta forma. Conclua que a função σ : Fn×n → (Fn×n)∗ definida como
σ(A) = fA é um isomorfismo.

Solução. Observe que tr(AtEij) = tr(
∑n

k=1 akjEki) = aij , para cada A ∈ Fn×n.
Sejam f ∈ (Fn×n)∗, α = {Eij : i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , n} a base canônica de Fn×n

e α∗ = {Eij : i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , n} sua base dual. Então

Eij(X) = ⟨X, Eij⟩ = xij e f =

n∑
i=1

n∑
j=1

aijEij ,

de modo que

f(X) =
∑n

i=1

∑n
j=1 aijEij(X) =

∑n
i=1

∑n
j=1 aijxij

=
∑n

i=1

∑n
j=1 xij tr(A

tEij) = tr(
∑n

i=1

∑n
j=1 xijA

tEij)

= tr(AtX).

Portanto, f(X) = tr(AtX). Em particular, tr =
∑n

i=1Eii.

Sejam V = Pn(F ) e t ∈ F fixado. Então a função Pt : V → F definida como
Pt(p(x)) = p(t) é claramente um funcional linear, ou seja, Pt ∈ V ∗, para todo t ∈ F .
Assim, se t0, t1, . . . , tn ∈ F forem distintos, então α∗ = {P0, . . . , Pn} é uma base de
V ∗. De fato. Se

P = c0P0 + · · ·+ cnPn = 0,
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então P (p(x)) = 0, para todo p(x) ∈ V . Em particular, avaliando em 1, x, . . . , xn,
obtemos o sistema homogêneo

c0t
i
0 + c1t

i
1 + · · ·+ cnt

i
n = 0, i = 0, 1, . . . , n,⇔ Vn+1C = O.

Assim, ci = 0, pois o determinante da matriz de Vandermonde Vn+1 = (aij), com
aij = tij , i, j = 0, 1, . . . , n, é não nulo. Seja α = {p0(x), . . . , pn(x)} a base de V , a
qual possui α∗ como dual. Então α é determinada pelas relações

Pi(pj(x)) = pj(ti) = δij ⇔ Vn+1Xj = Ej ,

com Xj = (a0j , . . . , anj)
t os coeficientes de pj(x). Neste caso, depois de alguns cálcu-

los,

pj(x) =
1

p̂j(tj)
p̂j(x), com p̂j(x) = (x− t0) · · · (x− tj−1)(x− tj+1) · · · (x− tn).

Portanto, existe exatamente um polinômio

p(x) = c0p0(x) + · · ·+ cnpn(x) ∈ V

tal que p(ti) = ci. Esta expressão chama-se Fórmula de Interpolação de Lagrange.
Logo, podemos concluir que qualquer polinômio de grau n é completamente determi-
nado a partir de seus valores em n + 1 pontos distintos, isto é, a função T : Pn(F ) →
Fn+1 definida como T (p(x)) = (p(t0), . . . , p(tn)) é um isomorfismo linear.

Teorema 4.52 Sejam α = {v1, . . . ,vn}, β = {w1, . . . ,wn} bases de V e α∗ =

{f1, . . . , fn}, β∗ = {g1, . . . , gn} as correspondentes bases duais. Se P = [I]βα, en-
tão [I]β

∗

α∗ = (P−1)t.

Prova. Seja Q = [I]β
∗

α∗ . Então wi =
∑n

j=1 pjivj e gi =
∑n

j=1 qjifj . Então

δij = gi(wj) =

n∑
k=1

qkifk(

n∑
i=1

pijvi) =
n∑

k=1

qki(
n∑

i=1

pijδik) =
n∑

k=1

qkipkj .

Portanto, QtP = I e Q = (P−1)t.

O Teorema da Transformação de Coordenadas 4.52 nos fornece um método alter-
nativo para obter bases duais em Fn. Seja β = {v1, . . . ,vn} uma base qualquer de Fn.
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Então P = [I]βα é uma matriz cuja j-ésima coluna Cj é as coordenadas de vj em relação
à base canônica de Fn. Observe, pelo Exemplo 4.48, que cada linha Li = (bi1, . . . , bin)
de P−1 induz um único funcional linear fi : Fn → F definido como

fi(x) = bi1x1 + · · ·+ binxn.

Como fi(vj) = LiCj = δij temos que α∗ = {f1, . . . , fn}. Consideremos novamente o
Exemplo 4.50. Assim, basta escalonar a matriz 3 −1 2 1 0 0

0 1 1 0 1 0
−3 2 1 0 0 1

→ · · · →
 1 0 0 −1

6
5
6 −3

6
0 1 0 −1

2
3
2 −1

2
0 0 1 1

2 −1
2

1
2

 .

Portanto, α∗ = {f1, f2, f3}, com f1 =
1
6 [−1, 5,−3] etc.

É muito importante, de um ponto de vista teórico e didático, termos uma noção
geral de dualidade de um espaço vetorial qualquer. Para isto, seja S um conjunto infinito.
Então já vimos que

V = F (S) = {x ∈ F(S, F ) : supp(x) é finito}

era um subespaço de F(S, F ) e que α = {es : s ∈ S} era a base canônica de V . Note
que a função λ : S → V definida como λ(s) = es é claramente injetora. Pelo caso geral
do Teorema 4.11, para cada g ∈ F(S, F ), existe um único f ∈ V ∗ tal que g = f ◦ λ,
ou seja, g(s) = f(es). Assim, a função σ : V ∗ → F(S, F ) definida como σ(f) = g
é um isomorfismo. Portanto, V não é isomorfo a V ∗, ou seja, dimV < dimV ∗, pois
h ∈ F(S, F ) definida como h(s) = 1, para todo s ∈ S, implica que α ∪ {h} é LI .

O processo de obter o espaço dual pode ser repetido, pois se V for um espaço
vetorial sobre F , então V ∗ é um espaço vetorial sobre F e V ∗∗ = (V ∗)∗ é um espaço
vetorial sobre F e chama-se espaço bidual de V .

Vamos apresentar um método alternativo de expressar a conexão entre um espaço
vetorial e seu dual. Para isto, consideremos a forma bilinear E : V × V ∗ → F definida
como E(v, f) = ⟨v, f⟩. Então, cada v ∈ V fixado, induz um funcional linear Ev :
V ∗ → F definido como Ev(f) = E(v, f), ou seja, Ev ∈ V ∗∗, para todo v ∈ V .
Assim, obtemos a transformação linear ϕV : V → V ∗∗ definida como ϕV (v) = Ev e
denotamos por ϕ = ϕV . Note que ⟨f, ϕ(v)⟩ = ϕ(v)(f) = ⟨v, f⟩, para todo v ∈ V
e f ∈ V ∗. Uma propriedade fundamental de ϕ é que ela é sempre injetora, ou seja, se
v ̸= 0, então sempre existe um f ∈ V ∗ tal que f(v) ̸= 0. Por isto, ϕ chama-se imersão
canônica.
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Teorema 4.53 Para qualquer espaço vetorial V , ϕ é sempre injetora. Conclua que se
V for de dimensão finita, então ϕ é um isomorfismo.

Prova. Dado v ∈ V , com v ̸= 0, temos, pelo Teorema 3.34, que V contém uma base
α tal que v ∈ α. Seja f : V → F definido como f(v) = 1 e f(u) = 0, para todo
u ∈ α − {v}. Então f ∈ V ∗ e Ev(f) = f(v) = 1, de modo que ϕ(v) = Ev ̸= 0.
Portanto, kerϕ = {0} e ϕ é injetora. Por outro lado, quando V for de dimensão finita,
dimV = dimV ∗ = dim(V ∗)∗ e ϕ é sobrejetora.

Vale ressaltar o seguinte: seja V um espaço vetorial sobre F com uma base α =
{es : s ∈ S}. Então cada s ∈ S induz um funcional linear fs ∈ V ∗ definido como
fs(et) = δst, de modo que o conjunto α∗ = {fs : s ∈ S} é sempre LI , pois dado
n ∈ N, se si ∈ S, xsi ∈ F , com i = 1, . . . , n, e

f = xs1fs1 + · · ·+ xsnfsn = 0,

então f(v) = 0, para todo v ∈ V . Em particular, avaliando em es1 , . . . , esn , obtemos

0 = f(esj ) =
n∑

i=1

xsifsi(esj ) =
n∑

i=1

xsiδsisj = xsj , j = 1, . . . , n.

Assim, xs1 = · · · = xsn = 0 e α∗ é LI . Portanto, dimV ≤ dimV ∗. Note que se S
for um conjunto infinito, então existe um fα ∈ V ∗ tal que fα(es) = 1, para todo s em
S, de modo que α∗ ∪ {fα} é LI . Neste caso, dimV < dimV ∗. Além disso, quando
dimV = n, Imϕ = {Ev : v ∈ V } = V ∗∗. Assim, para cada L ∈ V ∗∗, existe um
único v ∈ V tal que L = ϕ(v) = Ev e L(f) = f(v), para todo f ∈ V ∗. Logo, se
β = {f1, . . . , fn} for uma base de V ∗, então existe uma base α = {v1, . . . ,vn} de
V tal que fi(vj) = δij , pois se β∗ = {E1, . . . , En} for a base dual de β, então existe
um único vj ∈ V tal que fi(vj) = Ej(fi) = δij . Portanto, às vezes, é conveniente
identificar v com Ev, ou seja, V = V ∗∗. Além disso, identificar cada f ∈ V ∗ com suas
projeções coordenadas [x1, . . . , xn] = (x1, . . . , xn)

t ∈ Fn×1

Sejam V um espaço vetorial sobre F e S um subconjunto de V . O conjunto

S◦ = {f ∈ V ∗ : ⟨v, f⟩ = 0, ∀ v ∈ S} = {f ∈ V ∗ : f(S) = 0}

é um subespaço de V ∗ e chama-se anulador de S. É muito importante ressaltar que S
não precisa ser um subespaço de V , {0}◦ = V ∗, V ◦ = {0} e S◦ ̸= V ∗ quando S ̸= {0}.
Por outro lado, se W for um subespaço de V ∗, então seu anulador W ◦ é um subespaço
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de V ∗∗. Em particular, se V for de dimensão finita, então V = V ∗∗ e

ϕ−1(W ◦) = {v ∈ V : ⟨v, f⟩ = 0, ∀ f ∈W} =
⋂
f∈W

ker f

é um subespaço de V , ou seja, W é completamente determinado por W ◦.

Teorema 4.54 Sejam V espaço vetorial sobreF eU um subespaço de V . Então (V/U)∗

é isomorfo a U◦.

Prova. Cada f ∈ U◦ ⊆ V ∗ induz um funcional linear g : V/U → F definido como
g(v + U) = f(v), pois v + U = w + U se, e somente se, w − v ∈ U , de modo que
f(w − v) = 0 implica que f(v) = f(w) e g(v + U) = g(w + U). Reciprocamente,
cada g ∈ (V/U)∗ induz um f ∈ U◦ ⊆ V ∗ definido como f(v) = g(v + U), pois
f(v) = 0, para todo v ∈ U . Portanto, a função T : U◦ → (V/U)∗ definida como
T (f) = g é o isomorfismo desejado, por exemplo, se f ∈ kerT , então f(v) = 0, para
todo v ∈ V , de modo que f = 0, confira exercício (18) a seguir.

Corolário 4.55 Sejam V espaço vetorial sobre F , com dimV = n, e U um subespaço
de V . Então dimV = dimU + dimU◦ e U◦◦ = (U◦)◦ = U .

Prova. Seja dimU = k. Então dim(V/U) = n − k. Assim, pelo Teorema 4.54,
dimU◦ = dim(V/U)∗ = n− k. Note que dimV ∗ = dimU◦ +dimU◦◦, de modo que
dimU◦◦ = k. Por outro lado, dado v ∈ U , temos que ⟨v, f⟩ = 0, para todo f ∈ U◦,
de modo que v ∈ (U◦)◦ e U ⊆ (U◦)◦. Portanto, U◦◦ = (U◦)◦ = U . Uma outra prova,
cada f ∈ V ∗ induz um funcional linear g : U → F definido como g(u) = f(u) e a
função T : V ∗ → U∗ definida como T (f) = g é sobrejetora, confira exercício (17) a
seguir. Assim, pelo Teorema 4.30, V ∗/ kerT isomorfo a U∗ e kerT = U◦.

É importante de um ponto vista, teórica e prático, ressaltar o seguinte: determinar
U◦ é o mesmo que U e vice-versa.

Vamos apresentar uma prova direta do Corolário 4.55. Sabemos, pelo Teorema
3.41, que qualquer base {v1, . . . ,vk} de U é parte de uma base de V , digamos, α =
{v1, . . . ,vk,vk+1, . . . ,vn}, Portanto, V = U ⊕ W , com W = F [vk+1, . . . ,vn] o
subespaço complementar de U . Por outro lado, pelo Teorema 4.49, existe uma única
base de α∗ = {f1, . . . , fn} de V ∗ dual a α. Assim, fi(v) = 0, para todo v ∈ U e
i = k + 1, . . . , n, isto significa que v ∈ ker fi, para todo v ∈ U e i = k + 1, . . . , n.
Logo, é suficiente provar que {fk+11, . . . , fn} gera U◦. De fato. Dado f ∈ U◦ ⊆ V ∗
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temos, pelo Teorema 4.49, que

f =
n∑

i=1

f(vi)fi =
n∑

i=k+1

f(vi)fi.

Portanto, U◦ = F [fk+11, . . . , fn] e dimU◦ = n − k = dimV − dimU é a codi-
mensão de U . Antes de continuar vamos lembrar que um sistema de equações lineares
homogêneo, com m equações e n incógnitas, foi definido como:

fi(x) :=

n∑
j=1

aijxj e fi(x) = 0,

para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ Fn, confira equação (2.3). O problema aqui é de-
terminar a dimensão do espaço solução. Para isto, pelo Exemplo 4.48, cada linha
Li = (ai1, . . . , ain) ∈ Fn corresponde a um único funcional linear fi ∈ (Fn)∗. Pondo
U = F [L1, . . . ,Lm] e f(x) = c1x1 + · · · + cnxn, temos f ∈ U◦ se, e somente se,
C = (c1, . . . , cn)

t é uma solução do sistema AX = O, ou seja, LiC = 0. Assim, pode-
mos concluir que, o espaço solução do sistema é o anulador das linhas de A e, portanto,
do espaço linha de A. Retornando ao nosso caso, como U◦ = F [fk+11, . . . , fn] temos
que

v = x1v1 + · · ·+ xnvn ∈ U ⇔ fk+1(v) = 0, . . . , fn(v) = 0.

Mas, isto é equivalente a um sistema homogêneo, com n − k equações e n incógnitas,
cujo espaço solução é (U◦)◦ = U . Posto de outra forma U = ∩ni=k+1 ker fi. Além
disso, vale observar que se U = F [v], então U◦ = kerEv é um subespaço de V ∗ e
(U◦)◦ = U .

Exemplo 4.56 Sejam v1 = e1 − e4,v2 = e2 − e4,v3 = e3 − e4 ∈ F 4 e U =
F [v1,v2,v3]. Determine uma base de U◦.

Solução. Pelo exposto, basta escalonar a matriz

A =

 1 0 0 −1
0 1 0 −1
0 0 1 −1

 ,

a qual já está na forma de escada. Como f = [c1, c2, c3, c4] ∈ (F 4)∗ e (c1, c2, c3, c4)
deve ser uma solução do sistema AX = O temos que f ∈ U◦ se, e somente se, f(vi) =
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0 se, e somente se, c1 = c2 = c3 = c4. Portanto, os f ∈ U◦ são da forma fc(x) =
c(x1 + x2 + x3 + x4). Em particular, f1 = [1, 1, 1, 1] é uma base de U◦.

Exemplo 4.57 Determine uma base para o espaço solução do sistema
x1 + x2 + 2x3 = 0
x1 + 0x2 + x3 = 0

2x1 + x2 + 3x3 = 0.

Solução. Sejam f1 = [1, 1, 2], f2 = [1, 0, 1] e f3 = [2, 1, 3]. Então devemos encontrar o
subespaço U anulado por eles. Para isto, basta escalonar a matriz 1 1 2

1 0 1
2 1 3

 −→ · · · −→
 1 0 1

0 1 1
0 0 0

 .

Assim, g1(x) = x1 + x3 e g2(x) = x2 + x3 geram o mesmo subespaço de (F 3)∗ como
f1, f2 e f3. Logo, (x1, x2, x3) ∈ U se, e somente se, x1 + x3 = 0 e x2 + x3 = 0.
Portanto, U = F [(1, 1,−1)].

Sejam V um espaço vetorial sobre F e U um subespaço de V . Diremos que U
é um subespaço maximal de V se U for um subespaço próprio de V e não existir um
subespaço W de V tal que U ⊂ W ⊂ V . Um hiperplano de V é qualquer subespaço
maximal de V .

Teorema 4.58 Seja V um espaço vetorial sobre F , com dimV = n. Então as seguintes
condições são equivalentes.

1. U é um hiperplano de V ;

2. dimU = n− 1;

3. U = ker f , para algum f ∈ V , com f ̸= 0.

Prova. (1⇒ 2) Suponhamos que U seja um hiperplano de V . Então existe um v ∈ V ,
com v ̸= 0 e v /∈ U . Assim,W = F [U,v] = {u+xv : u ∈ U, x ∈ F} é um subespaço
W de V , com U ⊆ W e U ≠ W . Logo, V = W . Seja {u1, . . . ,uk} uma base de U .
Então claramente {u1, . . . ,uk,v} é uma base de V . Portanto, n = dimV = k + 1 e
dimU = k = n− 1.
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(2 ⇒ 3) Suponhamos que U seja um subespaço de V tal que dimU = n − 1.
Então existe um v ∈ V , com v ̸= 0 e v /∈ U , de modo que V = U ⊕ {v}. Neste caso,
{u1, . . . ,un−1,v} é uma base de V . Logo, pelo Teorema 4.49, existe um f = fn ∈ V ∗

tal que f(v) = 1 e f(u) = 0, para todo u ∈ U . É fácil verificar que u ∈ ker f se, e
somente se, u ∈ U . Portanto, U = ker f .

(3 ⇒ 1) Suponhamos que U = ker f , para algum f ∈ V , com f ̸= 0. Então
existe um v ∈ V tal que f(v) ̸= 0, de modo que v /∈ U . Assim, U ⊂ F [U,v] ⊆ V . Por
outro lado, pondo c = f(v)−1 e dado u ∈ V , obtemos

u = (u− cf(u)v) + cf(u)v ∈ F [U,v],

pois f(u−cf(u)v) = f(u)−f(u)(cf(v)) = f(u)−f(u) = 0. Portanto, V = F [U,v]
e U é um hiperplano de V .

Observe, pelo Exemplo 4.48, que qualquer hiperplano de Fn é da forma

Ua = {(x1, . . . , xn) ∈ Fn : a1x1 + · · ·+ anxn = 0}

para algum a = (a1, . . . , an) ∈ Fn. Neste caso, U◦
a é uma reta em Fn.

Sejam V e W espaços vetoriais sobre F . Então cada T ∈ L(V,W ) fixado induz
uma função T t : L(W,U) → L(V,U) definida como T t(S) = S ◦ T , para qualquer
espaço vetorial U sobre F , confira o diagrama:

V
T //W

S // U

É fácil verificar que T t satisfaz as seguintes condições:

1. T t ∈ L(L(W,U),L(V,U)).

2. (R+ aT )t = Rt + aT t, para todos R, T ∈ L(V,W ) e a ∈ F .

3. Se I for a identidade sobre V , então It é a identidade sobre L(V,U).

4. (TR)t = RtT t, para todo R ∈ L(V,W ) e T ∈ L(W,Z).

5. Se T for um isomorfismo, então T t também o é e (T t)−1 = (T−1)t.

Vamos estudar mais algumas propriedades da transformação linear T t, pata todo
T ∈ L(V,W ), no caso particular em que U = F , e diremos que T t : W ∗ → V ∗ é a
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transformação transposta ou adjunta de T e denotamos por T ∗, confira diagrama (a), e
é comum denotar T ∗(g) = g ◦ T pela justaposição gT .

V

g◦T   

T //W

g

��
F

V

ϕV
��

T //W

ϕW
��

V ∗∗
T ∗∗
//W ∗∗

(a) (b)

Note, para todo v ∈ V e g ∈W ∗, que

⟨T (v), g⟩ = g(T (v)) = (g ◦ T )(v) = T ∗(g)(v) = ⟨v,T∗(g)⟩.

Teorema 4.59 Sejam α = {v1, . . . ,vn}, β = {w1, . . . ,wm} bases de V,W e α∗ =
{f1, . . . , fn}, β∗ = {g1, . . . , gm} as correspondentes bases duais. Se T ∈ L(V,W ) e
A = [T ]βα, então T ∗ ∈ L(W ∗, V ∗) e [T ∗]β

∗

α∗ = At.

Prova. É fácil verificar que T ∗ ∈ L(W ∗, V ∗). Seja B = (bij) = [T ∗]β
∗

α∗ . Então

⟨T (vi), gj⟩ = ⟨
m∑
k=1

akiwk, gj⟩ =
m∑
k=1

akigj(wk) =
m∑
k=1

akiδjk = aji.

Por outro lado,

⟨vi, T
∗(gj)⟩ = ⟨vi,

m∑
k=1

bkjfk⟩ =
m∑
i=1

bkj⟨vi, fk⟩ =
m∑
i=1

bkjδik = bij .

Portanto, bij = aji e B = At.

Vamos finalizar esta seção apresentando a conexão entre uma transformação linear
e seu adjunto.

Teorema 4.60 Sejam T ∈ L(V,W ), com dimV = n e dimW = m, e T ∗ ∈ L(W ∗, V ∗).
Então

1. kerT ∗ = (ImT )◦.

2. ImT ∗ = (kerT )◦.
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3. dim ImT = dim ImT ∗ = dim(kerT )◦. Em particular, T ∗ é injetora se, e so-
mente se, T for sobrejetora e vice-versa.

Prova. (1) Dado g ∈ W ∗, temos que g ∈ kerT ∗ se, e somente se, ⟨T (v), g⟩ =
⟨v,T∗(g)⟩ = 0, para todo v ∈ V , se, e somente se, g ∈ (ImT )◦. Portanto, kerT ∗ =
(ImT )◦. Observe que não necessitamos da dimensão na prova.

(2) É fácil verificar, em geral, que ImT ∗ ⊆ (kerT )◦. Por outro lado, pelo Teo-
rema 4.21, pelo item (1) e o Corolário 4.55, obtemos

dim ImT ∗ = dimW ∗ − dimkerT ∗ = dimW − dim(ImT )◦

= dim ImT = dimV − dimkerT
= dim(kerT )◦.

α
α β

Portanto, Im T ∗ = (ker T )◦.
(3) Note que dim(ker T )◦ + dim ker T = dim V = dim ker T + dim Im T , de

modo que dim(ker T )◦ = dim Im T . Portanto, pelo item (2), dim Im T = dim Im T ∗. 
Observe, pelos itens (1) e (2), que ker T ∗ = {0} se, e somente se, Im T = W e 
ker T = {0} se, e somente se, Im T ∗ = V ∗. Portanto, T ∗ é injetora se, e somente se, 
Im T = W se, e somente se, T é sobrejetora.

Finalmente, para qualquer T ∈ L(V, W ), já vimos como construir o adjunto T ∗ ∈ 
L(W ∗, V ∗). Assim, de modo similar, construiremos T ∗∗ ∈ L(V ∗∗, W ∗∗). Portanto, o 
diagrama (b) acima comuta. De fato. Para cada v ∈ V , temos que ϕW (T (v)) = ET (v). 
Logo, para qualquer g ∈ W ∗, obtemos

ET (v)(g) = ⟨T (v), g⟩ = ⟨v, T∗(g)⟩ = ⟨T ∗∗(v), g⟩ = ET ∗∗(v)(g),

de modo que (ϕW ◦ T )(v) = (T ∗∗ ◦ ϕV )(v). Portanto, ϕW ◦ T = T ∗∗ ◦ ϕV . Neste caso, 
se dim V = n e dim W = m, então identificando V = V ∗∗ e W = W ∗∗, de modo que ϕV 
= ϕW e IV = IW . Assim, T ∗∗ = T . Além disso, seja A a representação de T em relação 
à bases de V e W . Então, pelo Teorema 4.59, o posto coluna de A é igual a dim Im T e o 
posto linha de A (igual ao posto coluna de At) é igual a dim Im T ∗. Mas, pelo item (3) 
do Teorema 4.60, dim Im T = dim Im T ∗. Portanto, o posto linha e o posto coluna de A 
são iguais.

De posse destes novos conceitos vamos reavaliar a questão: sejam T ∈ L(V ) e
α, β bases de V . Qual a relação entre A = [T ] = (aij ) e B = [T ]β = (bij )? Para isto,
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consideremos α = {u1, . . . ,un} e β = {v1, . . . ,vn} bases de V . Então

T (uj) =

n∑
i=1

aijui e T (vj) =

n∑
i=1

bijvi.

Se α∗ = {f1, . . . , fn} e β∗ = {g1, . . . , gn} são as bases duais, então aij = fi(T (uj))
e bij = gi(T (vj)). Por outro lado, seja P ∈ L(V ) definido como P (ui) = vi. Então
P é não singular e P ∗(gi)(ui) = δij = fi(ui), de modo que P ∗(gi) = fi. Assim,
(P ∗)−1 = (P−1)∗ e gi = (P−1)∗(fi). Logo, pondo P = [P ]βα = [I]αβ , obtemos

bij = [(P−1)∗(fi)](T (vj)) = fi[P
−1T (vj)] = fi[(P

−1TP )(uj)] = cij .

Portanto. B = C = P−1AP é a nossa fómula de mudança de bases.

Exercícios

1. Seja α = {e1, . . . , en} a base canônica de Fn. Determine a base dual α∗.

2. Seja α = {u1,u2,u3} uma base de F 3, com u1 = e1 + e3,u2 = e2 − 2e3 e
u3 = −e1 − e2.

(a) Se f ∈ (F 3)∗ satisfaz f(u1) = 1, f(u2) = −1 e f(u3) = 3, então deter-
mine f(x, y, z).

(b) Exiba pelo menos um f ∈ (F 3)∗ tal que f(u1) = 0, f(u2) = 0 e f(u3) ̸= 0.

(c) Mostre que se f ∈ (F 3)∗ satisfaz f(u1) = 0, f(u2) = 0 e f(u3) ̸= 0, então
f(2, 3,−1) ̸= 0.

3. Sejam V = F 3 e fi ∈ V ∗ definido como f1(x) = x+2y+3z, f2(x) = 3x+y+2z
e f3(x) = 2x+3y+ z. Mostre que β∗ = {f1, f2, f3} é uma base de V ∗ exibindo
a base de V da qual ela é dual.

4. Sejam V = P2(R) e fi ∈ V ∗ definido como

f1(p(x)) =

∫ 1

0
p(t)dt, f2(p(x)) =

∫ 2

0
p(t)dt e f2(p(x)) =

∫ −1

0
p(t)dt.

Mostre que β∗ = {f1, f2, f3} é uma base de V ∗ exibindo a base de V da qual ela
é dual.
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5. Sejam α∗ = {f1, . . . , fn} uma base de V ∗ e α = {v1, . . . ,vn} qualquer lista de
V tal que a matriz G = (fi(vj)) seja não singular. Mostre que α é uma base de
V .

6. Sejam V = Pn(R) e fk ∈ V ∗ definido como fk(p(x)) = p(k)(0), a k-ésima
derivada de p(x) avaliada em 0. Determine a base dual da base canônica.

7. Mostre que α = {u1, . . . ,un} é uma base de Fn, em que ui−1 = ei − e1, com
i = 2, . . . , n, e un =

∑n
i=1 ei, e determine a base dual α∗.

8. Mostre que qualquer T ∈ L(Fn, Fm) é da forma T (x) = (f1(x), . . . , fm(x)),
onde f1, . . . , fm ∈ (Fn)∗.

9. Seja W o subespaço de F 4 gerado por u1 = (1, 0,−1, 2) e u1 = (2, 3, 1, 1).
Determine W ◦.

10. Sejam V = F 2×2 e B = 2E11 − 2E12 − E21 + E22 ∈ V . Para o subespaço
W = {A ∈ V : AB = O}, se f ∈W ◦ for tal que f(I) = 0 e f(E22) = 3, então
determine f(B).

11. Sejam V = Fn e fk ∈ V ∗ definido como fk(x) =
∑n

i=1(k − i)xi, com n ≥ 2.
Qual a dimensão do subespaço anulado por f1, . . . , fn?

12. Sejam V um espaço vetorial sobre F e S, T subconjuntos de V .

(a) Mostre que se S ⊆ T , então T ◦ ⊆ S◦.

(b) Mostre que S◦ = (F [S])◦.

13. Sejam U e W subespaços de V , com dimV = n.

(a) Mostre que se U =W se, e somente se, U◦ =W ◦.

(b) Mostre que (U +W )◦ = U◦ ∩W ◦.

(c) Mostre que (U ∩W )◦ = U◦ +W ◦.

14. Sejam U eW subespaços de V tais que V = U⊕W . Mostre que V ∗ = U◦⊕W ◦.
Além disso, mostre que W ∗ é isomorfo a U◦ e U∗ é isomorfo a W ◦.

15. Sejam V um espaço vetorial sobre F , com dimV = n, e W = V × V ∗. Mostre
que W é isomorfo a W ∗.
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16. Sejam V e W espaço vetoriais sobre F . Mostre que (V × W )∗ é isomorfo a
V ∗ ×W ∗.

17. Sejam V um espaço vetorial sobre F , com dimV = n, e W um subespaço de V .
Mostre que se f ∈ W ∗, então existe um g ∈ V ∗ tal que g(u) = f(u), para todo
u ∈W , isto é, g|W = f .

18. Seja V um espaço vetorial sobre F . Mostre, para qualquer f ∈ V ∗, com f ̸= 0,
que existe pelo menos um u ∈ V tal que f(u) = 1. Além disso, mostre que
u = 0 se, e somente se, f(u) = 0, para todo f ∈ V ∗.

19. Sejam V um espaço vetorial sobre F e f ∈ V ∗. Mostre que se f(v) ̸= 0, então
Im f = F e V = F [v] ⊕ ker f . Conclua que se dimV = n, então dimker f =
dimV − dim Im f = n− 1.

20. Sejam V um espaço vetorial sobre F e f, g ∈ V ∗, com f ̸= 0. Mostre que
ker f = ker g se, e somente se, g = cf , para algum c ∈ F , com c ̸= 0.

21. Sejam V um espaço vetorial sobre F e f, g ∈ V ∗ tais que h : V → F definida
como h(u) = f(u)g(u) seja linear. Mostre que f = 0 ou g = 0.

22. Seja V um espaço vetorial sobre F , com dimV = n. Mostre que se α =
{u1, . . . ,uk} for qualquer lista de vetores não nulos de V , então existe pelo menos
um f ∈ V ∗ tal que f(ui) ̸= 0, para i = 1, . . . , k.

23. Seja V = F (N) o conjunto das sequências de suporte finito. Mostre que V ∗ é
isomorfo a Seq(F ).

24. Sejam V = F 2×2, A ∈ V fixada e T ∈ L(V ) definido como T (X) = AX.
Mostre que tr(T ) = 2 tr(A).

25. Sejam V um espaço vetorial sobreF e f1, . . . , fk, g ∈ V ∗. Mostre que∩ki=1 ker fi ⊆
ker g se, e somente se, g ∈ F [f1, . . . , fk].

26. Seja fi ∈ (Fn)∗, com i = 1, . . . , n. Mostre que se as projeções de coordena-
das pi ∈ F [f1, . . . , fn], então o operador T ∈ L(Fn) definido como T (x) =
(f1(x), . . . , fn(x)) é não singular.

27. Sejam V um espaço vetorial sobre R, com dimV = n, U um hiperplano de V e
Luv = {tu+(1−t)v : t ∈ [0, 1]}, para todos u,v ∈ V . Dados u,v ∈ S = V−U ,
definimos u ∼ v se, e somente se, U ∩ Luv = ∅. Mostre que “∼” é uma relação
de equivalência sobre S e que ela possui exatamente duas classes laterais.
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28. Sejam α∗ uma lista sobre (Rn)∗ e S = {x ∈ Rn : fi(x) ≥ 0, fi ∈ α∗}. Mostre
que x+ ty ∈ S, para todos x,y ∈ S e t ∈ R, com t ≥ 0. Conclua que se α∗ for
uma base, então S = {x1u1 + · · · + xnun : xi ∈ R+}, com α = {u1, . . . ,un}
uma base de Rn cuja dual é α∗.

29. Sejam V um espaço vetorial sobre F e T ∈ L(V ). Mostre que se T ◦ S = S ◦ T ,
para todo S ∈ L(V ), então T = cIV , para algum c ∈ F .

30. Seja U = {(x1, . . . , xn) ∈ Fn : x1 + · · ·+ xn = 0} um subespaço de Fn.

(a) Mostre que U◦ = F [x1 + · · ·+ xn].

(b) Mostre que U∗ pode ser identificado com o conjunto dos funcionais lineares
sobre Fn da forma fc(x) =

∑n
i=1 cixi, com c1 + · · ·+ cn = 0.

31. Sejam U um subespaço de V e v ∈ V −U . Mostre, para cada f ∈ U∗, que existe
um g ∈ V ∗ tal que g(v) = 1 e g(u) = f(u), para todo u ∈ U .

32. Seja V um espaço vetorial sobre F , com dimV = n, U qualquer subespaço de
V . Mostre que se {f1, . . . , fk} for uma base de U◦, então U = ∩ki=1 ker fi.

33. Seja U qualquer subespaço de V = F(S, F ), com dimU = n. Mostre que
existem x1, . . . , xn ∈ S e f1, . . . , fn ∈ U tais que fj(xi) = δij .

34. Sejam U e W subespaços de V tais que V = U ⊕W e dimV = n. Mostre que
se P ∈ L(V ) for a projeção de V sobre U paralela a W , então P ∗ ∈ L(V ∗) é a
projeção de V ∗ sobre W ◦ paralela a U◦.

35. Sejam V = R[x] e f ∈ V ∗ definido como

f(p(x)) =

∫ b

a
p(t)dt.

Se D ∈ L(V ) definido como D(p(x)) = p′(x), “o operador diferencial”, o que é
D∗f?

36. Sejam V = Fn×n e B ∈ V fixada. Se T ∈ L(V ) é definido como T (X) =
XB−BX e f = tr ∈ V ∗, o que é T ∗f? Conclua que f ∈ kerT ∗.

37. Sejam V um espaço vetorial sobre F , com dimV = n, e T ∈ L(V ). Mostre que
se c ∈ F e existir um v ∈ V , com v ̸= 0, tal que T (v) = cv, então existe um
f ∈ V ∗, com f ̸= 0, tal que T ∗(f) = cf .
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38. Sejam V = Pn(R) e D ∈ L(V ) definido como D(p(x)) = p′(x). Determine uma
base de kerD∗.

39. Sejam T ∈ L(V,W ), com dimV = n,dimW = m, e b ∈ W . Então uma e
apenas uma das condições ocorre:

(a) b ∈ ImT , ou seja, a equação T (x) = b possui uma solução.

(b) Existe um g ∈W ∗ tal que T ∗(g) = 0 e g(b) = 1.

O que significa isto em termos da equação linear AX = B?

40. Sejam V e W espaços vetoriais sobre F . Mostre que a função σ : L(V,W ) →
L(W ∗, V ∗) definida como σ(T ) = T ∗ é injetora. Conclua que se dimV = n e
dimW = m, então σ é um isomorfismo.
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5
Formas Canônicas 

Elementares

Já estudamos o nosso primeiro problema da álgebra linear, o qual foi entender e
estudar como resolver o sistema linear AX = B e o que significa a solução. Nosso
objetivo neste capítulo é iniciar o estudo do nosso segundo problema: AX = λX,
o qual representa outra ferramenta crucial da álgebra linear, usando ideias e técnicas
completamente diferentes das vistas até o presente. Mais precisamente, sejam V um
espaço vetorial de dimensão finita sobre F e T ∈ L(V ). Então vamos determinar uma
base de V , em relação à qual, a matriz de T tenha uma forma a mais simples possível.

5.1 Autovalores e Autovetores

Vimos, no Exemplo 4.14, que o operador reflexão R sobre R2 em torno de uma
reta y = 2x satisfazia R(1, 2) = (1, 2) e R(−2, 1) = −(−2, 1), ou seja, se U =
R[(1, 2)] e V = R[(−2, 1)] são subespaços de R2, então R(U) ⊆ U e R(V ) ⊆ V . Isto
motiva a seguinte definição.

Sejam U um subespaço de V e T ∈ L(V ). Diremos que U é invariante sob T
se T (U) ⊆ U , ou seja, T (u) ∈ U , para todo u ∈ U ou, equivalentemente, T induz
um operador S ∈ L(U) definido como S(u) = T (u), o qual chama-se função restrição
e denotamos por S = T |U . É fácil verificar que {0}, V, kerT e ImT são subespaços
invariantes sob T . Mais tarde nos dedicaremos ao estudo detalhado dos subespaços
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invariantes. Seja u ∈ V , com u ̸= 0. Então o conjunto U = F [u] é um subespaço de
V , com dimU = 1. Reciprocamente, qualquer subespaço de V de dimensão um é desta
forma.

Lema 5.1 Sejam U um subespaço de V , com dimU = 1, e T ∈ L(V ). Então U é
invariante sob T se, e somente se, para qualquer u ∈ U , com u ̸= 0, existir um λ ∈ F
(independente de u) tal que T (u) = λu.

Prova. Suponhamos que U = F [u0], com u0 ̸= 0, seja invariante sob T . Então para
qualquer u ∈ U , com u ̸= 0, temos que T (u) ∈ U . Assim, existem c0, c ∈ F , com
c0 ̸= 0, tais que u = c0u0 e T (u) = cu0, de modo que existe um λ = c−1

0 c ∈ F tal
que T (u) = T (c0u0) = cu0 = c−1

0 c(c0u0) = λu. Se v for outro vetor de U , então
v = du0, para algum d ∈ F . Portanto, T (v) = dT (u0) = d(λu0) = λv implica a
unicidade de λ. A recíproca é clara.

Sejam V um espaço vetorial sobre F e T ∈ L(V ). Um escalar λ ∈ F é um
autovalor de T se existir um v ∈ V , com v ̸= 0, tal que

T (v) = λv. (5.1)

O vetor v chama-se um autovetor ou autovetor à direita de T associado ao autovalor
λ. Portanto, a existência de subespaços invariantes sob T de dimensão 1 é equivalente a
existência de autovetores de T . Observe, pelo Lema 5.1, que existe um único autovalor
associado a um dado autovetor v ̸= 0. Por esta razão o vetor 0 nunca será um autovetor.
O conjunto

Vλ = {v ∈ V : T (v) = λv} = ker(T − λIV )

é um subespaço de V . Mais geralmente, o conjunto

V λ = {v ∈ V : (T − λIV )k(v) = 0, ∃ k ∈ N} = ∪n∈N ker(T − λIV )n

é um subespaço de V contendo Vλ. De fato. Dados u,v ∈ V λ e c ∈ F , existem
k,m ∈ N tais que (T − λI)k(u) = 0 e (T − λI)m(v) = 0. Pondo n = k +m ∈ N ou
n = max{k,m} ∈ N, obtemos

(T − λI)n(u+ cv) = (T − λI)n(u) + c(T − λI)n(v)
= (T − λI)m((T − λI)k(u))+

c(T − λI)k((T − λI)m(v))
= (T − λI)m(0) + c(T − λI)k(0) = 0.
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Portanto, u+cv ∈ V λ. Observe que se Vλ ̸= {0}, então λ é um autovalor de T e diremos
que Vλ é o autoespaço de T associado ao autovalor λ e V λ é o autoespaço generalizado
de T associado ao autovalor λ. É muito importante observar que ker(T − λI)n ⊆
ker(T − λI)n+1, para todo n ∈ N. Em particular, v ∈ ker(T − λI)n+1 se, e somente
se, (T − λI)(v) ∈ ker(T − λI)n.

Teorema 5.2 Sejam V um espaço vetorial sobre F, T ∈ L(V ) e λ ∈ F . Então as
seguintes condições são equivalentes:

1. λ é um autovalor de T ;

2. T − λIV ∈ L(V ) é singular, isto é, Vλ ̸= {0};

3. V λ ̸= {0}.

Prova. É clara que (1) é equivalente a (2). Como Vλ ⊆ V λ temos que V λ ̸= {0}.
Reciprocamente, seja u ∈ V λ, com u ̸= 0. Então existe um m ∈ N tal que (T −
λI)m(u) = 0 e o conjunto S = {p ∈ N : (T − λI)p(u) = 0} é não vazio. Assim, pelo
PBO, existe um k ∈ N tal que (T −λI)k(u) = 0, mas (T −λI)k−1(u) ̸= 0 e diremos
que k é o índice de V λ. Portanto, v = (T − λI)k−1(u) ∈ Vλ.

Exemplo 5.3 Seja R ∈ L(R2) definido como R(x, y) = (−y, x), o operador rotação
por um ângulo de 90◦, confira Exemplo 4.7. Determine, se existirem, os autovalores e
autovetores de R.

Solução. Um escalar λ ∈ R é um autovalor de R se, e somente se, existir um v =
(x, y) ∈ R2, com v ̸= 0, tal que R(v) = λv. Mas, isto é equivalente as equações
−y = λx e x = λy, de modo que −y = λ2y. Como y ̸= 0 (por que?) temos que a
equação λ2+1 = 0 não possui raízes sobre R. Portanto,R não possui autovalores e nem
autovetores. Não obstante, essa equação possui duas raízes sobre C, a saber, λ1 = −i e
λ2 = i. Neste caso, v1 = (1, i) é um autovetor de R associado a λ1 e v2 = (1,−i) é
um autovetor de R associado a λ2. Veremos, em geral, que se V for um espaço vetorial
de dimensão finita sobre C, então qualquer T ∈ L(V ) possui pelo menos um autovetor.
Portanto, os autovalores dependem do corpo básico F do espaço vetorial V .

Sejam α = {u1, . . . ,un} uma base de V , T ∈ L(V ) e A = [T ]αα = (aij). Seja
v ∈ V , com v ̸= 0, tal que T (v) = λv e X = [v]α = (x1, . . . , xn)

t. Então, pelo
Teorema 4.36,

[T (v)]α = [T ]αα[v]α,
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de modo que λX = AX se, e somente se, (λIn − A)X = 0. Portanto, o problema
de determinar os autovalores e autovetores de T é reduzido à de encontrar os λ para os
quais a matriz λIn−A seja singular, ou seja, det(λIn−A) = 0. Posto de outra forma:
o sistema homogêneo

(λ− aii)xi =
∑
j≠i

aijxj ⇔
n∑

j=1

(λδij − aij)xj = 0, i = 1, . . . , n, (5.2)

possui uma solução não nula X ̸= O, ou seja, os xj nem todos são nulos. Observe que
λδij − aij = −aij , se i ̸= j, e λδij − aij = λ− aij , se i = j, implicam que

det(λIn −A) =

n∏
i=1

(λ− aii) + fn−2(λ),

é um polinômio de grau n em λ, em que fn−2(λ) é um polinômio de grau no máximo
n− 2 em λ ou em forma expandida: a equação polinomial em λ, a saber,

λn + b1λ
n−1 + b2λ

n−2 + · · ·+ bn−1λ+ bn = 0,

em que os coeficientes bk são determinados em função das entradas de A. Por exemplo,
para n = 3, é fácil verificar que

b1 = − tr(A), b2 = tr(adj(A)) =
3∑

i=1

det(Aii) e b3 = −detA

A matriz xI−A chama-se matriz característica de A e fA(x) = det(xI−A) chama-
se polinômio característico de A. A equação polinomial fA(x) = 0 chama-se equação
característica de A e as raízes desta equação, dadas pelo Teorema 1.2, são os autovalores
de A. À primeira vista, poderia parecer da definição de polinômio característico de T ,
que ele fosse dependente da matriz A. Mas, isto não é verdade, pois se β for outra base
de V e B = [T ]ββ , então já sabemos que B é semelhante a A. Assim, vamos provar o
seguinte resultado:

Lema 5.4 Matrizes semelhantes possuem o mesmo polinômio característico.

Prova. Sejam A e B matrizes semelhantes. Então existe uma matriz não singular P tal
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que B = P−1AP. Assim, pela Fórmula de Binet-Cauchy,

det(xIn −B) = det[P−1(xIn −A)P] = det(xIn −A).

Portanto, fB(x) = fA(x).

Observe que a recíproca do Lema 5.4 é falsa, pois as matrizes A = I2 e B =
I2+E12 possuem o mesmo polinômio característico f(x) = (x− 1)2. Mas, claramente
B ̸= P−1AP, para toda matriz não singular P. Não obstante, matrizes semelhantes
podem possuir autovetores diferentes associados ao mesmo autovalor.

Sejam V um espaço vetorial sobre F , com dimV = n, e T ∈ L(V ). O polinômio
característico de T é o polinômio característico de qualquer representação matricial de
T em relação a alguma base de V . Neste contexto, seja A ∈ Fn×n. Diremos que λ ∈ F
é um autovalor de A quando λ for um autovalor do operador induzido TA ∈ L(Fn) e
X um autovetor de A associado a λ.

Teorema 5.5 Sejam α uma base de V , T ∈ L(V ) e A = [T ]αα = (aij) ∈ Fn×n. Se
fA(x) =

∑n−1
i=0 cix

i+xn for o polinômio característico de T , então cada coeficiente cr,
com r = 0, . . . , n − 1, é igual a (−1)n−r vezes a soma de todos os menores principais
de A de ordem n− r. Conclua que ρ(T ) = max{n− r : cr ̸= 0}.

Prova. Sejam C1, . . . ,Cn as colunas de A e E1, . . . ,En as colunas de In. Então

(−1)nfA(x) = det(A− xIn) = det
(
C1 − xE1 · · · Cn − xEn

)
.

Assim, aplicando sucessivamente o item (1) do Teorema 1.24, obtemos

(−1)nfA(x) = det(−xI) +
n∑

k=1

∑
1≤i1<i2<···<ik≤n

A

(
i1 i2 · · · ik
i1 i2 · · · ik

)
.

Mais explicitamente, o determinante como a soma de 2n determinantes de matrizes tendo
colunas Cj ou−xEj . Logo, agrupando os determinantes envolvendo r colunas da forma
−xEj , para algum j, temos que existem exatamente

(
n
k

)
deles, obtidos substituindo-se

as r colunas de A por (−x)Ej , de todas as maneiras possíveis, e as n − r colunas de
A inalteradas. Portanto, pelo Exemplo 1.31, cada um destes determinantes é da forma
(−x)n−r vezes um menor principal de A de ordem n − r. Por outro lado, cada menor
principal de ordem n − r aparece no somatório e o resultado segue, indutivamente,
fazendo r = 0, 1, . . . , n− 1.
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É muito instrutivo comprovar a prova do Teorema 5.5 para valores pequeno de n,
digamos n = 2,

fA(x) = det
(
C1 − xE1 C2 − xE2

)
= det

(
−xE1 −xE2

)
+ det

(
−xE1 C2

)
+ det

(
C1 −xE2

)
+ det

(
C1 C2

)
= x2 − tr(A)x+ detA.

Observe, pondo bn−r = cr, com r = 0, . . . , n− 1, que

fA(x) = xn + b1x
n−1 + b2x

n−2 + · · ·+ bn−1x+ bn.

Em particular,

b1 = − tr(A), b2 =
∑

1≤i<j≤n

det

(
aii aij
aji ajj

)
e bn = (−1)n det(A).

Note que bn = fA(0). É muito importante, de um ponto de vista teórico e didático, o
seguinte resultado: sejam λ1, . . . , λn ∈ C os autovalores de T ∈ L(V ), não necessaria-
mente distintos. Então, pelo Lema 1.4,

bk = (−1)kEk(λ1, . . . , λn), k = 1, . . . , n.

Além disso, vale ressaltar que para determinar o autoespaço Vλ (autovetores) de V asso-
ciado ao autovalor λ, devemos resolver o sistema homogêno dado pelas equações (5.2).
Portanto, um método alternativo de obter o autoespaço é escalonando a matriz:(

(λIn −A)t In
)
,

confira o Teorema 4.39.

Exemplo 5.6 Seja T ∈ L(R3) definido como T (x, y, z) = (4x+ 2y,−x+ y, y + 2z).
Determine os autovalores e autovetores de T .

Solução. É fácil verificar que

A = [T ] =

 4 2 0
−1 1 0
0 1 2

 e fA(x) = x3 − 7x2 + 16x− 12 ∈ R[x].
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Logo, pelo Exemplo 1.3, as raízes de fA(x) são: λ1 = 2 e λ2 = 3, ou seja, λ1 = 2
e λ2 = 3 são os autovalores de T . Para obter o autoespaço Vλ1 , devemos escalonar a
matriz −2 1 0 1 0 0

−2 1 −1 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 −→ · · · −→
 1 −1

2 0 −1
2 0 0

0 0 1 1 −1 0
0 0 0 0 0 1

 .

Portanto, ρ(A − λ1I3) = 2 e Vλ1 = R[(0, 0, 1)]. De modo análogo, temos que ρ(A −
λ2I3) = 2 e Vλ2 = R[(−2, 1, 1)].

Seja λ ∈ C uma raiz do polinômio f(x) ∈ F [x]. Diremos que λ possui multipli-
cidade algébrica m se (x− λ)m é um fator de f(x), mas (x− λ)m+1 não e denotamos
por ma(λ) = m, isto é, f(x) = (x− λ)mg(x), g(λ) ̸= 0. Observe que

m = max{k ∈ N : (x− λ)k é um fator de f(x)} e m ≤ ∂(f).

A dimensão do autoespaço Vλ = ker(T −λI) chama-se multiplicidade geométrica de λ
e denotamos pormg(λ) = dimVλ. Note, no Exemplo 5.6, que fA(x) = (x−2)2(x−3),
de modo que ma(2) = 2 e ma(3) = 1. Além disso, mg(2) = 1 e mg(3) = 1. Observe
que mg(2) < ma(2). Por outro lado, se T = IV ∈ L(V ), então T (v) = 1 · v,
para todo v ∈ V . Portanto, 1 é o único autovalor de T , de modo que V1 = V e
mg(1) = dimV = ma(1). Provaremos, em geral, que mg(λ) ≤ ma(λ).

Teorema 5.7 Sejam T ∈ L(V ), com dimV = n, e λ ∈ F . Se λ for um autovalor de T ,
então mg(λ) ≤ ma(λ) = dimV λ.

Prova. Pelo Teorema 5.5, existe um v ∈ V λ, com v ≠ 0, de modo que podemos
escolher um menor k ∈ N tal que (T − λI)k(v) = 0, mas (T − λI)k−1(v) ̸= 0. Pondo
vj = (T − λI)k−j(v), para j = 1, . . . , k, é fácil verificar que {v1, . . . ,vk} é uma
base de V λ, a qual é parte de uma base α = {v1, . . . ,vk,vk+1, . . . ,vn} de V . Como
(T − λI)(vj) = vj−1, para j = 2, . . . , k, mais explicitamente,


T (v1) = λv1

T (vj) = λvj + vj−1, j = 2, . . . , k,
T (vk+j) =

∑n
i=1 ai(k+j)vi, j = 1, . . . , n− k,

(5.3)
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temos que

A = [T ]αα =

(
Jk B
O C

)
, com Jk = λIk +E12 + · · ·+E(k−1)k ∈ F k×k,

B ∈ F k×(n−k) e C ∈ F (n−k)×(n−k). Logo, pelo item (10) do Teorema 1.24,

fA(x) = (x− λ)kh(x),

em que h(x) = det(xIn−k −C) é um polinômio de grau n − k. Note que λ é o único
autovalor de T que satisfaz as equações (5.3), pois se µ for outro autovalor de T , então
Tm(v) = µmv, para todo m ∈ N, e

0 = (
k∑

j=1

(
k

j

)
T j(−λI)k−j)(v) =

k∑
j=1

(
k

j

)
(−λ)k−jµjv = (µ− λ)kv,

de modo que λ = µ. Finalmente, (T − λI)(u) ̸= 0, para todo u ∈ V − V λ, pois se
(T − λI)(u) = 0, então (T − λI)(u) ∈ V λ. Assim, existe um r ∈ N tal que

(T − λI)r+1(u) = (T − λI)r(T − λI)(u) = (T − λI)r(0) = 0,

isto é, u ∈ V λ, o que é impossível. Portanto, h(λ) ̸= 0 e ma(λ) = k = dimV λ. A lista
(v1, . . . ,vk) chama-se cadeia de Jordan1 de comprimento k associada ao autovalor λ
ou ao autovetor v1.

Já sabemos, na prova do Teorema 5.7, que a partir de v1 ∈ Vλ, para obter os
autovetores generalizados v2, . . . ,vk ∈ V λ devemos, recursivamente, resolver k − 1
equações:

(A− λI)Xj = Xj−1, j = 2, . . . , k, (5.4)

com (T − λI)m(vj−1) = 0, mas (T − λI)m−1(vj−1) ̸= 0. Vamos apresentar outro
modo de obter o autoespaço Vλ e o autoespaço generalizado V λ quando λ ∈ R é um
autovalor de T . Se λ não for um autovalor de T , então fA(λ) ̸= 0 e a equação

(A− λI)X = B, com B = (fA(λ), 0, . . . , 0)t, (5.5)

possui, pela Regra de Cramer, uma única solução X(λ), a qual depende de λ, isto é, suas
componentes são polinômios em λ. Observe que se os autovalores λ possuem ma(λ) =

1Marie Ennemond Camille Jordan, 1838-1922, matemático francês.
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1, então os únicos autovetores v associados a eles são obtidos resolvendo a equação
(5.5). Neste caso, fA(λ) pode ocorrer em qualquer uma das n componentes de B,
comprove isto no Exemplo 5.8. Por outro lado, se λ for um autovalor, com ma(λ) = k e
ρ(A−λI) = n−1 oumg(λ) = 1, então, pela prova do Teorema 5.7, existe um v1 ∈ Vλ
e k − 1 vetores generalizados v2, . . . ,vk ∈ V λ, todos satisfazendo a equação (5.5) e
k − 1 equações obtidas dela por sua derivação até ordem k − 1 em relação a λ. Como
f
(j)
A (λ) = 0, para j = 1, . . . , k − 1, temos, depois de alguns cálculos e comparações

com as equações (5.4), que

[vj ] =
1

(j − 1)!
X(j−1)(λ), j = 2, . . . , k,

de modo que {v1,v2, . . . ,vk} é uma base de V λ. Em geral, se λ ∈ R for um autovalor
de T , com ma(λ) = k e ρ(A − λI) = n − m ou mg(λ) = m, com m > 1, então
existem v1, . . . ,vm ∈ Vλ e, a partir de um vi, existem k−m autovetores generalizados
vm+1, . . . ,vk ∈ V λ, de modo que {v1, . . . ,vm,vm+1, . . . ,vk} é uma base de V λ.
Vamos aplicar esta técnica ao Exemplo 5.6. Já vimos que fA(x) = (x − 2)2(x − 3) e
que λ1 = 2 e λ2 = 3 são os autovalores de T . Note que para obter a solução da equação
(5.5) basta escalonar a matriz: 4− λ 2 0 fA(λ)

−1 1− λ 0 0
0 1 2− λ 0

→ · · · →
 1 0 0 −λ2 + 3λ− 2

0 1 0 λ− 2
0 0 1 1

 .

Assim, X(λ) = (−λ2 + 3λ − 2, λ − 2, 1)t é a única solução. Como ma(λ1) = 2
e ρ(A − λ1I) = 2 ou mg(λ1) = 1 temos que [v1] = X(λ1) = (0, 0, 1)t é o único
autovetor de T . Logo, existe um autovetor generalizado v2 ∈ V λ1 , a saber,

[v2] = X′(λ1) = (−1, 1, 0)t.

Portanto, {v1,v2} é uma base de V λ1 e [v3] = X(λ2) = (−2, 1, 1)t é o único autovetor
de T associado a λ2. Consequentemente, R3 = V λ1 ⊕ V λ2 e

P−1AP =

 2 1 0
0 2 0
0 0 3

 = J, com P = [P ]αβ =

 0 −1 −2
0 1 1
1 0 1


a matriz de transição da base canônica α para base β = {v1,v2,v3}.

Finalizaremos esta seção apresentando mais um método de obter o autoespaço
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α
α

′
A

A

Vλ, quando todo autovalor λ ∈ R de T é tal que ma(λ) = 1. Sejam α uma base de V , 
T ∈ L(V ), A = [T ] = (aij ) e λ ∈ R um autovalor de T . Então, pelo Teorema 1.26,

(λIn − A) adj(λIn − A) = det(λIn − A)In = O

ou A adj(λIn − A) = λ adj(λIn − A). Assim, existe uma coluna não nula da matriz 
adj(λIn − A) tal que ACj = λCj ou é um autovetor de T associado ao autovalor λ. 
Vamos comprovar o resultado para valores pequeno de n, digamos n = 2. Neste caso, 
fA(x) = x2 − tr(A)x + det(A). Assim, derivando em relaa̧ão a x, obtemos

f (x) = 2x − tr(A) = 2x − (a11 + a22) = tr (adj(xI2 − A)) .

Por outro lado, como fA(x) = (x − λ1)(x − λ2) temos que f ′ (x) = 2x − (λ1 + λ2), 
de modo que tr (adj(xI2 − A)) = 2x − (λ1 + λ2). Em particular, se x = λ2 e λ1 ≠ λ2, 
então

(λ2 − a11) + (λ2 − a22) = λ2 − λ1 ≠ 0.

Portanto, existe um j tal que λ2 − ajj ̸= 0, isto é, existe uma coluna Cj não nula 
de adj(λ2I2 − A) que é um autovetor de T associado ao autovalor λ2. Na Seção 5.3 
apresentaremos o caso geral. É muito importante observar que não foi simples encontrar 
os autovetores de T , mas é fácil provar se v for um autovetor de T , pois basta verificar 
se T (v) = λv.

Exemplo 5.8 Seja T ∈ L(R3) definido como

T (x, y, z) = (2x − y − z, −x + 2y − z, −x − y).

Determine os autovalores e autovetores de T .

Solução. Vamos usar os dois métodos para resolver o problema. Observe que

A =

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 0

 e fA(x) = x3 − 4x2 + x+ 6 ∈ R[x].

É fácil verificar que λ1 = −1, λ2 = 2 e λ3 = 3 são os autovalores de T . Assim, para
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obter a solução da equação (5.5), basta escalonar a matriz: 2− λ −1 −1 fA(λ)
−1 2− λ −1 0
−1 −1 −λ 0

 −→ · · · −→
 1 0 0 −λ2 + 2λ+ 1

0 1 0 λ− 1
0 0 1 λ− 3

 .

Logo, X(λ) = (−λ2 + 2λ + 1, λ − 1, λ − 3)t é a única solução, de modo que [v1] =
X(λ1) = (1, 1, 2)t,X(λ2) = (1, 1,−1)t e X(λ3) = (−1, 1, 0)t. Observe que se fA(λ)
estiver na segunda linha produz o mesmo resultado. Mas, se fA(λ) estiver na terceira
linha, obtemos X(λ) = (λ− 3)(1, 1,−λ+ 1)t e X(λ3) = (0, 0, 0)t, pois não podemos
dividir por λ − 3 e então fazer λ = 3 para (λ − 3)−1fA(λ) ̸= 0 quando λ = 3. Pelo
método da adjunta clássica, para λ1 = −1, teremos

adj(−I3 −A) =

 2 2 4
2 2 4
4 4 8


e v1 = (1, 1, 2) é um autovetor de T associado ao autovalor λ1 = −1. De modo análogo,
trabalha com os outros autovalores.

Exemplo 5.9 Seja T ∈ L(R3) definido como

T (x, y, z) = (−x+ 2y − 2z, 4x− 3y + 4z, 4x− 4y + 5z).

Determine os autovalores e autovetores de T .

Solução. Observe que

A =

 −1 2 −2
4 −3 4
4 −4 5

 e fA(x) = x3 − x2 − x+ 1 ∈ R[x].

É fácil verificar que λ1 = −1 e λ2 = 1 são os autovalores de T . Assim, para obter a
solução da equação (5.5), basta escalonar a matriz: −1− λ 2 −2 fA(λ)

4 −3− λ 4 0
4 −4 5− λ 0

 −→ · · · −→
 1 0 0 −(λ− 1)2

0 1 0 −4(λ− 1)
0 0 1 −4(λ− 1)

 .

Logo, X(λ) = (λ−1)(λ−1, 4, 4)t é a única solução. Não obstante, é muito importante

221Sumário

5.1. Autovalores e Autovetores



Capítulo 5. Formas Canônicas Elementares

observar que Y(λ) = (λ− 1)−1X(λ) = (λ− 1, 4, 4)t satisfaz a equação

(A− λI)Y(λ) = (λ2 − 1, 0, 0)t,

de modo que Y(λ1) = (−1, 2, 2)t, Y(λ2) = (0, 1, 1)t e Y′(λ2) = (1, 0, 0)t.

Exercícios

1. Determine, se existirem, os autovalores e autovetores de T em cada caso. Nos
casos afirmativos determine o autoespaço generalizado.

(a) T (x, y) = (4y, x).

(b) T (x, y) = (x+ y, 4x+ y).

(c) T (x, y) = (−4x− 3y, 3x+ 6y).

(d) T (x, y) = (2x+ 3y,−x− 2y).

(e) T (x, y) = (2x+ y,−y).
(f) T (x, y, z) = (x, 2y,−z).
(g) T (x, y, z) = (x+ y + z, 2y + z,−z).
(h) T (a+ bx+ cx2) = b+ ax+ cx2, para todo a+ bx+ cx2 ∈ P2(F ).

(i) T (p(x)) = p(1 + x), para todo p(x) ∈ P2(F ).

(j) T (A) = At, para todo A ∈ F 2×2.

(k) T (x, y, z) = (3x+ 2y − z,−3x− 2y + 2z,−x− y + 2z).

(l) T (x, y, z) = (9x+ 2y − 6z, 4x+ 2y − 3z, 12x+ 3y − 8z).

(m) T (x, y, z) = (2x+ 2y, x+ y + 2z, x+ y + 2z).

(n) T (x, y, z) = (x+ y, x− y + 2z, 2x+ y − z).
(o) T (x, y, z) = (−9x+ 4y + 4z,−8x+ 3y + 4z,−16x+ 8y + 7z).

(p) T (x, y, z) = (x+ 3y − 3z, 4y,−3x+ 3y + z).

2. Qual é o operador T ∈ L(F 2) que possui λ1 = −2 e λ2 = 3 como autovalores
associados aos autovetores (3y, y) e (−2y, y), com y ̸= 0?

3. Seja T ∈ L(V ) tendo λ = 0 como um autovalor. Mostre que T é singular.

4. Sejam T ∈ L(V ) e λ ∈ F um autovalor de T .
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(a) Mostre que µ+ λ é um autovalor de T + µI .

(b) Mostre que µλ é um autovalor de µT .

(c) Mostre que se T for não singular, então λ−1 é um autovalor T−1.

O que se pode dizer sobre os autovetores associados?

5. Sejam T ∈ L(F 2) definido como T (x, y) = (ax+ by, cx+ dy) e A = [T ].

(a) Mostre que os autovalores de T são:

λ1,2 = 2−1[(a+ d)∓
√
(a− d)2 + 4bc].

(b) Mostre que se tr(A)2 − 4 detA > 0 e b ̸= 0, então v1 = (−b, a − λ1) e
v2 = (−b, a− λ2)

(c) Mostre que se a, b, c, d ∈ R são positivos, então λ1, λ2 ∈ R, distintos e pelo
menos um deles é positivo.

6. Sejam V um espaço vetorial sobre R e T ∈ L(V ). Suponhamos que b, c ∈ R são
tais que T 2 + bT + cI = O. Mostre que T possui um autovalor se, e somente se,
b2 ≥ 4c.

7. Seja A ∈ Fn×n. Mostre que A e At possuem o mesmo polinômio característico,
mas podem ter autovetores distintos.

8. Seja A ∈ R2×2, com At = A, sendo λ1 = 1 um autovalor e X1 = (1, 3)t o
autovetor associado.

(a) Determine A ̸= I que satisfaça essas condições.

(b) Se λ2 = 9 for outro autovalor de A, determine um autovetor de A associado
a λ2.

(c) Determine uma matriz B tal que B2 = A.

9. Sejam A ∈ Fn×n. Mostre que os autovalores da matriz de blocos

C =

(
A B
B A

)
são exatamente os autovalores simultâneos de A+B e A−B.
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10. Sejam D = diag(λ1, . . . , λn),E = diag(µ1, . . . , µn) ∈ Fn×n. Mostre que D é
semelhante a E se, e somente se, existir um σ ∈ Sn tal que µi = λσ(i).

11. Sejam S, T ∈ L(V ), com dimV = n. Mostre que se fA(x) = fB(x), então
detA = detB. Mostre, com um exemplo, que a recíproca é falsa.

12. Sejam A ∈ F k×n e B ∈ Fn×k, com k ≤ n. Mostre que det(xIn − BA) =
xn−k det(xIk −AB). Se k = n, então AB e BA possuem o mesmo polinômio
característico. O que se pode dizer sobre os autovetores?

13. Sejam T ∈ L(V ) e u,v ∈ V autovetores de T associados aos autovalores distin-
tos λ, µ. Mostre que se au+ bv for autovetor de T , então a = 0 ou b = 0.

14. Seja T ∈ L(V ) tal que qualquer v ∈ V − {0} é um autovetor de T . Mostre que
T = cI , para algum c ∈ F .

15. Sejam T ∈ L(V ), com dimV = n, e A = [T ]αα ∈ Rn×n, para alguma base α de
V . Mostre que:

(a) Se n for ímpar e det(A) > 0, então T possui pelo menos um autovalor
positivo.

(b) Se n for ímpar e det(A) < 0, então T possui pelo menos um autovalor
negativo.

(c) Se n for par e det(A) < 0, então T possui pelo menos um autovalor positivo
e um negativo.

16. Seja T ∈ L(R3). Mostre que T (r) ⊆ r, para alguma reta r em R3 que passa pela
origem.

5.2 Operadores Diagonalizáveis

Já vimos que as matrizes diagonais eram bastante fáceis de entender e estudar.
Nesta seção, vamos estudar as matrizes que são as mais próximas possíveis de serem
diagonais, ou seja, as matrizes que são semelhantes a uma matriz diagonal. Vale lembrar
que qualquer matriz é equivalente a uma matriz diagonal.

Teorema 5.10 Sejam T ∈ L(V ) e λi ∈ F autovalores distintos de T , com i = 1, . . . , n.
Se ui ∈ V for o autovetor de T associado λi, então {u1, . . . ,un} é LI .
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Prova. Suponhamos, por absurdo, que {u1, . . . ,un} seja LD. Então, pelo Corolário
3.33, podemos escolher um menor k tal que

uk = x1u1 + · · ·+ xk−1uk−1, 2 ≤ k ≤ n. (5.6)

Assim, aplicando T a equação (5.6), obtemos

λkuk = x1λ1u1 + · · ·+ xk−1λk−1uk−1. (5.7)

Logo, multiplicando a equação (5.6) por λk e subtraindo da equação (5.7), temos que

0 = (λk − λ1)x1u1 + · · ·+ (λk − λk−1)xk−1uk−1.

Pela escolha de k, {u1, . . . ,uk−1} é LI , de modo que (λk − λi)xi = 0, para cada
i = 1, . . . , k− 1. Como λk−λi ≠ 0 temos que xi = 0, para i = 1, . . . , k− 1. Portanto,
uk = 0, o que é uma contradição.

Corolário 5.11 Seja T ∈ L(V ), com dimV = n. Então T possui no máximo n auto-
valores distintos. Se T possui exatamente n autovalores, então V possui uma base de
autovetores.

Prova. Como ∂(fA) = n temos, pelo Teorema 1.2, que esse polinômio possui no
máximo n raízes sobre F .

Observe que a recíproca do Teorema 5.10 é falsa, isto é, se T possui autovetores
linearmente independentes u1, . . . ,un, então os autovalores associados λ1, . . . , λn não
necessitam ser distintos. Por exemplo, se T = IV ∈ L(V ), então qualquer v ∈ V , com
v ≠ 0, é um autovetor de T associado ao único autovalor 1.

Sejam α, β bases de V , T ∈ L(V ), A = [T ]αα e B = [T ]ββ . Então existe uma
matriz não singular P tal que B = P−1AP. Se v ∈ V , com v ̸= 0, é um autovetor de
T associado ao autovalor λ ∈ F e X = [v]α, então Y = P−1X for um autovetor de B
associado ao mesmo autovalor λ, pois BY = λY.

Teorema 5.12 Sejam α uma base de V , T ∈ L(V ), A = [T ]αα e Xj = [v]α de um auto-
vetor v de T associado ao autovalor λj , com j = 1, . . . , n. As colunas X1, . . . ,Xn da
matriz P são autovetores de T se, e somente se, AP = PD, com D = diag(λ1, . . . λn).
Neste caso, λEj é a j-ésima coluna de P−1AP.
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Prova. Observe que

AP = A
(
X1 · · · Xn

)
=
(
AX1 · · · AXn

)
e

PD = P
(
λ1E1 · · · λnEn

)
=
(
λ1X1 · · · λnXn

)
Portanto, AP = PD se, e somente se, AXi = λiXi se, e somente se, as colunas
X1, . . . ,Xn de P são autovetores de T .

Seja T ∈ L(V ), com dimV = n. Diremos que T é diagonalizável se existir uma
base de V formada de autovetores de T .

É muito interessante, de um ponto de vista prático e teórico, resumir o que já foi
estudado em um procedimento (um algoritmo) para decidir sobre a diagonalização ou
não de uma matriz A ∈ Fn×n:

1.o Passo. Determine o polinômio característico de A.

2.o Passo. Determine os autovalores de A.

3.o Passo. Repete (a) e (b) para cada autovalor λ de A:

(a) Resolva a equação (5.2) ou a equação (5.5).
(b) Determine uma base de Vλ e/ou de V λ.

4.o Passo. Considere o conjunto dos autovetores β = {v1, . . . ,vm} de A obtidos
no 3.o Passo:

(a) Se m ̸= n ou Vλ ̸= V λ, para algum autovalor λ de A, então ela não é
diagonalizável. Neste caso, determine P, de modo que P−1AP = J.

(b) Se m = n ou Vλ = V λ, para todo autovalor λ de A, então ela é diagonali-
zável. Neste caso, determine P, de modo que P−1AP = D.

De posse do Teorema 5.12, é muito importante, de um ponto de vista teórico e
didático, ressaltar o seguinte. Se Q = (P−1)t e

Q =
(
Y1 · · · Yn

)
então QtP = I, de modo que Yt

iXj = δij é uma condição de “ortogonalidade”. Por
outro lado, At = QDQ−1 ou AtQ = QD, de modo que

AtYi = λiYi, i = 1, . . . , n.
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Assim, Yi é um autovetor de At, o qual é conhecido como autovetor à esquerda de A,
pois Yt

iA = λiY
t
i . Portanto,

A = PDQt =
n∑

i=1

λiXiY
t
i (5.8)

é uma soma de matrizes de posto um quando λi ≠ 0 e zero caso contrário. Note que
cada matriz é definida em termos das propriedades espectrais de A, ou seja, autovalores,
autovetores e autovetores à esquerda e denotamos por σ(T ) ou σ(A) o conjunto dos
autovalores de T e chama-se conjunto espectral de T . Observe, pelo Teorema 5.16,
que σ(T ) ̸= ∅ e ρ(A) é igual ao número de autovalores não nulos de A, com cada um
contado tantas vezes quanto for sua multiplicidade.

Exemplo 5.13 Seja T ∈ L(R3) definido como

T (x, y, z) = (x− 3y + 3z, 3x− 5y + 3z, 6x− 6y + 4z).

Mostre que R3 possui uma base de autovetores.

Solução. É fácil verificar que fA(x) = (x+2)2(x−4), V−2 = R[(1, 1, 0), (1, 0,−1)] e
V4 = R[(1, 1, 2)]. Portanto, β = {(1, 1, 0), (1, 0,−1), (1, 1, 2)} é uma base de autoveto-
res de R3 e T é diagonalizável. Note que mg(−2) = ma(−2) = 2, mg(4) = ma(4) =
1, R3 = V−2 ⊕ V4 e P−1AP = D, com

D = [T ]ββ =

 −2 0 0
0 −2 0
0 0 4

 e P = [P ]αβ = [I]βα =

 1 1 1
1 0 1
0 −1 2


é a matriz de transição da base canônica α para a base β.

Exemplo 5.14 Seja T ∈ L(R3) definido como

T (x, y, z) = (−3x + y − z, −7x + 5y − z, −6x + 6y − 2z).

T é diagonalizável?

Solução. É fácil verificar que fA(x) = (x+2)2(x−4). Para obter a solução da equação
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(5.5), basta escalonar a matriz: −3− λ 1 −1 0
−7 5− λ −1 fA(λ)
−6 6 −2− λ 0

→ · · · →
 1 0 0 −(λ− 4)

0 1 0 −λ(λ+ 5)
0 0 1 −6(λ+ 2)

 .

Assim, X(λ) = (4 − λ,−λ(λ + 5),−6(λ + 2))t é a única solução. Logo, X(−2) =
(6, 6, 0)t ou v1 = (1, 1, 0) é o único autovetor T associado a−2, de modo quemg(−2) <
ma(−2) = 2. Portanto, T não é diagonalizável. Observe que o autovetor generalizado é
X′(−2) = (−1,−1,−6)t ou v2 = (1, 1, 6). Por outro lado, X(4) = (0,−36,−36)t ou
v3 = (0, 1, 1) é o único autovetor T associado a 4. Portanto, β = {v1,v2,v3} é uma
base de R3. Note que R3 = V −2 ⊕ V 4 e P−1AP = J, com

J = [T ]ββ =

 −2 1 0
0 −2 0
0 0 4

 e P = [P ]αβ = [I]βα =

 1 1 1
1 1 1
0 6 0


é a matriz de transição da base canônica α para a base β.

Seja T ∈ L(V ). Vamos lembrar que a sequência de operadores {Tn : n ∈ Z+}
sobre V foi definida. indutivamente, como

T 0 = IV = I e Tn = Tn−1 ◦ T = Tn−1T, ∀ n ∈ N.

Lema 5.15 Sejam V um espaço vetorial sobre F e S, T ∈ L(V ).

1. T kTm = T k+m, para todos k,m ∈ N.

2. (T k)m = T km, para todos k,m ∈ N.

3. Se ST = TS, então (S + T )m =
∑m

k=0

(
m
k

)
Sm−kT k, para todo m ∈ N.

Prova. Fica como um exercício.

Sejam T ∈ L(V ) e f(x) = cmx
m+ · · ·+ c1x+ c0 ∈ F [x] um polinômio de grau

∂(f) = m.. Então f(T ) é um operador sobre V definido como

f(T) = cmTm + · · ·+ c1T+ c0I ∈ L(V ),

o qual chama-se função polinomial em T . Note que o operador f(T ) foi obtido de f(x)
substituindo-se a variável x pelo operador T e o escalar c0 pelo operador escalar c0I .
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Diremos que f(x) é um polinômio anulador de T se f(T ) = 0 e T é um zero de f(x).
Formalmente, cada T ∈ L(V ) induz uma função σ : F [x] → L(V ), com σ = σT ,
definida como σ(f(x)) = f(T ), que goza das seguintes propriedades:

1. Se f(x) = g(x), então f(T ) = g(T ), ou seja, σ está bem definida.

2. σ(f(x) + cg(x)) = σ(f(x)) + cσ(g(x)), para todos f(x), g(x) ∈ F [x] e c ∈ F ,
ou seja, σ é linear.

3. σ((f · g)(x)) = σ(f(x))σ(g(x)), ou seja, (f · g)(T ) = f(T )g(T ), para todos
f(x), g(x) ∈ F [x]. Em particular, f(T )g(T ) = g(T )f(T ).

4. σ(1) = IV e σ(x) = T , ou seja, σ é completamente determinada pelos valores
σ(1) e σ(x).

É importante lembrar que F [x] é algebricamente semelhante a Z. Por exemplo, o Al-
goritmo da Divisão (AD): dados f(x), g(x) ∈ F [x], com g(x) ̸= 0, existem únicos
q(x), r(x) ∈ F [x] tais que

f(x) = g(x)q(x) + r(x), com r(x) = 0 ou ∂(r) < ∂(g). (5.9)

Quando r(x) = 0, diremos que g(x) é um fator de f(x) ou que g(x) divide f(x).
Seja T ∈ L(V ), com dimV = n. Então, pelo Teorema 4.32, a função ϕ :

L(V ) → Fn×n definida como ϕ(T ) = A, com A = [T ]αα, para alguma base fixada
α de V , é um isomorfismo de álgebras lineares. Assim, φ = ϕ ◦ σ é completamente
determinada pelos valores φ(1) = I e φ(x) = A. Portanto, f(A) = [f(T )]αα, para todo
f(x) ∈ F [x], e vice-versa. Neste ponto, é importante ressaltar que: se V for um espaço
vetorial sobre R, então, pelo Exercício (12) da Seção 3.1, V C é um espaço vetorial sobre
C. Seja T ∈ L(V ). Então vamos estender sua ação sobre V C como

TC(z) = T (u) + iT (v), ∀ z = u+ iv ∈ V C.

Note que T e TC são os mesmos, pois se α for uma base de V , então α é uma base de
V C. Portanto, f(T ) = f(TC), para todo f(x) ∈ R[x]. Além disso, somente os λ ∈ R
são admitidos como autovalores de T .

Observe, para cada T ∈ L(V ), que σ induz um produto (uma ação) de F [x] sobre
V definido como

f(x)v = f(T )(v) = cnT
n(v) + · · ·+ c1T (v) + c0v, ∀ f(x) ∈ F [x] e v ∈ V.
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Note que este produto satisfaz todas as propriedades de um espaço vetorial. Por exemplo,

f(x)(u+ v) = f(x)u+ f(x)v e (f(x)g(x))u = f(x)(g(x)u).

Não obstante, V não é um espaço vetorial sobre F [x], pois F [x] não é um corpo.

Teorema 5.16 Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre C. Então qualquer
T ∈ L(V ) possui pelo menos um autovalor.

Prova. Sejam dimV = n > 1 e v ∈ V , com v ̸= 0. Então a lista

α = (v, T (v), . . . , Tn(v))

sobre V é LD. Assim, pelo Corolário 3.33, podemos escolher um menor k tal que

T k(v) = c0v + · · ·+ ck−1T
k−1(v), 2 ≤ k ≤ n.

Isto implica que existe um g(x) =
∑k−1

i=0 cix
i + xk ∈ C[x] tal que g(T )(v) = 0. Por

outro lado, pelo Teorema 1.2, existem λ1, . . . , λk ∈ C, não necessariamente distintos,
tais que g(x) = (x− λ1) · · · (x− λk). Assim,

0 = g(T )(v) = ((T − λ1I) · · · (T − λkI))(v) = (T − λjI)(
∏
i̸=j

(T − λiI)(v)),

para algum j. Mas, isto significa, pela escolha de k, que (T − λjI)(u) ̸= 0, para algum
u ∈ V , com u ̸= 0. Portanto, T possui pelo menos um autovalor.

Observe que o Teorema 5.16 nos afirma que existe uma base α de V tal que a
primeira coluna de [T ]αα é da forma λE1.

Sejam V um espaço vetorial sobre F e W1, . . . ,Wk subespaços de V . Diremos
que W1, . . . ,Wk são independentes se a seguinte condição for satisfeita: ui ∈ Wi e
u1 + u2 + · · ·+ uk = 0 implica que ui = 0, para cada i = 1, . . . , k.

Lema 5.17 Sejam W1, . . . ,Wk subespaços de V e W =W1+ · · ·+Wk, com dimV =
n. Então as seguintes condições são equivalentes:

1. W1, . . . ,Wk são independentes;

2. Wj ∩ (W1 + · · ·+Wj−1) = {0}, para 2 ≤ j ≤ k;

3. Se αi for uma base de Wi, então a lista α = (α1, . . . , αk) é uma base de W .
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Prova. É claro que (1) implica (2). (2 ⇒ 3) É fácil verificar que W = F [α]. Como
qualquer relação linear entre os vetores de α terá a forma v1 + v2 + · · · + vk = 0,
em que cada vetor vi é alguma combinação linear dos vetores de αi, temos que vk ∈
Wk ∩ (W1 + · · ·+Wk−1) = {0}, de modo que vk = 0. Continuando deste modo,
temos que α é LI . É claro que (3) implica (1).

Sejam V um espaço vetorial sobre F e W1, . . . ,Wk subespaços de V . Diremos
que V é uma soma direta interna de W1, . . . ,Wk se pelo menos uma (e, portanto, todas)
das condições do Lema 5.17 for satisfeita e denotamos por

V =W1 ⊕ · · · ⊕Wk.

Lema 5.18 Seja T ∈ L(V ) tal que T (u) = λu, com u ̸= 0. Então, para todo f(x) ∈
F [x], f(T )(u) = f(λ)u e u é o autovetor de f(T ) associado a f(λ).

Prova. Basta notar, indutivamente, que Tn(u) = λnu, para todo n ∈ Z+.

Teorema 5.19 Sejam T ∈ L(V ), com dimV = n, e Vλi
= ker(T − λiI) associados

aos autovalores distintos λi ∈ F . Então as seguintes condições são equivalentes:

1. T é diagonalizável;

2. O polinômio característico de T é

fA(x) = (x− λ1)m1(x− λ2)m2 · · · (x− λk)mk , com mi = mg(λi);

3. V = Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλk
.

Prova. (1 ⇒ 2) Suponhamos que T seja diagonalizável. Então existe uma base α =
{u1, . . . ,un} de V tal que T (ui) = λiui. Assim, A = diag(λ1I1, . . . , λkIk). Portanto,
pelo item (10) do Teorema 1.24,

fA(x) = det(xI−A) = (x− λ1)m1(x− λ2)m2 · · · (x− λk)mk .

(2 ⇒ 3) Seja ui ∈ Vλi
tal que u1 + · · · + uk = 0. Então, para cada i fixado,

pondo Tj =
∏

j≠i(T − λjIj) = ĝA(T ), temos, pelo Lema 5.18, que

Tj(ui) = ĝA(T )(ui) = ĝA(λi)ui =
∏
j ̸=i

(λi − λj)ui.
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Por outro lado, 0 = Tj(u1 + · · ·+un) = Tj(ui) implica que
∏

j ̸=i(λi− λj)ui = 0, de
modo que ui = 0, pois λj ̸= λi quando j ̸= i. (3⇒ 1) É claro.

Já vimos, no teorema 5.16, que qualquer operador sobre um espaço vetorial com-
plexo tinha pelo menos um autovalor. No entanto, pelo Exemplo 5.3, o mesmo não é
verdade sobre um espaço vetorial real, ou seja, ele pode não possuir subespaços invari-
antes de dimensão 1.

Teorema 5.20 Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre R. Então qualquer
T ∈ L(V ) possui um subespaço invariante de dimensão 1 e/ou 2.

Prova. Sejam dimV = n > 1 e v ∈ V , com v ̸= 0. Então a lista

α = (v, T (v), . . . , Tn(v))

sobre V é LD. Assim, existem c0, . . . , cn ∈ R , não todos nulos, tais que

c0v + c1T (v) + · · ·+ cnT
n(v) = 0.

Isto implica que existe um g(x) =
∑n

i=0 cix
i ∈ R[x] tal que g(T )(v) = 0. Dividindo

pelo coeficiente líder, podemos escrever g(x) =
∑m−1

i=0 dix
i + xm. Por outro lado, pelo

equação (1.3),

g(x) =
r∏

j=1

(x− λj)
s∏

k=1

(x2 + bkx+ ck), onde r, s ∈ N e r + 2s = m.

Assim,

0 = g(T )(v) = [

r∏
j=1

(T − λjI)
s∏

k=1

(T 2 + bkT + ckI)](v).

Mas, isto significa que T − λjI é singular, para algum j, ou T 2 + bkT + ckI é singular,
para algum k. Se T − λjI for singular, então existe um u ∈ V , com u ̸= 0, tal que
(T − λjI)(u) = 0. Portanto, T possui um subespaço invariante de dimensão 1. Se
T 2 + bkT + ckI for singular, então existe um u ∈ V , com u ̸= 0, tal que

T 2(u) + bkT (u) + cku = 0.

Afirmação. W = R[u, T (u)] é invariante sob T , com dimW = 1 ou 2.
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De fato. Dado w ∈W , existem a, b ∈ R tais que w = au+ bT (u). Assim,

T (w) = aT (u) + bT 2(u) = (−bck)u+ (a− bbk)T (u) ∈W.

Portanto, W é invariante sob T .

É muito importante, de um ponto de vista teórico e didático, interpretar a prova do
Teorema 5.20 a luz da complexificação V C de V . Seja v ∈ V , com v ̸= 0, um autovetor
de T associado ao autovalor λ. Se λ ∈ R, então TC(v) = T (v) = λv, de modo que
TC possui o mesmo autovalor e autovetor de T . Se λ ∈ C, então TC(z) = λz, com
z = u+ iv ∈ V C não nulo. Assim, definindo z̄ = u− iv em V C, obtemos

TC(z̄) = T (u)− iT (v) = T (u) + iT (v) = TC(z) = λ̄z̄.

Logo, z̄ é um autovetor de TZ associado ao autovalor λ̄. Como λ ̸= λ̄ temos, pelo
Teorema 5.10, que z e z̄ são LI . Portanto, W = R[z, z̄] é invariante sob T com uma
base {v,u}, pois 2u = z+ z̄, 2v = i(z̄− z) ∈W e se λ = a+ ib ∈ C, então

T (v) = av + bu e T (u) = −bv + au⇒ [T |W ]αα =

(
a −b
b a

)
.

Note que T |W não possui autovalores reais. Neste caso, concluímos que se o polinômio
característico de T ∈ L(V ) possui um autovalor complexo, então ele está associada a
um subespaço W de V invariante sob T , com dimW = 2.

Exercícios

1. Para cada T ∈ L(V ) do Exercício (1) da Seção 5.1, identifique os que são diago-
nalizáveis. Nos casos afirmativos, especifique uma matriz P tal que P−1AP seja
diagonal.

2. Seja T ∈ L(R2) definido como T (x, y) = (ax + by, cx + dy). Mostre que se
a, b, c, d ∈ R+, então T é diagonalizável.

3. Seja T ∈ L(R2), com [T ]t = [T ]. Mostre que os autovalores de T são reais e que
T é diagonalizável.

4. Seja T ∈ L(F 3) tal que [T ] = U3 = (uij), com uij = 1. Mostre que T é
diagonalizável. Generalize para Fn.
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5. Considere as matrizes

A =

(
−4 −3
10 7

)
e B =

 1 −2 3
0 −1 3
0 0 1


Calcule A10 e B35.

6. Seja T ∈ L(F 3) definido como

T (x, y, z) = (ax+ by + bz, bx+ ay + bz, bx+ by + az).

Determine os autovalores e autovetores de T . Além disso, especifique uma matriz
P tal que P−1AP seja diagonal.

7. Seja T ∈ L(F 3) definido como T (x, y, z) = (ay, bx + bz, ay). Determine os
autovalores e autovetores de T . Além disso, para que valores de a e b, T é diago-
nalizável.

8. Seja C visto como um espaço vetorial sobre R.

(a) Mostre que T ∈ L(C) se, e somente se, existem a, b ∈ C tais que T (z) =
az + bz̄, para todo z ∈ C. Conclua que T é não singular se, e somente se,
|a| ̸= |b|.

(b) Mostre que qualquer automorfismo T ∈ L(C) é da forma T = I ou T (z) =
z̄, para todo z ∈ C.

9. Seja C ∈ L(V C) definido como C(z) = z̄. Mostre que C é um isomorfismo
sobre R. Conclua que C é uma involução, ou seja, C2 = I .

10. Sejam A,B ∈ Fn×n. Mostre que se A e B são semelhantes, então f(A) e f(B)
são semelhantes, para todo f(x) ∈ F [x].

11. Seja V = Seqf (F ) o espaço das sequências do tipo Fibonacci.

(a) Mostre que (
an−1 an
an an+1

)
=

(
0 1
1 1

)n

= Cn
2 ,

para todo n ∈ N e a0 = 0. Conclua que an+1an−1 − a2n = (−1)n.

(b) Encontre uma fórmula explícita para an, para todo n ∈ N.
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12. Seja S ∈ L(V ), com dimV = n, diagonalizável e todos os seus autovalores
distintos. Mostre que qualquer T ∈ L(V ) diagonalizável pode ser escrito como
um polinômio em S.

13. Sejam V = C∞(R,R) e β = {ea1x, . . . , eanx}, onde os ai ∈ R são distintos.
Mostre que β é um subconjunto linearmente independente em V .

5.3 Polinômio Minimal

Já vimos que as funções det, tr : Fn×n → F e ψ : Fn×n → F [x] definida como
ψ(A) = fA(x) eram invariantes por similaridade. Nesta seção, vamos estudar outro
invariante, o qual será muito útil para entender e estudar os subespaços invariantes ou a
abordagem geométrica de um operador.

Seja V um espaço vetorial sobre F , com dimV = n. Então já sabemos que
cada T ∈ L(V ) (ou A ∈ Fn×n) induz uma função σ : F [x] → L(V ) definida como
σ(f(x)) = f(T ), a qual é linear. Assim, kerσ é um subespaço não trivial de F [x]. De
fato. Como dimL(V ) = n2 temos que a lista α = (I, T, . . . , Tn2

) é LD em L(V ).
Assim, existem c0, . . . , cn2 ∈ F , não todos nulos, tais que

c0I + c1T + · · ·+ cn2Tn2
= 0.

Isto implica que existe um g(x) =
∑n2

i=0 cix
i ∈ F [x] tal que g(T ) = 0, ou seja, kerσ ̸=

{0}. Portanto, pelo Teorema 4.30,

F [x]/ kerσ ≃ F [T ] = {f(T ) : f(x) ∈ F [x]}.

Observe que dividindo pelo coeficiente líder podemos, sem perda de generalidade, es-
crever g(x) =

∑m−1
i=0 dix

i + xm como um polinômio mônico. Neste caso, o conjunto

S = {m ∈ N : ∃ f(x) ∈ F [x] tal que ∂(f) = m e f(T ) = 0}

é não vazio. Logo, pelo PBO, S contém um menor elemento, digamos k ∈ S, e
denotamos por m(x) ∈ F [x] o polinômio mônico de grau k tal que m(T ) = 0.

Afirmação. kerσ = m(x)F [x] = {m(x)q(x) : q(x) ∈ F [x]}.
De fato. Dado q(x) ∈ F [x], obtemosm(T )q(T ) = 0q̇(T ) = 0, de modo quem(x)F [x] ⊆
kerσ. Por outro lado, para qualquer f(x) ∈ kerσ, existem únicos q(x), r(x) ∈ F [x]
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tais que

f(x) = m(x)q(x) + r(x), com r(x) = 0 ou ∂(r) < ∂(m).

Assim, r(T ) = 0 implica, pela minimalidade do grau de m(x), que r(x) = 0. Logo,
f(x) = m(x)q(x) ∈ m(x)F [x] e kerσ ⊆ m(x)F [x]. Portanto, f(x)g(x) ∈ kerσ, para
todo g(x) ∈ kerσ e f(x) ∈ F [x] e diremos que kerσ é um ideal na álgebra linear F [x],
de modo que podemos concluir: se f(x) ∈ F [x] e f(T ) = 0, então m(x) é um fator
de f(x). Por isto, o polinômio m(x) chama-se polinômio minimal de T . Posto de outro
forma, m(x) é o único polinômio mônico que satisfaz as seguintes condições:

1. m(T ) = 0.

2. m(x) é o polinômio de menor grau dentre aqueles que anulam T .

3. Se f(x) ∈ F [x] e f(T ) = 0, então m(x) é um fator de f(x).

Note que o polinômio minimal m(x) não necessita ser irredutível sobre F , confira o
Exemplo 5.21.

Sejam V um espaço vetorial sobre F , com dimV = n, α uma base de V e
T ∈ L(V ). Então, é fácil verificar que, o polinômio minimal de T é o mesmo de
A = [T ]αα.

Exemplo 5.21 Seja T ∈ L(F 2) tal que A = [T ] = E12. Determine o polinômio
minimal de T .

Solução. É claro que o polinômio característico de T é fA(x) = x2. Se ∂(m) = 1,
então m(x) = x+ b. Assim,

m(A) =

(
b 1
0 b

)
̸= O,

Logo, ∂(m) ≥ 2. Como A2 = O temos que ∂(m) = 2. Portanto, m(x) = x2 não é
irredutível sobre F .

Lema 5.22 Matrizes semelhantes possuem o mesmo polinômio minimal.

Prova. Sejam A e B matrizes semelhantes. Então existe uma matriz não singular P
tal que B = P−1AP. É fácil verificar, indutivamente, que Bm = P−1AmP, para
todo m ∈ N. Assim, f(B) = P−1f(A)P, para todo f(x) ∈ F [x]. Em particular,
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mA(A) = O implica que mA(B) = O e mB(B) = O implica que mB(A) = O.
Portanto, mB = mA, pois ambos são mônicos.

Observe que a recíproca do Lema 5.22 é falsa, pois as matrizes A = E12 e B =
E12 + E34 possuem o mesmo polinômio minimal m(x) = x2 (prove isto!). Mas, B ̸=
P−1AP, para toda matriz não singular P, pois ρ(A) = 1 e ρ(B) = 2.

Vamos dar um nova olhada no espaço das sequências V = Seqr(F ) do tipo re-
corrência. Dados a0, . . . , ak−1 ∈ F , devemos encontrar as soluções (x)n∈Z+ ∈ V da
equação

xn+k = a0xn + · · ·+ ak−1xn+k−1, ∀ k, n ∈ Z+.

Observe que tais soluções são sequências infinitas:

(x0, . . . , xk−1, xk, . . . , xn, . . .).

Assim, a função T : V → F k definida como T (x) = (x0, . . . , xk−1) é um isomorfismo,
pois qualquer solução é unicamente determinada por (x0, . . . , xk−1). Neste caso, pondo
Xn = (xn, . . . , xn+k−1)

t. Então Xn satisfaz o sistema companheiro Xn+1 = CkXn,
para todo n ∈ Z+, em que

Ck =

(
O Ik−1

−a0 −a1 · · · − ak−1

)
é a matriz companheira. Então já vimos, pelo Exercício (12) da Seção 1.3, que o polinô-
mio característico de Ck é

fCk
(x) = xk + ak−1x

k−1 + · · ·+ a1x+ a0,

de modo que Ck é não singular se, e somente se, a0 ̸= 0. Suponhamos que λ seja um
autovalor de Ck. Então X = (1, λ, . . . , λk−1)t é um autovetor de Ck associado a λ,
com mg(λ) = 1. De fato. Seja X = (y0, . . . , yk−1)

t um autovetor de Ck associado a λ.
Então a equação CkX = λX implica que yi = λyi−1, com i = 1, . . . , k − 1, e

−(a0y0 + · · ·+ ak−1yk−1) = λyk−1.

Observe que y0 ̸= 0, pois se y0 = 0, então y0 = y1 = · · · = yk−1 = 0 e X = O. Logo,
yi = λiy0, com i = 1, . . . , k − 1, e

−(a0 + · · ·+ ak−1λ
k−1)y0 = λky0,
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de modo que fCk
(λ) = 0. Portanto, escolhendo y0 = 1, X = (1, λ, . . . , λk−1)t é o

autovetor de Ck associado a λ. Como ρ(µI − Ck) = k − 1, para todo µ ∈ F , temos
que mg(λ) = 1. Consequentemente, Ck é diagonalizável se, e somente se, os seus
autovalores são simples. Note, indutivamente, que Xn = Cn

kX0, para todo n ∈ Z+,
nos fornece a solução. Para completar a nossa discussão sobre Ck. Seja T ∈ L(F k)
o operador linear tal que [T ] = Ct

k. Então, é fácil verificar que, T (ei) = ei+1, com
i = 1, . . . , k − 1, e

T (ek) = −(a0e1 + · · ·+ ak−1ek).

Como T i(e1) = ei+1, para cada i = 1, . . . , k − 1, temos que

T k(e1) = −(a0 + a1T + · · ·+ ak−1T
k−1)(e1).

Assim, fCn(T )(e1) = 0, de modo que fCn(T )(ei+1) = fCn(T )(T
i(e1)) = 0. Logo,

fCn(T ) = 0. Se g(x) = c0 + · · ·++cmx
m, com ∂(g) < ∂(fCn), então

0 = g(T )(e1) = c0e1 + · · ·+ cmem+1

implica que c0 = · · · = cm+1 = 0 ou g(x) = 0. Portanto, m(x) = fCn(x).
Antes de continuarmos com as comprações entre o polinômio característico e mi-

nimal, vamos apresentar alguns conceitos sobre matrizes com entradas em F [x], as quais
chamam-se x-matrizes. Por exemplo, dado A ∈ Fn×n, já sabemos que a matriz ca-
racterística xI − A de A é uma x-matriz, pois as entradas diagonais x − aii são po-
linômios lineares e as aij , com i ̸= j, são polinômios constantes. De modo análogo,
A, xA, x2A, . . . são x-matrizes. Seja B = B(x) = (fij(x)) ∈ F [x]n×n qualquer x-
matriz e Bm = com(B) = (com(fij)) ∈ Fn×n, com m = 0, . . . , k = max{∂(fij)}.
Então B pode ser escrita sob a forma

B = B0 +B1x+ · · ·+Bkx
k ∈ Fn×n[x], com Bk ̸= O,

e diremos que B possui grau k, isto significa que a função ϕ : F [x]n×n → Fn×n[x]
definida como ϕ(B) =

∑k
m=0Bmx

m é um isomorfismo de álgebras. Pode ser visto,
com cautela, que as x-matrizes herdam as propriedades de Fn×n. Por exemplo, B é não
singular ou unimodular se, e somente se, existir um C tal que BC = CB = I, ou seja,
C = B−1 existe e é uma x-matriz. Em particular, B ∈ Fn×n quando as entradas são
avaliadas em λ ∈ F . Em relação as propriedades de F [x] tem restrições. Por exemplo o
AD. Dadas A e B, com B unimodular. Então existem únicas x-matrizes Q1,Q2,R1 e
R2 tais que A−R1 = BQ1 e A−R2 = Q2B, com o grau de R1 e R2 menor do que
o grau de B. Neste caso, temos a divisão à esquerda e à direita.
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Lema 5.23 Seja B qualquer x-matriz. Então B é não singular se, e somente se, detB =
c ∈ F , com c ̸= 0.

Prova. Note que o cofator cij = (−1)i+j det(Bij) é claramente um elemento de F [x].
Assim, adjB é uma x-matriz. Se detB = c ∈ F , com c ̸= 0, então B−1 = c−1 adjB
existe e é uma x-matriz. A recíproca é clara.

Por exemplo, a x-matriz de ordem 2 e grau 2,

B =

(
(x+ 1)2 x
x+ 2 1

)
=

(
1 0
2 1

)
+

(
2 1
1 0

)
x+

(
1 0
0 0

)
x2,

é não singular, pois detB = 1 ̸= 0.
Dado a ∈ F , é bastante conhecida em F [x], a fatoração x2−a2 = (x+a)(x−a)

e, indutivamente, obtemos

xk − ak = (xk−1 + xk−2a+ · · ·+ xak−2 + ak−1)(x− a), ∀ k ∈ N. (5.10)

Para cada A ∈ Fn×n, temos que (xI)A = A(xI) e, de modo análogo,

xkI−Ak = (xk−1I+ xk−2A+ · · ·+ xAk−2 +Ak−1)(xI−A), ∀ k ∈ N.

Isto pode ser provado direto desenvolvendo o lada direito (soma telescópica). Pondo

Lk = Lk(xI,A) = xk−1I+ xk−2A+ · · ·+ xAk−2 +Ak−1,

com L0 = O e L1 = I, obtemos

xkI−Ak = Lk(xI−A), ∀ k ∈ Z+. (5.11)

Teorema 5.24 (Teorema de Cayley-Hamilton) Seja A ∈ Fn×n. Se fA(x) for o po-
linômio característico de A, então fA(A) = O.

Prova. Seja

det(xI−A) = fA(x) = c0 + c1x+ · · ·+ cn−1 + xn ∈ F [x]

o polinômio característico de A. Como os cofatores cij = (−1)i+j det(xI −A)ij são
claramente polinômios de grau no máximo n − 1 temos que B = adj(xI −A) é uma
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x-matriz. Por outro lado, pelo Teorema 1.26,

B(xI−A) = fA(x)I e (xI−A)B = fA(x)I, (5.12)

ou seja, fA(x)I é divisível à direita e à esquerda por xI−A. Como

fA(x)I− fA(A) =
n∑

k=0

ck(x
kI−Ak)

temos, pela equação (5.11), que

fA(A) = fA(x)I−
n∑

k=0

ckLk(xI−A).

Assim, pela equação (5.12), fA(A) = C(xI − A), com C = B −
∑n

k=0 ckLk uma
x-matriz. Suponhamos, por absurdo, que C ̸= O. Então C possui grau m ≤ n − 1.
Logo, expandindo a equação, obtemos

fA(A) = (C0 +C1x+ · · ·+Cmx
m)(xI−A),

com Cm ≠ O. Efetuando a multiplicação do lado direito, temos que o coeficiente de
xm+1 é Cm, o que é uma contradição, pois fA(A) é uma matriz de entradas constantes
(os coeficientes em x são constantes). Portanto, fA(A) = 0.

Corolário 5.25 Seja A ∈ Fn×n. Se fA(x) e m(x) são os polinômios característico e
minimal de A. Então m(x) é um fator de fA(x).

Prova. Fica como um exercício.

De posse do Teorema de Cayley-Hamilton, vamos apresentar um procedimento
para obter a adjunta clássica, a inversa e o autoespaço de uma matriz A ∈ Rn×n. Para
isto, sejam F (x) = B = adj(xI−A) e

f(x) = fA(x) = xn + b1x
n−1 + b2x

n−2 + · · ·+ bn−1x+ bn ∈ F [x].

Então, para qualquer a ∈ R, temos, pela equação (5.10), que

f(x)− f(a) = δ(x, a)(x− a), (5.13)
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em que δ(x, a) é um polinômio de grau n− 1 em x e a, ou seja,

δ(x, a) = xn−1 + c1x
n−2 + c2x

n−3 + · · ·+ cn−1,

com c1 = a+ b1, c2 = a2 + b1a+ b2, . . . , cn−1 = an−1 +
∑n−1

k=1 bka
n−k−1. Note que

f ′(a) = lim
x→a

δ(x, a).

Como (xI)A = A(xI) temos, pela a equação (5.13), que

f(x)I = δ(xI,A)(xI−A).

Assim, pela a equação (5.12) e a unicidade do resto, B = δ(xI,A). Portanto,

F (x) = B = xn−1I+B1x
n−2 +B2x

n−3 + · · ·+Bn−1,

em que B0 = I e

Bk = Ak + b1A
k−1 + b2A

k−2 + · · ·+ bk−1A+ bkI, k = 1, 2, . . . , n− 1.

Observe que Bn = f(A) = O e, indutivamente,

Bk = Bk−1A+ bkI e Bn−1A+ bnI = 0, k = 1, . . . , n− 1.

Pondo g(x) = xI−A, obtemos

d(p)(Fg)

dx
(x) =

d(p)(gF )

dx
(x) = f (p)(x)I, ∀ p ∈ Z+.

(1.) Se A for não singular, então bn = (−1)n detA ̸= 0 e A−1 = −b−1
n Bn−1.

(2.) Se λ ∈ R for um autovalor de A, então f(λ) = 0 e

g(λ)F (λ) = (λI−A)B = O⇔ g(λ)F (λ) = λF (λ).

Se ma(λ) = 1, então ρ(g(λ)) = n − 1 e δ(λ, a) = f ′(λ) ̸= 0, de modo que F (λ) =
B ̸= 0. Assim, pela Desigualdade de Sylvester, ρ(B) = 1, ou seja, quaisquer duas
colunas de B são LD. Portanto, qualquer coluna não nula Cj de B é tal que ACj =
λCj , isto é, Cj é um autovetor de A associado a λ. Em geral, se ma(λ) = m, então
ρ(λI−A) = n−ma(λ) ≥ n−m, de modo que F (λ) = B = 0 e, pela Desigualdade
de Sylvester, ρ(B) ≤ m. Como f (i)(λ) = 0, para i = 0, . . . ,m − 1, e f (m)(λ) ̸= 0
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temos, pelo Teorema 5.5, que cm ̸= 0. Assim, existe pelo menos um menor de ordem
n −m não nulo, ou seja, todos os menores de ordem r, com r < n −m, possuem um
fator (x− λ). Por exemplo, se m = 2, então

δ(1)(x, a) = −f(x)− f(a)
(x− a)2

− f (1)(x)

(x− a)

implica que δ(1)(λ, a) = Q(λ) ̸= 0. Logo, F (x) = (x − λ)kQ(x), com k ≤ m.
Portanto,

g(x)Q(x) = Q(x)g(x) = q(x)I.

Por outro lado, pelo exposto a seguir, podemos escolher q(x) = m(x) o polinômio
minimal de A. Assim, temos o caso já discutido:

g(λ)F (m−1)(λ) = O⇔ g(λ)F (m−1)(λ) = λF (m−1)(λ).

Note que se λ1, . . . , λn ∈ R são as raízes de f(x) = fA(x), não necessariamente
distintas, então

F (λj) = δ(λj , a) =
∏
i̸=j

(λi − a)

Vamos resumir o que foi visto: se os coeficientes de fA(x) forem conhecidos, então
B = δ(xI,A) = f(x)(xI − A)−1,A−1 = −b−1

n Bn−1 e as colunas não nulas de B
e/ou de suas derivadas são os autovetores de A associados a λ.

Exemplo 5.26 Seja T ∈ L(R3) definido como

T (x, y, z) = (−x+ 2y − 2z, 4x− 3y + 4z, 4x− 4y + 5z).

Determine as propriedades espectrais T .

Solução. Pelo Exemplo 5.9, temos

A =

 −1 2 −2
4 −3 4
4 −4 5

 e f(x) = fA(x) = x3 − x2 − x+ 1 ∈ R[x].

Como δ(x, x0) = x2 + (x0 − 1)x+ (x20 − x0 − 1) temos que

F (x) = B = δ(xI,A) = Ix2 + (A− I)x+ (A2 −A− I).
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Mas,

B1 = A− I =

 −2 2 −2
4 −4 4
4 −4 4

 e B2 = A2 −A− I =

 1 −2 2
−4 3 −4
−4 4 −5


implicam que

F (x) =

 (x− 1)2 2(x− 1) −2(x− 1)
4(x− 1) (x− 1)(x− 3) 4(x− 1)
4(x− 1) −4((x− 1)) (x− 1)(x+ 5)

 .

Portanto, detA = 1 e A−1 = −B2. É fácil verificar que f(x) = (x + 1)(x − 1)2,
de modo que λ1 = −1 e λ2 = 1 são os autovalores de T . Para λ1 = −1 temos, pela
primeira coluna de F (x), que v1 = (−1, 2, 2) é o único autovetor de T associado a λ1.
Para λ2 = 1, obtemos F (x) = O. Neste caso, devemos usar a matriz F (1)(x), para
obter v2 = (0, 1, 1) o único autovetor de T associado a λ2.

Exemplo 5.27 Seja T ∈ L(R3) definido como

T (x, y, z) = (2x− 2y + 3z, 10x− 4y + 5z, 5x− 4y + 6z).

Determine as propriedades espectrais T .

Solução. É fácil verificar que

g(x) =

 x− 2 2 −3
−10 x+ 4 −5
−5 4 x− 6

 e f(x) = (x− 1)2(x− 2) ∈ R[x].

Assim, F (1) = g(1)g(2), F (1)(1) = g(2) e F (2) = g(1)2: −5 −2 5
−25 −10 25
−15 −6 15

 ,

 0 2 −3
−10 6 −5
−5 4 −4

 e

 −4 −4 8
−15 −15 30
−10 −10 20

 .

Observe que F (1) e F (1)(1) juntas devem possuir duas colunasLI: ρ(F (1)) = 1 e v1 =
(1, 5, 3) é o único autovetor de T associado a 1. De modo análogo, a primeira coluna
de F (1)(1) produz outro autovetor v2 = (0, 2, 1) de T associado a 1. Em particular, é
fácil verificar que as colunas C2 e C3 de F (1)(1) são combinações lineares de v1 e v2.
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Em geral, se ma(λ) = m, então existem exatamente m colunas não nulas LI entre as
matrizes F (i)(λ), para i = 0, 1, . . . ,m − 1. Finalmente, como ρ(F (2)) = 1 temos que
v3 = (4, 15, 10) é o único autovetor de T associado a 2. Portanto, T é diagonalizável.

Teorema 5.28 Seja T ∈ L(V ), com dimV = n. Então os polinômios característico e
minimal de T possuem as mesmas raízes, a menos de multiplicidades.

Prova. Sejamm(x) o polinômio minimal de T e λ ∈ F . Devemos provar quem(λ) = 0
se, e somente se, λ é um autovalor de T . Suponhamos que m(λ) = 0. Então, pelo AD,
existe um q(x) ∈ F [x] tal que m(x) = (x − λ)q(x). Como ∂(q) < ∂(m) temos que
q(T ) ̸= 0. Assim, existe um w ∈ V , w ̸= 0, tal que u = q(T )(w) ̸= 0. Logo,

0 = m(T )(w) = (T − λI)q(T )(w) = (T − λI)(u).

Portanto, λ é um autovalor de T e u é o autovetor associado a λ. Reciprocamente,
suponhamos que λ seja um autovalor de T . Então existe um u ∈ V , com u ̸= 0, tal que
T (u) = λu. Assim, pelo Lema 5.22, obtemos m(λ)u = m(T )(u) = 0. Como u ̸= 0
temos que m(λ) = 0. Uma outra prova. m(x) = (x − λ)q(x) + r, onde r ∈ F . Se
r ̸= 0, então (T − λI)(−r−1q(T )) = I , de modo que T − λI é não singular, o que é
impossível.

Exemplo 5.29 Seja T ∈ L(V ), com f(x) = (x − 3)2(x − 1)3(x + 5) o polinômio
característico. Determine a dimV e os candidatos a polinômio minimal de T .

Solução. É claro que dimV = 6. Pelo Coroário 5.25, os candidatos a polinômio
minimal de T são:

m(x) = (x− 3)(x− 1)(x+ 5)
m(x) = (x− 3)2(x− 1)(x+ 5)
m(x) = (x− 3)(x− 1)2(x+ 5)
m(x) = (x− 3)(x− 1)3(x+ 5)
m(x) = (x− 3)2(x− 1)2(x+ 5)

e o próprio polinômio característico, ou seja, m(x) = f(x).

Observe que o Teorema 5.28 afirma que o polinômio minimal possui as mesmas
raízes do polinômio característico, as quais não podem serem facilmente calculadas. Por
isto, apresentamos um método alternativo para determinar o polinômio minimal sem
precisar conhecer, a priori, suas raízes. Para isto, devemos generalizar as operações
elementares sobre uma matriz A ∈ Fn×n para uma x-matriz, o leitor interessado em
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mais detalhes pode consultar Hoffman-Kunze [10]. As operações elementares sobre as
linhas (as colunas) de uma x-matriz A são:

1. Permutação das i-ésima e j-ésima linhas ou Pij = I−Eii +Eij +Eji −Ejj .

2. Multiplicação da i-ésima linha por um escalar não nulo c ou Di(c) = I + (c −
1)Eii.

3. Substituição da i-ésima linha pela i-ésima linha mais f(x) vezes a j-ésima linha,
i ̸= j, ou Tij(f(x)) = I+ f(x)Eij .

É pertinente ressaltar que estas operações são idênticas as sobre F , exceto que em (2)
só é permitido os elementos unidades (polinômios constantes não nulos) de F .

Exemplo 5.30 Determine uma matriz equivalente a x-matriz

A =

(
a11(x) a12(x)
a21(x) a22(x)

)
=

(
a11 a12
a21 a22

)
.

Solução. Se A = O, nada há para ser provado. Se A ̸= O, então existe um aij em A
tal que aij ̸= 0. Então, permutando a i-ésima linha com a primeira linha (Li ↔ L1) e
a j-ésima coluna com a primeira coluna (Cj ↔ C1), podemos supor que a11 ̸= 0. Seja
d = mdc(a11, a21). Então existem b11, b21 ∈ F [x] tais que d = a11b11 + a21b21. Pondo
a11 = c11d e a21 = c21d, obtemos b11c11 + b21c21 = 1 e(

b11 b21
−c21 c11

)(
a11 a12
a21 a22

)
=

(
d a12b11 + a22b21

a21c11 − a11c21 a22c11 − a12c21

)
.

Como d é um fator de a21c11 − a11c21 temos que a21c11 − a11c21 = qd, para algum
q ∈ F [x]. Assim, efetuando a operação L2 → L2 − qL1, obtemos(

a11 a12
a21 a22

)
−→ · · · −→

(
d d12
0 d22

)
.

Seja f = mdc(d, d12). Então seguindo as mesma etapas acima à direita, teremos(
d d12
0 d22

)
−→ · · · −→

(
d1 0
0 f

)
.

Sendo ∂(d1) ≤ ∂(f) ou ∂(d1) ≥ ∂(f). Então permutando, se necessário, as linhas e
colunas podemos supor que ∂(d1) ≤ ∂(f). Logo, peloAD, existem q, r ∈ F [x] tais que
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f = qd1 + r, com r = 0 ou ∂(r) < ∂(d1). Se r = 0, para. Se r ̸= 0, então aplicando
sucessivamente o AD até chegar em f = q1d1. Portanto,(

a11 a12
a21 a22

)
−→ · · · −→ D =

(
d1 0
0 q1d1

)
=

(
d1 0
0 d2

)
,

com d1 um fator de d2. Consequentemente, existem x-matrizes unimodulares P e Q tais
que PAQ = D e A é unimodular se, e somente se, d1d2 ̸= 0.

É importante ressaltar, na prova do Exemplo 5.30, que os polinômios d1 e d2 são
mônicos e se d1 for um polinômio constante não nulo, então ele deve ser substituído por
1.

Teorema 5.31 Qualquer x-matriz A é equivalente a uma matriz sob a forma

Dr = diag(a1(x), . . . , ar(x), 0, . . . , 0),

com os ai(x) mônicos e ai(x) um fator de ai+1(x), para i = 1, . . . , r − 1.

Prova. Confira o Exemplo 5.30.

Seja A qualquer x-matriz. Então o posto “determinante” de A, r = ρ(A), é igual
a ordem de seu maior menor não nulo. Por exemplo, r = ρ(Dr). Além disso, pelo
Lema 5.23, n = ρ(A) se, e somente se, A for unimodular. Portanto, usando o Corolário
1.30 (a Fórmula de Binet-Cauchy), podemos provar que se A for equivalente a B, então
ai(x) = bi(x), para i = 1, . . . , n.

Seja A qualquer x-matriz, com r = ρ(A), e di(x) igual ao máximo divisor co-
mum de todos os menores de ordem i de A, com i = 1, . . . , r, existem

(
n
i

)2 deles.
Então é bem conhecido que qualquer di(x), com i ≥ 2, é uma combinação linear dos
di−1(x), de modo que di−1(x) é um fator de di(x). Portanto, pondo d0(x) = 1, obtemos
a sequência

d0(x), d1(x), . . . , dr(x)

tal que di−1(x) é um fator de di(x), para i = 1, . . . , r. Em particular, quando A = Dr

temos, com uma escolha adequada de elementos unidades em F , que podemos escrever

d1(x) = a1(x), . . . , dr(x) = a1(x) · · · ar(x).

e dr+j(x) = 0, para j = 1, . . . , n − r. Portanto, como acima, os di(x) são invariantes
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por equivalência. Neste caso, os quocientes

qi(x) =
di(x)

di−1(x)
∈ F [x], i = 1, . . . , r.

chamam-se polinômios invariantes de A e

di(x) = q1(x) · · · qi(x), i = 1, . . . , r.

Além disso, qi−1(x) é um fator de qi(x) e d2i (x) é um fator de di−1(x)di+1(x), para
i = 2, . . . , r. O próximo resultado é um dos mais importante em Álgebra Linear.

Teorema 5.32 (Forma Normal de Smith) 2 Qualquer x-matriz A de posto r é equi-
valente a uma matriz sob a forma Nr = diag(q1(x), . . . , qr(x), 0, . . . , 0), com os qi(x)
mônicos e qi(x) um fator de qi+1(x), para i = 1, . . . , r − 1.

Prova. Confira o exposto acima e/ou a Bibliografia.

Lema 5.33 Sejam A,B ∈ Fn×n. Então A é semelhante a B se, e somente se, xI−A
for equivalente a xI−B.

Prova. Suponhamos que A seja semelhante a B. Então existe uma matriz não singular
P tal que B = P−1AP. Assim,

xI−B = P−1(xI−A)P.

Portanto, xI − A é equivalente a xI − B. Reciprocamente, suponhamos que xI − A
seja equivalente a xI−B. Então existem matrizes unimodulares P e Q tais que

xI−B = P(xI−A)Q⇔ T(xI−B) = (xI−A)Q,

em que T = P−1. Assim, pelo AD, existem x-matrizes Q1,Q2,R1 e R2 tais que

T = (xI−A)Q1 +R1 e Q = Q2(xI−B) +R2,

com R1 e R2 independentes de x, pois xI − A possui grau 1. Assim, substituindo e
comparando, obtemos Q1 = Q2. Logo,

R1(xI−B) = (xI−A)R2,

2Henry John Stephen Smith, 1826-1883, matemático inglês.
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de modo que R1 = R2,R1B = AR2 e R1B = AR1. Portanto, basta provar que R1

é não singular. Novamente, pelo AD, existem x-matrizes Q3 e R3 tais que

P = (xI−B)Q3 +R3,

com R3 independente de x. Assim, depois de alguns cálculos, teremos

I = TP = (xI−A)[QQ3 +Q1R3] +R1R3.

Portanto, R1R3 = I e det(R1) = c ̸= 0.

Sejam T ∈ L(V ), com dimV = n, e A = [T ]αα, para alguma base α de V . Então
ρ(xI −A) = n, pois as entradas diagonais de xI −A são todas polinômios lineares, e
xIn −A é equivalente a Nr = diag(q1(x), . . . , qn(x)), com os qi(x) mônicos e qi(x)
um fator de qi+1(x), para i = 1, . . . , n− 1. Portanto,

fA(x) = det(xIn −A) = q1(x) · · · qn(x) = dn−1(x)qn(x),

de modo que o polinômio minimal de T é m(x) = qn(x).

Exemplo 5.34 Seja T ∈ L(R3) definido como

T (x, y, z) = (−x+ 2y − 2z, 4x− 3y + 4z, 4x− 4y + 5z).

Determine o polinômio minimal de T .

Solução. Pelo exposto, basta escalonar a x-matriz: x+ 1 −2 2
−4 x+ 3 −4
−4 4 x− 5

→ · · · →
 1 0 0

0 1 0
0 0 (x+ 1)(x− 1)2

 .

Portanto, m(x) = fA(x) = (x+ 1)(x− 1)2.

Exemplo 5.35 Seja Cn uma matriz companheira. Ache seu polinômio minimal.

Solução. É claro que xI−Cn possui menores não nulos de ordem i, com i = 1, . . . , n−
1, os quais são independentes de x. Assim, d1(x) = · · · = dn−1(x) = 1. Como
dn(x) = det(xI − Cn) temos que q1(x) = · · · = qn−1(x) = 1. Portanto, m(x) =
dn(x) = fA(x). Consequentemente, Cn é equivalente a uma matriz diagonal sob a
forma D = diag(1, . . . , 1,m(x)).
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Finalizamos esta seção com mais alguns procedimentos para discutir se uma dada
matriz é diagonalizável ou não. Para isto, vamos lembrar alguns conceitos e resultados.
Já vimos, no Exercício (36) da Seção 4.2, que se V = W1 ⊕W2, então a função E1 ∈
L(V ) definida como E1(v) = E1(u+w) = u era a projeção de V sobre W1 paralela a
W2, confira Figura 5.1. Neste caso, E2 = IV −E1 é a projeção de V sobre W2 paralela
a W1 e kerE2 = ImE1.

Figura 5.1: Representação gráfica da projeção.

Exemplo 5.36 SejaE1 ∈ L(R3) a projeção sobre o planoW1, 3x+y−2z = 0, na dire-
ção da retaW2 = R[(1, 1, 1)]. Determine [E1] e [E1]

α
α, em queα = {(1,−1, 0), (2, 0, 1), (1, 2, 3)}.

Solução. Note que β = {(1,−3, 0), (0, 2, 1), (1, 1, 1)} é uma base de R3, pois (1, 1, 1) /∈
W1 = R[(1,−3, 0), (0, 2, 1)]. Assim, é fácil verificar que

E1(x, y, z) = 2−1(−x− y + 2z,−3x+ y + 2z,−3x− y + 4z).

Portanto,

[E1] =
1

2

 −1 −1 2
−3 1 2
−3 −1 4

 e [E1]
α
α =

1

6

 12 12 8
−6 −6 9
0 0 6


são as matrizes desejadas.

Lema 5.37 Seja E ∈ L(V ), com dimV = n. Então as seguintes condições são
equivalentes:

1. E é uma projeção,

2. V = ImE ⊕ kerE e w ∈ ImE se, e somente se, E(w) = w,
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3. Existe uma base α de V tal que [E]αα = Ik⊕O. Em particular,E é diagonalizável
e tr([E]αα) = ρ([E]αα) = k.

4. E2 = E.

Prova. Confira a solução do Exercício (15) da Seção 4.3.

Lema 5.38 Seja T ∈ L(V ), com dimV = n. Se T for diagonalizável e existir um
u ∈ V tal que T 2(u) = 0, então T (u) = 0.

Prova. Suponhamos que A = [T ] seja diagonalizável. Então existe uma matriz não
singular P tal que P−1AP = D = diag(λ1, . . . , λn). Consideremos

U = {X ∈ Fn : AX = O} e W = {X ∈ Fn : A2X = O}.

Então U ⊆ W . Por outro lado, como P−1AP = D e P−1A2P = D2 temos que
λi = 0 se, e somente se, λ2i = 0. Logo, ρ(A) = ρ(A2). Portanto, U = W , ou seja,
A2X = O implica que AX = O.

Teorema 5.39 Seja T ∈ L(V ), com dimV = n. Então as seguintes condições são
equivalentes:

1. T é diagonalizável;

2. Para cada u ∈ V e λ ∈ F , se (T − λI)2(u) = 0, então (T − λI)(u) = 0;

3. Se v0 ∈ V for um autovetor de T associado a λ0 ∈ F , então (T −λ0I)(u) ̸= v0,
para todo u ∈ V , ou seja, Vλ0 = V λ0 ;

4. As raízes λ ∈ F do polinômio minimal de T são todas distintas e ma(λ) = 1;

5. Existe um k ∈ N, escalares distintos λ1, . . . , λk ∈ F e Ei ∈ L(V ) não nulos,
para i = 1, . . . , k, tal que

T = λ1E1 + · · ·+ λkEk, E1 + · · ·+ Ek = I e EiEj = 0, se i ̸= j.

Prova. (1 ⇒ 2) Seja A = [T ]αα, para alguma base α de V . Suponhamos que A seja
diagonalizável. Então existe uma matriz não singular P tal que P−1AP = D. Pondo
Y = P−1X, em que X = [u]α, para todo u ∈ V . Então

0 = (A− λI)2PY = (PDP−1 − λPP−1)2PY = P(D− λIn)2Y,
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de modo que (D − λIn)
2Y = 0, pois P é não singular. Assim, pelo Lema 5.38,

(D− λI)Y = 0. Portanto, (D− λI)X = 0, ou seja, (T − λI)(u) = 0.
(2 ⇒ 3) Suponhamos que T (v0) = λ0v0, com v0 ̸= 0. Se existir um u ∈ V tal

que (T − λ0I)(u) = v0, então

(T − λ0I)2(u) = (T − λ0I)(v0) = 0.

Assim, v0 = (T − λ0I)(u) = 0, o que é impossível.
(3 ⇒ 4) Suponhamos, por absurdo, que m(x) = (x − λ0)2q(x). Então, como

∂((x − λ0)q) < ∂(m), podemos escolher um w ∈ V , com w ̸= 0, tal que v0 =
(T − λ0I)q(T )(w) ̸= 0. Assim, (T − λ0I)(v0) = m(T )(v0) = 0 ou T (v0) = λ0v0,
de modo que a equação (T − λ0I)(u) = v0 possui uma solução u = q(T )(w), o que é
uma contradição.

(4 ⇒ 5) Suponhamos que m(x) = (x − λ1) · · · (x − λk), onde λ1, . . . , λk ∈ F
são os autovalores distintos de T . Definimos pi(x) ∈ F [x] pelas relações

m(x) = (x− λi)pi(x), i = 1, . . . , k.

Então pi(λi) ̸= 0 e pi(λj) = 0 se, e somente se, i ̸= j. Consideramos o polinômio

g(x) = 1−
k∑

i=1

(pi(λi))
−1pi(x).

Então ∂(g) < ∂(m) = k e g(λi) = 0, para i = 1, . . . , k. Assim, g(x) = 0, de modo
que g(S) = 0, para todo S ∈ L(V ). Portanto, os operadores espectrais

Ei = (pi(λi))
−1pi(T ) ∈ L(V ), i = 1, . . . , k,

satisfazem E1 + · · ·+ Ek = I , Tpi(T ) = λipi(T ) etc.
(5 ⇒ 1) Seja v ∈ V , com v ̸= 0. Então é fácil verificar que ui = Ei(v) é tal

que T (ui) = λiui e v = I(v) =
∑k

i=1Ei(v) =
∑k

i=1 ui, de modo que todo vetor
é combinação linear dos autovetores. Portanto, α = {u1, . . . ,un} é uma base de V
formada de autovetores de T , isto é, T é diagonalizável.

É muito importante ressaltar, pelo item (5) do Teorema 5.39, que se a matriz
A =

∑k
i=1 λiEi, então AEi = λiEi implica que λiI−A é singular, de modo que λi é

um autovalor de A. Portanto, qualquer vetor não nulo sob a forma EiX é um autovetor
de A associado a λi. Consequentemente, Vλi

é gerado pelos vetores colunas da matriz
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Ei. Além disso, vale lembrar que se A for diagonalizável, então, pelo Teorema 5.12,
obtemos

A = λ1X1Y
t
1 + · · ·+ λnXnY

t
n,

com Xi um autovetor de A, Yi um autovetor de At associado a λi e Yt
iXj = δij . Em

particular, se A for idempotente, então A = X1Y
t
1 + · · ·+XkY

t
k, com ρ(A) = k.

Exemplo 5.40 Seja T ∈ L(F 3) definido como

T (x, y, z) = (2x+ 2y − 5z, 3x+ 7y − 15z, x+ 2y − 4z).

T é diagonalizável?

Solução. Pelo exposto, basta escalonar a x-matriz: x− 2 −2 5
−3 x− 7 15
−1 −2 x+ 4

→ · · · →
 1 0 0

0 x− 1 0
0 0 (x− 1)(x− 3)

 .

Assim,m(x) = (x−1)(x−3) é o polinômio minimal de T . Portanto, T é diagonalizável.
Neste caso, p1(x) = x− 3 e E1 = −2−1(T − 3I); p2(x) = x− 1 e E2 = 2−1(T − I),
de modo que E1E2 = 0, E1 + E2 = I, E2

1 = E1 e E2
2 = E2 ou na forma matricial

E1 =
1

2

 1 −2 5
−3 −4 15
−1 −2 7

 e E2 = −
1

2

 −1 −2 5
−3 −6 15
−1 −2 5


implicam que A = E1 + 3E2. Observe que V1 é gerado pelos vetores colunas da
matriz E1 e V3 é gerado pelos vetores colunas da matriz E2, pois é fácil verificar que
V1 = F [(−2, 1, 0), (5, 0, 1)] e V3 = F [(1, 3, 1)].

É muito importante, de posse destas informações, dar uma aproximação sucessiva
da raiz quadrada de um número real a > 0. Para isto, seja (zn)n∈N ∈ Seqr(R), em que

zn+1 =
xn+1

yn+1
, x1 = y1 = 1, xn+1 = xn + ayn e yn+1 = xn + yn.

Então, pondo Xn+1 = (xn+1, yn+1)
t, obtemos

Xn+1 = AXn, ∀ n ∈ N, e A = E11 + aE12 +E21 +E22.
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Assim, recursivamente, teremos Xn = An−1X1, para todo n ∈ N. Neste caso, basta
conhecer A para obter as sequências (xn)n∈N e (yn)n∈N. É fácil verificar que fA(x) =
x2 − 2x + 1 − a e λ1 = 1 −

√
a, λ2 = 1 +

√
a, com autovetores associados v1 =

(−
√
a, 1),v2 = (

√
a, 1). Logo, existe uma matriz não singular P, cujas colunas são v1

e v2, tal que P−1AP = D = diag(λ1, λ2). Pondo

Y1 =

(
y1
y2

)
= P−1X1 =

(
− 1

2
√
a

1
2

1
2
√
a

1
2

)(
1
1

)
=

(
1
2 −

1
2
√
a

1
2 + 1

2
√
a

)
,

teremos

Xn = An−1X1 = PDn−1Y1 =

( √
a(λn−1

2 y2 − λn−1
1 y1)

λn−1
2 y2 + λn−1

1 y1

)
,

de modo que xn =
√
a(λn−1

2 y2 − λn−1
1 y1) e yn = λn−1

2 y2 + λn−1
1 y1, para todo n ∈ N.

Por outro lado, depois de alguns cálculos, obtemos

zn =
xn
yn

=
√
a

(
1− y−1

2 y1(λ
−1
2 λ1)

n−1

1 + y−1
2 y1(λ

−1
2 λ1)n−1

)
.

Como 0 < |λ−1
2 λ1| < 1 temos que limn→∞ zn =

√
a. Portanto, qualquer número real

a > 0 possui uma raiz quadrada real.

Exercícios

1. Para cada T ∈ L(V ) do Exercício (1) da Seção 5.1, determine o polinômio mini-
mal e identifique os que são diagonalizáveis.

2. Seja T ∈ L(V ), com f(x) = (x− 1)2(x− 4)3(x+2) o polinômio característico.

(a) Determine a dimV .

(b) Quais são as possibilidades para o polinômio minimal de T ?

(c) Se T é diagonalizável, qual é o seu polinômio minimal?

3. Seja T ∈ L(V ), com dimV = 5 em(x) = (x−1)2(x−2) o polinômio minimal.

(a) Quais são as possibilidades para o polinômio característico de T ?

(b) T é diagonalizável?
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4. Seja T ∈ L(R2) definido como T (x, y) = (ax+ by, cx+ dy). Determine condi-
ções necessárias e suficientes em a, b, c e d, de modo que T não seja semelhante a
uma matriz diagonal.

5. Seja A ∈ F 4×4, com autovalores distintos λ = 1 e µ = −1.

(a) Escreva todas as possibilidades para o polinômio característico de A.

(b) Para cada possibilidade do polinômio característico de A, escreva os possí-
veis polinômios minimais de A.

6. Seja T ∈ L(V ). Mostre que se λ e µ são autovalores distintos de T , então Vλ ∩
Vµ = {0}.

7. Seja T ∈ L(V ), com f(x) = (x− 4)2(x+ 2)4 o polinômio característico.

(a) Quais são as possibilidades para dimV4 e dimV−2?

(b) Se T for diagonalizável, qual a dimensão de V4 e a de V−2?

8. Seja T ∈ L(V ), com dimV = 6 e autovalores distintos λ e µ. Se dimVλ = 3 e
dimVµ = 1.

(a) Quais são as possibilidades para o polinômio característico de T ?

(b) O polinômio minimal de T pode ser m(x) = (x− λ)(x− µ)?

9. Seja T ∈ L(V ) não diagonalizável, com f(x) = (x + 1)(x − 3)3 o polinômio
característico. Quais são as possibilidades para dimV−1 e dimV3?

10. Seja T ∈ L(V ) não singular, com dimV = n. Mostre que T−1 é um polinômio
em T de grau no máximo n− 1.

11. Sejam α = {u1, . . . ,un} uma base V e Eij ∈ L(V ) definido como Eij(uk) =
δikuj , determine o conjunto espectral σ(Eij).

12. Seja T ∈ L(F 3) definido como T (x, y, z) = (λx+ ay, λy + az, λz). Determine
o polinômio minimal de T quando a = 0 e a ̸= 0. Generalize para Fn.

13. Seja T ∈ L(R2) o operador rotação por um ângulo θ. Mostre que se θ for um
múltiplo inteiro de π, então o autovalor de T será λ = 1 ou λ = −1.

14. Determine a projeção E de R2 sobre W1 = R[(1,−1)] na direção da reta y = 2x.
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15. Sejam E1 a projeção de V sobre W1 paralela a W2 e E2 a projeção de V sobre
U1 paralela a U2. Mostre que E1 + E2 é uma projeção se, e somente se, E1E2 =
E2E1 = 0. Se E1+E2 é uma projeção, determine ker(E1+E2) e Im(E1+E2).

16. Seja W1 = F [(1, 1, 0)] um subespaço de F 3. Determine um subespaço W2 de F 3

tal que F 3 = W1 ⊕W2. Além disso, determine projeções E1, E2 ∈ L(F 3) tais
que kerE1 =W2, ImE1 =W1, kerE2 =W1 e ImE2 =W2.

17. Sejam E ∈ L(V ) uma projeção e f(x) ∈ F [x]. Mostre que f(E) = aI + bE.

18. Seja E ∈ L(V ) uma projeção. Mostre que I + E é não singular exibindo sua
inversa (I + E)−1.

19. Sejam E1, . . . , Ek ∈ L(V ) projeções, com dimV = n. Mostre que se E1+ · · ·+
Ek = I , então EiEj = 0, quando i ̸= j, “divisores de zero”.

20. Seja T ∈ L(F 3) definido como

T (x, y, z) = (5x− 6y − 6z,−x+ 4y + 2z, 3x− 6y − 4z).

Determine matrizes E1 e E2 tais que A = λ1E1+λ2E2,E1+E2 = I e E1E2 =
O.

21. Seja T ∈ L(F 4) definido como T (x, y, z, t) = (y + t, x + z, y + t, x + z).
Determine matrizes E1,E2 e E3 tais que A = λ1E1 +λ2E2 +λ3E3, E1 +E2 +
E3 = I e E1E2 = E1E3 = E2E3 = O.

22. Seja T ∈ L(V ) tal que T 2 = I .

(a) Mostre que V =W1 ⊕W2, em que

W1 = {u ∈ V : T (u) = u} e W2 = {u ∈ V : T (u) = −u}

(b) Mostre que se dimV = n, então existe um subespaçoH de V , com dimH =
n− 1, e um vetor não nulo v ∈ V −H tal que T (u) = u, para todo u ∈ H ,
e T (v) = −v.

(c) Determine W1 e W2, para T ∈ L(Fn×n) definido como T (A) = At.

23. Seja T ∈ L(V ). Mostre que as seguintes condições são equivalentes:

(a) T 2 = I;
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(b) SeE1 =
1
2(I−T ) eE2 =

1
2(I+T ), entãoE2

1 = E1, E2
2 = E2 eE1+E2 =

I;

(c) ker(T + I) = Im(T − I);
(d) ker(T − I) = Im(T + I);

(e) T é uma reflexão.

24. Seja T ∈ L(V ), com dimV = n, tal que T k = 0, para algum k ∈ N. Mostre que
o polinômio característico de T é xn.

25. Seja A ∈ Fn×n. Mostre que A e At possuem o mesmo polinômio minimal.

26. Sejam A,B ∈ Fn×n. Mostre que o polinômio minimal de C = A ⊕ B é o
mínimo múltiplo comum dos polinômios minimais de A e B. Generalize.

27. Sejam B ∈ V = Fn×n fixada e T ∈ L(V ) definido como T (X) = BX. Mostre
que o polinômio minimal de T é o polinômio minimal de B.

28. Sejam B ∈ V = Fn×n fixada, com B ≠ O, e T ∈ L(V ) definido como T (X) =
BX−XB.

(a) Mostre que que 0 é um autovalor de T .

(b) Mostre que se Bk = O, então T 2k = 0.

(c) T (XY) = XT (Y) + T (X)Y.

(d) Mostre que se B for diagonalizável, então T também o é.

29. Sejam A,B ∈ Fn×n. As matrizes AB e BA possuem o mesmo polinômio
minimal?

30. Sejam A ∈ Rn×n. Mostre que o polinômio minimal de A em R é o polinômio
minimal de A em C.

31. Seja A = (aij) ∈ R3×3 um quadrado mágico, com a11 = a + b, a22 = a e
a31 = a + c. Determine condições necessárias e suficientes sobre a, b e c, para
que A seja diagonalizável.

32. Sejam Tn ∈ Fn×n a matriz tridiagonal, com a1 = 1, b1 = −4 e c1 = 5, e
Tn = detTn. Determine a solução da sequência (Tn)n∈N.
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33. (Teorema de Sylvester) Seja A ∈ Cn×n, com f(x) = (x − λ1) · · · (x − λn)
o polinômio característico. Mostre que g(x) = (x − p(λ1)) · · · (x − p(λn)) é o
polinômio característico de p(A), para todo p(x) ∈ F [x]. Conclua que qualquer
autovalor de p(A) é igual a p(λj), para algum j = 1, . . . , n.

34. Sejam A,B ∈ Cn×n, com g(x) o polinômio característico de B. Mostre que
C = g(A) é não singular se, e somente se, A e B não possuem autovalores
comuns.

35. Seja A ∈ Fn×n.

(a) Mostre que se λ ∈ F , com λ ̸= 0, for um autovalor de A, então λ−1 detA
é um autovalor de adj(A).

(b) Mostre que se X ∈ Fn×1 for um autovetor de A, então X é um autovetor
de adj(A).

36. Seja A ∈ Fn×n, com autovalores λ1, . . . , λn ∈ F não nulos. Mostre que os
autovalores de adj(A) são: µj =

∏
i̸=j λi, com j = 1, . . . , n.

37. Seja A ∈ Fn×n, com autovalores λ1, . . . , λn ∈ F , não necessariamente distintos.
Mostre que os autovalores do menor fij(x) de ordem (n−1) de fA(x) = det(xI−
A) são: µj(x− λi) = fA(x), com j = 1, . . . , n.

38. Sejam A ∈ Fn×n e λ /∈ σ(A). A matriz Rλ = (λI−A)−1 chama-se resolvente
de A e f(λ)Rλ = adj(λI−A).

(a) Mostre que Rλ −Rµ = (µ− λ)RλRµ.

(b) Mostre que se A for diagonalizável e Gi = XiY
t
i , com i = 1, . . . , n, confira

equação 5.8, então Rλ =
∑n

i=1(λ− λi)−1Gi.

(c) Mostre que se λ1, . . . , λn ∈ F são os autovalores de A, então tr(Rλ) =∑n
i=1(λ− λi)−1 = f ′(λ)

f(λ) .

39. Seja Rn = (aij) ∈ Fn×n, com aij = 1, se j = n − (i − 1), e aij = 0, caso
contrário. Mostre que Rn é diagonalizável. A matriz Rn chama-se identidade
reversa.

40. Seja Cn ∈ Fn×n uma matriz companheira. Mostre que se Cn possuir m autova-
lores distintos em F , então ela possui m autovetores LI .
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41. Sejam Cn ∈ Fn×n uma matriz companheira e Cs
n sua antitransposta. Mostre que

Cs
n é semelhante a Cn.

42. Seja T ∈ L(Cn) definido como T (x1, x2, . . . , xn) = (x2, x3, . . . , xn, x1). Mos-
tre que T é diagonalizável. O que podemos afirmar sobre o operador diferença
D = T − I?

43. Seja C = (cij) ∈ Cn×n, com cij = ci−j e i ≡ j (mod n). Mostre que C é
diagonalizável. A matriz C chama-se circulante.

44. Seja A = aE11 + bE12 + cE21 + dE22 ∈ C2×2, com detA = 1.

(a) Determine A−1.

(b) Escreva A como um produto de T12(z) = I+ zE12 e T21(z) = I+ zE21,
para algum z ∈ C.

(c) Mostre que se | tr(A)| > 2, então A é semelhante a diag(λ, λ−1), onde
λ /∈ {−1, 0, 1}.

(d) Mostre que se | tr(A)| < 2, então A é semelhante a diag(λ, λ−1), onde
λ /∈ R ∪ (iR).

(e) Mostre que se | tr(A)| = 2, então A ∈ R2×2. Quais as possíveis matrizes
que são semelhantes a A?

(f) Mostre que se | tr(A)| ̸= 2, então A é semelhante a 2−1 tr(A)E11+zE12+
zE21 + 2−1 tr(A)E22, para algum z ∈ C.

(g) O item (f) permanece verdade quando | tr(A)| = 2?
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6
Forma Canônica 

de Jordan

Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita sobre F e T ∈ L(V ). Já vimos
que a matriz A = [T ]αα em relação a alguma base α de V era semelhante a uma matriz
diagonal se, e somente se, V tinha uma base formada de autovetores de T . Nosso obje-
tivo neste capítulo é o seguinte: se T não pode ser diagonalizável, então determinar uma
base de V em relação à qual a matriz de T tenha uma forma tão próximo quanto possível
da matriz diagonal.

6.1 Teorema da Decomposição Primária

Já observamos que F [x] era algebricamente semelhante a Z, de modo que os
conceitos de números primos e compostos, mdc e mmc, etc podem ser definidos em
F [x] de modo natural. Dado f(x) ∈ F [x], diremos f(x) é redutível sobre F se existirem
g(x), h(x) ∈ F [x] tais que

f(x) = g(x)h(x), com 1 ≤ ∂(g), ∂(h) < ∂(f).

Caso contrário, diremos que ele é irredutível sobre F . Por exemplo, o polinômio f(x) =
1 + x2 ∈ R[x] é irredutível sobre R (prove isto!).

Sejam f1(x), . . . , fk(x) ∈ F [x]. Diremos que f1(x), . . . , fk(x) são relativamente
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primos se mdc(f1(x), . . . , fk(x)) = 1 ou, equivalentemente, podemos determinar po-
linômios gi(x) ∈ F [x] tais que

g1(x)f1(x) + · · ·+ gk(x)fk(x) = 1. (6.1)

A equação (6.1) chama-se Identidade de Bezout.1

Vamos relembrar o seguinte: sejam V um espaço vetorial sobre F , T ∈ L(V ) eW
um subespaço de V . Diremos que W é invariante sob T se T (W ) ⊆ W . Diremos que
W é reduzido sob T se ele for invariante sob T e existir um subespaço U de V invariante
sob T tal que V =W ⊕U . Por exemplo, {0}, V, ImT e o autoespaço generalizado V λ,
para todo autovalor λ ∈ F de T , são invariantes sob T , pois para qualquer u ∈ V , temos
que T (u) ∈ ImT e, em particular, quando u ∈ ImT . Por outro lado, dado u ∈ V λ,
existe um m ∈ N tal que (T − λI)m(u) = 0. Assim,

(T − λI)m(T (u)) = T ((T − λI)m(u)) = T (0) = 0,

de modo que T (u) ∈ V λ. Portanto, V λ é invariante sob T . Em particular, o autoes-
paço Vλ é invariante sob T . É muito importante ressaltar o seguinte: se dimV = n,
então, pelo Exercício (34) da Seção 4.2, V possui um subespaço invariante maximal,
um minimal e é soma direta.

Exemplo 6.1 Sejam V um espaço vetorial sobre F e T ∈ L(V ) tal que TS = ST , para
todo S ∈ L(V ). Então kerS e ImS são invariantes sob T .

Solução. Dado v ∈ kerS, obtemos

S(T (v)) = ST (v) = TS(v) = T (S(v)) = T (0) = 0.

Portanto, T (v) ∈ kerS e kerS é invariante sob T . Por outro lado, se v ∈ ImS, então
existe um u ∈ V tal que v = S(v). Assim,

T (v) = T (S(u)) = TS(u) = ST (u) = S(T (u).

Portanto, T (v) ∈ ImS e ImS é invariante sob T .

Teorema 6.2 Sejam T ∈ L(V ) e f(x) ∈ F [x], com fatoração f(x) =
∏k

i=1 pi(x),
onde os pi(x) ∈ F [x] são relativamente primos.

1Étienne Bézout, 1730-1783, matemático francês.
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1. Wi = ker pi(T ) é invariante sob T e ker f(T ) =W1 ⊕ · · · ⊕Wk.

2. A projeção Ei ∈ L(V ) associada ao item (1) é um polinômio em T . Além disso,
se S ∈ L(V ) for tal que TS = ST , então EiS = SEi.

3. Se W ⊆ ker f(T ) for um subespaço invariante sob T , então

W = (W ∩W1)⊕ · · · ⊕ (W ∩Wk).

Prova. (1) Seja fi(x) =
∏

j ̸=i pj(x) ou f(x) = pi(x)fi(x), para i = 1, . . . , k.
Então é fácil verificar que os f1(x), . . . , fk(x) são relativamente primos e que f(x)
divide fi(x)fj(x), se i ̸= j. Dado ui ∈ Wi = ker pi(T ) tal que

∑k
i=1 ui = 0.

Então fi(T )(uj) = 0, se i ̸= j, pois fi(T ) contém o fator pj(T ). Por outro lado,
mdc(fi(x), pi(x)) = 1 implica que gi(x)fi(x) + hi(x)pi(x) = 1, para alguns
gi(x), hi(x) ∈ F [x]. Assim,

ui = I(ui) = (gi(T )fi(T ) + hi(T )pi(T ))(ui) = gi(T )fi(T )(ui)
= gi(T )fi(T )(−

∑
j ̸=i uj) = −

∑
j ̸=i(gi(T )fi(T )(uj)) = 0.

Portanto, os Wi são independentes. Por outro lado, existem g1(x), . . . , gk(x) ∈ F [x]
tais que

g1(x)f1(x) + · · ·+ gk(x)fk(x) = 1.

Se u ∈ ker f(T ), então ui = gi(T )fi(T )(u) ∈Wi, pois

pi(T )(ui) = pi(T )gi(T )fi(T )(u) = gi(T )f(T )(u) = 0.

Logo, u ∈
∑k

i=1Wi, isto é, ker f(T ) ⊆ W1 ⊕ · · · ⊕Wk. Como f(T ) contém cada
fator pi(T ) temos que W1 ⊕ · · · ⊕ Wk ⊆ ker f(T ). (2) Ponha Ei = gi(T )fi(T ) e
Wi = ImEi, i = 1, . . . , k. (3) Seja u ∈ W ⊆ ker f(T ). Então u =

∑k
i=1 ui, onde

ui ∈Wi, e, pelo Exemplo 6.1, ui = Ei(u) = gi(T )fi(T )(u) ∈W . Portanto,

W = (W ∩W1)⊕ · · · ⊕ (W ∩Wk).

Note que qualquer complemento direto U ′
i de Ui = W ∩Wi em Wi é invariante sob T .

Pondo W ′ =
∑k

i=1 U
′
i , obtemos ker f(T ) =W ⊕W ′.

Seja T ∈ L(V ). Diremos que T é cíclico se existir um v ∈ V , com v ̸= 0, tal
que V = F [Tm(v) : m ∈ Z+]. Neste caso, v chama-se um vetor cíclico de T .
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Exemplo 6.3 Seja T ∈ L(F 2). Mostre que T é cíclico se, e somente se, T ̸= cI , para
algum c ∈ F .

Solução. Suponhamos que T seja cíclico. Então existe um v ∈ F 2, com v ̸= 0, tal
que T (v) /∈ F [v]. Assim, α = {T (v),v} é uma base de F 2. Portanto, T ̸= cI ,
para algum c ∈ F . Reciprocamente, se T não fosse cíclico, então T (v) ∈ F [v], para
todo v ∈ F 2, com v ̸= 0, e, pelo Exercício (14) da Seção 5.1, o resultado segue. É
muito importante observar o seguinte: como T 2(v) ∈ F 2 temos que existem únicos
c0, c1 ∈ F tais que T 2(v) = c1T (v) + c0v, de modo que (T 2 − c1T − c0I)(v) = 0
e (T 2 − c1T − c0I)(T (v)) = 0. Portanto, f(x) = x2 − c1x − c0 é o polinômio
característico e minimal de T e C2 = [T ]αα é a matriz companheira.

Teorema 6.4 (Teorema da Decomposição Primária) Sejam T ∈ L(V ) e o polinômio
minimal de T m(x) =

∏k
i=1 p

ri
i (x), onde os pi(x) ∈ F [x] são distintos, irredutíveis e

mônicos, com dimV = n.

1. Os Wi = ker prii (T ) são invariantes sob T e V =W1 ⊕ · · · ⊕Wk.

2. Se Ti = T |Wi ∈ L(Wi), então o polinômio minimal mi(x) de Ti é igual a prii (x).
Além disso, T = T1 ⊕ · · · ⊕ Tk.

3. Se Ai = [Wi]
αi
αi

, para alguma base αi de Wi, então A = [T ] = A1 ⊕ · · · ⊕Ak.

Prova. (1) Como m(T ) = 0 temos que kerm(T ) = V . Assim, pelo item (1) do
Teorema 6.2, os Wi são invariantes sob T e V =W1 ⊕ · · · ⊕Wk.

(2) Seja mi(x) o polinômio minimal de Ti. Então mi(x) é um fator de prii (x),
pois prii (T )(u) = 0, para todo u ∈ Wi. Por outro lado, como mi(Ti) = 0 temos que
(mi(x)fi(x))(T ) = mi(T )fi(T ) = 0. Assim, m(x) é um fator de mi(x)fi(x), isto
é, prii (x)fi(x) é um fator de mi(x)fi(x). Logo, prii (x) é um fator de mi(x). Portanto,
mi(x) = prii (x), pois ambos são mônicos.

Lema 6.5 Sejam S, T ∈ L(V ), com dimV = n, diagonalizáveis e ST = TS. Então S
e T são simultaneamente diagonalizáveis, ou seja, existe uma base β de V tal que [S]ββ
e [T ]ββ são diagonais.

Prova. Como S e T são diagonalizáveis temos, pelo Teorema 5.19, que

V = Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλk
e V = Vµ1 ⊕ · · · ⊕ Vµm .
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Para cada µj fixado, dado u ∈ Vµj , existe um vi ∈ Vλi
, com i = 1, . . . , k, tal que

u =
∑k

i=1 vi. Assim,
∑k

i=1 T (vi) = T (u) = µju =
∑k

i=1 µjvi. Por outro lado, os
Vλi

são invariantes sob T e a soma direta implicam que T (vi) = µjvi, com i = 1, . . . , k,
de modo que vi ∈ Vµj . Logo, pelo item (3) do Teorema 6.2,

Vµj = (Vµj ∩ Vλ1)⊕ · · · ⊕ (Vµj ∩ Vλk
).

Portanto, V =
∑m

j=1

∑k
i=1(Vµj ∩ Vλi

), de modo que escolhendo uma base para cada
Vµj ∩ Vλi

, obtemos uma base de V formada de autovetores de ambos S e T .

Exemplo 6.6 Sejam S, T ∈ L(F 2) tais que A = E11 + 2E12 + 2E22 e B = 3E11 −
8E12 − E22. Mostre que existe uma matriz não singular P tal que P−1AP e P−1BP
sejam ambas diagonalizáveis.

Solução. É fácil verificar que S e T são diagonalizáveis e ST = TS, com

V1 = F [(1, 0)], V2 = F [(2, 1)] e V−1 = F [(2, 1)], V3 = F [(1, 0)].

Assim, F 2 = F [(1, 0)]⊕ F [(2, 1)]. Portanto, pondo P = E11 + 2E12 + E22, obtemos
P−1AP = diag(1, 2) e P−1BP = diag(−1, 3).

Seja T ∈ L(V ). Diremos que T é nilpotente se existir um r ∈ N tal que T r = 0.
O menor k ∈ N tal que T k = 0 chama-se índice de nilpotência de T .

Lema 6.7 Sejam S, T ∈ L(V ), com dimV = n, tais que ST = TS.

1. Se S e T forem diagonalizáveis, então S + T também o é.

2. Se S e T forem nilpotentes, então S + T também o é.

Prova. (1) Segue do Lema 6.5. (2) Suponhamos que Sk = 0 e Tm = 0. Então, pondo
r = k +m− 1, obtemos

(S + T )r =

m∑
j=0

(
r

j

)
Sr−jT j +

r∑
j=m+1

(
r

j

)
Sr−jT j = 0 + 0 = 0,

pois r − j = k + (m− 1− j) ≥ k. Portanto, S + T é nilpotente.

Teorema 6.8 Sejam T ∈ L(V ), com dimV = n em(x) =
∏k

i=1(x−λi)ri o polinômio
minimal de T , onde os λi ∈ F são distintos.

263Sumário

6.1. Teorema da Decomposição Primária



Capítulo 6. Forma Canônica de Jordan

1. Existem D,N ∈ L(V ), com D diagonalizável e N nilpotente, tais que (a) T =
D + N . (b) DN = ND. Além disso, D e N são determinados de modo único
por (a) e (b), e são polinômios em T .

2. ma(λi) = ri e V λi = ker(T − λiI)ri , para cada i = 1, . . . , k.

Prova. (1) Pelo item (2) do Teorema 6.2, ImEi = ker(T − λiI)ri , com i = 1, . . . , k.
Pondo D =

∑k
i=1 λiEi e

∑k
i=1 TEi = T temos, pelo item (5) do Teorema 5.39, que D

é diagonalizável. Seja N = T −D. Então N é nilpotente, pois, indutivamente,

N r =
k∑

i=1

(T − λiI)rEi, ∀ r ∈ N.

Assim, existe um r ≥ max{r1, . . . , rr} tal que N r = 0. Portanto, T = D+N e DN =
ND. Suponhamos que T = D1 + N1 seja outra decomposição. Então é fácil verificar
que TD1 = D1T e TN1 = N1T . Logo, f(T )D1 = D1f(T ) e f(T )N1 = N1f(T ),
para todo f(x) ∈ F [x]. Em particular, DD1 = D1D, ND1 = D1N,DN1 = N1D e
NN1 = N1N . Pelo Lema 6.7, temos queD−D1 é diagonalizável eN1−N é nilpotente.
Como D−D1 = N1−N temos que D−D1 é nilpotente. Logo, pelo Exercício (24) da
Seção 5.3, o polinômio minimal de D−D1 é m(x) = xk, com k ≤ dimV . Mas, sendo
D −D1 diagonalizável, devemos ter k = 1, isto é, m(x) = x. Portanto, D −D1 = 0,
ou seja, D = D1 e N = N1.

(2) É claro que ker(T − λiI)
ri ⊆ V λi . Suponhamos, por absurdo, que exista

um u ∈ V λi tal que v = (T − λiI)ri(u) ̸= 0. Então existe um s ∈ N, com s > ri,
tal que (T − λiI)

s(u) = 0. Escrevendo m(x) = q(x)(x − λi)
ri , temos que q(x) e

(x−λi)s−ri são relativamente primos, de modo que existem g(x), h(x) ∈ F [x] tais que
g(x)q(x) + h(x)(x− λi)s−ri = 1. Assim,

v = g(T )m(T )(u) + h(T )(T − λiI)s(u) = 0+ 0 = 0,

o que é uma contradição. Portanto, V λi = ker(T − λiI)ri , para i = 1, . . . , k.

Exemplo 6.9 Seja T ∈ L(F 3) definido como

T (x, y, z) = (3x+ y − z, 2x+ 2y − z, 2x+ 2y).

Mostre que existem D,N ∈ L(F 3), com D diagonalizável e N nilpotente, tais que
T = D + N e DN = ND. Determine as matrizes de D e N em relação à base
canônica de F 3.
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Solução. É fácil verificar que

A =

 3 1 −1
2 2 −1
2 2 0


e f(x) = (x−1)(x−2)2 o polinômio característico e minimal de T . Então p1(x) = x−1
e p2(x) = x− 2 são distintos, irredutíveis e mônicos. Como

(T − I)(x, y, z) = (2x+ y − z, 2x+ y − z, 2x+ 2y − z)

temos que α1 = {(1, 0, 2)} é uma base de W1 = ker p1(T ). Sendo

(T − 2I)2(x, y, z) = (x− y, 0, 2x− 2y)

temos que α2 = {(1, 1, 0), (0, 0, 1)} é uma base de W2 = ker p2(T )
2. Assim, F 3 =

W1 ⊕W2 e

P−1AP =

 1 0 0
0 4 −1
0 4 0

 , com P = [P ]αβ =

 1 1 0
0 1 0
2 0 1


a matriz de transição da base canônica α para β = {(1, 0, 2), (1, 1, 0), (0, 0, 1)}. Pondo
f1(x) = x2 − 4x + 4 e f2(x) = x − 1. Então f1(x) e f2(x) são relativamente primos.
Logo, aplicando sucessivamente oAD, existem polinômios g1(x) = 1 e g2(x) = −x+3
tais que g1(x)f1(x) + g2(x)f2(x) = 1. Fazendo

E1 = g1(T )f1(T ) = T 2 − 4T + 4I e E2 = g2(T )f2(T ) = −T 2 + 4T − 3I,

obtemos W1 = ImE1 e W2 = ImE2. Portanto, existem

D = E1 + 2E2 = −T 2 + 4T − 2I e N = T −D = T 2 − 3T + 2I

tais que T = D +N e DN = ND. É fácil verificar que

[D] =

 1 1 0
0 2 0
−2 2 2

 e [N ] =

 2 0 −1
2 0 −1
4 0 −2

 .

Observe que o autovetor v1 = (1, 0, 2) é uma coluna de E1 e os autovetores generaliza-
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dos v2 = (1, 1, 2),v3 = (0, 0, 1) são as colunas LI de E2.

Exercícios

1. Sejam T ∈ L(V ), U e W subespaços invariantes sob T . Mostre que U ∩ W ,
U +W e ker f(T ) são invariantes sob T , para todo f(x) ∈ F [x].

2. Sejam S, T ∈ L(F 2) definidos como S(x, y) = (x + y, x + y) e T (x, y) =
(x + ay, ax + y). Mostre que existe uma matriz não singular P tal que P−1AP
e P−1BP sejam ambas diagonalizáveis.

3. Seja T ∈ L(F 3) definido como

T (x, y, z) = (6x− 3y − 2z, 4x− y − 2z, 10x− 5y − 3z).

Escreva o polinômio minimal de T sob a formam(x) = p1(x)p2(x), em que p1(x)
e p2(x) são distintos, irredutíveis e mônicos sobre F . Sejam W1 = ker p1(T ) e
W2 = ker p2(T ). Determine bases α1 e α2 deW1 eW2. Se Ti = T |Wi , determine
a matriz de Ti em relação à base αi.

4. Sejam T ∈ L(V ), com dimV = n, e v ∈ V . Mostre que o subespaço cíclico
W = F [Tm(v) : m ∈ Z+] = F [Tn−1(v), . . . , T (v),v]. Conclua que W é o
menor subespaço invariante sob T que contém v.

5. Sejam S, T ∈ L(F 3) definidos como

S(x, y, z) = (x+ y, y + z, x) e T (x, y, z) = (y, x, z).

Mostre que S é cíclico, mas T não.

6. Seja T ∈ L(V ), com dimV = n. Mostre que T é cíclico se, e somente se, o
polinômio minimal e característico de T forem idênticos.

7. Sejam T ∈ L(V ) e W um subespaço de V . Mostre que W é invariante sob T se,
e somente se, W for invariante sob aT + bI , para alguns a, b ∈ F , com a ̸= 0.

8. Seja T ∈ L(F 2) definido como T (x, y) = (x + y, y). Mostre que é impossível
escrever F 2 = U ⊕W , com U e W subespaços invariantes sob T .
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9. Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita sobre C, T ∈ L(V ) e D a parte
diagonal de T . Mostre que a parte diagonal de g(T ) é D(T ), para todo g(x) ∈
C[x].

10. Seja T ∈ L(V ), com dimV = n, tal que ρ(T ) = 1. Mostre que T é diagonalizá-
vel ou nilpotente, não ambos.

11. Seja T ∈ L(V ), com dimV = n. Mostre que se T comuta com todo operador
linear diagonalizável sobre V , então T = cI , para algum c ∈ F .

12. Seja T ∈ L(V ), com dimV = n. Mostre que T é diagonalizável se, e somente
se, o polinômio minimal de T for um produto de fatores lineares distintos.

13. Seja A ∈ Rn×n, com A ̸= I e A3 = I. Determine se a matriz A é ou não
diagonalizável.

6.2 Operadores Nilpotentes

Nesta seção faremos um estudo mais detalhado de operadores nilpotentes se-
guindo H. F. Trotter.

Lema 6.10 Sejam T ∈ L(V ), com dimV = n e u ∈ V tal que T k(u) = 0, mas
T k−1(u) ≠ 0.

1. O conjunto α = {T k−1(u), . . . , T (u),u} é LI .

2. W = F [α] é invariante sob T .

3. S = T |W é nilpotente de índice k e cíclico.

4. Pondo ui = T k−i(u), para i = 1, . . . , k, temos que β = {u1, . . . ,uk} é uma
base de W tal que S(u1) = 0 e S(ui) = ui−1, para i = 1, . . . , k, de modo que
[S]ββ = E12 + · · · + E(k−1)k = (eij), com eij = 1, se i = j − 1 e eij = 0, se
i ≠ j − 1.

Prova. Com objetivos didáticos apresentaremos a prova do item (1). É fácil verificar,
indutivamente, que T k+m(u) = 0, para todo m ∈ N. Suponhamos que

c1u+ c2T (u) + · · ·+ ckT
k−1(u) = 0.
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Então, aplicando T k−1, obtemos c1T k−1(u) = 0, de modo que c1 = 0, pois T k−1(u) ̸=
0. Continuando assim, temos c2 = · · · = ck = 0. Portanto, α é um conjunto LI de V .

Lema 6.11 Sejam T ∈ L(V ) e Wi = kerT i, onde i ∈ Z+. Então:

1. Wi ⊆Wi+1.

2. T (Wi+1) ⊆Wi.

3. Se αi, αi+1 = αi ∪ {v1, . . . ,vl} e αi+2 = αi+1 ∪ {w1, . . . ,wm} são bases de
Wi,Wi+1 e Wi+2, então α = αi ∪ {T (w1), . . . , T (wm)} é LI em Wi+1.

Prova. Vamos provar apenas o item (3). Seja αi = {u1, . . . ,uk} e suponhamos, por
absurdo, que α seja LD. Então existem a1, . . . , ak, b1, . . . , bm ∈ F , não todos nulos,
tais que

∑k
i=1 aiui +

∑m
j=1 bjT (wj) = 0. Assim,

b1T (w1) + · · ·+ bmT (wm) = −(a1u1 + · · ·+ akuk) ∈Wi,

de modo que T i(b1T (w1) + · · · + bmT (wm)) = 0. Logo, T i+1(
∑m

j=1 bjwj) = 0, ou
seja,

∑m
j=1 bjwj ∈ Wi+1. Como Wi+1 = F [αi+1] temos que existem ci, dj ∈ F tais

que

c1u1 + · · ·+ ckuk + d1v1 + · · ·+ dlvl + (−b1)w1 + · · ·+ (−bm)wm = 0,

o que é uma contradição, pois αi+2 é LI .

Lema 6.12 Seja T ∈ L(V ), com dimV = n, tal que T k = 0, mas T k−1 ̸= 0. Então
T admite uma representação matricial em bloco J cujos elementos diagonais possuem
a forma N = E12 + · · ·+E(m−1)m, com m ≤ k. Além disso:

1. Existe pelo menos um bloco N de ordem k e todos os outros são de ordem menor
do que ou igual a k.

2. O número de blocos N de cada ordem possível é determinado de modo único por
T .

3. O número total de blocos N de todas as ordens é igual a ν(T ) = dimkerT .

Prova. Sejam Wi = kerT i e ni = dimWi, para i = 1, . . . , k. Então V = Wk,
Wk−1 ⊂ V e nk−1 < nk = n, pois T k = 0, mas T k−1 ̸= 0. Assim, pelo item (1)
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do Lema 6.11, temos que {0} = W0 ⊂ W1 ⊂ · · · ⊂ Wk−1 ⊂ Wk = V . Logo,
indutivamente, obtemos uma base α = {u1, . . . ,un} de V tal que

αi = {u1, . . . ,uni}

seja uma base de Wi, para i = 1, . . . , k. A partir desta base vamos escolher uma nova
base de V em relação à qual T tenha a forma desejada. Pondo

v(i,k) = un(k−1)+i e v(i,k−1) = T (v(i,k)), i = 1, . . . , nk − nk−1,

temos, pelo item (3) do Lema 6.11, que

β1 = {u1, . . . ,unk−2
,v(1,k−1), . . . ,v(nk−nk−1,k−1)}

éLI emWk−1. Assim, estendendo β1, se necessário, a uma base deWk−1 acrescentando
elementos v(nk−n(k−1)+j,k−1), com j = 1, . . . , 2nk−1 − nk − nk−2. Novamente, pondo

v(i,k−2) = T (v(i,k−1)), i = 1, . . . , nk−1 − nk−2,

temos, pelo item (3) do Lema 6.11, que

β2 = {u1, . . . ,unk−3
,v(1,k−2), . . . ,v(nk−1−nk−2,k−2)}

é LI em Wk−2, que pode ser estendido a uma base de Wk−2 acrescentando elemen-tos 
v(nk−1−n(k−2)+j,k−1), com j = 1, . . . , 2nk−2 − nk−1 − nk−3. Continuando assim, 
obtemos uma nova base de V , confira Tabela 6.1.

Note que a última linha da Tabela 6.1 forma a base de W1, as duas últimas linhas da 
Tabela 6.1 formam a base de W2 e, assim por diante. Pela construção, temos que

T (v(i,j)) =

{
v(i,j−1) se j > 1,

0 se j = 1.
(6.2)

Assim, pelo item (4) do Lema 6.10, T terá a forma desejada se os v(i,j) são ordenados
de maneira lexicográfica, confira Tabela 6.1. Pela equação (6.2), obtemos

Tm(v(i,j)) = v(i,j−m), ∀ 1 ≤ m < j.
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Figura 6.1: Base de Jordan.

Além disso, (1) haverá exatamente (blocos diagonais)

nk − nk−1 de ordem k
nk−1 − nk−2 − (nk − nk−1) = 2nk−1 − nk − nk−2 de ordem k − 1
...

...
2n2 − n3 − n1 de ordem 2
2n1 − n2 de ordem 1.

(2) Como os números n1, . . . , nk são determinados de modo único por T temos que o
número de elementos diagonais de cada ordem é determinado de modo único por T . (3)
Como (soma telescópica)

n1 = (nk − nk−1) + (2nk−1 − nk − nk−2) + · · ·+ (2n2 − n3 − n1) + (2n1 − n2)

temos que o número total de blocos diagonais é n1 = dimW1 = dimkerT .

Teorema 6.13 Seja T ∈ L(V ), com dimV = n. Então as seguintes condições são
equivalentes:

1. T é nilpotente;

2. Existe uma base de V em relação à qual T admite uma representação matricial
em bloco J cujos elementos diagonais possuem a forma N =

∑k−1
i=1 Ei(i+1), com

k ≤ n.
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3. Existe uma base de V em relação à qual T é representado por uma matriz trian-
gular superior com zeros na diagonal;

4. Tn = 0.

Prova. A implicação (1 ⇒ 2) segue do Lema 6.12. É fácil verificar as implicações
(2⇒ 3⇒ 4⇒ 1).

Exemplo 6.14 Seja T ∈ L(F 4) definido como

T (x, y, z, t) = (−x+ y + t, 0,−x+ y + t,−x+ y + t)

Verifique se T é nilpotente. Caso afirmativo:

1. Determine a matriz J em forma canônica que seja semelhante a A.

2. Determine uma matriz não singular P tal que P−1AP = J.

Solução. (1) É fácil verificar que T 2 = 0. Portanto, T é nilpotente de índice 2. (a)
Como o índice de nilpotência de T é igual a 2 temos que J contém pelo menos um bloco
de ordem 2 e todos os outros de ordem menor do que ou igual a 2. (b) Pelo Teorema
4.39, basta escalonar a matriz


−1 0 −1 −1 1 0 0 0
1 0 1 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
1 0 1 1 0 0 0 1

→ · · · →


1 0 1 1 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 0

 .

Portanto, W1 = F [(1, 0, 0, 1), (0, 1, 0,−1), (0, 0, 1, 0)] e n1 = dimW1 = 3, isto é, o
número total de blocos diagonais de J é igual a 3. (c) Como k = 2, n1 = 3 e n2 = 4
temos que n2 − n1 = 1 e 2n1 − n2 = 2, isto é, J tem um bloco diagonal de ordem 2 e
dois de ordem 1. Portanto, J = E12.

(2) Pela forma de J basta escolher u1,u2,u3,u4 ∈ F 4 tais que T (u2) = u1 e
T (ui) = 0, para i = 1, 3, 4. Como ImT = F [(1, 0, 1, 1)] e u1 ∈ ImT temos que
u1 = (1, 0, 1, 1). Desde que T 2 = 0 temos que u1 ∈ W1 = kerT . Assim, podemos
escolher u2 como qualquer solução da equação T (u2) = u1. Pelo Teorema 2.14, basta

271Sumário

6.2. Operadores Nilpotentes



Capítulo 6. Forma Canônica de Jordan

escalonar a matriz
−1 1 0 1 1
0 0 0 0 0
−1 1 0 1 1
−1 1 0 1 1

→ · · · →


1 −1 0 −1 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ,

de modo que u2 = (x, y, z, t) sujeito à condição x = y + t− 1, para todos y, z, t ∈ F ,
digamos u2 = (0, 1, 0, 0). Portanto, pondo u3 = (1, 0, 0, 1) e u4 = (0, 1, 0,−1),
obtemos

P−1AP = J, com P = [P ]αβ =


1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 0 0
1 0 1 −1


a matriz de transição da base canônica α para β = {u1,u2,u3,u4} de F 4.

Exercícios

1. Seja T ∈ L(F 3) definido como T (x, y, z) = (2y + z, 3z, 0). Determine a matriz
nilpotente J em forma canônica que seja semelhante a A. Além disso, determine
uma matriz P tal que P−1AP = J.

2. Seja T ∈ L(F 4) definido como T (x, y, z, t) = (−z + t, z, 0, 0). Determine a
matriz nilpotente J em forma canônica que seja semelhante a A. Além disso,
determine uma matriz P tal que P−1AP = J.

3. Seja T ∈ L(F 5) definido como T (x, y, z, t, u) = (y+u, t+u, t, u, 0). Determine
a matriz nilpotente J em forma canônica que seja semelhante a A. Além disso,
determine uma matriz P tal que P−1AP = J.

4. Seja N = E12 +E23 +E34.

(a) Mostre que AN = NA se, e somente se, A for da forma

A =


a b c d
0 a b c
0 0 a b
0 0 0 a

 .
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(b) Mostre que se b ̸= 0, então dimVλ = 1, para todo autovalor λ de A.

(c) Mostre que se b = 0 e c ̸= 0, então dimVλ = 2, para todo autovalor λ de A.

(d) Mostre que se b = c = 0 e d ̸= 0, então dimVλ = 3, para todo autovalor λ
de A.

(e) Generalize para qualquer matriz quadrada N.

5. Seja T ∈ L(V ) tal que T k = 0, mas T k−1 ̸= 0. Mostre que qualquer operador
linear semelhante a T é nilpotente de índice k.

6. Seja T ∈ L(V ), com dimV = n, tal que T k = 0, mas T k−1 ̸= 0. Mostre que
ImT k−i ⊆ kerT i, para i = 1, . . . , k − 1.

7. Seja T ∈ L(V ), com dimV = n tal que T k = 0, mas T k−1 ̸= 0. Mostre que
I−T e I+T são não singulares. Além disso, tr(T ) = 0 e T não é diagonalizável.

8. Seja T ∈ L(V ), com dimV = n. Mostre que T é nilpotente se, e somente se,
todos os autovalores de T são nulos. Mostre, com um exemplo, que uma das
implicações da afirmação é falsa se V for um espaço vetorial de dimensão infinita
sobre R.

9. Seja T ∈ L(V ), com dimV = n.

(a) Mostre que se T for cíclico, então qualquer autovalor de T está associado a
um único autovetor, a menos de multiplicação por escalar.

(b) Mostre que se T possuir n autovalores distintos, então T é cíclico.

10. Sejam A,B ∈ Cn×n. Mostre que se AB+BA = 0 e B não for nilpotente, então
a equação matricial AX+XA = B não possui solução.

6.3 Forma Canônica de Jordan

Nesta seção provaremos que qualquerT ∈ L(V ), com dimV = n, pode ser
decomposto como soma de um operador diagonalizável com um operador nilpotente.
Veremos que a forma de Jordan é muito útil na resolução de problemas teóricos e com-
putacionais.

Lema 6.15 Sejam T ∈ L(V ), com dimV = n, f(x) =
∏k

i=1(x − λi)di e m(x) =∏k
i=1(x − λi)ri os polinômios característico e minimal de T , onde os λ1, . . . , λk ∈ F
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são distintos e 1 ≤ ri ≤ di. Então T admite uma representação matricial em bloco J
cujos elementos diagonais possuem a forma Jij = λiIm +

∑m−1
p=1 Ep(p+1), com m ≤ ri

e i = 1, . . . , k. Além disso, para cada λi, i = 1, . . . , k, os blocos Jij possuem as
seguintes propriedades:

1. Existe pelo menos um bloco Jij de ordem ri e todos os outros são de ordem menor
do que ou igual a ri.

2. A soma dos blocos Jij é igual a di = ma(λi).

3. O número dos blocos Jij é igual a mg(λi). Neste caso, T possui
∑k

i=1mg(λi)
autovetores LI .

4. O número dos blocos Jij de cada ordem possível é determinado de modo único
por T .

Prova. Como m(x) =
∏k

i=1(x− λi)ri temos, pelo Teorema 6.4, que

T = T1 ⊕ · · · ⊕ Tk e V =W1 ⊕ · · · ⊕Wk,

em que Wi = ker(T − λiI)
ri , i = 1, . . . , k. Note que o polinômio minimal de Ti,

mi(x) = (x − λi)
ri , implica que (Ti − λiI)

ri = 0 é nilpotente de índice ri, para
i = 1, . . . , k. Pondo Ni = Ti − λiI , obtemos Ti = λiI + Ni e N ri

i = 0, para
i = 1, . . . , k, isto é, Ti é a soma de um operador diagonalizável λiI e de um operador
nilpotente Ni de índice ri. Assim, pelo Lema 6.12, podemos escolher uma base de Wi

em relação à qualNi esteja na forma canônica. Nesta base Ti = λiI+Ni é representado
por uma matriz diagonal de bloco Ji cujos elementos diagonais são as matrizes Jij .
Portanto,

J = J1 ⊕ · · · ⊕ Jk

está na forma canônica e é a representação matricial de T . Além disso, (1) ComoN ri
i =

0, para i = 1, . . . , k, temos que existe, pelo menos, um Jij de ordem ri e todos os outros
de ordem menor do que ou igual a ri.

(2) Como T e J possuem o mesmo polinômio característico f(x) temos que a
soma das ordens dos Jij é igual a di = ma(λi).

(3) Como Ni = Ti − λiI e mg(λi) = dimker(Ti − λiI)ri = ν(Ni), temos que
o número dos Jij é igual a mg(λi). (4) Segue do item (2). do Lema 6.12.

A matriz J chama-se forma “canônica” de Jordan de T . Um bloco diagonal Jij

chama-se bloco “elementar” de Jordan associado ao autovalor λi. Note que se V for
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um espaço vetorial de dimensão finita sobre C, então qualquer T ∈ L(V ) admite
uma representação matricial na forma canônica de Jordan.

Teorema 6.16 Seja T ∈ L(V ), com dimV = n. Então as seguintes condições são
equivalentes:

1. O polinômio característico de T fatora-se, f(x) =
∏k

i=1(x− λi)di ;

2. Existe uma base de V em relação à qual T admite uma representação matricial
na forma de Jordan;

3. T é triangularizável, isto é, existe uma base de V em relação à qual T é repre-
sentado por uma matriz triangular superior da forma [T ] = (aij), com aij = 0,
se i > j, e aii = λi.

4. Existem subespaços W0,W1, . . . ,Wk de V invariantes sob T tais que

{0} =W0 ⊂W1 ⊂ · · · ⊂Wk−1 ⊂Wk = V ;

5. O corpo F contém n autovalores de T (contando as multiplicidades);

6. V = V λ1 ⊕ · · · ⊕ V λk .

Prova. A implicação (1 ⇒ 2) segue do Lema 6.15. É fácil verificar as implicações
(2⇒ 3⇒ 4⇒ 5⇒ 6⇒ 1). A implicação (1⇒ 6) segue do item (2) do Teorema 6.8.

Já vimos, no Lema 6.16, que para obter a cadeia de Jordan e/ou a forma de Jordan
de T ou de A deveríamos, recursivamente, resolver as equações:

AXi = λiXi ou AXi = λiXi +Xi−1, i = 2, . . . , k. (6.3)

Portanto, podemos usar o procedimento dado após o Teorema 5.7, para obter o autoes-
paço Vλi

e/ou o autoespaço generalizado V λi e, como consequentemente, a forma de
Jordan.

Exemplo 6.17 Seja T ∈ L(F 4) definido como

T (x, y, z, t) = (y + t, y,−x+ y + z + t,−x+ y + 2t)

Determine a forma de Jordan de T .
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Solução. É fácil verificar que

A =


0 1 0 1
0 1 0 0
−1 1 1 1
−1 1 0 2

 ,

de modo que f(x) = (x − 1)4 e m(x) = (x − 1)2. Assim, pelo Teorema 6.4, T = T1
e V = ker(T − I)2. Pondo N = A − I, obtemos N2 = 0 e, pelo Exemplo 6.14,
M = P−1NP = P−1(A− I)P = P−1AP− I, isto é,

J = P−1AP = I+M =


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


é a forma de Jordan de T .

Exemplo 6.18 Seja T ∈ L(F 3) definido como T (x, y, z) = (y, z, x− 3y+ 3z). Deter-
mine a forma Jordan de T .

Solução. Note que

A =

 0 1 0
0 0 1
1 −3 3


é uma matriz companheira. Assim, f(x) = m(x) = x3 − 3x2 + 3x − 1 = (x − 1)3.
Logo, ρ(T − I) = 2. Portanto, dimV1 = dimker(T − I) = 1 e a forma de Jordan de T
é J = I+E12 +E23.

Exemplo 6.19 Seja T ∈ L(V ), com f(x) = (x − 3)2(x − 1)3(x + 5) o polinômio
característico. Determine as possíveis formas de Jordan de T .

Solução. É claro que dimV = 6 e os candidatos a polinômio minimal de T foram dados
no Exemplo 5.29. Portanto, pondo D = diag(3, 3, 1, 1, 1,−5), as possíveis formas de
Jordan de T são: D,D+E12,D+E34,D+E34 +E45, D+E12 +E34 e D+E12 +
E34 +E45.

Exemplo 6.20 (Teorema de Cayley-Hamilton) Seja A ∈ Fn×n. Mostre que se f(x) =∏k
i=1(x− λi)di for o polinômio característico de A, então f(A) = 0.
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Solução. Seja J a forma de Jordan de A. Então f(J) =
∏n

i=1 Ji, com Ji = J − λiI,
i = 1, . . . , n. Como a n-ésima linha de Jn é uma linha de zeros temos que: as duas
últimas linhas de Jn−1Jn são de zeros, as três últimas linhas de Jn−2Jn−1Jn são de
zeros, e assim por diante. Portanto, f(J) = 0. Como f(A) e f(J) são semelhantes
temos que f(A) = 0.

Exemplo 6.21 Seja T ∈ L(F 3) definido como T (x, y, z) = (6x + 2y + 2z,−2x +
2y, 2z). Determine a forma de Jordan de T .

Solução. Vamos fazer uma prova direta. É fácil verificar que f(x) = (x−2)(x−4)2 é o
polinômio característico e minimal de T . Note que v1 = (0,−1, 1) é o único autovetor
de T associado a λ1 = 2 e v2 = (2,−2, 0) é o único autovetor de T associado a λ2 = 4.
Assim, resolvendo a equação (T − 4I)(v3) = v2, digamos v3 = (1, 0, 0) é o autovetor
generalizado de T associado a λ2 = 4. Portanto, β = {v1,v2,v3} é a base de Jordan
de F 3 e J = P−1AP é a forma de Jordan de T , com P = [P ]αβ e α a base canônica de
F 3.

Exemplo 6.22 Sejam M,N ∈ F 3×3 nilpotentes. Mostre que M e N são semelhantes
se, e somente se, M e N possuem o mesmo polinômio minimal.

Solução. Sejam f(x), g(x) em(x), n(x) os polinômios característicos e minimais de M
e N. Então m(x) = n(x) e f(x) = g(x). Como m(x) e f(x) possuem as mesma raízes
temos que a forma canônica de Jordan de M é uma das matrizes: O,E12 e E12 + E23.
Portanto, em qualquer caso, M e N são semelhantes. A recíproca é clara.

Exemplo 6.23 Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita sobre C e T ∈ L(V ).
Determine todos os subespaços de dimensão 2 e invariantes sob T .

Solução. Seja W qualquer subespaço invariante sob T , com dimW = 2. Então, pelo
Teorema 5.16, existe um v1 ∈W , com v1 ̸= 0, e λ1 ∈ C tal que T (v1) = λ1v1. Assim,
podemos escolher um v2 ∈ W tal que W = C[v1,v2]. Como W é invariante sob T
temos que T (v2) ∈W , de modo que existem c1, c2 ∈ C tais que

T (v2) = c1v1 + c2v2.

Se c1 = 0, então v2 é o autovetor de T associado a λ2 = c2. Neste caso, a matriz [T |W ]
é semelhante a D = diag(λ1, λ2). Se c1 ̸= 0 e c2 ̸= λ1, então é fácil verificar que
v3 = −c1v1 + (λ1 − c2)v2 é o autovetor de T associado a λ2 = c2 e W = C[v1,v3].
Neste caso, a matriz [T |W ] é semelhante a D = diag(λ1, λ2). Finalmente, se c1 ̸= 0 e
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c2 = λ1, então v1 é o único autovetor em W de T associado a λ1 (prove isto!). Logo,
resolvendo a equação (T − λ1I)(v4) = v1 em W , temos que v4 = c−1

1 v2 é o autovetor
generalizado em W de T associado a λ1 e W = C[v1,v4]. Portanto, a matriz [T |W ] é
semelhante a forma de Jordan λ1I+E12.

Exercícios

1. T ∈ L(F 3) definido como T (x, y, z) = (2y + z, 3z, 0). Determine a forma de
Jordan de T .

2. Determine se as matrizes

A =

(
1 4
−1 −3

)
e B =

(
−1 1
c −1

)
são ou não semelhantes, onde c ∈ F .

3. Seja T ∈ L(V ), com polinômio característico f(x) = (x−2)3(x+7)2 e minimal
m(x) = (x− 2)3(x+ 7). Determine a forma de Jordan de T .

4. Seja T ∈ L(V ), com polinômio característico f(x) = (x+2)4(x−1)2. Determine
as possíveis formas de Jordan de T .

5. Seja T ∈ L(R2) definido como T (x, y, z) = (ax+by, cx+dy). Determine condi-
ções necessárias e suficientes sobre a, b, c e d, de modo que T não seja semelhante
a uma matriz diagonal.

6. Seja T ∈ L(V ), com dimV = n. Mostre que se λ1, . . . , λn forem os autovalores
de T , então detT = λ1 · · ·λn.

7. Seja T ∈ L(V ), com dimV = n. Mostre que T é não singular se, e somente se,
todos os autovalores de T são não nulos.

8. Sejam A,B ∈ Fn×n. Mostre que se A e B possuem o mesmo polinômio carac-
terístico e minimal f(x) =

∏k
i=1(x− λi)di , com di ≤ 3 e i = 1, . . . , k, então A

e B são semelhantes.

9. Sejam A,B ∈ Fn×n. Mostre que se A for semelhante a B em Cn×n, então A é
semelhante a B em Fn×n. Conclua que A é semelhante a At.
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10. Seja J ∈ Cn×n uma matriz de Jordan não singular. Mostre que J−1 = (aij), com
aij = 0, se j /∈ {i, i + 1}. Mostre, com um exemplo, que J−1 não necessita ser
de Jordan.

11. Seja T ∈ L(V ), com dimV = n. Mostre que se tr(T i) = 0, para i = 1, . . . , n,
então T é nilpotente.

12. Sejam A ∈ Cn×n e f(x) = xn +
∑n

i=1 cix
n−i seu polinômio característico.

Mostre que c1 = − tr(A) e kck = −(
∑k

i=1 ck−i tr(A
i)), com k = 2, . . . , n e

c0 = 1. Estas equações nos fornece um método alternativo de determinar A−1:
(a) Calculando A, . . . ,An−1 e os elementos diagonais de An. (b) Calculando os
tr(Ai), para determinar os ci, com i = 1, . . . , n− 1. (c) Usar a fórmula

A−1 = −c−1
n (An−1 + c1A

n−1 + · · ·+ cn−1I).

O algoritmo de Csanky para obter A−1: se λ1, . . . , λn ∈ F forem os autovalores
de A e sk = tr(Ak) =

∑n
i=1 λ

k
i as somas de Newton2, então os ci e si satisfazem

o sistema SX = B, em que

S =


1 0 0 · · · 0
s1 2 0 · · · 0
s2 s1 3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

sn−1 sn−2 · · · s1 n

 ,X =


c1
c2
c3
...
cn

 e B =


−s1
−s2
−s3

...
−sn

 .

13. Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita sobre F, E(V ) o conjunto de todas
as projeções sobre V e I(V ) o conjunto de todas as involuções sobre V . Mostre
que a função f : E(V )→ I(V ) definida como f(E) = 2E − I é bijetora.

14. Seja T ∈ L(V ), com dimV = n. Mostre que existem (únicos) subespaços U e
W de V tais que as seguintes condições são satisfeitas:

(a) V = U ⊕W .

(b) U e W são invariantes sob T .

(c) T |U é nilpotente.

(d) T |W é não singular.

2Sir Isaac Newton, 1643-1727, físico e matemático inglês.
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7
Espaços com 

Produto Interno

Neste capítulo, veremos o efeito de adicionar mais estrutura geométrica à estrutura
algébica de um espaço vetorial real ou complexo, como definido no Capítulo 3, de modo
que tenha sentido falar do “comprimento”, “distância” e “ângulo”.

7.1 Produto Interno

Sejam F o corpo dos reais R ou dos complexos C e V um espaço vetorial sobre
F . Uma função de V ×V em F , denotada por ⟨·, ·⟩, é um produto interno sobre V se as
seguintes condições são satisfeitas:

1. ⟨u+ v,w⟩ = ⟨u,w⟩+ ⟨v,w⟩, para todos u,v,w ∈ V (aditividade).

2. ⟨au,v⟩ = a⟨u,v⟩, para todos u,v ∈ V e a ∈ F (homogeneidade).

3. ⟨u,v⟩ = ⟨v,u⟩, para todos u,v ∈ V (simétrica Hermitiana).

4. ⟨u,u⟩ ≥ 0, para todo u ∈ V , e ⟨u,u⟩ = 0⇔ u = 0 (positividade).

Note que a condição (4) é equivalente a: se u ̸= 0, então ⟨u,u⟩ > 0. As condições
(1), (2) e (3) desta definição afirmam que um produto interno é uma função bilinear
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conjugada ou sesquilinear. Enquanto, a condição (4) afirma que ela é definida positiva
e, em geral, a mais difícil de ser verificada. Quando F = R, a condição (3) reduz à
afirmação de simetria: ⟨u,v⟩ = ⟨v,u⟩. Neste caso, um produto interno é uma função
bilinear, simétrica e definida positiva. É importante ressaltar que, em qualquer caso, a
condição (3) nos garante que ⟨u,u⟩ é sempre um número real, de modo que desigual-
dade da condição (4) tenha sentido.

Exemplo 7.1 Seja V = F 3. Mostre que ⟨u,v⟩ =
∑3

j=1 xj ȳj é um produto interno
sobre V , o qual chama-se de produto interno usual (canônico). Em forma matricial
⟨u,v⟩ = Y∗X, com X = [u] e Y = [v]. Em geral,

f(X,Y) = Y∗Q∗QX = (QY)∗(QX) = ⟨QX,QY⟩,

para alguma matriz não singular Q ∈ Fn×n, é um produto interno sobre Fn×1.

Solução. Vamos provar apenas a condição (4). Dado u = (x1, x2, x3) ∈ V , é claro que
⟨u,u⟩ =

∑3
j=1 |xj |2 ≥ 0 e se u = 0, então ⟨u,u⟩ = 0. Por outro lado, se ⟨u,u⟩ = 0 e

u ̸= 0, digamos x1 ̸= 0, então

|x1|2 + |x2|2 + |x3|2 = 0⇔ |x−1
1 x2|2 + |x−1

1 x3|2 = −1,

o que é impossível, pois o lado esquerdo da última equação é positivo enquanto o lado
direito é negativo.

Exemplo 7.2 Sejam V = P1(R) e f(x) = a0 + a1x, g(x) = b0 + b1x ∈ V . Mostre que

⟨f(x), g(x)⟩ =
∫ 1

0
f(t)g(t)dt =

1∑
i=0

1∑
j=0

aibj
i+ j + 1

é um produto interno sobre V .

Solução. Vamos provar apenas a condição (4). Como

⟨f(x), f(x)⟩ = a20 + a0a1 +
1

3
a21 = (a0 +

a1
2
)2 +

(
a1√
12

)2

temos que ⟨f(x), f(x)⟩ ≥ 0 e ⟨f(x), f(x)⟩ = 0 se, e somente se, f(x) = 0.
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Exemplo 7.3 Sejam V = R2. Mostre que ⟨u,v⟩ = x1y1 − x1y2 − x2y1 + 5x2y2 é um
produto interno sobre V . Note que ⟨u,v⟩ = YtAX, com X = [u],Y = [v] e

A = E11 −E12 −E21 + 5E22 ∈ F 2×2.

Solução. Vamos provar apenas a condição (4). Como

⟨u,u⟩ = x21 − 2x1x2 + 5x22 = (x1 − x2)2 + (2x2)
2

temos que ⟨u,u⟩ ≥ 0 e ⟨u,u⟩ = 0 se, e somente se, u = 0. Note que At = A e existe
uma matriz não singular P tal que PtAP = D é diagonal, pois aplicando as mesmas
operações de linhas e colunas, T12(1)AT12(1) = D ou, de outro modo,

(
A I

)
→ · · · →

(
1 0 1 0
0 4 1 1

)
=
(
D Pt

)
.

Observe que os elementos diagonais de D são positivos. Portanto, veremos que a função
⟨u,v⟩ = YtAX define um produto interno se, e somente se, A for uma matriz simétrica
e definida positiva.

Exemplo 7.4 Seja V = l2 = {(xn)n∈N ∈ Seq(R) :
∑∞

n=1 x
2
n < ∞} o espaço das

sequências de quadrado somável. Mostre que ⟨x,y⟩ =
∑∞

n=1 xnyn é um produto in-
terno sobre V .

Solução. Vamos provar apenas que ⟨x,y⟩ está bem definida. Basta lembar que 2|xnyn| ≤
|xn|+|yn| implica que a sequência (xnyn)n∈N é convergente, de modo que (xnyn)n∈N ∈
Seq(R).

Um espaço com produto interno é qualquer espaço vetorial V sobre F munido de
um produto interno, ou seja, um par (V, ⟨·, ·⟩). Quando F = R, diremos que V é um
espaço Euclidiano e quando F = C, diremos que V é um espaço unitário. Note que
qualquer subespaço W de V é também um espaço com produto interno sob a restrição
do produto interno sobre V a W .

Lema 7.5 Sejam V um espaço com produto interno. Então ⟨x,0⟩ = 0 = ⟨0,x⟩, para
todo x ∈ V . Se ⟨u,x⟩ = ⟨v,x⟩, para todo x ∈ V , então u = v.

Prova. Como ⟨u−v,x⟩ = ⟨u,x⟩− ⟨v,x⟩ = 0, para todo x ∈ V , temos, em particular,
que ⟨u− v,u− v⟩ = 0. Portanto, u− v = 0 ou u = v.
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O próximo resultado ressalta uma das principais diferença entre o espaço Euclidi-
ano e o unitário.

Teorema 7.6 Sejam V um espaço com produto interno e T ∈ L(V ).

1. Se ⟨T (u),v⟩ = 0, para todos u,v ∈ V , então T = 0.

2. Se F = C e ⟨T (u),u⟩ = 0, para todo u ∈ V , então T = 0. Conclua, com um
exemplo, que isto é falso quando F = R.

Prova. Vamos provar apenas o item (2). Pondo u = x + cy, para todos x,y ∈ V e
c ∈ F , é fácil verificar que

0 = ⟨T (x+ cy),x+ cy⟩ = c⟨T (y),x⟩+ c̄⟨T (x),y⟩.

Escolhendo c = 1 e c = i, obtemos ⟨T (x),y⟩ = 0, para todos x,y ∈ V . Assim,
pelo item (1), T = 0. Note que se F = R, então ⟨T (x),y⟩ = −⟨T (y),x⟩, para todos
x,y ∈ V . Em particular, seja T ∈ L(R2) definido como T (x, y) = (−y, x), o operador
rotação por um ângulo de 90◦. Então ⟨T (u),u⟩ = 0, para todo u ∈ R2, mas T ≠ 0.

Vamos finalizar esta seção considerando um espaço com produto interno V quando
dimV = n. Seja α = {u1, . . . ,un} uma base de V . Então dados u,v ∈ V , existem
únicos xi, yj ∈ F tais que u =

∑n
i=1 xiui e v =

∑n
j=1 yjuj . Assim, depois de alguns

cálculos,

⟨u,v⟩ =
n∑

i=1

n∑
j=1

xiȳj⟨ui,uj⟩ = Y∗GX, (7.1)

em que X = [u]α,Y = [v]α e G = (⟨ui,uj⟩) ∈ Fn×n chama-se a matriz do produto
interno na base α. Note que G∗ = G é Hermitiana e X∗GX > 0, para todo X ̸= O,
implica que o sistema GX = O possui apenas a solução nula, de modo que G é não
singular (detG > 0). Reciprocamente, seja G ∈ Fn×n tal que G∗ = G e X∗GX > 0,
para todo X ≠ O. Então a forma bilinear conjugada dada pela equação (7.1) induz
um produto interno sobre V em relação à base α. Isto motiva a seguinte definição.
Seja A ∈ Fn×n. Diremos que A é definida positiva se existir uma matriz não singular
Q ∈ Fn×n tal que A = Q∗Q. Portanto, A é definida positiva se, e somente se, A∗ = A
e X∗AX > 0, para todo X ̸= O.
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Exercícios

1. Sejam V = F 2 e f(u,v) = 2x1ȳ1 + x1ȳ2 + x2ȳ1 + x2ȳ2. Mostre que f é um
produto interno sobre V .

2. Sejam V = F 2 e f(u,v) = x1ȳ1x2ȳ2. Verifique se f é um produto interno sobre
V .

3. Sejam V = F 3 e f(u,v) = x1ȳ1 + x2ȳ2 − x3ȳ3. Verifique se f é um produto
interno sobre V .

4. Sejam V = R2×2 e f(A,B) = a11b11+2a12b12+3a21b21+ a22b22. Mostre que
f é um produto interno sobre V .

5. Sejam V = F 2 e f(u,v) = |y1 − x1| + |y2 − x2|. Verifique se f é um produto
interno sobre V ..

6. Sejam V = C visto como um espaço vetorial sobre R e f(z,w) = Re(zw̄).
Mostre que f é um produto interno sobre V .

7. Seja T ∈ L(R2) o operador rotação por um ângulo de 90◦. Determine todos os
produtos internos f sobre R2 tais que f(u, T (u)) = 0, para cada u ∈ R2.

8. Sejam V um espaço com produto interno e T ∈ L(V ). Que condições T deve
satisfazer para que g(u,v) = ⟨T (u), T (v)⟩ seja um produto interno sobre V ?

9. Sejam A ∈ Fm×n,X ∈ Fn×1 e Y ∈ Fm×1. Mostre que ⟨AX,Y⟩ = ⟨X,A∗Y⟩.

10. Sejam f e g produtos internos sobre V e W . Mostre que h((u,w), (v, z)) =
f(u,v) + g(w, z) é um produto interno sobre V ×W .

11. Para cada A ∈ R2×2, definimos f(X,Y) = YtAX, para todos X,Y em V =
R2×1. Mostre que f é um produto interno sobre V se, e somente se, A =
At, a11 > 0, a22 > 0 e det(A) > 0.

12. Seja V um espaço vetorial sobre F . Mostre que a soma de dois produtos internos
sobre V é um produto interno sobre V . A diferença de dois produtos internos
sobre V é um produto interno sobre V ? Mostre que um múltiplo positivo de um
produto interno sobre V é um produto interno sobre V .

13. Descreva explicitamente todos os produtos internos sobre R e sobre C.
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14. Mostre que f(A,B) = tr(B∗A) é um produto interno sobre Fn×n.

15. Sejam V um espaço com produto interno e α = {u1, . . . ,un} uma base de V ,
(c1, . . . , cn) qualquer lista em Fn. Mostre que existe um único u ∈ V tal que
⟨uj ,u⟩ = cj , com j = 1, . . . , n.

16. Mostre que qualquer espaço vetorial de dimensão finita sobre F pode ser munido
de um produto interno.

17. Seja V = C([0, 1],R). Mostre que

⟨f, g⟩ =
∫ 1

0
f(t)g(t)dt

é um produto interno sobre V .

18. Seja V = C1([0, 1],R) o espaço das funções de classe 1. Mostre que

⟨f, g⟩ =
∫ 1

0
f ′(t)g′(t)dt+

∫ 1

0
f(t)g(t)dt

é um produto interno sobre V , o qual chama-se produto interno de Sobolev1.

7.2 Norma e Distância

Sejam V um espaço unitário e u,v ∈ V . Então

⟨u,v⟩ = Re⟨u,v⟩+ i Im⟨u,v⟩.

e f(u,v) = Re⟨u,v⟩ é um produto Euclidiano. Como Im z = Re(−iz) temos que
Im⟨u,v⟩ = Re⟨u, iv⟩. Portanto,

⟨u,v⟩ = Re⟨u,v⟩+ iRe⟨u, iv⟩

é completamente determinado pela sua “parte real”. Além disso, se (V, f) for um espaço
Euclidiano, então (Ṽ , g) é o único espaço unitário, com g definida como

g(u+ iv,w + iz) = f(u,w) + f(v, z) + i(f(v,w)− f(u, z))
1Sergei Lvovich Sobolev, 1908-1989, matemático russo.
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Seja V um espaço com produto interno. A norma de um vetor u ∈ V , induzida
pelo produto interno ⟨·, ·⟩, é definida como ∥u∥ =

√
⟨u,u⟩. Note que esta definição é

possível, pois ⟨u,u⟩ ≥ 0, para todo u ∈ V . A forma quadrática associada ao produto
interno ⟨·, ·⟩ é a função q : V → F definida como q(u) = ∥u∥2. Neste caso, depois de
alguns cálculos, obtemos

q(u± v) = q(u)± 2Re(⟨u,v⟩) + q(u).

Como

Re(⟨u,v⟩) = 1

4
(q(u+ v)− q(u− v)) e Re(⟨u, iv⟩) = 1

4
(q(u+ iv)− q(u− iv))

temos que

⟨u,v⟩) = 1

4
(∥u+ v∥2 − ∥u− v∥2) + i

4
(∥u+ iv∥2 − ∥u− iv∥2). (7.2)

A equação (7.2) chama-se identidade de polarização. Diremos que u ∈ V é um vetor
unitário se ∥u∥ = 1. Se v for um vetor não nulo qualquer, então u = 1

∥v∥v é um vetor
unitário tal que F [v] = F [u]. Neste caso, diremos que u é a normalização de v.

Teorema 7.7 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja V um espaço com produto in-
terno. Então |⟨u,v⟩| ≤ ∥u∥∥v∥, para todos u,v ∈ V . Conclua que a igualdade ocorre
se, e somente se, os vetores u e v são LD.

Prova. Se v = 0, nada há para ser provado. Se v ̸= 0, então a = 1
∥v∥ ,w = av e

b = ⟨u,w⟩ estão bem definidos. Como ∥w∥ = 1 e ⟨w,u⟩ = b̄ temos, depois de alguns
cálculos, que

0 ≤ ∥u− bw∥2 = ∥u∥2 − bb̄− b̄b+ bb̄ = (∥u∥+ |b|)(∥u∥ − |b|).

Mas, ∥u∥ ≥ 0 e |b| ≥ 0 implicam que

∥u∥ ≥ |b| = |⟨u,w⟩| = 1

∥v∥
|⟨u,v⟩| ⇔ |⟨u,v⟩| ≤ ∥u∥∥v∥.

Note que se vale a igualdade, então u = bw = abv.

Teorema 7.8 Seja V um espaço com produto interno. Então:

1. ∥u∥ ≥ 0, para todo u ∈ V , e ∥u∥ = 0 se, e somente se, u = 0.
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2. ∥au∥ = |a|∥u∥, para todo u ∈ V e a ∈ F .

3. ∥u+ v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥, para todos u,v ∈ V (Desigualdade Triangular)

4. ∥u+ v∥2 + ∥u− v∥2 = 2(∥u∥2 + ∥v∥2), para todos u,v ∈ V . (Identidade do
Paralelogramo)

Prova. Fica como um exercício.

É muito importante, de um ponto de vista teórico e didático, fazermos uma abor-
dagem axiomática da norma como fizemos com o produto interno. Uma função de V
em F , denotada por ∥ ·∥, é uma norma sobre V se ela satisfaz as condições (1), (2) e (3)
do Teorema 7.8. Neste caso, um espaço vetorial normado é qualquer espaço vetorial V
sobre F munido de uma norma, ou seja, um par (V, ∥ · ∥).

Exemplo 7.9 Seja V = R2. Mostre que as funções ∥u∥1 = |x1| + |x2| e ∥u∥∞ =
max{|x1|, |x2|} são normas sobre V .

Solução. Vamos provar apenas que ∥ · ∥1 é uma norma sobre V . É claro que ∥u∥1 ≥ 0.
Se ∥u∥1 = 0, mas u ̸= 0, digamos x1 ̸= 0, então |x1| + |x2| = 0 se, e somente se,
|x−1

1 x2| = −1, o que é impossível em R. Portanto, u = 0. As outras condições são
fáceis de serem verificadas. Pondo u = (1, 1) e v = (−1, 1), obtemos

∥u+ v∥21 + ∥u− v∥21 = 8 e 2(∥u∥21 + ∥v∥21) = 16.

Assim, não vale, em geral, a identidade do paralelogramo em um espaço vetorial nor-
mado qualquer.

Seja (V, ∥ · ∥) um espaço vetorial normado. A função d : V × V → F definida
como d(u,v) = ∥u− v∥ satisfaz as seguintes condições:

1. d(u,v) ≥ 0, para todos u,v ∈ V , e d(u,v) = 0 se, e somente se, u = v.

2. d(u,v) = d(v,u), para todos u,v ∈ V .

3. d(u,v) ≤ d(u,w) + d(v,w), para todos u,v,w ∈ V .

A função d chama-se distância sobre V induzida pela norma ∥·∥. O par (V, d) chama-se
um espaço vetorial métrico. Dado u ∈ V e (un)n∈N ∈ Seq(V ). Diremos que (un)n∈N
converge para u em V se limn→∞ d(un,u) = 0 em F . Portanto. d e ∥ · ∥ são funções
contínuas sobre V , isto é, se limn→∞ xn = x e v ∈ V , então limn→∞ ∥xnu∥ = ∥xu∥
(prove isto!).
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Proposição 7.10 Seja (V, ∥ ·∥) um espaço vetorial normado sobre R. Enão ∥ ·∥ provém
de um produto interno sobre V se, e somente se, ∥ · ∥ satisfaz a identidade do paralelo-
gramo.

Prova. A ida segue do Teorema 7.8. Reciprocamente, a identidade de polarização sugere
que consideremos a função f : V × V → R definida como

f(u,v) =
1

4
(∥u+ v∥2 − ∥u− v∥2) = 1

2
(∥u+ v∥2 − ∥u∥2 − ∥v∥2).

É claro que f(u,u) = ∥u∥2 ≥ 0, para todo u ∈ V , e f(u,u) = 0 se, e somente se,
u = 0. Além disso, f(u,v) = f(v,u), para todos u,v ∈ V . Dados u,v,w ∈ V ,
usando a identidade do paralelogramo e algumas manipulações, obtemos

8(f(u,w) + f(v,w)) = 2(∥u+w∥2 − ∥u−w∥2 + ∥v +w∥2 − ∥v −w∥2)
= 2(∥u+w∥2 + ∥v +w∥2)− 2(∥v −w∥2
+ ∥u−w∥2)
= ∥u+ v + 2w∥2 − ∥u+ v − 2w∥2
= 4f(u+ v, 2w).

Em particular, se v = 0, então 2f(u,w) = f(u, 2w). Assim,

2f(u+ v,w) = f(u+ v, 2w) = 2f(u,w) + 2f(v,w).

É fácil ver, pelo Exemplo 4.10, que f(ru,v) = rf(u,v), para todo r ∈ Q. Dado
a ∈ R, existe uma sequência (rn)n∈N ∈ Seq(Q) tal que limn→∞ rn = a, de modo que
(rnu)n∈N ∈ Seq(V ) e limn→∞ rnu = au. Como ∥ · ∥ é contínua temos que

f(au,v) = f( lim
n→∞

rnu,v) = lim
n→∞

f(rnu,v) = ( lim
n→∞

rn)f(u,v) = af(u,v).

Portanto, f é um produto internos sobre V . Finalmente, 4f(u,u) = ∥u+u∥2 = 4∥u∥2,
isto é, ∥u∥ =

√
f(u,u). Vale observar, com um pouco mais de trabalho, que esta prova

pode ser estendida para F = C.

Tendo definido o conceito de comprimento e distância em um espaço com produto
interno qualquer, é natural perguntar: se o conceito de ângulo pode ser generalizado? A
resposta é verdadeira se nosso corpo é os reais R, mas é falsa no corpo dos números
complexos C. Seja V um espaço Euclidiano. Para quaisquer u,v ∈ V − {0}, o ângulo
entre u e v é definido como o ângulo θ tal que 0 ≤ θ ≤ π e ⟨u,v⟩ = ∥u∥∥v∥ cos θ.
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Note que o produto interno foi usada para definir a noção de direção. Pela desigualdade
de Cauchy-Schwarz,

−1 ≤ ⟨u,v⟩
∥u∥∥v∥

≤ 1

e, assim, o ângulo θ sempre existe e é único, pois cos θ não muda quando u e v são
substituídos por au e bv, para todos a, b ∈ R×

+.

Exercícios

1. Seja V um espaço vetorial sobre F . Mostre que d é uma distância sobre V se,
e somente se, (a) d(u,v) = 0 se, e somente se, u = v. (b) Para quaisquer
u,v,w ∈ V , d(u,w) ≤ d(u,v) + d(w,v).

2. Seja (V, d) um espaço vetorial métrico. Mostre que as seguintes funções, são
distâncias sobre V .

(a) d1(u,v) = min{1, d(u,v)}, para todos u,v ∈ V .

(b) d2(u,v) =
√
d(u,v), para todos u,v ∈ V .

(c) d3(u,v) =
d(u,v)

1+d(u,v) , para todos u,v ∈ V .

3. Sejam (V, d) um espaço vetorial métrico e f : V → V qualquer função injetora.
Mostre que d1(u,v) = d(f(u), f(v)), para todos u,v ∈ V , é uma distância
sobre V .

4. Seja (V, d) um espaço vetorial métrico. Mostre, para quaisquer u,v,w ∈ V , que
|d(u,v)− d(v,w)| ≤ d(v,w).

5. Seja (V, ∥ · ∥) um espaço vetorial normado. Mostre que se (un)n∈N converge para
u em V , então (∥un∥)n∈N converge para ∥u∥ em F .

6. Sejam V = R2 e f(u,v) = 2x1y1 + x1y2 + x2y1 + x2y2. Calcule o ângulo entre
os vetores u = (1, 1) e v = (1,−1).

7. Sejam V = R2,u,v ∈ V − {0} e θ o ângulo entre u e v. Mostre que ⟨u,v⟩ =
∥u∥∥v∥ cos θ é equivalente a Lei dos Cossenos. Faça o mesmo para V = R3.

8. Seja V um espaço com produto interno. Mostre que ⟨u + v,u − v⟩ = ∥u∥2 −
2i Im⟨u,v⟩ − ∥v∥2, para todos u,v ∈ V . Mostre que se Im⟨u,v⟩ = 0, então
⟨u,v⟩ = 0 se, e somente se, ∥u− v∥ = ∥u+ v∥.
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9. (Identidade de Apolônios2) Seja V um espaço Euclidiano. Mostre que

∥w − u∥2 + ∥w − v∥2 = 1

2
∥u− v∥2 + 2∥w − 1

2
(u+ v)∥2,

para todos u,v,w ∈ V .

10. Seja V um espaço vetorial com os produtos internos f e g. Mostre que se ∥u∥f =
∥u∥g, para todo u ∈ V , então f = g.

11. Seja (V, ∥ · ∥) um espaço vetorial normado.

(a) Mostre que f : F × V → V definida como f(x,u) = xu é contínua.

(b) Mostre que g : V × V → V definida como g(u,v) = u+ v é contínua.

12. Sejam V um espaço Euclidiano e u,v ∈ V , com v ̸= 0. Mostre que a função
f(x) = ∥u+ xv∥2, para todo x ∈ R, possui um ponto de mínimo.

13. Seja V espaço com produto interno. Mostre que ∥u + v∥ = ∥u∥ + ∥v∥ se, e
somente se, u e v são LD.

14. Seja V um espaço vetorial com os produtos internos f, g e dimV = n. Mostre
que existe uma constante c independente de u tal que ∥u∥g ≤ c∥u∥f , para todo
u ∈ V .

15. (Desigualdade de Ptolomeu3) Seja V um espaço Euclidiano. Mostre que

∥u− v∥∥w∥ ≤ ∥v −w∥∥u∥+ ∥w − u∥v∥, ∀ u,v,w ∈ V.

Conclua que a igualdade ocorre se, e somente se, 0 ∈ {u,v,w} ou os vetores
u,v,w,0 estão sob um círculo em um subespaço de dimensão 2 em V e os pares
(u,v) e (w,0) separam-se.

16. Seja (V, ∥ · ∥) um espaço vetorial normado sobre R, com dimV = n. Mostre
que ∥ · ∥ provém de um produto interno sobre V se, e somente se, o conjunto
E = {u ∈ V : ∥u∥ = 1} representa um elipsoide.

2Apollonius de Perga, 282-190 a.C., matemático e astrônomo grego.
3Claudius Ptolemy, 100-170, matemático e astrônomo grego.
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7.3 Ortogonalidade

Sejam V um espaço com produto interno, u ∈ V e α, β subconjuntos de V ,
denotamos por

⟨α, β⟩ = {⟨u,v⟩ : u ∈ α,v ∈ β} e ⟨u, β⟩ = {⟨u,v⟩ : v ∈ β}.

Sejam u,v ∈ V . Diremos que u e v são ortogonais se ⟨u,v⟩ = 0 e denotamos por
u ⊥ v. Diremos que α e β são ortogonais se ⟨α, β⟩ = {0} e denotamos por α ⊥
β. Em particular, u ⊥ β quando ⟨u, β⟩ = {0}. É muito importante ressaltar que
ortogonalidade não é preservada por isomorfismo, ou seja, ⟨u,v⟩ = 0 não garante que
⟨T (u), T (v)⟩ = 0, confira o Exemplo 7.15 a seguir..

Proposição 7.11 Seja V um espaço com produto interno. Então:

1. 0 ⊥ u, para todo u ∈ V .

2. Se u ⊥ v, então v ⊥ u, para todos u,v ∈ V .

3. Se u ⊥ v, para todo v ∈ V , então u = 0.

4. Se u ⊥ w e v ⊥ w, então (u+ v) ⊥ w, para todos u,v,w ∈ V .

5. Se u ⊥ v, então (au) ⊥ v, para todos u,v ∈ V e a ∈ F .

Prova. Vamos provar apenas o item (1). Como, para cada u ∈ V fixado, a função
f : V → F definida como f(v) = ⟨v,u⟩ é linear temos que f(0) = 0, ou seja,
⟨0,u⟩ = 0.

Sejam V um espaço com produto interno e α = (us)s∈S uma família sobre V .
Diremos que α é um sistema ortonormal se ⟨us,ut⟩ = δst, para todos s, t ∈ S, e α
é um sistema ortonormal completo se 0 é o único vetor ortogonal a qualquer vetor de
α. Quando S for finito, diremos que α é um sistema de coordenadas cartesianas. Por
exemplo, Fn possuiu um sistema de coordenadas cartesianas α = {e1, . . . , en}.

Teorema 7.12 Seja V um espaço com produto interno. Se α for um sistema ortonormal
sobre V , então α é LI .

Prova. Sejam us1 , . . . ,usn vetores distintos de α e x1, . . . , xn ∈ F tais que

x1us1 + · · ·+ xnusn = 0.
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Então 0 = ⟨0,usj ⟩ =
∑n

i=1 xi⟨usi ,usj ⟩ = xj . Assim, xj = 0, para j = 1, . . . , n.
Portanto, α é LI .

Sejam V um espaço com produto interno e α = (us)s∈S uma família sobre V .
Diremos que α é ortogonal se us ⊥ ut, para todos s, t ∈ S.

Corolário 7.13 Seja V um espaço com produto interno. com dimV = n. Se α =
{u1, . . . ,un} for um sistema ortonormal sobre V , então α é uma base ortogonal de V .

Prova. Fica como um exercício.

Exemplo 7.14 Seja V = F 2 com o produto interno do Exemplo 7.3. Mostre que α =
{(2, 1), (−3, 1)} é uma base ortogonal de V .

Solução. Como ⟨(2, 1), (−3, 1)⟩ = 2(−3)− 2 · 1− 1(−3) + 5 · 1 · 1 = 0 temos que os
vetores (2, 1) e (−3, 1) são LI . Portanto, β é uma base ortogonal de V .

Exemplo 7.15 Seja V = P1(F ) com o produto interno do Exemplo 7.2. Mostre que
α = {1, 1− 2x} é uma base ortogonal de V .

Solução. Como ⟨1, 1 − 2x⟩ = 0 temos que os vetores 1 e 1 − 2x são LI . Portanto, α
é uma base ortogonal de V . Observe que se F 2 for o espaço do Exemplo 7.14, então a
função T : F 2 → P1(F ) definida como T (a, b) = a+ bx é claramente um isomorfismo.
Assim, ⟨(2, 1), (−3, 1)⟩ = 0, mas ⟨T (2, 1), T (−3, 1)⟩ = −37

6 , ou seja, T não preserva
ortogonalidade.

Exemplo 7.16 Seja V = l2 com o produto interno do Exemplo 7.4. Mostre que α =
{e1, . . . , en, . . .}, com en = (δkn)k∈N ∈ V , é um sistema ortonormal sobre V , mas não
é uma base ortogonal de V .

Solução. É claro que ⟨em, en⟩ = δmn, isto é, α é um sistema ortonormal de V . Assim,
α é LI , mas V ̸= R[α], pois u = (n−1)n∈N ∈ V e u /∈ R[α].

Sejam V um espaço com produto interno e α = {u1, . . . ,un} uma base orto-
gonal de V . Então é fácil verificar que u =

∑n
i=1 xiui, para todo u ∈ V , com

xi = ⟨u,ui⟩∥ui∥−2 ∈ F . Neste caso, [u]α = (x1, . . . , xn)
t. Os escalares xi chamam-se

coeficientes de Fourier4 de u em relação à base α ou as componentes de u na direção de
ui e a expressão para u no lado direito chama-se expansão de Fourier de u em relação à
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Figura 7.1: Projeção de u sobre F [ui].

base α. Os xiui são os vetores projeções de u sobre F [ui]. Neste caso, (u−xiui) ⊥ ui,
para i = 1, . . . , n, confira Figura 7.1.

Exemplo 7.17 Sejam V = R2 com o produto interno usual e α = {(1, 1), (−1, 1)}.
Mostre que α é uma base ortogonal de V . Calcule [(2, 3)]α.

Solução. É claro que ⟨(1, 1), (−1, 1)⟩ = 0. Assim, α é uma base ortogonal de V . como
x1 =

5
2 e x2 = 1

2 temos que [(2, 3)]α = 1
2(5, 1)

t.

Exemplo 7.18 Sejam V um espaço com produto interno e u ∈ V . Mostre que u ⊥ v
se, e somente se, ∥u∥ ≤ ∥u− av∥, para todo a ∈ F , ou se, e somente se, ∥u+ av∥ =
∥u− av∥, para todo a ∈ F .

Solução. Se u ⊥ v, então ∥u − av∥2 = ∥u∥2 − 2Re⟨u, av⟩ + ∥av∥2 implica que
∥u− av∥2 ≥ ∥u∥2, pois ∥av∥2 ≥ 0, para todo a ∈ F . Reciprocamente, se v = 0, nada
há para ser provado. Se v ̸= 0 e ∥u∥ ≤ ∥u− av∥, para todo a ∈ F , então

−2Re⟨u, av⟩+ ∥av∥2 = ∥u− av∥2 − ∥u∥2 ≥ 0.

Vamos escolher a = ⟨u,v⟩∥v∥−2, de modo que ⟨u, av⟩ seja um número real. Assim,
−|⟨u,v⟩|2∥v∥−2 ≥ 0. Portanto, ⟨u,v⟩ = 0 ou u ⊥ v.

Exercícios

1. Sejam V = Fn um espaço com produto interno e A ∈ Fn×n. Mostre que A∗A é
diagonal se, e somente se, Ci ⊥ Cj = 0, se i ̸= j, em V .

4Jean-Baptiste Joseph Fourier, 1768-1830, matemático e físico francês.
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2. Seja V = F 4 com o produto interno usual. Mostre que

α = {(1, 1, 0,−1), (1, 2, 1, 3), (1, 1,−9, 2), (16,−13, 1, 3)}

é uma base ortogonal de V . Calcule [(a, b, c, d)]α.

3. Sejam V um espaço com produto interno e x, y, z, t ∈ F . Mostre que se u,v ∈ V
forem ortogonais e unitários, então

(xu+ yv) ⊥ (zu+ tv)⇔ xz + yt = 0.

4. (Teorema de Pitágoras) Sejam V um espaço com produto interno e vetores
u1, . . . ,un ∈ V . Mostre que se ui ⊥ uj , quando i ̸= j, então

∥u1 + · · ·+ un∥2 = ∥u1∥2 + · · ·+ ∥un∥2.

5. Sejam V um espaço Euclidiano, S = {v ∈ V : ∥v∥ = 1} e f : S → R a função
definida como f(v) = ∥u− v∥, para qualquer vetor unitário u ∈ V .

(a) Mostre que o valor máximo de f é 2 e o valor mínimo de f é 0.

(b) Mostre que f(v) =
√
2 se, e somente se, u ⊥ v.

6. Sejam V = Pn(R) e c0, . . . , cn ∈ R distintos aos pares. Mostre que a função
f(p(x), q(x)) =

∑n
i=0 p(ci)q(ci) é um produto interno sobre V . Conclua que

Li(x) =
∏

i̸=k(ci − ck)−1(x− ck) formam uma base ortonormal de V .

7.4 Processo de Ortogonalização de Gram-Schmidt

Sejam V um espaço com produto interno e α = {u1, . . . ,un} qualquer lista de
vetores LI em V . Então podemos construir vetores ortogonais v1, . . . ,vn em V tal que
a lista β = {v1, . . . ,vk} seja uma base de W = F [u1, . . . ,uk], para k = 1, . . . , n,
como segue: para iniciar o processo vamos escolher v1 como qualquer um dos vetores
da lista α, digamos v1 = u1. Já vimos, na Figura 7.1. que o vetor

v2 = u2 − ⟨u2,v1⟩∥v1∥−2v1
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é ortogonal ao vetor v1 e é claro que F [v1,v2] = F [u1,u2]. Como os vetores de
F [v1,v2] são da forma x1v1 + x2v2 e u3 /∈ F [v1,v2] temos que

⟨u3 − (x1v1 + x2v2),v1⟩ = 0⇔ x1 = ⟨u3,v1⟩∥v1∥−2.

De modo análogo, x2 = ⟨u3,v2⟩∥v2∥−2. Logo, o vetor

v3 = u3 − ⟨u3,v1⟩∥v1∥−2v1 − ⟨u3,v2⟩∥v2∥−2v2

é tal que v1 ⊥ v3,v2 ⊥ v3 e F [v1,v2,v3] = F [u1,u2,u3], confira Figura 7.2. Conti-
nuando desta maneira, obtemos uma base ortogonal β = {v1, . . . ,vk} deF [u1, . . . ,uk],
em que

vk = uk −
k−1∑
i=1

⟨uk,vi⟩
∥vi∥2

vi, k = 1, . . . , n.

Note que existem 2n tais bases. Este processo de ortogonalização é conhecido como o
processo de ortogonalização de Gram-Schmidt.5

Figura 7.2: Projeção de u3 sobre F [u1,u2].

Proposição 7.19 Qualquer espaço com produto interno e dimensão finita possui uma
base ortonormal.

Prova. Basta escolher wk = ∥vk∥−1vk, com k = 1, . . . , n = dimV .

Exemplo 7.20 Sejam V = R3 com o produto interno usual e α = {v1,u2,u3}, com
u1 = (3, 0,−3),u2 = (−1, 1, 2) e u3 = (2, 1, 1) uma base de V . Determine a partir
de α uma base ortonormal de V .

5Erhard Schmidt, 1876-1959, matemático alemão.
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Solução. Pelo exposto, vamos escolher um vetor inicial w1, digamos

w1 = ∥u1∥−1u1 = 2−
1
2 (1, 0,−1).

Assim, v2 = u2 − ⟨u2,w1⟩w1 = 2−1(1, 2, 1) e w2 = ∥v2∥−1v2 = 6−
1
2 (1, 2, 1).

Finalmente,

v3 = u3 − ⟨u3,w1⟩w1 − ⟨u3,w2⟩w2 = 3−1(2,−2, 2)

e w3 = ∥v3∥−1v3 = 3−
1
2 (1,−1, 1). Portanto, β = {w1,w2,w3} é uma base ortonor-

mal de V . Observe, para qualquer u = (x1, x2, x3) ∈ V , que

u =
3∑

i=1

⟨u,wi⟩wi =
x1 − x3

2
w1 +

x1 + 2x2 + x3
6

w2 +
x1 − x2 + x3

3
w3.

Portanto, a base β∗ = {f1, f2, f3} de V ∗, a qual é dual a β, é definida explicitamente
como os coeficientes de Fourier fi(u) = ⟨u,wi⟩ em relação à base β.

Teorema 7.21 Sejam V um espaço com produto interno, W qualquer subespaço de V
e u ∈ V .

1. Se w ∈ W , então (u−w) ⊥ z, para todo z ∈ W se, e somente se, ∥u−w∥2 =
inf{∥u− v∥2 : v ∈W}.

2. Se a melhor aproximação w de u por vetores de W existir, é única.

3. Se dimW = n e α = {v1, . . . ,vn} for qualquer base ortogonal de W , então

w =

n∑
i=1

⟨u,vi⟩∥vi∥−2vi

é a melhor aproximação de u por vetores de W e d(u,W ) = ∥u−w∥.

Prova. Primeiro confira o Exemplo 7.18 com W = F [v] e, para qualquer v ∈ W ,
u− v = (u−w) + (w − v) implica que

∥u− v∥2 = ∥u−w∥2 + 2Re⟨u−w,w − v⟩+ ∥w − v∥2 (7.3)

Se (u − w) ⊥ z, para todo z ∈ W , então ∥u − v∥2 ≥ ∥u − w∥2, pois w − v ∈ W ,
∥w − v∥2 ≥ 0 e o mínimo ocorre quando v = w. Reciprocamente, se v = w, nada há
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para ser provado. Se v ̸= w e ∥u − w∥2 ≤ ∥u − v∥2, para todo v ∈ W , então, pela
equação (7.3),

2Re⟨u−w,w − v⟩+ ∥v −w∥2 = ∥u− v∥2 − ∥u−w∥2 ≥ 0,

de modo que 2Re⟨u−w, z⟩+ ∥z∥2 ≥ 0, para todo z = w − v ∈ W . Vamos escolher
z = −⟨u −w,w − v⟩∥w − v∥−2(w − v), para que ⟨u −w, z⟩ seja um número real.
Assim,

−|⟨u−w,w − v⟩|2∥w − v∥−2 ≥ 0⇔ ⟨u−w,w − v⟩ = 0.

Portanto, (u−w) ⊥ z, para todo z ∈ W . (2) Seja w1 ∈ W outra melhor aproximação
de u por vetores de W . Então ∥u −w∥2 ≤ ∥u −w1∥2 e ∥u −w1∥2 ≤ ∥u −w∥2, de
modo que ∥u−w∥2 = ∥u−w1∥2. Logo, pela equação (7.3),

∥u−w∥2 = ∥(u−w1) + (w1 −w)∥2 = ∥u−w1∥2 + ∥w1 −w∥2

implica que w1 = w. (3) Como z =
∑n

i=1⟨z,vi⟩∥vi∥−2vi temos, depois de alguns
cálculos, que

⟨u−w, z⟩ =
n∑

i=1

⟨z,vi⟩⟨u,vi⟩∥vi∥−2 −
n∑

i=1

⟨u,vi⟩⟨z,vi⟩∥vi∥−2 = 0.

Portanto, w é o ponto de mínimo da função f : W → F de®nida como f (x) = ∥x−u∥2. 
Mais explicitamente, se S = {x ∈ W : ∥x − u∥ ≤ ∥u∥}, então S é “compacto” e 
f : S → F de®nida como f (x) = ∥x − u∥ possui o valor mínimo d(u, W ) = f (w) = 
∥u − w∥. Isto é uma generalização da distância de um ponto a um plano em R3.

Vamos finalizar esta seção com a formulação matricial do processo de ortogona-
lização de Gram-Schmidt. Seja α = {u1, . . . , un} qualquer base de V com um produto 
interno. Então já vimos que os vetores

vk = uk −
k−1∑
i=1

⟨uk,wi⟩wi e wk = ∥vk∥−1vk, k = 1, . . . , n,

formavam uma base ortogonal e uma base ortonormal de V . Pondo tjj = ∥vj∥ e tij =
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⟨uj ,wi⟩ = ⟨wi,uj⟩, com i < j, obtemos vj = tjjwj e

u1 = t11w1,u2 = t12w1 + t22w2, . . . ,un =
n−1∑
i=1

tinwi + tnnwn.

Assim, considerando as matrizes A,Q e R cujas colunas são as coordenadas dos vetores
uj ,wj e tj = (t1j , . . . , tnj), respectivamente, de modo que A = QR. Portanto, para
cada A ∈ Rn×n, cujas colunas são LI , existe uma matriz ortogonal Q e uma matriz
triangular superior R tal que A = QR, ou seja, a matriz A possui uma fatoração QR
em uma matriz ortogonal Q e uma matriz triangular superior R. Pelo Exemplo 7.20, as
matrizes A,Q e R são: 3 −1 2

0 1 1
−3 2 1

 ,


1√
2

1√
6

1√
3

0 2√
6
− 1√

3

− 1√
2

1√
6

1√
3

 e

 3
√
2 − 3√

2
1√
2

0
√
6
2

5√
6

0 0 2
√
3

3

 .

Observe que o sistema AX = B é equivalente ao sistema RX = QtB.

Exercícios

1. Seja V um espaço com produto interno. Mostre que se (xu+yv) ⊥ w, então não
é verdade, em geral, que u ⊥ w e v ⊥ w.

2. Sejam V = F 2 e f(u,v) = 2x1y1 + x1y2 + x2y1 + x2y2. Determine uma base
ortonormal de V a partir da base α = {(−1, 1), (1, 1)}.

3. Seja V um espaço com produto interno e dimV = n. Mostre que V é isomorfo a
Fn, como um espaço com produto interno.

4. Sejam V = R[x] e

⟨f(x), g(x)⟩ =
∫ 1

−1
f(t)g(t)dt

Determine uma base ortonormal de V a partir da base canônica de V .

5. Seja V = R3 com o produto interno usual. Determine uma base ortonormal para
o subespaço W = {(x, y, z) ∈ V : x − y + z = 0} de V e a distância d(u,W ),
com u = (1, 2, 3).
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7.5 Complementar Ortogonal

Sejam V um espaço com produto interno e β um subconjunto não vazio de V . O
complementar ortogonal de β em V é o conjunto

β⊥ = {v ∈ V : ⟨v,u⟩ = 0, ∀ u ∈ β} =
⋂
u∈β
{v ∈ V : ⟨v,u⟩ = 0}.

Observe, pelos itens (1), (4) e (5) da Proposição 7.11, que β⊥ é um subespaço de V se
β for um subespaço ou não de V . Note, também, pelos itens (1) e (3) da Proposição
7.11, que {0}⊥ = V e V ⊥ = {0}.

Exemplo 7.22 Seja W = F [(1, 0, 1, 0), (1, 1, 0, 0)] um subespaço de F 4 munido com o
produto interno usual. Determine W⊥.

Solução. Pelo exposto, u = (x, y, z, t) ∈W⊥ se, e somente se,

⟨u, (1, 0, 1, 0)⟩ = 0 e ⟨u, (1, 1, 0, 0)⟩ = 0,

isto é, resolver o sistema x+ z = 0 e x+y = 0. Assim, x = −z, y = z e z, t quaisquer.
Portanto, W⊥ = F [(−1, 1, 1, 0), (0, 0, 0, 1)]. Note que W ∩ W⊥ = {(0, 0, 0, 0)} e
F 4 =W ⊕W⊥.

Teorema 7.23 (Teorema da Projeção) Sejam V um espaço com produto interno e W
um subespaço de V , com dimW = k. Então V =W ⊕W⊥.

Prova. Como dimW = k temos, pelo processo de ortogonalização de Gram-Schmidt,
queW contém uma base ortonormal β = {u1, . . . ,uk}. Assim, para cada v ∈ V existe,
pelo item (3) do Teorema 7.21, um único vetor

w = ⟨v,u1⟩u1 + · · ·+ ⟨v,uk⟩uk ∈W,

tal que v−w ∈W⊥. Logo, v = w+(v−w) ∈W+W⊥. Portanto, V =W+W⊥, de
modo que V =W⊕W⊥, poisW∩W⊥ = {0}. Vale lembrar que a melhor aproximação
w é projeção de v sobre W ou a expansão de Fourier de v em relação à base β.

É muito importante ressaltar o seguinte: se a dimensão de W , no Teorema 7.23,
for infinita o resultado é, em geral, falso. Por exemplo, consideremos o espaço V = l2
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do Exemplo 7.16 e W = R[α]. Então

W⊥ = {v ∈ V : ⟨v,u⟩ = 0, ∀ u ∈W} = {0},

pois se v = (yn) ∈ W⊥, então yn = ⟨v, en⟩ = 0, para todo n ∈ N, de modo que
v = 0. Portanto, W ⊕W⊥ =W ̸= V . Note que α é um conjunto ortonormal maximal
(completo), pois não existe v = (yn) ∈W⊥ diferente do vetor nulo.

Teorema 7.24 Sejam V um espaço com produto interno e U,W subespaços de V . En-
tão as seguintes condições são equivalentes:

1. V = U ⊕W e U ⊥W (Soma Direta Ortogonal);

2. V = U ⊕W e W = U⊥;

3. V = U ⊕W e W ⊆ U⊥.

Prova. (1⇒ 2) Como U ⊥ W temos que W ⊆ U⊥. Por outro lado, se v ∈ U⊥, então
existe um u ∈ U e um w ∈W tal que v = u+w, de modo que

0 = ⟨u,v⟩ = ⟨u,u+w⟩ = ⟨u,u⟩+ ⟨u,w⟩ = ⟨u,u⟩

implica que u = 0 e v = w ∈W . Assim, U⊥ ⊆W . Portanto, W = U⊥. A implicação
(2⇒ 3) é clara. (3⇒ 1) Como W ⊆ U⊥ temos que U ⊥W .

Proposição 7.25 Sejam V um espaço com produto interno, com dimV = n, e W um
subespaço de V . Então V = W ⊕W⊥ se, e somente se, existir um E ∈ L(V ) tal que
ImE =W , kerE =W⊥ e E(w) = w, para todo w ∈W .

Prova. Se V = W ⊕W⊥, basta definir E : V → V como E(w + u) = w, para todo
w ∈W e u ∈W⊥. Reciprocamente, cada vetor v ∈ V pode ser escrito sob a forma

v = E(v) + (v − E(v)),

onde E(v) ∈ W e v − E(v) ∈ W⊥. Assim, V = W +W⊥. É fácil verificar que
W ∩W⊥ = {0}. Portanto, V =W ⊕W⊥.

O operador E definido na Proposição 7.25 chama-se projeção ortogonal de V
sobre W . Em particular, se α = {u1, . . . ,uk} for uma base ortonormal de W , então

E(v) = ⟨v,u1⟩u1 + · · ·+ ⟨v,uk⟩uk,
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∥E(v)∥ ≤ ∥v∥ e d(v,W ) = ∥v − E(v)∥, para todo v ∈ V . Além disso, F ∈ L(V )
definido como F (v) = v − F (v) é a projeção ortogonal de V sobre W⊥. Neste caso,
o processo de Gram-Schmidt pode ser descrito geometricamente como segue: sejam V
um espaço com produto interno e α = {u1, . . . ,un} qualquer lista de vetores LI em V .
Então definimos E1 = I e Ek a projeção ortogonal de V sobre F [u1, . . . ,uk−1]

⊥, para
k = 2, . . . , n. Portanto, os vetores

vk = E(uk), k = 1, . . . , n,

formam uma base ortogonal de W = F [α].

Exemplo 7.26 Seja W = R[(1, 1, 1, 1), (1,−3, 4,−2)] um subespaço de V = R4 com
o produto interno usual. Determine a melhor aproximação de v = (1, 3, 5, 7) sobre W
e d(v,W ).

Solução. Como ⟨(1, 1, 1, 1), (1,−3, 4,−2)⟩ = 0 temos que eles formam uma base or-
togonal β de W . Então os coeficientes de Fourier v em relação a β são: x1 = 4 e
x2 = − 1

15 . Assim,

P (v) = x1(1, 1, 1, 1) + x2(1,−3, 4,−2) =
1

15
(59, 63, 56, 62).

Portanto, d(v,W ) = ∥v − P (v)∥ = 1
15

√
4470.

Exemplo 7.27 Seja R3 com o produto interno usual. Determine a solução do sistema
x+ 2y − 2z = 1
2x+ y − 2z = 6
x+ 8y − 6z = −7

mais próxima do vetor 0 = (0, 0, 0) ∈ R3.

Solução. Pelo Teorema 2.21, basta escalonar a matriz
1 2 1 1 0 0
2 1 8 0 1 0
−2 −2 −6 0 0 1

−1 −6 7 0 0 0

→ · · · →


1 0 5 1
3 −2

3 0
0 1 −2 2

3 −1
3 0

0 0 0 2
3

2
3 1

0 0 0 11
3 −4

3 0

 .

Portanto, x = 1
3(11,−4.0) + t(2, 2, 3), para todo t ∈ R, é a solução geral do sistema.
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Seja W = R[(2, 2, 3)] o espaço solução do sistema homogêneo. Observe que W = L⊥

do espaço linha da matriz dos coeficientes A. Então o nosso problema é encontrar
v ∈ W que minimize ∥x − xp∥, ou seja, d(xp,W ). Uma base ortonormal de W é
{u = 1√

17
(2, 2, 3)} e P (xp) = ⟨xp,u⟩u = 14

51(2, 2, 3). Logo,

x0 = xp + P (xp) =
1

3
(11,−4, 0) + 14

51
(2, 2, 3) =

1

51
(215,−40, 42)

é a solução mais próxima do vetor 0 = (0, 0, 0).

Vamos finalizar esta seção apresentando um método alternativo para obter a matriz
da projeção ortogonal se V = Fn for um espaço com produto interno.

Lema 7.28 Seja A ∈ Fn×k cujas colunas são LI . Então A∗A é não singular.

Prova. Pelo Exemplo 4.38, temos que k = ρ(A) = ρ(A∗A). Portanto, A∗A é não
singular.

Teorema 7.29 Sejam W um subespaço de V e β = {u1, . . . ,uk} qualquer base de W .
Se A ∈ Fn×k for a matriz cujas colunas são os vetores ui, então P = A(A∗A)−1A∗

é a matriz da projeção ortogonal E ∈ L(V ), a qual chama-se matriz da projeção orto-
gonal para W .

Prova. Suponhamos que A = (u1, . . . ,uk) ∈ Fn×k. Então AX é um elemento do
espaço linha de A, para algum X ∈ F k×1. Assim, para cada Y ∈ Fn×1 temos, pelo
Lema 7.28, que

⟨Y −AX, [uj ]⟩ = 0⇔ A∗(Y −AX) = O⇔ X = (A∗A)−1A∗Y

Portanto, EY = AX = A(A∗A)−1A∗Y, de modo que E = A(A∗A)−1A∗.

É muito importante ressaltar que a matriz da projeção ortogonal para W não de-
pende da base β, pois se B ∈ Fn×k for outra matriz, então existe uma matriz não
singular Q ∈ F k×k tal que A = BQ. Assim, depois de alguns cálculos,

E = A(A∗A)−1A∗ = BQ((BQ)∗BQ)−1BQ∗ = B(B∗B)−1B∗.

Lembre-se que A∗A é a matiz de Gram induzida pelo produto interno. Em particular,
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se escolhermos uma base ortonormal de W , então B∗B = Ik e

E = BB∗ =
k∑

j=1

CjC
∗
j e ρ(E) =

k∑
j=1

ρ(CjC
∗
j ).

Exemplo 7.30 Seja W = {(x, y, z) ∈ R3 : x − y + z = 0} um subespaço de V = R3

com o produto interno usual. Determine a melhor aproximação de v = (1, 2, 3) sobre
W e d(v,W ).

Solução. É fácil verificar que β = {(1, 1, 0), (0, 1, 1)} é uma base de W . Então

A =

 1 0
1 1
0 1

 ,A∗A =

(
2 1
1 2

)
e (A∗A)−1 =

1

3

(
2 −1
−1 2

)
.

Assim,

P = A(A∗A)−1A∗ =
1

3

 2 1 −1
1 2 1
−1 1 2

 .

Pondo Y = [v], obtemos PY = 1
3(1, 8, 7)

t. Portanto, w = P (v) = 1
3(1, 8, 7) e

d(v,W ) = ∥v −w∥ = 2
3

√
3.

Exercícios

1. Sejam T ∈ L(F 3) definido como T (x, y, z) = (z, x − y,−z) e W = kerT .
Encontre uma base ortonormal de W⊥:

(a) Em relação ao produto interno usual.

(b) Em relação ao produto interno ⟨u,v⟩ = 2x1x2 + y1y2 + 4z1z2.

2. Seja W = F [(1, 1, 0), (0, 1, 1)] um subespaço de V = F 3 com o produto interno
usual. Determine W⊥ e T ∈ L(V ) tal que ImT =W e kerT =W⊥.

3. Sejam V = F 3, com ⟨u,v⟩ = 2x1x2 + 4y1y2 + 3z1z2, T ∈ L(V ) definido como
T (x, y, z) = (x− y, 0, z) e W = kerT . Encontre bases ortogonais de W e W⊥.
Use estas bases para determinar uma base ortogonal de V .
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4. Seja W = F [(1, 0,−1), (0, 1, 1)] um subespaço de V = F 3 com o produto in-
terno usual. Determine W⊥ e T ∈ L(V ) diagonalizável tal que ImT = W e
kerT =W⊥.

5. Seja β = {(1, 0, 1), (1, 1, 0), (2, 1, 1)} um subconjunto de V = F 3 com o produto
interno usual. Determine β⊥. Se β = [(1, 0, 1), (1, 1, 0), (0, 1, 1)], o que seria β⊥?
Encontre bases ortogonais de β e β⊥.

6. Sejam u1 = (1, 0,−2, 1),u2 = (4, 3, 0,−1),u3 = (0,−3,−8, 5) ∈ F 4, com o
produto interno usual, e W = F [ui]. Ache bases ortonormais de W e W⊥.

7. Seja {u1, . . . ,uk} uma base ortogonal de V , com um produto interno. Mostre que
{k1u1, . . . , knuk} é uma base ortogonal de V , para todo ki ∈ F×.

8. Seja W = F [(1, 1, 1, 1), (1,−1, 2, 2), (1, 2,−3,−4)] um subespaço de F 4, com
o produto interno usual. Determine a melhor aproximação de v = (1, 2,−3, 4) ∈
F 4 sobre W .

9. Seja V = C([−1, 1],R) o espaço das funções contínuas, com

⟨f, g⟩ =
∫ 1

−1
f(t)g(t)dt

e W = R[1, x, x2, x3] um subespaço de V . Determine a melhor aproximação de
f(x) = ex sobre W .

10. Sejam V = F 2×2, com f(A,B) = tr(B∗A) e W = {A ∈ V : A∗ = A}.
Determine uma base ortogonal de W⊥.

11. Seja W = {f ∈ V : f(−x) = −f(x), para todo x ∈ [−1, 1]} um subespaço de
V do Exercício (9). Determine W⊥.

12. Sejam V um espaço com produto interno, dimV = n e U , W subespaços de V .
Mostre que:

(a) U⊥⊥ = U e U ⊆W se, e somente se, W⊥ ⊆ U⊥.

(b) (U +W )⊥ = U⊥ ∩W⊥ e (U ∩W )⊥ = U⊥ +W⊥.

(c) Se ⟨v, U + U⊥⟩ = 0, então v = 0.
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13. Sejam V um espaço com produto interno e u,v ∈ V vetores unitários. Mostre,
sem usar a desigualdade de Cauchy-Schwarz, que |⟨u,v⟩| ≤ 1. Use isto, para
deduzir uma outra prova da desigualdade de Cauchy-Schwarz.

14. Sejam V um espaço com produto interno, W um subespaço de V e u ∈ V satis-
faça ⟨u,w⟩+ ⟨w,u⟩ ≤ ⟨w,w⟩, para todo w ∈W . Mostre que u ∈W⊥.

15. Sejam V um espaço com produto interno, com dimV = n, e H um subespaço de
V , com dimH = n− 1.

(a) Mostre que existe um vetor unitário n ∈ V tal que H = {x ∈ V : ⟨x,n⟩ =
0}.

(b) Defina w = x − 2⟨x,n⟩n, para cada x ∈ V . Mostre que x − w ∈ H⊥ e
1
2(x+w) ∈ H .

(c) Mostre que R : V → V definida como R(x) = w é linear e R2 = I , ou
seja, R é uma reflexão de V em H paralela a n.

16. Sejam V um espaço Euclidiano e S = {x ∈ V : ∥x∥ = ∥u∥}, para cada u ∈ V .
Mostre que ⟨u,w⟩ = 0, para algum w ∈ V , se, e somente se, S ∩ r = {u}, em
que r = {u+ tw : t ∈ R}.

17. Sejam V um espaço Euclidiano e S = {x ∈ V : (x−u) ⊥ (x−v)}, para vetores
u,v ∈ V distintos. Mostre que S é uma esfera, isto é, S = {x ∈ V : ∥x− x0∥ =
R}, com x0 ∈ V e R > 0.

18. Sejam A ∈ F 2×2 e TA ∈ L(V ), com V = F 2×1 um espaço Euclidiano. Mostre
que se ⟨T (X),X⟩ = 0, para todo X ∈ V , então A = λ(E21 − E12), para algum
λ ∈ F .

19. Sejam V um espaço com produto interno e T ∈ L(V ). Mostre que se α =
{u1, . . . ,un} for uma base ortonormal de V , então [T ]αα = (⟨T (uj),ui⟩).

20. Sejam V um espaço com produto interno e α = {u1, . . . ,uk} uma lista em V e
Gα = (⟨ui,uj⟩). Mostre que α é LD se, e somente se, detGα = 0.

21. Sejam V = Fn um espaço com produto interno e T ∈ L(V ) tal que T (ei) = ui,
para i = 1, . . . , n, em que β = {u1, . . . ,un} é uma base ortonormal de V . Mostre
que ∥T (u) − T (v)∥ = ∥u − v∥, para todos u,v ∈ V . Conclua que T é um
isomorfismo.
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22. (Desigualdade de Bessel6) Sejam V um espaço com produto interno e β =
{u1, . . . ,uk} um sistema ortonormal de V . Mostre que

n∑
i=1

|⟨v,ui⟩|2 ≤ ∥v∥2, ∀ v ∈ V.

Além disso, se W = F [β], então as seguintes condições são equivalentes:

(a) w ∈W ;

(b)
∑n

i=1 |⟨w,ui⟩|2 = ∥w∥2; (Identidade de Bessel)
(c) w =

∑n
i=1⟨w,ui⟩ui;

(d) ⟨w,v⟩ =
∑n

i=1⟨w,ui⟩⟨ui,v⟩, para todo v ∈ V .

23. (Identidade de Parseval7) Sejam V um espaço com produto interno e β =
{u1, . . . ,uk} uma base ortonormal de V . Mostre que

⟨v,w⟩ = ⟨v,u1⟩⟨w,u1⟩+ · · ·+ ⟨v,un⟩⟨w,un⟩, ∀ v,w ∈ V.

24. Sejam V = R2 um espaço Euclidiano e θ, ϕ ∈ [0, π]. Mostre que

cos(θ − ϕ) = cos θ cosϕ+ sen θ senϕ.

25. Sejam V um espaço Euclidiano, u ∈ V e W um subespaço de V , com uma
base α = {v1, . . . ,vn}. Mostre que d(u,W )2 = G(α)−1G({u} ∪ α), em que
G(α) = det(⟨ui,uj⟩) é o determinante de Gram.

26. Sejam V um espaço com produto interno e α = {u1, . . . ,un} uma base de V .
Mostre que existem únicos v1, . . . ,vn ∈ V tais que ⟨ui,vj⟩ = δij . Conclua que
as bases ortonormais de V são precisamente as bases autoduais.

27. Sejam a1, . . . , an ∈ R×
+ e λ ∈ R. Mostre que

(
n∑

i=1

√
ai)

2 ≤
n∑

i=1

aλi

n∑
i=1

a1−λ
i .

6Friedrich Wilhelm Bessel, 1784-1846, matemático, físico e astrônomo alemão.
7Marc-Antoine Parseval des Chênes, 1755-1836, matemático francês.
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Conclua que a igualdade ocorre se, e somente se, λ = 2−1 ou λ ̸= 2−1 e a1 =
· · · = an.

28. Sejam V um espaço com produto interno e β = {u1, . . . ,uk} uma base ortonor-
mal de V . Mostre que

f(S, T ) =
n∑

i=1

⟨S(ui), T (u1)⟩, ∀ S, T ∈ L(V ),

é um produto interno sobre L(V ).

29. Sejam V um espaço com produto interno e T ∈ L(V ). Mostre que se v ∈ V for
qualquer vetor unitário, então

⟨T (v),v⟩⟨v, T (v)⟩ ≤ ⟨T (v), T (v)⟩.

Conclua que se A ∈ Cn×n e X ∈ Cn×1, com ∥X∥ = 1, então |X∗AX| ≤ ∥AX∥
e a igualdade ocorre se, e somente se, X for um autovetor de A.
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8
Operadores em Espaços 

com Produto Internos

O objetivo deste capítulo é estudar a estrutura de certos tipos especiais de opera-
dores lineares em espaços com produto internos reais e complexos de dimensão finita.
Para definir esses operadores, introduzimos outro tipo de adjunto, diferente do opera-
dor adjunto do Capítulo 4. Além disso, vamos classificar as cônicas e as superfícies
quaádricas.

8.1 Operador Adjunto

Vamos iniciar, esta seção, tratando os funcionais lineares em um espaço com pro-
duto interno e sua relação com o produto interno. Usaremos esse resultado para provar
a existência do “adjunto” de um operador linear T sobre V .

Sejam V um espaço com produto interno e v ∈ V fixado. Então a função fv :
V → F definida como

fv(u) = ⟨u,v⟩, ∀ u ∈ V,

é um funcional linear (prove isto!).

Teorema 8.1 (Teorema da Representação de Riesz) 1 Sejam V um espaço com pro-

1Frigyes Riesz, 1880-1956, matemático húngaro.
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duto interno e dimV = n. Então f ∈ V ∗ se, e somente se, existir um único vf ∈ V tal
que f(u) = ⟨u,vf ⟩, para todo u ∈ V .

Prova. Se f = 0, então existe um vf = 0 ∈ V . Se f ̸= 0, então W = ker f
é um subespaço de V , com dimW = n − 1. Assim, V = W ⊕ F [v], para algum
v ∈ W⊥. Logo, pela Proposição 7.25, existe uma projeção ortogonal P de V sobre
F [v]. Portanto, f(u) = f(P (u)), para todo u ∈ V . Por outro lado, para qualquer vetor
não nulo w ∈W⊥, obtemos

P (u) =
⟨u,w⟩
∥w∥2

w e f(u) =
⟨u,w⟩
∥w∥2

f(w),

para todo u ∈ V . Escolha vf = ∥v∥−2f(v)v ∈ V .

É muito importante ressaltar que o Teorema 8.1 prova que a função T : V → V ∗

definida como T (v) = fv = ⟨·,v⟩, para todo v ∈ V é um isomorfismo conjugado.
Em particular, se V = Rn com o produto interno usual e f ∈ V ∗. Então existe um
único v = (c1, . . . , cn) ∈ V tal que f(x1, . . . , xn) = c1x1 + · · · + cnxn. Quando
n = 3,u,v ∈ V fixados e f ∈ V ∗ definido como f(w) = det([u] [v] [w]), para todo
w ∈ V . Então existe um único produto vetorial u× v ∈ V tal que

f(w) = ⟨u× v,w⟩, ∀ w ∈ V.

Exemplo 8.2 Sejam V = P2(R), com o produto interno do Exemplo 7.2, e t = 1,
determine gt(x) ∈ V tal que ⟨f(x), gt(x)⟩ = f(t), para todo f(x) ∈ V .

Solução. Seja gt(x) = a0 + a1x+ a2x
2 ∈ V . Então

1 = ⟨1, gt(x)⟩ = a0 +
1
2a1 +

1
3a2

t = ⟨x, gt(x)⟩ = 1
2a0 +

1
3a1 +

1
4a2

t2 = ⟨x2, gt(x)⟩ = 1
3a0 +

1
4a1 +

1
5a2.

Assim, resolvendo o sistema, obtemos a0 = 3, a1 = −24 e a2 = 30. Portanto, gt(x) =
3− 24x+ 30x2.

É muito importante, de um ponto de vista teórica e didática, o seguinte: se a di-
mensão de V , no Teorema 8.1, for infinita o resultado é, em geral, falso, confira exemplo
a seguir.
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Exemplo 8.3 Seja V = C[x] munido com o produto interno

⟨f(x), g(x)⟩ =
∫ 1

0
f(t)g(t)dt =

m∑
i=0

n∑
j=0

aib̄j
i+ j + 1

,

para todos f(x) =
∑m

i=0 aix
i, g(x) =

∑n
j=0 bjx

j ∈ V . Cada c ∈ C fixado, induz um
Lc ∈ V ∗ definido como Lc(f(x)) = f(c). Mostre que não existe um g(x) ∈ V tal que
Lc(f(x)) = ⟨f(x), g(x)⟩, para todo f(x) ∈ V .

Solução. Suponhamos, por absurdo, que um tal g(x) exista. Então

f(c) =

∫ 1

0
f(t)g(t)dt.

Pondo h(x) = x− c ∈ V , de modo que (h · f)(c) = 0 e

0 =

∫ 1

0
h(t)f(t)g(t)dt,

para todo f(x) ∈ V . Em particular, para f(x) = h(x)g(x), obtemos∫ 1

0
|h(t)g(t)|2dt = 0.

Isto implica que h(x)g(x) = 0. Como h(x) ̸= 0 temos que g(x) = 0, o que é uma
contradição, pois Lc ̸= 0.

Teorema 8.4 Sejam V um espaço com produto interno, dimV = n e T ∈ L(V ). Então
existe um único T ∗ ∈ L(V ) tal que ⟨T (u),v⟩ = ⟨u, T ∗(v)⟩, para todos u,v ∈ V .

Prova. Cada v ∈ V fixado, induz um fv ∈ V ∗ definida como fv(u) = ⟨T (u),v⟩,
para todo u ∈ V . Assim, pelo Teorema 8.1, existe um um único w ∈ V tal que
fv(u) = ⟨u,w⟩, para todo u ∈ V . Vamos definir T ∗ : V → V como T ∗(v) = w,
de modo que ⟨T (u),v⟩ = ⟨u, T ∗(v)⟩, para todos u,v ∈ V . É claro que T ∗ está bem
definido e é único. Dados v,w ∈ V e a ∈ F , obtemos

⟨u, T ∗(v + aw)⟩ = ⟨T (u),v + aw⟩ = ⟨T (u),v⟩+ ā⟨T (u),w⟩
= ⟨u, T ∗(v)⟩+ ā⟨u, T ∗(w)⟩ = ⟨u, T ∗(v) + aT ∗(w)⟩,

para todo u ∈ V . Portanto, T ∗(v + aw) = T ∗(v) + aT ∗(w) e T ∗ ∈ L(V ).
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Sejam V um espaço com produto interno, β = {u1, . . . ,un} qualquer base orto-
normal de V e T ∈ L(V ). Então, pelo Exercício (20) da Seção 7.5,

[T ]ββ = (⟨T (uj),ui⟩),

pois u =
∑n

i=1⟨u,ui⟩ui, para todo u ∈ V , e tr(T ) =
∑n

i=1⟨T (ui),ui⟩..

Proposição 8.5 Sejam V um espaço com produto interno, dimV = n e T ∈ L(V ).
Então [T ∗] = A∗, em que A = [T ] é a matriz de T em relação à qualquer base
ortonormal de V .

Prova. Fica como um exercício.

Sejam V um espaço com produto interno e T ∈ L(V ). Diremos que T possui um
operador adjunto sobre V se existir um T ∗ ∈ L(V ) tal que

⟨T (u),v⟩ = ⟨u, T ∗(v)⟩, ∀ u,v ∈ V.

Quando dimV = n o operador adjunto sempre existe. É muito importante observar que
T ∗ depende somente de T , mas não do produto interno sobre V .

Exemplo 8.6 Sejam V = F 2 com o produto interno usual e T ∈ L(V ) definido como
T (x, y) = (x+ 2y, y). Determine T ∗.

Solução. Um modo de fazer isto é calculando ⟨u, T ∗(v)⟩. Neste caso, é melhor usar a
Proposição 8.5.

[T ] =

(
1 2
0 1

)
e [T ]∗ =

(
1 0
2 1

)
.

Portanto, T ∗(x, y) = (x, 2x+ y).

Exemplo 8.7 Sejam V = C[x] com o produto interno do Exemplo 8.3, h(x) ∈ V fixado
e Th ∈ L(V ) definido como Th(f(x)) = h(x)f(x). Determine T ∗

h .

Solução. Sejam h(x) =
∑n

i=0 aix
i e h̄(x) =

∑n
i=0 āix

i. Então h̄(t) = h(t), para todo
t ∈ R. Assim,

⟨Th(f(x)), g(x)⟩ =
∫ 1

0
h(t)f(t)g(t)dt =

∫ 1

0
f(t)h(t)g(t)dt = ⟨f(x), Th̄(g(x))⟩.

Portanto, T ∗
h = Th̄.
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Teorema 8.8 Sejam V um espaço com produto interno e dimV = n. Então a função
ψ : L(V )→ L(V ) definida como ψ(T ) = T ∗ satisfaz as seguintes condiçães:

1. (S + T )∗ = S∗ + T ∗ e (aT )∗ = āT ∗.

2. (TS)∗ = S∗T ∗ e T ∗∗ = (T ∗)∗ = T .

3. Se T for não singular, então T ∗ é não singular e (T ∗)−1 = (T−1)∗.

Prova. Vamos provar apenas o item (2). Como

⟨u, (TS)∗(v)⟩ = ⟨TS(u),v⟩ = ⟨S(u), T ∗(v)⟩ = ⟨u, S∗T ∗(v)⟩,

para todos u,v ∈ V , temos que (TS)∗ = S∗T ∗.

É muito importante o seguinte. Sejam V um espaço com produto interno e dimV =
n. Então qualquer T ∈ L(V ) pode ser escrito de modo único sob a forma

T =
1

2
(T + T ∗) + i

1

2i
(T − T ∗) = T1 + iT2.

Note que T ∗
1 = T1 e T ∗

2 = T2. Um operador T ∈ L(V ) tal que T ∗ = T chama-se
autoadjunto ou Hermitiano. Neste caso, T é autoadjunto se, e somente se, [T ]αα for uma
matriz Hermitiana, para qualquer base ortonormal α de V .

Teorema 8.9 Sejam V um espaço com produto interno, dimV = n e T ∈ L(V ).

1. det(T ∗) = det(T ).

2. kerT ∗ = (ImT )⊥ e ImT ∗ = (kerT )⊥. Conclua que V = ImT ∗ ⊕ kerT e
V = ImT ⊕ kerT ∗. Em particular, a equação T (u) = b possui uma solução se,
e somente se, b ⊥ v, para todo v ∈ kerT ∗.

3. W é um subespaço invariante sob T se, e somente se, W⊥ for um subespaço
invariante sob T ∗.

4. λ é um autovalor de T se, e somente se, λ̄ for um autovalor de T ∗.

5. Sejam u1 e u2 autovetores de T e T ∗ associados com autovalores distintos, µ ̸= λ.
Então u1 ⊥ u2.

6. kerT ∗T = kerT e ImT ∗T = ImT ∗. Conclua que ρ(T ∗T ) = ρ(T ∗) = ρ(T ).
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Prova. Vamos provar apenas os itens (2) e (6). Dado v ∈ V , obtemos

v ∈ (ImT )⊥ ⇔ 0 = ⟨T (u),v⟩ = ⟨u, T ∗(v)⟩ ⇔ v ∈ kerT ∗.

Assim, kerT ∗ = (ImT )⊥. Para o resto basta substituir T por T ∗ e tomar o perpen-
dicular. (6) É claro kerT ⊆ kerT ∗T . Por outro lado, u ∈ kerT ∗T implica que
0 = ⟨u,0⟩ = ⟨u, T ∗T (u)⟩ = ⟨T (u), T (u)⟩ = ∥T (u)∥2, de modo que T (u) = 0, isto
é, u ∈ kerT .

Vamos finalizar esta seção apresentando um método alternativo para obter o me-
lhor X que resolva a equação AX = B mesmo que ela não possua solução.

Proposição 8.10 Sejam V,W espaços com produto internos de dimensões finitas e T ∈
L(V,W ). Então para cada b ∈W , existe um v0 ∈ V tal que

∥T (v0)− b∥ ≤ ∥T (v)− b∥, (8.1)

para todo v ∈ V . Conclua que v0 ∈ V é uma solução do problema de minimização se,
e somente se, v0 for uma solução do sistema normal T ∗T (v) = T ∗b.

Prova. Pelo Teorema 7.21, existe um T (v0) ∈ ImT que satisfaz (8.1). Isto ocorre se, e
somente se, T (v0)−b ⊥ T (v), para todo v ∈ V . Assim, a solução é caracterizada como
⟨T (v0) − b, T (v)⟩ = 0, para todo v ∈ V , de modo que ⟨T ∗T (v0) − T ∗(b),v⟩ = 0,
para todo v ∈ V . Portanto, obtemos v0 resolvendo o sistema T ∗T (v0) = T ∗(b) e
e = ∥T (v0)− b∥ é o erro.

Exemplo 8.11 Seja R2 com o produto interno usual. Determine o ajuste linear de mí-
nimos quadrados aos pontos P1 = (x1, y1), . . . , Pn = (xn, yn) ∈ R2, não todos sobre
uma reta vertical.

Solução. Seja y = mx+ b a equação da reta desejada. Então AX = B, em que

A =

 x1 1
...

...
xn 1

 ,X =

(
m
b

)
e B =

 y1
...
yn

 .

Assim, o nosso problema é escolher b,m ∈ R que minimize ∥AX − B∥2. Para isto,
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pela Proposição 8.10, basta conhecer:

A∗A =

( ∑n
i=1 x

2
i

∑n
i=1 xi∑n

i=1 xi n

)
,A∗B =

( ∑n
i=1 xiyi∑n
i=1 yi

)
e

(A∗A)−1 =
1

detA∗A

(
n −

∑n
i=1 xi

−
∑n

i=1 xi
∑n

i=1 x
2
i

)
.

Note que detA∗A ̸= 0, pois existem i, j, com i ̸= j, tais que xi ̸= xj . Portanto,
resolvendo a equação X = (A∗A)−1A∗B, obtemos m e b, ou seja,

m = − ce− dn
detA∗A

e b = − cd− ae
detA∗A

,

em que a =
∑n

i=1 x
2
i , c =

∑n
i=1 xi, d =

∑n
i=1 xiyi e e =

∑n
i=1 yi.

Exercícios

1. Mostre todas as afirmações deixadas nesta seção.

2. Sejam V = C2 com o produto interno usual e T ∈ L(V ) definido como T (x, y) =
(x+ iy,−2x− y). Determine T ∗.

3. Sejam V um espaço com produto interno e T ∈ V ∗ definido como T (x) = ⟨x,v⟩,
para cada v ∈ V fixado. Determine T ∗(a), para todo a ∈ F .

4. Sejam V = Fn com o produto interno usual e T ∈ L(V ) definido como T (x1, . . . , xn) =
(0, x1, . . . , xn−1). Determine T ∗.

5. Sejam V um espaço com produto interno, α = {u1, . . . ,un} qualquer base orto-
normal em V e T ∈ L(V ). Mostre que T ∗(v) =

∑n
i=1⟨v, T (ui)⟩ui, para todo

v ∈ V .

6. Sejam V = F 3 com o produto interno usual e T ∈ L(V ) definido como T (x, y, z) =
(x + y + z, 3x + y + z, x + 3y + 3z). Mostre que a equação T (x) = (3, 10, 1)
não possui solução, mostrando que (3, 10, 1) /∈ (kerT ∗)⊥.

7. Sejam V = C[x] com o produto interno do Exemplo 8.3 e D ∈ L(V ) definido
como D(f(x)) = f ′(x). Mostre que D∗ não existe.

8. Sejam V um espaço com produto interno, dimV = n e T ∈ L(V ).
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(a) Mostre que T é injetora se, e somente se, T ∗ for sobrejetora.

(b) Mostre que T é sobrejetora se, e somente se, T ∗ for injetora.

9. Sejam V um espaço com produto interno, dimV = n e W um subespaço de V .
Mostre que E é a projeção ortogonal de V sobre W se, e somente se,
E2 = E∗ = E

10. Sejam V um espaço com produto interno, dimV = n e T ∈ L(V ) tal que
T 2 = T . Mostre que as seguintes condições são equivalentes:

(a) T é uma projeção ortogonal;

(b) T ∗ = T ou ⟨T (u),v⟩ = ⟨u, T (v)⟩, para todos u,v ∈ V ;

(c) ∥T (u)∥ ≤ ∥u∥, para todo u ∈ V .

11. Sejam V um espaço unitário (sobre F = C) e T ∈ L(V ). Mostre que T é
autoadjunto se, e somente se, ⟨T (v),v⟩ ∈ R, para todo v ∈ V . O que se pode
dizer sobre T quando F = R?

12. Sejam V um espaço com produto interno e T ∈ L(V ) autoadjunto. Mostre que se
⟨T (v),v⟩ = 0, para todo v ∈ V , então T = O.

13. Sejam V um espaço com produto interno e T ∈ L(V ) autoadjunto.

(a) Mostre que qualquer autovalor λ ∈ F de T é real.

(b) Mostre que se dimV = n e F = R, então T possui um autovalor real.

(c) Mostre que autovetores de T associados com autovalores distintos são orto-
gonais.

(d) Mostre que V ⊥
λ é invariante sob T , para todo autovalor λ ∈ F de T .

(e) Mostre que p(T ) é autoadjunto, para todo p(x) ∈ R[x].
(f) Mostre que kerT k = kerT , para todo k ∈ N.

(g) Mostre que se dimV = n, então o polinômio minimal de T é um produto
de fatores lineares distintos (T é diagonalizável).

14. Sejam V um espaço com produto interno e Tu,v : V → V definido como Tu,v(x) =
⟨x,v⟩u, para todos u,v ∈ V .
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(a) Mostre que Tu,v ∈ L(V ), o qual chama-se produto tensorial dos vetores u
e v e denotamos por u⊗v. Conclua que u⊗v = 0 se, e somente se, u = 0
ou v = 0.

(b) Tu,v ◦ Tv,w = ∥v∥2Tu,w, para todos u,v,w ∈ V .

(c) T ∗
u,v = Tv,u, para todos u,v ∈ V .

(d) Se α = {u1, . . . ,un} for qualquer base ortonormal de V , então o conjunto
β = {ui ⊗ uj : i, j = 1, . . . , n} é uma base de L(V ).

(e) Tu,v é autoadjunto se, e somente se, u = λv, para algum λ ∈ R.

(f) Seja V = Cn, com o produto interno usual, u = (y1, . . . , yn) e v =
(z1, . . . , zn). Qual é a entrada aij da matriz A = [Tu,v]? Qual é o ρ(A)?

15. Sejam V um espaço Euclidiano, com dimV = n ≥ 3, α = {e1, . . . , en} qual-
quer base ortonormal de V e det(v1, . . . ,vn) = detα(v1, . . . ,vn), para todos
v1, . . . ,vn ∈ V .

(a) Mostre que existe um único w ∈ V tal que det(v1, . . . ,vn−1,x) = ⟨x,w⟩,
para todo x ∈ V . O vetor w chama-se produto cruzado de v1, . . . ,vn−1 e
denotamos por w = v1 ∧ · · · ∧ vn−1.

(b) Mostre que ⟨vi,w⟩ = 0, para i = 1, . . . , n− 1.

(c) Mostre que v1, . . . ,vn−1 são LD se, e somente se, w = 0.

(d) Sejam vj =
∑n

i=1 aijei,A = (aij) e x = ei no item (a). Mostre que
w =

∑n
i=1(−1)n+i∆i ·ei, com ∆i o determinante da submatriz de A obtida

eliminando-se a i-ésima linha.

(e) Mostre que se β = {f1, . . . , fn} for uma base ortonormal de V ,
então det(f1, . . . , fn) ∈ {−1, 1}. Diremos que β é positiva em relação a
α se det(f1, . . . , fn) = 1.

(f) Mostre que {v1, . . . ,vn−1,w} for uma base ortonormal positiva, para cada
sistema ortonormal v1, . . . ,vn−1 de V .

16. Sejam V um espaço Euclidiano, com dimV = n ≥ 3, α = (v1, . . . ,vn−1) uma
lista LI em V e H = R[α].

(a) Mostre que E ∈ L(V ) definida como E(x) = x − ⟨w,x⟩
∥w∥2 w é a projeção

ortogonal de V sobre H e d(x, H) = |⟨w,x⟩|
∥w∥ , com w = v1 ∧ · · · ∧ vn−1.

(b) Mostre que H = {x ∈ V : ⟨x,w⟩ = 0}
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8.2 Operadores Unitários

Sejam V = F 2 com o produto interno usual e T ∈ L(V ) definido como T (x, y) =
(y,−x). Então

⟨(x, y), T ∗(z, w)⟩ = ⟨T (x, y), (z, w)⟩ = ⟨(y,−x), (z, w)⟩
= yz − xw = ⟨(x, y), (−w, z)⟩.

Portanto, T ∗(z, w) = (−w, z). Observe que (T ∗T )(x, y) = T ∗(y,−x) = (x, y), de
modo que T ∗T = I e, de modo análogo, TT ∗ = I . Isto motiva a seguinte definição.

Sejam V um espaço com produto interno e T ∈ L(V ). Diremos que T é unitário
se TT ∗ = T ∗T = I , isto é, T é não singular, com T−1 = T ∗. Quando F = R, diremos
que T é ortogonal e T ∗ = T t.

Teorema 8.12 Sejam V um espaço com produto interno, dimV = n e T ∈ L(V ).
Então as seguintes condição são equivalentes:

1. T é unitário;

2. ⟨T (u), T (v)⟩ = ⟨u,v⟩, para todos u,v ∈ V ;

3. ∥T (u)∥ = ∥u∥, para todo u ∈ V ;

4. T leva qualquer base ortonormal de V sobre uma base ortonormal de V ;

5. T leva alguma base ortonormal de V sobre uma base ortonormal de V .

Prova. (1⇔ 2) Basta observar que ⟨T (u), T (v)⟩ = ⟨u, T ∗T (v)⟩, para todos u,v ∈ V .
(2 ⇒ 3) É claro. (3 ⇒ 4) Seja β = {u1, . . . ,un} qualquer base ortonormal de V .
Então, pela identidade de polarização,

⟨T (ui), T (uj)⟩ = 1
4

∑4
k=1 i

k∥T (ui) + ikT (uj)∥2
= 1

4

∑4
k=1 i

k∥T (ui + ikuj)∥2
= 1

4

∑4
k=1 i

k∥ui + ikuj∥2 = ⟨ui,uj⟩ = δij .

Portanto, T (β) = {T (u1), . . . , T (un)} é uma base ortonormal de V . (4 ⇒ 5) É
claro. (5 ⇒ 2) Seja β = {u1, . . . ,un} uma base ortonormal de V . Então T (β) =
{T (u1), . . . , T (un)} é uma base ortonormal de V . Assim, dados u,v ∈ V , existem
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únicos xi, yj ∈ F tais que u =
∑n

i=1 xiui e v =
∑n

i=1 yiui. Portanto, depois de alguns
cálculos,

⟨T (u), T (v)⟩ =
n∑

i=1

n∑
j=1

xiyj⟨T (ui), T (uj)⟩ = ⟨u,v⟩,

ou seja, ⟨T (u), T (v)⟩ = ⟨u,v⟩, para todos u,v ∈ V .

Um operador que satisfaz uma (e, portanto, todas) as condições do Teorema 8.12
chama-se uma isometria. Seja A = (aij) ∈ Fn×n. Vamos lembrar que A é uma matriz
unitário se AA∗ = A∗A = I, em que A∗ = (āji), de modo que

∑n
k=1 āikakj = δij , ou

seja, as colunas de A formam uma base ortonormal de Fn×1. Portanto, TA ∈ L(Fn×1)
é um operador unitário. Quando F = R, a matriz A é ortogonal. Consequentemente, as
matrizes unitárias são os análogos complexos de matrizes ortogonais reais.

Proposição 8.13 Sejam V um espaço com produto interno, dimV = n e T ∈ L(V ).
Então T é unitário se, e somente se A = [T ]ββ for unitária, para qualquer base ortonor-
mal β de V .

Prova. Seja β = {u1, . . . ,un} uma base ortonormal de V . Então T (uj) =
∑n

k=1 akjuk,
de modo que aij = ⟨T (uj),ui⟩. Assim,

āji = ⟨T (ui),uj⟩ = ⟨uj , T (ui)⟩ = ⟨T ∗(uj),ui⟩.

Portanto, A∗ = [T ∗]ββ . Neste caso, TT ∗ = I se, e somente se, AA∗ = I.

Exemplo 8.14 Seja V = C2 com o produto interno usual. Determine todas as isome-
trias sobre V .

Solução. Já sabemos que qualquer T ∈ L(V ) é representado, em relação à base canô-
nica (ortonormal), pela matriz:

A =

(
a b
c d

)
.

Assim, A é unitária se, e somente se,(
ā c̄
b̄ d̄

)
= A−1 =

1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
.
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Como | detA| = 1 temos que detA = eiθ, para algum θ ∈ [0, 2π). Portanto, A é
unitária se, e somente se,

A =

(
a −beiθ
b̄ āeiθ

)
=

(
a −b
b̄ ā

)(
1 0
0 eiθ

)
,

onde a, b ∈ C, com |a|2 + |b|2 = 1. Observe que quando detA = 1, estas matrizes
podem ser identificadas com os pontos de S3 = {x ∈ R4 : ∥x∥ = 1}. Quando V = R2,
A é ortogonal se, e somente se,

A =

(
a −b
b a

)
ou A =

(
a b
b −a

)
=

(
a −b
b a

)(
1 0
0 −1

)
,

onde a, b ∈ R, com a2+ b2 = 1. Neste caso, já sabemos que a = cos θ e b = sen θ, para
algum θ ∈ [0, 2π). Portanto, se detA = 1, então A é uma rotação ou se detA = −1,
então A é uma reflexão seguida de uma rotação, ou seja, qualquer operador ortogonal
sobre V é uma rotação própria ou uma rotação imprópria. É muito importante observar
que f(x) = x2 − 2ax + 1 (f(x) = x2 − 1) é o polinômio característico de A. Neste
caso, X1 = (i, 1)t e X2 = (1, i)t são os autovetores de A associados aos autovalores
a± bi = e±θ ∈ C.

Teorema 8.15 Sejam V um espaço com produto interno e T ∈ L(V ) unitário.

1. Qualquer autovalor λ ∈ F de T satisfaz |λ| = 1, ou seja, estão sobre um círculo
unitário.

2. Se T (v) = λv, então T ∗(v) = λ̄v.

3. Autovetores de T associados com autovalores distintos são ortogonais.

4. V ⊥
λ é invariante sob T , para todo autovalor λ ∈ F de T .

5. V λ = Vλ, para todo autovalor λ ∈ F de T .

6. Se dimV = n, então o polinômio minimal de T é um produto de fatores lineares
distintos sobre F , ou seja, T é diagonalizável.

Prova. Vamos provar apenas os itens (1), (2), (5) e (6): (1) Seja λ ∈ F um autovalor
de T . Então existe um v ∈ V , com v ̸= 0, tal que T (v) = λv. Assim,

λλ̄⟨v,v⟩ = ⟨λv, λv⟩ = ⟨T (v), T (v)⟩ = ⟨v, T ∗T (v)⟩ = ⟨v,v⟩
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implica que λλ̄ = 1. Neste caso, λ = eiθ = cos θ + sen θi, para algum θ ∈ R. (2)
Observe, depois de alguns cálculos, que

∥(T ∗ − λ̄)v∥2 = ∥v∥2 − 2|λ|2∥v∥2 + ∥v∥2 = 0.

Portanto, T ∗(v) = λ̄v. (5) É claro que Vλ ⊆ V λ. Por outro lado, se v ∈ V λ, então
(T − λI)2k(v) = 0, para algum k ∈ N. Como T − λI e T ∗ − λ̄I comutam temos que

0 = (T ∗ − λ̄I)2k(T − λI)2k(v) = [(T ∗ − λ̄I)2k−1
(T − λI)2k−1

]2(v).

Assim,

0 = ⟨[(T ∗ − λ̄I)2k−1
(T − λI)2k−1

]2(v),v⟩ = ∥(T ∗ − λ̄I)2k−1
(T − λI)2k−1

(v)∥2,

de modo que ∥(T − λI)2k−1
(v)∥2 = 0 implica que (T − λI)2k−1

(v) = 0. Portanto,
recursivamente, (T − λI)(v) = 0 e v ∈ Vλ. (6) Se m(x) = (x− λ)2q(x), então existe
um u ∈ V tal que v = (T−λI)(w) ̸= 0, com w = q(T )(u), implica que (T−λI)(v) =
0 e use o item (5). Uma outra prova construtiva é usando indução sobre n. Se n = 1,
nada há para ser provado. Suponhamos que o resultado seja válido para todo k, com
1 ≤ k ≤ n−1 e n > 1. Então, pelo Teorema 5.16, T possui um autovalor λ ∈ F . Assim,
pelo processo de Gram-Schmidt, Vλ possui uma base ortonormal {u1, . . . ,um}, com
1 ≤ m ≤ n. Como dimV ⊥

λ < n e Vλ é invariante sob T temos que S = T |V ⊥
λ

é unitáro

(prove isto!), de modo que V ⊥
λ contém uma base ortonormal {um+1, . . . ,un} formada

de autovetores de T . Portanto, {u1, . . . ,um,um+1, . . . ,un} é uma base ortonormal
formada de autovetores de T , ou seja, T é diagonalizável.

Observe que o Teorema 8.15 ressalta: os operadores unitários desempenham, na
álgebra L(V ), o mesmo papel dos números complexos de valor absoluto um em C.

Vamos finalizar esta seção com alguns comentários sobre mudança de coorde-
nadas em um espaço com produto interno. Sejam V um espaço com produto interno,
α = {u1, . . . ,un} e β = {v1, . . . ,vn} bases ortonormais de V . Então já vimos que
existe uma única matriz não singular P ∈ Fn×n tal que

[u]β = P−1[u]α, (8.2)

para todo u ∈ V . Se P ∈ L(V ) for definido como P (uj) = vj , então P é unitário
e [P ]βα = P. Portanto, para qualquer T ∈ L(V ), existe uma matriz não singular P ∈
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Fn×n tal que
[T ]ββ = P−1[T ]ααP = P∗[T ]ααP.

Isto motiva a seguinte definição. Sejam A,B. Diremos que B é unitariamente equiva-
lente a A se existir uma matriz unitária P ∈ Fn×n tal que

B = P∗AP.

Neste contexto, se T ∈ L(V ), diremos que T é unitariamente diagonalizável se V
possuir uma base ortonormal formada de autovetores de V . Quando F = R, diremos
que T é ortogonalmente diagonalizável. Por simplicidade na exposição, usaremos o
termo unitariamente diagonalizável para ambos os casos. Portanto, pelo Teorema 8.15,
qualquer operador unitário é unitariamente diagonalizável.

Teorema 8.16 (Teorema de Schur) Qualquer A ∈ Cn×n é unitariamente equivalente
a uma matriz triangular superior U. Conclua que os autovalores de A são as entradas
diagonais de U.

Prova. Vamos usar indução sobre n. Se n = 1 ou n = 2, nada há para ser provado.
Suponhamos que o resultado seja válido para todo k, com 1 ≤ k ≤ n− 1 e n > 2. Seja
λ ∈ C um autovalor de A e X ∈ Cn×1 um autovetor associado, com ∥X∥ = 1. Então
estendendo o conjunto {X} para uma base de Cn×1 e via o Processo de Gram-Schmidt,
obtemos uma base ortonormal β = {X,Y2, . . . ,Yn} de Cn×1. Pondo

Q =
(
X Y2 · · · Yn

)
∈ Cn×n,

é fácil verificar que Q∗Q = I e, pelo Teorema 5.12,

Q∗AQ =

(
λ C
O B

)
,

onde B ∈ C(n−1)×(n−1). Assim, existe uma matriz unitária P1 e uma matriz triangular
superior U1 tal que P∗

1BP1 = U1. Consideremos R = 1⊕P1, de modo que R∗R = I
e P = QR é unitária. Logo,

P∗AP = R∗(Q∗AQ)R =

(
λ CP1

O U1

)
= U,

ou seja, A é unitariamente equivalente a U.
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Exemplo 8.17 Determine P tal que P∗AP seja uma matriz triangular superior U, com

A =

 2 −1 0
−6 2 1
2 −3 2

 .

Solução. É fácil verificar que f(x) = x(x − 3)2 e X1 = (1, 2, 2)t é o único autovetor
de A associado ao autovalor 0. Vamos usar um processo direto de construir uma base
ortonormal de V = R3 a partir de um dado vetor. Assim, devemos encontrar v2 =
(x2, y2, z2) que satisfaça a equação x + 2y + 2z = 0, digamos X2 = (2, 1,−2)t.
Segundo devemos encontrar v3 = (x3, y3, z3) que satisfaça as equações x+2y+2z = 0
e 2x+y−2z = 0, a saber, X3 = (2,−2, 1)t. Portanto, β = {3−1X1, 3

−1X2, 3
−1X3} é

uma base ortonormal de V . Seja Q a matriz cujas colunas são os elementos de β. Então,

Q∗AQ =

 0 3 0
0 0 −3
0 3 6

 =

(
0 C
O B

)
.

Note que a matriz B possui o mesmo autovalor 3 de Q∗AQ, com autovetor asso-
ciado

√
2Y1 = (1,−1)t e, de modo similar, obtemos uma base ortonormal de R2,

γ = {Y1,Y2}, em que
√
2Y2 = (1, 1)t. Assim,

P∗
1BP1 =

(
3 −6
0 3

)
= U1 e R =

(
1 O
O P1

)
=

 1 0 0
0 1√

2
− 1√

2

0 1√
2

1√
2

 .

Portanto, pondo P = QR, teremos

P∗AP = R∗(Q∗AQ)R =

 0 3√
2
− 3√

2

0 3 −6
0 0 3

 = U,

ou seja, A é unitariamente equivalente a U.

Exemplo 8.18 Seja V = R3 com o produto interno usual. Determine todas as isome-
trias sobre V .

Solução. Sejam T ∈ L(V ) e A ∈ R3×3 a representação matricial de T em relação à base
canônica (ortonormal) de V . Como dimV = 3 temos que A possui um autovalor real,
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digamos λ. Assim, existe um v ∈ V , com v ̸= 0, tal que T (v) = λv ou AX = λX,
com X = [v]. Sendo S = T |V ⊥

λ
ortogonal e dimV ⊥

λ = 2 temos, pelo Exemplo 8.14,

que V = Vλ ⊕ V ⊥
λ e

A =

 λ 0 0
0 cos θ − sen θ
0 sen θ cos θ

 ou A =

 λ 0 0
0 cos θ sen θ
0 sen θ − cos θ

 ,

para algum θ ∈ [0, 2π). Além disso, λ 0 0
0 cos θ sen θ
0 sen θ − cos θ

 =

 λ 0 0
0 cos θ − sen θ
0 sen θ cos θ

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1


Por outro lado, detA = ±1 implica que λ = 1 ou λ = −1. Se λ = 1 e At ̸= A, então
T é uma rotação em torno da reta r = R[v] (dimVλ = 1) ou se λ = 1 e At = A, então
T é uma reflexão sobre um plano seguida de uma rotação em torno de uma reta normal
ao plano (dimVλ = 2). Se λ = −1, então A = (−A)(−I), de modo que T é uma
reflexão sobre a origem seguida da discussão acima aplicada a −A. É muito importante
observar que: 1 + 2 cos θ = tr(A) e o sinal de sen θ é determinado por sen θ = detB,
em que B é a matriz cujas colunas são os vetores X,X2 e AX2, com ⟨X,X2⟩ = 0.

Exercícios

1. Dar um exemplo de uma matriz unitária que não seja ortogonal e vice-versa.

2. Seja V = C visto como um espaço vetorial sobre R, munido com o produto
interno ⟨z, w⟩ = Re(zw̄).

(a) Mostre que V é isomorfo a R2, com o produto interno usual.

(b) Para cada z ∈ V , defina Tz ∈ L(V ) como Tz(x) = zx. Mostre que T ∗
z =

Tz̄ .

(c) Para quais z, Tz é autoadjunto?

(d) Para quais z, Tz é unitário?

(e) Para quais z, Tz é positivo?

(f) Qual é o detTz?

(g) Determine [Tz]
α
α, com α = {1, i}.
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(h) Seja T ∈ L(V ), encontre condições necessárias e suficientes tal que T = Tz ,
para algum z ∈ V .

(i) Encontre T ∈ L(V ) unitário tal que T ̸= Tz , para todo z ∈ V .

3. Seja Q ∈ R3×3 dada no Exemplo 8.17. Descreva a isometria de R3×1 induzida
por Q.

4. Descreva a isometria de R3×1 induzida por

A =
1

3

 2 2 1
−2 1 2
1 −2 2


5. Sejam V um espaço com produto interno e E ∈ L(V ). Mostre que T = 2E − I

é uma isometria e T 2 = I se, e somente se, E é uma projeção ortogonal.

6. Sejam V um espaço Euclidiano, v ∈ V , com ∥v∥ = 1, e a função T : V → V
definida como T (x) = x+ k⟨x,v⟩v, para todo k ∈ R.

(a) Mostre que T é linear.

(b) Para quais k, T é simétrico (T t = T )?

(c) Para quais k, T é ortogonal?

7. Sejam V um espaço com produto interno e T : V → V uma função sobrejetora
tal que ⟨T (u), T (v)⟩ = ⟨u,v⟩, para todos u,v ∈ V . Mostre que T é injetora e
linear, ou seja, T é uma isometria.

8. Sejam V um espaço unitário e J : V → V uma função sobrejetora tal que J2 = I
e ⟨J(u), J(v)⟩ = ⟨u,v⟩, para todos u,v ∈ V , a qual chama-se conjugação.

(a) Dar um exemplo de uma conjugação.

(b) Mostre que ⟨J(u),v⟩ = ⟨u, J(v)⟩, para todos u,v ∈ V .

(c) Mostre que J(u+ av) = J(u) + āJ(v), para todos u,v ∈ V e a ∈ C.

9. Seja A ∈ Cn×n tal que A∗ = A. Mostre que A é unitariamente diagonalizável.
Conclua que todos os autovalores de A são reais.

10. Sejam V um espaço com produto interno, dimV = n, T ∈ L(V ) uma isometria
e W um subespaço invariante sob T . Mostre que T (W ) =W e T (W⊥) =W⊥.
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11. Sejam V um espaço Euclidiano e T : V → V uma função tal que T (0) = 0 e
∥T (u)− T (v)∥ = ∥u− v∥, para todos u,v ∈ V . Mostre que T é linear, ou seja,
T é uma isometria.

12. Sejam V um espaço Euclidiano e T : V → V uma função. Diremos que T é um
movimento rígido quando ∥T (u)−T (v)∥ = ∥u−v∥, para todos u,v ∈ V . Mostre
que qualquer movimento rígido é uma isometria seguida de uma translação.

13. Sejam V um espaço Euclidiano, com dimV = n, e T ∈ L(V ) não singular.
Mostre que as seguintes condições são equivalentes:

(a) T = kU , em que U é um operador ortogonal e k ∈ R×
+;

(b) T preserva ângulo, isto é,

⟨T (u), T (v)⟩
∥T (u)∥∥T (v)∥

=
⟨u,v⟩
∥u∥∥v∥

,

para todos u,v ∈ V − {0};
(c) Se ⟨u,v⟩ = 0, então ⟨T (u), T (v)⟩ = 0, para todos u,v ∈ V ;
(d) Se ∥u∥ = ∥v∥, então ∥T (u)∥ = ∥T (v)∥, para todos u,v ∈ V .

14. Sejam V um espaço unitário e T ∈ L(V ) autoadjunto. Mostre que:

(a) ∥u+ iT (u)∥2 = ∥u− iT (u)∥2 = ∥u∥2 + ∥T (u)∥2, para todo u ∈ V .
(b) Os operadores I + iT e I − iT são ambos injetores.
(c) Se dimV = n, então o operador U = (I − iT )(I + iT )−1 é unitário e 1 não

é autovalor de U , o qual chama-se transformação de Cayley de T .
(d) Se dimV = n,U ∈ L(V ) for unitário e 1 não for autovalor de U , então

T = i(I + U)(I − U)−1 é autoadjunto, o qual chama-se transformação
inversa de Cayley.

8.3 Operadores Normais

Sejam V = F 2 com o produto interno usual e T ∈ L(V ) definido como T (x, y) =
(2x− 3y, 3x+ 2y). Então

⟨(x, y), T ∗(z, w)⟩ = ⟨T (x, y), (z, w)⟩ = ⟨(2x− 3y, 3x+ 2y), (z, w)⟩
= 2xz − 3yz + 3xw + 2yw = x(2z + 3w) + y(−3z + 2w)
= ⟨(x, y), (2z + 3w,−3z + 2w)⟩.

325Sumário

8.3. Operadores Normais



Capítulo 8. Operadores em Espaços com Produto Internos

Portanto, T ∗(z, w) = (2z + 3w,−3z + 2w). Note que (T ∗T )(x, y) = (13x, 13y) e
(TT ∗)(x, y) = (13x, 13y). Portanto, TT ∗ = T ∗T . Isto motiva a seguinte definição.

Sejam V um espaço com produto interno e T ∈ L(V ). Diremos que T é normal
se TT ∗ = T ∗T . É claro que qualquer operador autoadjunto (unitário) é normal. Mas, a
recíproca é falsa, confira o exemplo acima.

Teorema 8.19 Sejam V um espaço com produto interno e T ∈ L(V ). Então as seguin-
tes condição são equivalentes:

1. T é normal;

2. ⟨T (u), T (v)⟩ = ⟨T ∗(u), T ∗(v)⟩, para todos u,v ∈ V ;

3. ∥T (u)∥ = ∥T ∗(u)∥, para todo u ∈ V ;

4. ⟨(TT ∗ − T ∗T )(u),u⟩, para todo u ∈ V ;

5. T (v) = λv se, e somente se, T (v) = λ̄v, ou seja, T e T ∗ possuem os mesmos
autovetores.

Prova. (1⇒ 2) Suponhamos que T seja normal. Então

⟨T (u), T (v)⟩ = ⟨u, T ∗T (v)⟩ = ⟨u, TT ∗(v)⟩ = ⟨T ∗(u), T ∗(v)⟩,

para todos u,v ∈ V . (2⇒ 3) É clara. (3⇒ 4) Observe que

⟨(TT ∗ − T ∗T )(u),u⟩ = ⟨TT ∗(u),u⟩ − ⟨T ∗T (u),u⟩
= ⟨T ∗(u), T ∗(u)⟩ − ⟨T (u), T (u)⟩ = 0,

para todo u ∈ V . (4 ⇒ 1) Seja S = TT ∗ − T ∗T . Então S∗ = S. Se F = C, então,
pelo Teorema 7.6, S = O. Se F = R, enttão 0 = ⟨S(u+ v),u+ v⟩ = 2⟨S(u),v⟩, de
modo que ∥S(u)∥2 = 0, para todo u ∈ V . Portanto, S = O e T é normal. (1 ⇔ 5)
Basta notar que ∥(T − λI)(u)∥ = ∥(T ∗ − λ̄I)(u)∥.

Proposição 8.20 Sejam V um espaço com produto interno, dimV = n e T ∈ L(V ).
Então T é normal se, e somente se A = [T ]ββ for normal, para qualquer base ortonormal
β de V .

Prova. Seja β = {u1, . . . ,un} uma base ortonormal de V . Então T (uj) =
∑n

k=1 akjuk,
de modo que aij = ⟨T (uj),ui⟩. Assim,

āji = ⟨T (ui),uj⟩ = ⟨uj , T (ui)⟩ = ⟨T ∗(uj),ui⟩.
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Portanto, A∗ = [T ∗]ββ . Neste caso, TT ∗ = T ∗T se, e somente se, AA∗ = A∗A.

Seja A ∈ Fn×n. Diremos que A é uma matriz normal se AA∗ = A∗A. Por-
tanto, TA ∈ L(Fn×1) é um operador normal. É muito importante ressaltar que: se
T ∈ L(V ) for normal e β for uma base ortonormal de V , então

[T ]ββ([T ]
β
β)

∗ = [T ]ββ[T
∗]ββ = [TT ∗]ββ e ([T ]ββ)

∗[T ]ββ = [T ∗]ββ[T ]
β
β = [T ∗T ]ββ.

Portanto, T ∈ L(V ) é normal se, e somente se A = [T ]ββ for normal, para qualquer base
ortonormal β de V. Observe que isso não vale para bases que não sejam ortonormais.
Lembramos que se U e W são subespaços de V , o par (U,W ) reduz T se V = U ⊕W
e U,W são invariantes sob T .

Exemplo 8.21 Seja V = C2 com o produto interno usual. Determine todas as matrizes
normais sobre V .

Solução. Já sabemos que qualquer T ∈ L(V ) é representado, em relação à base canô-
nica (ortonormal), pela matriz:

A =

(
a b
c d

)
.

Vamos supor que bc ̸= 0. Assim, A é normal se, e somente se,(
aā+ bb̄ ac̄+ bd̄
āc+ b̄d cc̄+ dd̄

)
= AAt = AtA =

(
aā+ cc̄ āc+ b̄d
ac̄+ bd̄ bb̄+ dd̄

)
.

Logo, |b| = |c| e (a− d)c̄ = (ā− d̄)b. Portanto, A é normal se, e somente se, c = beiθ

e a− d = (ā− d̄) bc̄e
iθ, para algum θ ∈ [0, 2π). Em particular, para a normalidade de A

é necessário que |b| = |c|. Pode ser provado que: se b = |b|eiϕ, para algum ϕ ∈ [0, 2π),

então e−
i(θ+ϕ)

2 (A−aI) é autoadjunta. Reciprocamente, se A−λI for autoadjunta, para
algum λ ∈ C, então A é normal. Quando F = R, A é normal se, e somente se, b2 = c2

e (a− d)(b− c) = 0. Portanto, A é normal se, e somente se,

A =

(
a b
b d

)
ou A =

(
a −b
b a

)
,

onde a, b, d ∈ R, com b ̸= 0. Note que At = A ou AAt = (a2 + b2)I ou At = −A, se
a = 0.
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Teorema 8.22 Sejam V um espaço com produto interno, dimV = n e T ∈ L(V )
normal.

1. Autovetores de T associados com autovalores distintos são ortogonais.

2. kerT = kerT ∗ e ImT = ImT ∗. Conclua que V = kerT ⊕ ImT é uma soma
direta ortogonal e T |ImT é bijetora.

3. Se F = C, então o polinômio minimal de T é um produto de fatores lineares
distintos sobre F , ou seja, T é diagonalizável.

4. Se F = C, então T ∗ = p(T ), para algum p(x) ∈ F [x] e vice-versa.

Prova. (1) Se T (u) = λu e T (v) = µv, com λ ̸= µ, então

λ⟨u,v⟩ = ⟨T (u),v⟩ = ⟨u, T ∗(v)⟩ = ⟨u, µ̄v⟩ = µ⟨u,v⟩

implica que ⟨u,v⟩ = 0. (2) Pelo item (3) do Teorema 8.19, kerT = kerT ∗, de modo
que ImT = (kerT ∗)⊥ = (kerT )⊥ = ImT ∗. (3) Suponhamos, por absurdo, que
m(x) = (x − λ)2q(x). Então existe um u ∈ V tal que v = (T − λI)q(T )(u) ̸= 0.
Pondo w = q(T )(u), obtemos T (w) = λw + v e

λ⟨w,v⟩+ ⟨v,v⟩ = ⟨T (w),v⟩ = ⟨w, T ∗(v)⟩ = ⟨w, λ̄v⟩ = λ⟨w,v⟩,

de modo que ∥v∥ = 0 ou v = 0, o que é uma contradição. Uma outra prova: seja
A ∈ Cn×n a representação matricial de T em relação a alguma base ortonormal de
V . Então, pelo Teorema 8.16, existe uma matriz unitária P tal que P∗AP = U, com
U = (uij) uma matriz triangular superior. Assim,

UU∗ =

(
u11 b∗

O U1

)(
ū11 O∗

b U∗
1

)
=

(
ū11 O∗

b U∗
1

)(
u11 b∗

O U1

)
= U∗U,

ou seja, U é normal, de modo que U1 também o é. Logo, efetuando a multiplicação
em bloco, obtemos b = 0. Portanto, recursivamente, teremos uij = 0, se i ̸= j, e
U é diagonal. (4) Pelo item (3), existe uma base ortonormal β = {v1, . . . ,vn} de V
consistindo de autovetores de T . Então T (vi) = λivi e T ∗(vi) = λ̄ivi. Por outro
lado, pela fórmula de interpolação de Lagrange, existe um único p(x) ∈ F [x] tal que
p(λi) = λ̄i ou (q(λ̄i) = λi). Assim,

p(T )(vi) = p(λi)vi = λ̄ivi = T ∗(vi), i = 1, . . . , n.
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Portanto, T ∗ = p(T ) ou (T = q(T ∗)).

Proposição 8.23 Sejam V um espaço unitário, dimV = n,W um subespaço de V e
T ∈ L(V ) normal.

1. W é invariante sob T se, e somente se, W for invariante sob T ∗.

2. O par (W,W⊥) reduz T . Vale a recíproca.

3. Se W for invariante sob T , então S = T |W é normal e T ∗|W = S∗.

Prova. (1) Observe que se W for invariante sob T , então W é invariante sob p(T ) para
todo p(x) ∈ F [x], pois se v ∈W , então, indutivamente, Tm(v) ∈W , para todom ∈ N.
Assim, o resultado segue do item (4) do Teorema 8.22. (2) Consequência direta do item
(1). (3) Dados u,v ∈W ,

⟨S(u),v⟩ = ⟨T (u),v⟩ = ⟨u, T ∗(v)⟩ = ⟨u, S∗(v)⟩,

ou S∗ = T ∗|W e SS∗ = T ∗|W (T ∗|W )∗ = (T ∗|W )∗T ∗|W = S∗S. Portanto, S é normal.

Exemplo 8.24 Sejam V um espaço com o produto interno do Exercício (17) da Seção
7.1 e J ∈ L(V ) definido como

J(f)(x) =

∫ 1

0
xtf(t)dt.

1. Mostre que J∗ = J .

2. Mostre que fn(x) = xn − 2(n + 2)−1, para todo n ∈ N, são autofunções de
J associadas ao autovalor 0. Conclua que existem pelo menos duas autofunções
ortogonais associadas a ele.

3. Mostre que existe um único autovalor não nulo de J .

Solução. (1) Basta observar que

⟨J(f), g⟩ =
∫ 1

0
J(f)(x)g(x)dx =

∫ 1

0
tf(t)dt

∫ 1

0
xg(x)dx = ⟨f, J(g)⟩,

pois xt = tx. (2) É fácil verificar que J(fn) = 0 ·fn, para todo n ∈ N. Além disso, pelo
processo de Gram-Schmidt, as autofunções g1 = f1 e g2(x) = x2 − x + 6−1 possuem
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as propriedades desejadas. Portanto, a recíproca do item (1) do Teorema 8.22 não vale
em geral. (3) Se J(f) = λf , com λ ̸= 0, então

λf(x) = x

∫ 1

0
tf(t)dt

implica que f deve ser da forma f(x) = ax, para alguma constante a, de modo que
λ = 3−1. Portanto, f(x) = x é a autofunção associada.

Teorema 8.25 Seja A ∈ Cn×n uma matriz normal.

1. A é Hermitiana se, e somente se, todos os seus autovalores são reais.

2. A é anti-Hermitiana se, e somente se, todos os seus autovalores são imaginários
puros.

3. A é unitária se, e somente se, todos os seus autovalores são de módulo unitário.

4. Se A ∈ Rn×n e At ̸= A, então A possui pelo menos um par de autovalores
complexos.

Prova. Vamos provar apenas os itens (1), (2) e (4): (1) Suponhamos que todos os
autovalores de A sejam reais. Então, pelo Teorema 8.22, existe uma matriz unitária P
tal que P∗AP = D, com D diagonal e entradas os autovalores de A. Assim,

P∗AP = D = D∗ = (P∗AP)∗ = P∗A∗P.

Logo, A∗ = A. Portanto, A é Hermitiana. (2) Basta observar que iA é Hermitiana
e usar o item (1). (4) Suponhamos, por absurdo, que todos os autovalores de A sejam
reais. Então, pelo item (1), A é Hermitiana (At = A), o que é uma contradição.
Portanto, A possui pelo menos um par de autovalores complexos.

É muito importante, de um ponto de vista teórico e didático, apresentar uma prova
alternativa (para os que possuem alguma experiência com cálculo) de que um operador
autoadjunto (simétrico) sobre um espaço Euclidiano de dimensão finita V possui um
autovetor. Observe que se W for invariante sob T , então W⊥ é invariante sob T e
vice-versa, pois dado v ∈W⊥ e u ∈W , obtemos T (u) ∈W e

⟨T (v),u⟩ = ⟨v, T (u)⟩ = 0.
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Em particular, S = T |W⊥ é autoadjunto. A função quociente de Rayleigh2 F : V −
{0} → R definida como

F (u) =
⟨u, T (u)⟩
⟨u,u⟩

é claramente contínua e homogênea de grau zero, pois é um quociente de funções
contínuas e F (cu) = F (u). Portanto, o problema de maximizar (minimizar) a fun-
ção F é equivalente a maximizar (minimizar) a função f : V → R definida como
f(u) = ⟨u, T (u)⟩ sujeita ao vinculo ⟨u,u⟩ = 1, pois se F (u) ≤ F (u0), para todo
u ∈ S = {v : ∥v∥ = 1 ∈ V }, então, dado w ∈ V , com w ̸= 0, de modo que
w = ∥w∥w0, onde w0 ∈ S, e F (w) = F (w0) ≤ F (u0). Para responder esta questão
vamos considerar a matriz A = [T ]αα, para qualquer base ortonormal α de V . Assim,
devemos maximizar a função f : Rn×1 → R definida como f(X) = XtAX sujeita ao
vinculo XtX = 1. Neste caso, vamos considerar a função de Lagrange

L(X, λ) = XtAX− λ(1−XtX),

em que λ é o multiplicador de Lagrange. É bem conhecido que uma condição necessária
é dada pela solução do sistema:{

∂L
∂X(X0, λ0) = 2Xt

0A− 2λ0X
t
0 = O

∂L
∂λ (X0, λ0) = 1−Xt

0X0 = O.

Logo, AX0 = λ0X0 e Xt
0X0 = 1, de modo que X0 é um autovetor de A associado

ao autovalor λ0. Portanto, concluímos que o máximo de XtAX sujeito ao vinculo
XtX = 1 é o autovetor de A associado ao maior autovalor, de modo que

⟨u, T (u)⟩
⟨u,u⟩

≤ λ0 = max{⟨u, T (u)⟩ : ∥u∥ = 1},

para todo u ∈ V , com u ̸= 0. Neste caso, a igualdade ocorre se, e somente se,
T (u0) = λ0u0. Como S = T |W⊥ , com W = R[u0], é autoadjunto temos, via um
argumento indutivo, que existe uma base ortonormal de V consistindo de autovetores
ui de T associados com os autovalores λ1 ≤ · · · ≤ λn = λ0 e Vλi

⊥ Vλj
quando

λi ̸= λj . Observe que a função de Lagrange pode ser aplicado no caso geral do vinculo
XtPX = 1, com P qualquer matriz não singular e simétrica.

Teorema 8.26 Seja A ∈ Rn×n normal. Então existe uma matriz ortogonal Q tal que

2John William Strutt (Lord Rayleigh), 1843-1919, físico e matemático inglês.
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QtAQ = D, em que

D = diag

(
λ1, . . . , λk,

(
a1 −b1
b1 a1

)
, . . . ,

(
am −bm
bm am

))
,

onde λi, aj , bj ∈ R e bj ̸= 0, para i = 1, . . . , k e j = 1, . . . ,m.

Prova. Vamos usar indução sobre n. Sejam V = Rn×1 e T = TA ∈ L(V ). Se n = 1
ou n = 2, então segue do Exemplo 8.21. Suponhamos que o resultado seja válido para
todo k, com 1 ≤ k < n e n > 2. Então, pelo Teorema 5.20, V possui um subespaço W
invariante sob T , com dimW = 1 e/ou 2. Assim, dimW⊥ < n e, pela Proposição 8.23,
S = T |W⊥ é normal. Logo, W⊥ pode ser escrito como uma soma direta de subespaço
invariante sob T , com dimensão 1 e/ou 2. Portanto, segue de V = W ⊕ W⊥ e do
Exemplo 8.21.

Exercícios

1. Mostre todas as afirmações deixadas nesta seção

2. Para qualquer A ∈ Fn×n, existe uma matriz diagonal J = diag(±1, . . . ,±1) tal
que det(A+ J) ̸= 0.

3. Seja A = P + iQ ∈ Cn×n. Mostre que se A for não singular, então existem
a, b ∈ R tais que aP+ bQ seja não singular. Conclua que se A,B ∈ Rn×n forem
semelhantes sobre Cn×n, então também o são sobre Rn×n.

4. Sejam A ∈ Rn×n ortogonal e V = Rn×1. Então V possui um subespaço invari-
ante sob A de dimensão 1 e/ou 2.

5. Seja A ∈ Rn×n ortogonal. Mostre que existe uma matriz ortogonal Q tal que
QtAQ = D, em que

D = diag

(
1, . . . , 1,−1, . . . ,−1,

(
a1 −b1
b1 a1

)
, . . . ,

(
am −bm
bm am

))
,

com aj = cos θj e bj = sen θj , onde θj ∈ [0, 2π)− {π}, para j = 1, . . . ,m.

6. Sejam V um espaço unitário e T ∈ L(V ).

(a) Mostre que T pode ser escrito de modo único sob a forma T = T1 + iT2,
com T ∗

1 = T1 e T ∗
2 = T2.
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(b) Mostre que T é normal se, e somente se, T1T2 = T2T1.

7. Sejam V um espaço unitário, dimV = n e T ∈ L(V ) normal. Mostre que
kerTm = kerT e ImTm = ImT , para todo m ∈ N.

8. Sejam V um espaço unitário, com dimV = n e T ∈ L(V ). Mostre que se T for
normal e possui exatamente k autovalores zero, então ρ(T ) = n− k.

9. Sejam V um espaço unitário e T ∈ L(V ) normal.

(a) Mostre que p(T ) é normal, para todo p(x) ∈ F [x].
(b) Mostre que p(T )(u) = 0 se, e somente se, p̄(T ∗)(u) = 0, para todo p(x) ∈

F [x] e u ∈ V .

10. Sejam V um espaço unitário, com dimV = n e T ∈ L(V ). Mostre que T é
normal se, e somente se, T ∗ = TU , para algum operador unitário U ∈ L(V ).

11. Sejam V = Rn×1 e A ∈ Rn×n simétrica, com autovalores λ1 ≤ · · · ≤ λn e base
ortonormal de autovetores α = {X1, . . . ,Xn}.

(a) Mostre, para cada X = (x1, . . . , xn)
t ∈ V , que o quociente de Rayleigh é

dado por:

F (X) =
x21λ1 + · · ·+ x2nλn

∥X∥2
.

(b) Mostre que se S = {XtAX : ∥X∥ = 1}, então

λ1 = min
X̸=O

F (X) = minS e λn = max
X̸=O

F (X) = maxS.

12. Sejam V um espaço unitário, com dimV = n, T ∈ L(V ) e λ1, . . . , λn os auto-
valores de T , não necessariamente distintos. Mostre que

n∑
i=1

|λi|2 ≤ tr(T ∗T ).

Conclua que a igualdade ocorre se, e somente se, T for normal.

13. Seja f(x) = x3 − bx2 − (b + 3)x − 1 ∈ R[x]. Mostre que f(x) possui todas as
raízes reais, para todo b ∈ R.
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8.4 Formas Quadráticas

Formas quadráticas ocorrem em vários contextos, por exemplo, as equações de
uma cônica no plano e uma superfície quaádrica no espaço envolvem formas quadráticas.

Vamos retornar ao estudo de um produto interno qualquer sobre V = Rn×1. Se-
jam X = (x1, . . . , xn)

t e Y = (y1, . . . , yn)
t vetores de V . Então, depois de alguns

cálculos,

⟨X,Y⟩ =
n∑

i=1

xiyi⟨Ei,Ej⟩.

Portanto,
⟨X,Y⟩ = YtAX, (8.3)

em que A = (aij) e aij = ⟨Ei,Ej⟩. Observe que as condições (3) e (4) da definição
de produto interno impõem certas propriedades sobre a matriz do produto interno A. A
condição (3) implica que At = A, pois

aij = ⟨Ei,Ej⟩ = ⟨Ej ,Ei⟩ = aji, i, j = 1, . . . , n.

Reciprocamente, a condição At = A garante a simetria do produto interno, pois

⟨X,Y⟩ = YtAX = (YtAX)t = XtAtY = XtAY = ⟨Y,X⟩.

Enquanto, a condição (4) implica que

∥X∥2 = ⟨X,X⟩ = XtAX ≥ 0, ∀ X ∈ V,

com igualdade se, e somente se, X = 0. Isto motiva a seguinte definição.
Seja A ∈ Rn×n. Diremos que A é definida positiva se XtAX > 0, para todo

X ∈ V , com X ̸= 0. Diremos que A é semidefinida positiva ou simplesmente positiva
se XtAX ≥ 0, para todo X ∈ V e XtAX > 0, para algum X ∈ V , com X ̸= 0. Caso
contrário, diremos que A é indefinida, ou seja, existem X,Y ∈ V , não nulos e distintos,
tais que XtAX < 0 e YtAY > 0.

Lema 8.27 Qualquer produto interno sobre V = Rn×1 é dado pela forma bilinear
(8.3), com A uma matriz simétrica e definida positiva.

Prova. Fica como um exercício.

Devido a sua importância nesta seção vamos provar novamente uma propriedade
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fundamental de matrizes simétricas reais: seus autovalores complexos são realmente
reais. Seja λ um autovalor de A. Então, vendo A como um elemento de Cn×n, existe
um Z = X + iY ∈ Cn×1 não nulo tal que AZ = λZ. Assim, pondo λ = a + ib
e desenvolvendo, obtemos AX = aX − bY e AY = bX + aY. Como ⟨AX,Y⟩ =
⟨X,AY⟩ temos que

a⟨X,Y⟩ − b∥Y∥2 = a⟨X,Y⟩+ b∥X∥2,

de modo que b(∥X∥2 + ∥Y∥2) = 0 implica que b = 0 e λ real, pois X ̸= O ou Y ̸= O
ou ambos. Neste caso, X ∈ Rn×1 ou Y ∈ Rn×1 é o autovetor de A associado a λ ∈ R.

Teorema 8.28 (Teorema do Eixo Principal) Seja A ∈ Rn×n. Então as seguintes con-
dições são equivalentes:

1. A é semétrica;

2. A possui uma base ortonormal de autovetores;

3. A é ortogonalmente diagonalizável.

Prova. Fica como um exercício.

A base ortonormal de autovetores da matriz simétrica A dada no item (2) do
Teorema 8.28 chama-se conjunto de eixos principais de A.

Sejam V = Rn×1 e A = (aij) ∈ Rn×n simétrica. A função q : V → R definida
como

q(X) = XtAX =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj =
n∑

i=1

aiix
2
i + 2

∑
1≤i<j≤n

aijxixj

chama-se forma quadrática sobre V associada a forma bilinear ou a A. Reciprocamente,
qualquer forma quadrática q : V → R induz uma forma bilinear sobre V via a identidade
de polarização (forma polar de q):

⟨X,Y⟩ = 1

4
(q(X+Y)− q(X−Y)) = YtAX,

para todos X,Y ∈ V . Portanto, q é definida positiva se, e somente se, A também o
é. Observe que q(X) é um polinômio homogêneo de grau 2, ou seja, q(tX) = t2q(X),
para todo t ∈ R. Sejam α e β bases de V . Qual a relação entre A = [q]α e B = [q]β?
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Para responder esta pergunta, vamos considerar α = {u1, . . . ,un} e β = {v1, . . . ,vn}.
Então X = PY ou Y = P−1X, para alguma matriz não singular P. Assim,

q(X) = XtAX = PYtAPY = Yt(PtAP)Y.

Portanto, pela unicidade, B = PtAP. Sejam p e q formas quadráticas sobre V as-
sociadas as matrizes A e B. Diremos que elas são congruentes se existir uma matriz
não singular P tal que B = PtAP, confira Exemplo 7.3. Neste caso, detA chama-se
discriminante de q e detB = (detP)2 detA.

Teorema 8.29 Sejam V = Rn×1 com o produto interno usual e A ∈ Rn×n simétrica.
Então as seguintes condições são equivalentes:

1. A é semidefinida positiva;

2. Cada autovalor de A é positivo;

3. Existe uma matriz simétrica B ∈ Rn×n tal que A = B2;

4. Existe uma matriz C ∈ Rn×n tal que A = CtC.

Prova. (1⇒ 2) Suponhamos que A seja semidefinida e λ ∈ R um autovalor de A com
autovetor X ∈ V . Então λ∥X∥2 = ⟨AX,X⟩ = XtAX ≥ 0. Portanto, λ ≥ 0. (2 ⇒
3) Suponhamos que λ1, . . . , λn ∈ R sejam os autovalores de A, não necessariamente
distintos, e λi ≥ 0, para i = 1, . . . , n. Então existem µi ∈ R tais que µ2i = λi, para
i = 1, . . . , n. Por outro lado, pelo Teorema 8.28, existe uma matriz ortogonal Q tal
que QtAQ = D = diag(λ1, . . . , λn). Pondo E = diag(µ1, . . . , µn) e B = QEQt,
obtemos Bt = B e

B2 = (QEQt)2 = QE2Qt = QDQt = A.

(3 ⇒ 4) Ponha C =
√
B. (4 ⇒ 1) Suponhamos que A = CtC, para alguma matriz

B ∈ Rn×n. Então

XtAX = ⟨AX,X⟩ = ⟨CtCX,X⟩ = ⟨CX,CX⟩ = ∥CX∥2 ≥ 0,

para todo X ∈ V . Observe que A é definida positiva se, e somente se, B for não
singular.

Vamos interpretar os Teoremas 8.28 e 8.29 em termos de formas quadráticas. Para
qualquer forma quadrática q : V → R, existe uma base ortonormal de V consistindo de
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autovetores X1, . . . ,Xn de A, ou seja, AXi = λiXi. Então existe uma matriz ortogonal
Q, cujas colunas são os vetores Xi, tal que QtAQ = D, com D = diag(λ1, . . . , λn),
ou seja, A é congruente a D. Assim,

q(X) = XtAX = XtQDQtX = YtDY =

n∑
i=1

λiy
2
i , (8.4)

em que Y = QtX = Q−1X é a mudança de coordenadas (novas variáveis) e Q é a
matriz de transição da base α para a base canônica de V . É muito importante, de um
ponto de vista teórico e didático, fazer mais algumas observações sobre a equação (8.4).
Podemos supor que λi ≠ 0, para i = 1, . . . , k ≤ n. Caso contrário, eliminamos os
termos λiy2i e, se necessário, reordenamos. Suponhamos que λi > 0, se 1 ≤ i ≤ r, e
λj < 0, se r + 1 ≤ j ≤ s. Então

q(X) =
r∑

i=1

(
√
λiyi)

2 −
s∑

j=r+1

(
√
−λjyj)2 =

r∑
i=1

z2i −
s∑

j=r+1

z2j ,

com r + s = k ≤ n. Como os vetores Y1, . . . ,Yk são LI temos que os vetores

Zi =
√
λiYi e Zj =

√
−λj+rYj+r

também o são. Portanto, β = {Z1, . . . ,Zk,Yk+1, . . . ,Yn} é uma base ortogonal de V .
Neste caso, A é congruente a Ir⊕(−Is)⊕Ot, com r+s+ t = n. Pode ser provado que
o par (r, s) é unicamente determinado por q, o qual chama-se assinatura de Sylvester
de q, r chama-se o índice de q e k = r + s chama-se o posto de q. Portanto, podemos
concluir que:

1. q é não degenerada se, e somente se, k = n. Enquanto, q é degenerada se, e
somente se, k < n.

2. q é definida positiva se, e somente se, s = 0 e r = k = n.

3. q é semidefinida positiva se, e somente se, r = k < n e ma(0) = n− k.

4. q é indefinida se, e somente se, 0 < r < k ≤ n.

5. p e q são congruentes se, e somente se, elas possuem o mesmo posto e índice.
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Exemplo 8.30 Sejam V = R3 e q : V → R definida como

q(x, y, z) = 5x2 + 5y2 + 5z2 − 2xy − 2xz − 2yz

uma forma quadrática sobre V . Determine a assinatura de Sylvester de q.

Solução. Neste exemplo vamos apresentar um procedimento geral (algoritmo) para
resolver este tipo de problema. A forma matricial de q é: q(X) = XtAX, onde
X = [x] = (x, y, z)t ∈ R3×1 e

A =

 5 −1 −1
−1 5 −1
−1 −1 5

 .

Note que as entradas não nulas de A correspondem aos termos cruzados de q. É fá-
cil verificar que f(x) = (x − 3)(x − 6)2 é o polinômio característico de A e X1 =
(1,−1, 0)t,X2 = (1, 0,−1)t,X3 = (1, 1, 1)t autovetores associados aos autovalores 6
e 3. Aplicando o processo de Gram-Schmidt em X1 e X2, obtemos uma base ortonormal

Y1 =
1√
2
(1,−1, 0)t,Y2 =

1√
6
(1, 1,−2)t,Y3 =

1√
3
(1, 1, 1)t

de V . Seja Q a matriz cujas colunas são os vetores Y1,Y2 e Y3. Então Qt = Q−1

e QtAQ = diag(6, 6, 3) ou A = Qdiag(6, 6, 3)Qt. Pondo Y = QtX = (u, v, w)t,
obtemos

q(X) = 6u2 + 6v2 + 3w2 = (
√
6u)2 + (

√
6v)2 + (

√
3w)2.

Portanto, (3, 0) é a assinatura de Sylvester de q e q é definida positiva.

Seja V um espaço Euclidiano, com dimV = n. Se f for um produto interno
sobre V , então, pelo Teorema 8.1, existe um único T ∈ L(V ) tal que T t = T e

f(u,v) = ⟨T (u),v⟩,

para todos u,v ∈ V . Isto motiva a seguinte definição:
Sejam V um espaço Euclidiano, com dimV = n e T ∈ L(V ). Diremos que T

é definido positivo se ⟨T (u),u⟩ > 0, para todo u ∈ V , com u ̸= 0. Já sabemos que
T t = T se, e somente se, A = [T ]αα é simétrica, para qualquer base ortonormal de V .
Portanto, T é definido positivo se, e somente se, A também o é, e assim por diante.

Seja V = Rn com o produto interno usual. Uma função f : V → R definida
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como

f(x1, . . . , xn) =

n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj +

n∑
k=1

bkxk + c, (8.5)

com pelo menos um aij ̸= 0, chama-se função quadrática sobre V nas variáveis não
homogêneas x1, . . . , xn. A função definida pela equação (8.5) pode ser escrita sob a
forma matricial

f(X) = XtAX+BtX+ c = q(X) +BtX+ c,

com q a forma quadrática associada a f ,

A = (aij) ∈ Rn×n e B = (b1, . . . , bn)
t ∈ Rn×1.

Observe que podemos supor, sem perda de generalidade, que A seja uma matriz si-
métrica, pois a função quadrática f permanece inalterada quando substituímos A pela
matriz B = 1

2(A + At), que é uma matriz simétrica, pois se i ̸= j, então aij + aji
é o coeficiente de xixj . Neste caso, cada função quadrática f sobre V determina um
lugar geométrico (conjunto) Sf de todos os vetores x = (x1, . . . , xn) ∈ V tais que
f(x) = 0, ou seja, Sf = {x ∈ V : f(x) = 0}. Se n = 2, diremos que Sf é uma
seção cônica ou simplesmente uma cônica. Se n = 3, diremos que Sf é uma super-
fície quádrica. Finalmente, se B = O, diremos que Sf é uma quádrica central. Em
particular, o lugar geométrico de {(x, y, z) ∈ V : ax2 + by2 − cz2 = 0} representa
um cone “assintótico”, pois ele está relacionado com as quaádricas centrais (superfícies
quádricas) ax2 + by2 − cz2 ± 1 = 0.

Estamos pronto para completar o procedimento de classificar o lugar geométrico
Sf determinado pela função quadrática f . Como At = A temos, pelo Teorema 8.28,
que existe uma matriz ortogonal Q tal que QtAQ = D = diag(λ1, . . . , λn). Pondo
Y = Q−1X e D = Q−1B, obtemos

YtDY +DtY + c = 0⇔
n∑

i=1

λiy
2
i +

n∑
i=1

diyi + c = 0.

Assim, reordenando, se necessário, podemos supor que λi ̸= 0, se i = 1, . . . , k, e
λj = 0, se j = k + 1, . . . , n. Logo, completando os quadrados, teremos

k∑
i=1

λi(yi + (2λi)
−1di)

2 +

n∑
j=k+1

diyi + c−
k∑

i=1

((2λi)
−1di)

2 = 0.
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Considere a translação T : V → V definida como T (y) = y + p = z, com

p = ((2λ1)
−1d1, . . . , (2λk)

−1dk, 0, . . . , 0) e e = c−
k∑

i=1

((2λi)
−1di)

2.

Portanto,
k∑

i=1

λiz
2
i +

n∑
j=k+1

djzj + e = 0.

Observe que uma translação muda apenas a localização da forma quadrática, mas não
altera sua forma (dimensões). Além disso, a natureza de Sf é unicamente determinada
por q.

Exemplo 8.31 Sejam V = R3 e f : V → R definida como

f(x, y, z) = 6x2 + 7y2 + 5z2 − 4xy + 4xz − 12x+ 6y − 16z − 18

uma função quadrática sobre V . Determine o lugar geométrico de f .

Solução. Note que q(X) = XtAX, onde X = [x] = (x, y, z)t ∈ R3×1 e

A =

 6 −2 2
−2 7 0
2 0 5

 .

É fácil verificar que f(x) = (x− 3)(x− 6)(x− 9) é o polinômio característico de A e

X1 =
1

3
(2, 1,−2)t,X2 =

1

3
(1, 2, 2)t e X3 =

1

3
(2,−2, 1)t

autovetores associados aos autovalores 3, 6 e 9. Seja Q a matriz cujas colunas são os
vetores X1,X2 e X3. Então Qt = Q−1 e QtAQ = diag(3, 6, 9). Pondo Y = QtX =
(u, v, w)t, obtemos

3u2 + 6v2 + 9w2 + 6u− 12v − 18w − 18 = 0.

Logo, completando os quadrados, teremos

(u+ 1)2

12
+

(v − 1)2

6
+

(w − 1)2

2
= 1.
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A translação T : V → V , T (u, v, w) = (u+ 1, v − 1, w − 1) = (a, b, c) implica que

a2

12
+
b2

6
+
c2

2
= 1.

Portanto, Sf representa um elipsoide de centro C = (−1, 1, 1). Observe que (3, 0) é a
assinatura de Sylvester de q e q é definida positiva.

Teorema 8.32 Sejam V = R3 e f : V → R definida como

f(x, y, z) = ax2 + by2 + cz2 − 1 = q(x, y, z)− 1

uma quaádrica central sobre V , com assinatura de Sylvester (r, s) e k = r + s ≤ 3.

1. Se k = 3 e (3, 0), então Sf representa um elipsoide.

2. Se k = 3 e (2, 1), então Sf representa um hiperboloide de uma folha.

3. Se k = 3 e (1, 2), então Sf representa um hiperboloide de duas folhas.

4. Se k = 3 e (0, 3), então Sf = ∅.

5. Se k = 2 e (2, 0), então Sf representa um cilindro elíptico.

6. Se k = 2 e (1, 1), então Sf representa um cilindro “hiperbólico”.

Prova. Fica como um exercício. Observe que os itens (5) e (6), etc. são os casos
degenerados.

Exercícios

1. Identifique as seguintes cônicas:

(a) 12x2 + 24xy + 9y2 = 5.

(b) 5x2 − 8xy + 5y2 = 9.

(c) 2x2 + 2
√
3xy = 1.

(d) 23x2 − 72xy + 2y2 + 30x+ 40y = 0.

(e) 3x2 + 3y2 − 2xy + 6x− 2y − 3 = 0.

2. Identifique as seguintes superfícies quaádricas:
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(a) 12x2 + 12y2 + 12z2 + 16xy + 12yz = 2.

(b) x2 + y2 + 4z2 + 8xy + 2xz + 2yz = 3.

(c) y2 − z2 + 4xy − 6x+ 4y + 2z + 8 = 0.

(d) −x2 − y2 − z2 + 2xy + 2xz + 2yz = 2.

(e) x2 + 3y2 − 3z2 + 4xy − 2xz + 2y − 4z + 2 = 0.

(f) x2 + 2
√
2yz = 0.

3. Identifique a quadrática 5x2 + 6y2 + 7z2 − 4xy + 4yz = 0. Conclua que

5x2 + 6y2 + 7z2 > 4xy − 4yz, ∀ (x, y, z) ∈ R3 − {(0, 0, 0)}.

4. Dar uma prova direta que: q(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 é definida positiva se, e
somente se, a > 0 e ac > b2.

5. Seja A = (aij) ∈ Rn×n simétrica. Mostre que se A for definida positiva, então
(a) aii > 0. (b) detA > 0. (c) aiiajj > a2ij , para i, j = 1, . . . , n.

6. Seja A = (aij) ∈ Rn×n simétrica. Mostre que as seguintes condições são equi-
valentes:

(a) As submatrizes principais Ak, para k = 1, . . . , n, possuem determinantes
positivos;

(b) A = BtB, para alguma matriz triangular superior B = (bij) ∈ Rn×n, com
bii > 0;

(c) A é definida positiva.

(d) Comprove isto para n = 2.

7. Seja S2 = C ∪ {∞}. Cada A = aE11 + bE12 + cE21 + dE22 ∈ GL2(R) induz
uma função hA : S2 → S2 definida como

hA(z) =
az + b

cz + d
, c ̸= 0⇒ hA(−d

c
) =∞ e hA(∞) =

a

c
,

e c = 0 implica que hA(∞) =∞.

(a) Mostre que hA ∈ P (S2), o grupo de permutações de S2.

342Sumário

8.4. Formas Quadráticas



Capítulo 8. Operadores em Espaços com Produto Internos

(b) Mostre que h : GL2(R) → P (S2) definida como h(A) = hA preserva as
operações, ou seja, h(AB) = h(A) ◦ h(B). O que é kerh?

(c) Seja H = {z ∈ C : Im z > 0}. Determine ImhA(z) em termos de Im z.
Conclua que se G+ = {A ∈ GL2(R) : detA > 0}, então h|G+ satisfaz o
item (b). Neste caso, diremos que G+ age sobre H.

(d) Mostre que PSL2(R) = SL2(R)/{±I2} age sobre H. O subgrupo SL2(R) =
{A ∈ GL2(R) : detA = 1} chama-se grupo modular.

(e) Dado A ∈ SL2(R). Determine, em termos de tr(A), o número de pontos
fixos de hA sobre H.
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Respostas 
e Sugestões

Capítulo 1

Seção 1.1
1. b = 1 · b = (a−1a)b = a−1(ab) = a−1(ac) = (a−1a)c = 1 · c = c. 2. (c) Basta
notar ℜ(z) ≤ |ℜ(z)| ≤ |z|, para todo z ∈ C, e desenvolver |z+w|2. 3. Não, pois se F
fosse um subcorpo finito de C, então 1, 1 + 1, 1 + 1+ 1, . . . seria infinitos elementos de
F . 4. Basta lembrar que as raízes complexas ocorrem aos pares.

Seção 1.2
2. Basta verificar que f é bijetora e preserva as operações, para concluir que M2(R) é
um corpo. 3. Tome

A =

(
1 0
0 0

)
e B =

(
1 1
0 0

)
4. e 5. Use indução sobre m. 6. Seja A = (aij). Como AX = X, para todo X ∈
Fn×1, temos, em particular, que AEj = Ej . Assim, cij =

∑n
k=1 aikδkj = δij implica

que aij = δij . Portanto, A = I. 7. (a)

A =

(
a b
c 1− a

)
, ∀ a, b ∈ R×, com bc = a− a2.
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Note que A ∼ E11. (b) A2 = (AB)A = A(BA) = AB = A. 8. (a) Considerando
os casos a+ d ̸= 0 e a+ d = 0, com a ̸= 0, obtemos A = O e A = cE21 ou

A =

(
a b
c −a

)
, com bc = −a2 = −d2.

Note que A ∼ E21. (b) Observe que I = I−Ak = (I−A)(I+A+ · · ·+Ak−1). 9.
(a)

A =

(
a b
c −a

)
, ∀ a, b ∈ R, com b ̸= 0, bc = 1− a2.

Note que A ∼ E11 −E22. 10. (a)

A =

(
a 0
0 a

)
, a = ±1, ou A =

(
a b
c −a

)
, ∀ a, b ∈ R, com a2 + bc = 1.

11.Desenvolva (I−BA)(I+B(I−AB)−1A). 12.Análogo a (11). 13.X = CA−1

e Y = A−1B. 14. Sejam A = (aij) e B = (bij). Então AB = BA se, e somente se,∑n
k=1 aikbkj =

∑n
k=1 bikakj . Em particular, para brs = δprδsq, obtemos

n∑
k=1

aikδpkδjq =
n∑

k=1

δpiδkqakj ⇒ aipδjq = aqjδpi.

Assim, aip = 0 se i ̸= p e j = q. Enquanto, aii = ajj = a se i = p e j = q. Portanto,
A = aI. 15. Observe que D = A(I−D). 16. É fácil verificar que se X = uA+ vI,
então AX = XA. Reciprocamente, sejam

A =

(
a b
c d

)
,X =

(
x y
z w

)
∈ F 2×2 e A2 = (a+ d)A+ (bc− ad)I.

Então AX = XA implica que cy = bz e cx = cw + (a − d)z. Se c = 0, então z = 0
ou a = d. Assim, X = uA+ vI, com u ̸= 0 e v = 0. Se c ̸= 0, então z ̸= 0, y = bu e
x = w + (a− d)u, com z = cu, de modo que X = uA+ (w − du)I. 17. (c) Sejam
A = (aij),B = (bij),AB = (cij) e BA = (dij). Então

tr(AB) =
∑n

i=1 cii =
∑n

i=1 (
∑n

k=1 aikbki) =
∑n

k=1 (
∑n

i=1 bkiaik)
=

∑n
k=1 dkk = tr(BA).
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(d) Note que se A = (aij) e AAt = (cij), então cij =
∑n

k=1 aikajk, de modo que
cii =

∑n
k=1 a

2
ik. 18. Basta observar que U2

n = nUn.

Seção 1.3
2. Dado ϕ ∈ I , existe um σ = ϕτ ∈ P tal que f(σ) = (ϕτ)τ = ϕ, ou seja, f é
sobrejetora. Se f(σ) = f(ϕ), então

σ = σ ◦ I = σ(τ2) = (στ)τ = (ϕτ)τ = ϕ(τ2) = ϕ ◦ I = ϕ,

ou seja, f é injetora. 3. Aplique recursivamente o item (2) do Teorema 1.24. 4. Como
A2 = A temos que (detA)2 = detA, de modo que detA = 0 ou detA = 1. 5.
Como Ak = O temos que (detA)k = 0, de modo que detA = 0. 6. Basta aplicar
a fórmula ou o Teorema de Laplace em relação às linhas 1, 2, . . . , n e n + 1, . . . , 2n.
7. Pelo Exercício (16) da Seção 1.2, existem p, q, r, s ∈ F tais que C = pA + qI e
C = rB+ sI. Se p ̸= 0, então A = (p−1r)B+ p−1(s− q)I, de modo que AB = BA.
Se p = 0 e r ̸= 0, então B = r−1(q − s)I, de modo que AB = BA. Se p = r = 0,
então q = s e C = qI, de modo que 1 = detC = q2 implica que q = 1 ou q = −1.
Portanto, AB = BA ou AB = −BA. 8. De modo análogo ao Exercício (7), existem
p, q, r, s ∈ F tais que C = pA + qI e C = rB + sI. Se p = r = 0, então q = s e
C = qI, de modo que 0 = tr(C) = 2q implica que q = 0. Portanto, AB = BA. 9.
Sejam

A =

(
a b
c d

)
,X =

(
x y
z w

)
∈ F 2×2.

Então AX = −XA implica que 2ax + cy + bz = 0, bx + (a + d)y + bw = 0,
cx+(a+d)z+ cw = 0 e cy+ bz+2dw = 0. Mas a existência de X ̸= O é equivalente
ao determinante da matriz dos coeficientes do “sistema homogêneo” ser zero, ou seja,
4(a+ d)2(ad− bc) = 0, de modo que ad− bc = 0 ou a+ d = 0. Portanto, detA = 0
ou tr(A) = 0. 10. Como

det(xI+A) = (x+ a11) · · · (x+ ann) + pn−2(x)

e os fatores x + aii ou x + ajj não aparecem em pn−2(x), quando i ̸= j, temos que
pn−2(x) é um polinômio de grau no máximo n− 2. Portanto, det(xI+A) é um polinô-
mio de grau n. Pelo Teorema 1.2, esse polinômio possui no máximo n raízes sobre F .
Assim, existe um c ∈ F tal que det(cI+A) ̸= 0, pois F é infinito. Portanto, cI+A é
não singular. 11. Confira o Exercício (10) 12. Vamos usar indução sobre n. Se n = 2,
então é claro que det(xI − C2) = x2 + a1x + a0. Suponhamos que o resultado seja
válido para todo k, com 1 ≤ k ≤ n − 1 e n > 2. Então, pela fórmula de Laplace em
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relação à primeira coluna, obtemos

det(xI−Cn) = x det(xI−Cn−1) + (−1)n+1a0(−1)n−1.

Como

xI−Cn−1 =

(
xIn−2 −In−2

a1 a2 · · · x+ an−1

)
temos, pela hipótese de indução, que

p(x) = det(xIn −Cn) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a2x

2 + a1x+ a0.

Outra prova é aplicando a sequência de operações elementares

Cj → Cj + xCj+1, j = n− 1, . . . , 2, 1,

13. Note que B = VnA. 14. Note que Vn+1X = O. 15. Como A adjA = detA · I
temos que detA ·det(adjA) = det(A adjA) = (detA)n, de modo que det(adjA) =
(detA)n−1. 16. Como 1 = det I = det(AAt) = (detA)2 temos que detA = ±1.
17. (b) Pelo Exercício (16) |detA| = 1, de modo que detA = eiθ, para algum θ ∈ R.
18. f(x) e g(x) possuem uma raiz em comum λ se, e somente se, existem p(x) = ax+b
e q(x) = cx+d, com a ̸= 0 e c ̸= 0, tais que f(x) = (x−λ)p(x) e g(x) = (x−λ)q(x).
Mas, isto é equivalente a: q(x)f(x) − p(x)g(x) = 0 e, depois de alguns cálculos,
obtemos

(ca0 − ab0)x3 + (ca1 + da0 − ab1 − bb0)x2 +
(ca2 + da1 − ab2 − bb1)x+ da2 − b2b = 0,

ou seja, o sistema homogêneo
a0 0 b0 0
a1 a0 b1 b0
a2 a1 b2 b1
0 a2 0 b2




c
d
−a
−b

 =


0
0
0
0


possui uma solução não nula ou, equivalentemente, det res(f, g) = 0. 19. Basta notar
que
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detH = det


0 a2 c2 1
a2 −a2 b2 − c2 0
c2 b2 − a2 −c2 0
1 1 1 0

 = −det

 a2 −a2 b2 − c2
c2 b2 − a2 −c2
1 1 1


20. Sejam A a matriz cujas linhas são (a1, . . . , an) e (b1, . . . , bn) e B a matriz cujas
colunas são (c1, . . . , cn) e (d1, . . . , bn). Então AB ∈ F 2×2 e, pelo Corolário 1.30,

det(AB) =
∑

1≤i<j≤n

det

(
ai aj
bi bj

)
det

(
ci cj
di dj

)
.

21. Faça ci = ai e di = bi no Exercício (19). 22. Note que o determinante à direita
da identidade de Cauchy é positivo e bi = λai se, e somente se, o determinante aibj −
ajbi = 0. 23. Faça bi = 1 no Exercício (22). 24. Imite a prova do Teorema 1.13
usando operações elementares de linhas e colunas. 25. Primeiro vamos provar que f
satisfaz as condições do Exercício (24). Consideremos as operações elementares B =
Lj(c

−1)Tij(1)Lj(c)A, obtemos

f(B) = c−1f(Tij(1)Lj(c)A) = c−1f(Lj(c)A) = c−1 · cf(A) = f(A).

Note que B = Tij(c)A. Novamente, C = Tij(1)Tji(−1)Tij(1)A implica que

f(C) = f(Tij(−1)Tij(1)A) = f(Tij(1)A) = f(A).

Observe que C = Lj(−1)PijA. Se A for não singular, então ela pode ser transformada
em uma matriz diagonal D = diag(λ1, . . . , λn), com λi ̸= 0. Assim,

f(A) = f(D) = λ1 · · ·λnf(I) = λ1 · · ·λn = detA.

Se A for singular, então ela possui uma linha que é combinação linear das outras, a qual
pode ser transformada em uma linha nula, de modo que f(A) = f(E), em que E pos-
sui a linha Lj nula. Logo, f(F) = f(Lj(0)E) = 0. Portanto, f(A) = 0 = detA.
26. Note que f(O) = f(OY) = f(O)f(Y) implica que f(O) = 0 e f(X) =
f(IX) = f(I)f(X) implica que f(I) = 1. Como P2

12 = I, T12(c)T12(−c) = I e
D1(c)D1(c

−1) = I temos que f(T12(c))f(T12(−c)) = 1, de modo que f(T12(c)) é
independente de c. Assim, f(Tij(c)) = 1, pois vale com c = 0. Note que P12D1(c)P12 =
D2(c) implica que f(D1(c)) = f(D2(c)). Logo, D1(c) e D1(c

−1) são monômios de
mesmo grau m em c e c−1, digamos amcm, de modo que am = 1 e m = 1 é o menor
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valor. Portanto, f(Di(c)) = c. Finalmente, T12(−1)T21(1)T12(−1)P12 = D1(−1)
implica que f(P12) = −1. Consequentemente, f(EA) = cf(A), com c ̸= 0, garante
que f é uma função com as propriedades de um determinante e o resultado segue. 27.
Note que ∆ = (detVn)

2 = det(VnV
t
n). 28. Use o Exercício (10).

Capítulo 2

Seção 2.1
1. Basta notar que ρ(R) < n ou ρ(R) = n. 2. a = 4, b = 0 e c = 2. 3. Consistente
e determinado,

(
8
3 ,

1
3 , 0
)
; Consistente e indeterminado, (52 + 7

2 t,−2 − 3t, t), para todo

t ∈ F . 4. a = 3 e b = 11. 5. b2 = 2b1 + b3. 6. λ ̸= 9. 7. detH =
(
∏n−1

k=1 k!)4∏2n−1
k=1 k!

, 8. e
9.

H−1 =

 9 −36 30
−36 192 −180
30 −180 180

 ,
1

10

(
16 −20
−7 20

)
e

1

8

 3 −2 3
2 0 −2
1 2 1

 .

10. Aplique simultaneamente operações de linhas e colunas a matriz 1 2 −3 1 0 0
2 5 −4 0 1 0
−3 −4 8 0 0 1

→ · · · → (
D Pt

)
.

11. Se t = 0, então U ∩ V ∩W = ∅. Se t ̸= 0, então

U ∩ V ∩W =

(
t2 + 5t− 2

2t
,
−2 + 3t

2t
,
2− t
2t

)
.

12. Basta notar que AX = B é equivalente a n sistemas. (a) AXC = BC = AD.

Seção 2.2
1. Consistente e indeterminado, (113 + t23 ,−

4
3 + t23 , t, para todo t ∈ F ; Inconsistente.

2. Observe que a matriz escalonada R de A possui pelo menos n − r linhas nulas.
Portanto, ρ(A) ≤ r. 3. Suponhamos que ρ(A) = r e que R seja a matriz escalonada
de A. Então existe uma matriz não singular P tal que PA = R. Assim, P(AB) = RB,
de modo que ρ(AB) = ρ(RB). Observe que se a i-ésima linha de R for nula, então a
i-ésima linha de RB é nula. Como R possui exatamente n − r linhas nulas temos que
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RB possui pelo menos n− r linhas nulas. Logo, ρ(RB) ≤ r. Portanto, pelo Exercício
(2), ρ(AB) ≤ r = ρ(A). Por outro lado,

ρ(AB) = ρ((AB)t) = ρ(BtAt) ≤ ρ(Bt) = ρ(B).

Portanto, ρ(AB) ≤ min{ρ(A), ρ(B)}. Se B for não singular, então BA é equiva-
lente por linha a A, de modo que ρ(BA) = ρ(A). Para a outra igualdade, como
ρ((AB)B−1) = ρ(A) temos que ρ(A) = ρ((AB)B−1) ≤ ρ(AB) ≤ ρ(A). Por-
tanto, ρ(A) = ρ(AB). 4. Observe que ρ(B) + ρ(C) ≤ m+ ρ(C) = ρ(E), pois(

Im O
−CA−1 In

)(
A B
C D

)
=

(
A B
O D−CA−1B

)
.

5. Como (
In O
−A Im

)(
In B
A O

)(
In −B
O Im

)
=

(
In O
O −AB

)
.

temos que

ρ

(
In B
A O

)
= ρ

(
In O
O −AB

)
.

Assim, pelo Exercício (4), ρ(A)+ρ(B) ≤ n+ρ(AB). 6. a = 1 e b = c = d = e = 0.
7. (c) Note, pelo item (b), que 1 + b2 + b3 = 3b2 e 2 + b3 + 4 = 3b2 implicam que
2b2 − b3 = 1 e 3b2 − b3 = 6, de modo que b2 = 5 e b3 = 9. Assim, s = 15, continue!
8. Basta notar que y1 = x1 e y2 = −x2 e resolver o sistema. 9. O sistema possui
soluções inteiras se, e somente se, a + 2b = c e a + b é um múltiplo (divisível por) de
3. 10. Observe que se a decomposição Cartesiana Z0 = X0 + iY0 ∈ Cn×1 for uma
solução, então Z̄0 = X0 − iY0 também o é, pois AZ̄0 = AZ0 = B̄ = B. Portanto,
X0 =

1
2(Z0+ Z̄0) e Y0 =

1
2i(Z0− Z̄0)são soluções reais. 11. Seja f(x) = a1+a2x+

· · ·+anxn−1 o polinômio desejado. Então X = (Vt
nVn)

−1Vt
nY, com X = (a1 · · · an)t

e Y = (y1 · · · yn)t ou aplique a Regra de Cramer ao sistema VnX = Y, para obter os
coeficientes ai. 12. (a) Vamos usar indução sobre n. Efetuando a operação elementar
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L1 → L1 − L2, obtemos

Dn →



x1 − a a a a · · · a a
b− x2 x2 a a · · · a a

0 b x3 a · · · a a
...

...
...

...
. . .

...
...

0 b b b . . . xn−1 a
0 b b b . . . b xn


.

Assim, pela fórmula de Laplace em relação à primeira coluna, teremos

det(Dn) = (x1 − a) det(Dn−1) + a(x2 − b) · · · (xn − b)

Logo, pela hipótese de indução,

det(Dn) = (x1 − a)
bg(a)− ag(b)

b− a
+ a(x2 − b) · · · (xn − b),

com g(x) = (x2 − x) · · · (xn − x). Portanto, depois de alguns cálculos,

det(Dn) =
bf(a)− af(b)

b− a
.

(b) Note, recursivamente, que

det(Dn) = (x1 − a) det(Dn−1) + af1(a)
= (x1 − a)[(x2 − a) det(Dn−2) + ag2(a)] + af1(a)
= (x1 − a)(x2 − a) det(Dn−2) + af2(a) + af1(a) · · ·
= (x1 − a) · · · (xn−2 − a) det(D2) + a

∑n−1
k=2 fn−k(a).

Como det(D2) = xn−1xn − a2 = xn(xn−1 − a) + a(xn − a), o resultado segue.

Capítulo 3

Seção 3.1
2.Não, pois u = (1, 2) ∈ V implica que 1⊙u = (6,−1) ̸= u. 3.Não, pois a = 2, b =
3 e u = (1, 2) ∈ V implicam que (a+ b)⊙ u = (25, 50) e a⊙ u+ b⊙ u = (13, 26),
de modo que (a+ b)⊙ u ̸= a⊙ u+ b⊙ u. 4. Não, pois u = (1, 2) ∈ V implica que
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1 ⊙ u = (5, 10) ̸= u. 5. Não, pois u = (1, 2) ∈ V implica que 1 ⊙ u = (1, 0) ̸= u.
6. Não, pois u = (1, 0, . . . , 0) ∈ V implica que 1 ⊙ u = (0, 0, . . . , 0) ̸= u. 7.
Sim. 8. Não, se v ̸= 0, então 0 ⊕ v ̸= v. 9. Não, se u = (1, 2),v = (3, 4),w =
(4, 2) ∈ V , então u ⊕ (v ⊕ w) = (2, 4) e (u ⊕ v) ⊕ w = (−6,−4), de modo que
u⊕ (v ⊕w) ̸= (u⊕ v)⊕w. 10. Desenvola (1 + 1)(u+ v) de duas maneiras. 11.
Se existir um u ∈ V , com u ̸= 0, então a função f : F → V definida como f(a) = au
é claramente injetora, de modo que V possui infinitos elementos. 11. Basta notar que
a função de complexificação λ : V → Ṽ definida como λ(u) = (u,0) é injetora e
preserva as operações, de modo que podemos identificar u com sua complexificação
(u,0). Portanto, (u,v) = (u,0)⊕ (0,v) = (u,0)⊕ i⊙ (v,0) = u+ iv.

Seção 3.2
1. (a) Sim. (b) Não, pois u = (0, 1, 2) ∈ W , mas −1 · u = (0,−1,−2) /∈ W .
(c) Sim. (d) Não, pois u = (1, 2, 3) ∈ W , mas 1

2 · u /∈ W . (e) Não, pois u =
(1, 0, 0),v = (0, 1, 0) ∈ W , mas u + v = (1, 1, 0) /∈ W . (f) Não. (g) Não, pois
u = (1, 0, 1),v = (0, 1, 1) ∈ W , mas u + v = (1, 1, 2) /∈ W . (h) Não. 2. (a) Sim.
(b) Não, pois A ∈ W , com entradas a = d = −1 e b = c = 1, mas −1 ·A /∈ W . (c)
Sim. (d) Não, pois I ∈W , mas 2I /∈W . (e) Não, pois O /∈W . (f) Não, pois A ∈W ,
com entradas a = 1 e b = c = d = 0; B ∈ W , com entradas d = 1 e a = b = c = 0,
mas A + B /∈ W . 3. (a) Sim. (b) Sim. (c) Sim. (d) Não, 0 /∈ W . (e) Sim. 4. (a)
Não, pois 0 /∈W . (b), (c), (d), (e) e (f) São. 5. Note que

(x, y, z) = (x, y, x) + (0, 0, z − x) ∈W1 +W2 ⇒W1 +W2 = V.

De modo análogo, W1 +W3 = V = W2 +W3; W1 ⊕W2 = F 3 = W2 ⊕W3, mas
W1 ∩W3 = {(x,−2x, x) ∈ V : x ∈ F}. 6. Se v ∈ V , então existe um u1 ∈ W1 e
u2 ∈ W2 tal que v = u1 + u2. Seja v = v1 + v2, onde v1 ∈ W1 e v2 ∈ W2, outra
forma de escrever. Então u1 + u2 = v1 + v2, de modo que

u1 − v1 = v2 − u2 ∈W1 ∩W2 = {0}.

Assim, u1 = v1 e u2 = v2. Reciprocamente. é claro que V = W1 +W2. Se v ∈
W1∩W2, então v ∈W1 e v ∈W2. Como v+0 = v = 0+v temos, pela unicidade, que
v = 0. Portanto,W1∩W2 = {0} e V =W1⊕W2. 7. W2 = {(x, y) ∈ F 2 : y = mx},
para todo m ∈ F − {1}. 8. Confira Exemplo 3.20. 9. Confira Exemplo 3.2. 10.
Suponhamos que W1 ∪ W2 seja um subespaço de V , mas W1 ⊈ W2 e W2 ⊈ W1.
Então existe um u ∈ W1 tal que u /∈ W2 e existe um v ∈ W2 tal que v /∈ W1. Como
u,v ∈ W1 ∪W2 temos que u + v ∈ W1 ∪W2. Assim, u + v ∈ W1 ou u + v ∈ W2.
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Se u+ v ∈ W1, então v = −u+ (u+ v) ∈ W1, o que é impossível. Se u+ v ∈ W2,
então u = −v+ (u+ v) ∈W2, o que é impossível. Portanto, W1 ⊆W2 ou W2 ⊆W1.
Reciprocamente, se W1 ⊆ W2, então W1 ∪W2 = W2 é um subespaço de V . 11. (a)
Basta notar que (W1 ∩W2) ⊆ W1 e (W1 ∩W3) ⊆ W2 +W3. (c) Pelo Exercício (6),
W1 +W2 = {(0, 0, 0)}, W1 ∩W3 = {(x,−2x, x) ∈ V : x ∈ F} e W2 +W3 = V
implicam que (W1 ∩ W2) + (W1 ∩ W3) = {(x,−2x, x) ∈ V : x ∈ F} ⊂ W1 =
W1 ∩ (W2 + W3). (d) Se W3 ⊆ W1, então W2 + W3 ⊆ W2 + W1, de modo que
W1 ∩ (W2 +W3) ⊆ (W1 ∩W2) + (W1 ∩W3). Portanto, (W1 ∩W2) + (W1 ∩W3) =
W1 ∩ (W2 +W3). 12. (a) Use U = {(x, y, z) ∈ V : y = 0} no Exemplo 3.19. (b)
Suponhamos que W1 ⊆ U . Dado v ∈ U ⊆ V , temos, pelo Exercício (7), que existe
único u1 ∈ W1 e u2 ∈ W2 tal que u = u1 + u2. Assim, u2 = u − u1 ∈ U . Como
u1 ∈ U ∩W1 e u2 ∈ U ∩W2 temos que u ∈ (U ∩W1)⊕ (U ∩W2).
Seção 3.3
1. Note que (x, y) = y

2 (1, 2) +
2x−y
10 (5, 0) e F 2 = F [(1, 2), (5, 0)]. 2. Observe que

f(x)x1 + g(x)x2 = p(x) é equivalente a escalonar a matriz 2 −8 −26 1
−3 5 11 1
5 −2 7 1

→ · · · →
 1 0 0 13

152
0 1 0 7

38
0 0 1 23

152

 .

Portanto, nenhum dos vetores é combinação linear. 3. Nenhum dos vetores é combina-
ção linear. 4. Como

(a, b, c) = 14−1(4a+ 2b− 3c)u1 + 7−1(a+ b+ c)u2 + 14−1(10a− 4b+ 3c)u3

temos que V = F [α]. Portanto, (4,−5, k) pertence, para todo k ∈ F . 5. Basta notar
que V = F [α]. 6. Observe que A = −3A1 + 2A2 −A3. Mas, os vetores B e C não
são combinações lineares dos vetores da lista α, pois

1 3 −1 4 3 −1
1 0 5 −5 1 1
−2 4 2 9 −4 −2
1 −1 2 −7 4 1

→ · · · →


1 0 0 −3 0 107
129

0 1 0 2 0 −18
43

0 0 1 −1 0 20
129

0 0 0 0 1 6
43

 .

7. (a)W1 = F [(1, 1, 0), (0, 0, 1)]. (b)W2 = F [(2, 1,−2). (c)W3 = F [(−2, 1, 0),
(3, 0, 1)]. (d) Determinar W1 ∩ W2 é equivalente a resolver o sistema de equações
lineares x − y = 0, x + z = 0 e x − 2y = 0. Portanto, W1 ∩W2 = {(0, 0, 0)}. (e)
Determinar W1+W3 = [W1 ∪W3] = F [(2, 1,−2), (−2, 1, 0), (3, 0, 1)] é equivalente a
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escalonar a matriz  2 −2 3
1 1 0
−2 0 1

→ · · · →
 1 0 0

0 1 0
0 0 1

 .

Portanto, W1 +W2 = F [(2, 1,−2), (−2, 1, 0), (3, 0, 1)] = F 3 8.
Como W = F [(−2, 1, 0, 0), (2, 0, 1, 0)], basta escalonar a matriz

−2 2 −2 6 −2
1 0 4 2 1
0 1 3 4 0
0 0 0 1 0

→ · · · →


1 0 4 0 1
0 1 3 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

 .

Portanto, u = (−2, 4, 3, 0),w = (−2, 1, 0, 0) ∈ W , mas v = (6, 2, 4, 1) /∈ W . 9.
É fácil verificar que J(z + cw) = J(z) + c̄J(w) e J2(z) = z, para todos z,w ∈ Ṽ
e c ∈ C. Além disso, J(V ) ⊆ V . Se W = Ũ e z ∈ W , então existem u,v ∈ U
tais que z = u + iv. Assim, w = u − iv ∈ W e J(z) = w ∈ W , de modo que
J(W ) ⊆ W . Reciprocamente, se J(W ) ⊆ W , então J1 : W → W definida como
J1(z) = J(z) é uma conjugação. Portanto, U = {z ∈ W : J1(z) = z} possui as
propriedades desejadas, por exemplo, para qualquer z ∈W , obtemos

z = 2−1(z+ J1(z)) + i(2i)−1(z− J1(z)) ∈ Ũ ,

pois J1(2−1(z+ J1(z))) = 2−1(z+ J1(z)) etc. 10. Seja W um subespaço minimal de
V . EntãoW ̸= V e existe um u ∈W , com u ̸= 0. Assim, {0} ⊂ F [u] ⊆W . Portanto,
W = F [u].

Seção 3.4
1. Confira a Desigualdade de Cauchy-Schwarz. 2. (a) Note que discutir se β é LI é
equivalente escalonar a matriz 1 1 1

1 −1 0
−2 −1 1

→ · · · →
 1 0 0

0 1 0
0 0 1

 .

Portanto, β éLI . (b) Como 2(v+w) = −(u+v−3w)+(u+3v−w) temos que γ éLD.
3. Confira Exercício (1). 4. Como 2+x+2x2 é uma combinação linear dos precedentes
temos que α é LD. Podemos afirmar que é LI . 5. O vetor x(1, 2, 3) + y(1,−1, 1)
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pertence a W1 se, e somente se, 3x+ y = 0. Portanto, u = (1,−3, 0). 6. k2 − k ̸= 0.
7. Para resolver este problema confira primeiro o Exemplo 3.28. (a) Sim. (b) Não. (c)
Sim. (d) Não. (e) Não. (f) Sim. (g) Note que a equação a senx+ b cosx+ c tg x = 0
vale para todo x ∈ R. Em particular, para x = 0, x = π

4 e x = π
3 implicam que

b = 0,
√
2a+ 2c = 0 e a+ 2c = 0, de modo que a = b = c = 0. Portanto, a lista é LI .

8. Já vimos que F [α] = F [β] e∑
i̸=k

yiui + ykuk =
∑
i̸=k

(yi − xix−1
k yk)ui + (x−1

k yk)u.

9. Vamos usar indução sobre m. Se m = 1, nada há para ser provado. Suponhamos que
o resultado seja válido para todo k, com 1 ≤ k < m. Então

vm =
∑
i<m

xivi +
∑
i≥m

xiui.

Assim, xi ̸= 0, para algum i = 1, . . . , n, pois vm é LI . Como os v1, . . . ,vm são LI
temos que xi ̸= 0, para algum i ≥ m, digamos i = m. Portanto, um pode ser substituído
por vm.

Seção 3.5
1. V V FF . 2. Não, confira o Exemplo 3.46. 3. Note que dimW1 = 1 e W1 ⊈ W2

implicam que W1 ∩W2 = {(0, 0, 0)}, de modo que dim(W1 +W2) = 3. Portanto,
V = W1 + W2 e V = W1 ⊕ W2. 4. Como dim(W1 ∩ W2) ≤ min{4, 5} e 7 ≥
dim(W1 + W2) = 4 + 5 − dim(W1 ∩ W2) temos que 2 ≤ dim(W1 ∩ W2) ≤ 4.
Portanto, dim(W1 ∩ W2) = 2, 3 ou 4. 5. Confira o Exemplo 3.37. 6. Confira o
Exemplo 3.45. 7. Confira o Exemplo 3.45. 8. Se p(x) = a + bx + cx2 + dx3,
então p′(x) = b + 2cx + 3dx2 = 0 implica que b = c = d = 0 e a ∈ F qualquer.
Portanto, α = {1} é uma base de W e dimW = 1. 9. Pelo Exercício (3) da Seção ,
se (1 − a)2 = (1 + a)2, de modo que a = 0. 10. Como p′(x) = 4x − 3 e p′′(x) = 4
temos que ap(x) + bp′(x) + cp′′(x) = 0 implica que a = b = c = 0. Portanto, α é uma
base de V . 11. Derivando três vezes a equação

a(1− x)3 + b(1− x)2 + c(1− x) + d = 0
−3a(1− x)2 − 2b(1− x)− c = 0

6a(1− x) + 2b = 0
−6a = 0

temos, pela substituição reversa, que a = b = c = d = 0. Portanto, α é uma base de
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V . 12. Confira o Exemplo 3.37. 13. Confira o Exemplo 3.43. 14. (a) É claro que se
Q,R ∈W e a ∈ F , então Q+ aR ∈W . Observe que

a

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

+ b

 1 −1 0
−1 0 1
0 1 −1

+ c

 0 1 −1
−1 0 1
1 −1 0

 = Q,

com

Q =

 a+ b a− b+ c a− c
a− b− c a a+ b+ c
a+ c a+ b− c a− b

 ∈W.
Portanto,W = F [α]. (b) Pelo item (a), o sistema a+b = a1, a−b+c = a2 e a−c = a3
possui uma solução, para todos a1, a2, a3 ∈ F . 15. Note que

dim(W1 +W2 +W3) = dim(W1 +W2) + dimW3 − dim((W1 +W2) ∩W3)

e use o Exercício (12) da Seção 3.2. 16. Se au + biu = 0, então (a + bi)u = 0, de
modo que a+ bi = 0, ou seja, a = b = 0. 17. Seja α = {u1, . . . ,un} uma base de V .
Então devemos provar que sua complexificação

λ(α) = {u1 + i0, . . . ,un + i0}

é uma base de Ṽ . Dado z ∈ Ṽ existem, pelo Exercício (12) da Seção 3.1, u,v ∈ V
tais que z = u + iv. Como u,v ∈ V temos que existem únicos xj , yk tais que u =∑n

j=1 xjuj e v =
∑n

k=1 ykuk. Assim, z = u + iv =
∑n

j=1(xj + iyj)uj . Portanto,
λ(α) é uma base de Ṽ sobre C e dim Ṽ = dimV . Note que β = α ∪ (iα) é uma base
de Ṽ sobre R e dim Ṽ = 2dimV . 18. (a ⇒ b) Suponhamos que V ̸= F [α]. Então
existiria um u ∈ V tal que u /∈ F [α]. Assim, de modo análogo a prova do Lema 3.40, o
conjunto β = α ∪ {u} seria LI , com α ⊂ β, o que é impossível. (b⇒ c) Suponhamos
que α não seja LI . Então existiria um conjunto β = α − {u} tal que V = F [β], com
β ⊂ α, o que é impossível. (c⇒ a) Tente provar! 19. (b) Por exemplo,

(u+W )⊕ [(v +W )⊕ (w +W )] = u+W ⊕ (v +w +W )
= u+ (v +w) +W

em V
= (u+ v) +w +W
= (u+ v +W )⊕ (w +W )
= [(u+W )⊕ (v +W )]⊕ (w +W ).
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(c) Se u ∈ α ⊆ W , então u +W = 0 +W = W é o vetor nulo de V , de modo que
u + W /∈ γ. Assim, u /∈ β e α ∩ β = ∅. Dado v ∈ V , temos que v + W ∈ V .
Logo, existem vetores distintos v1 +W, . . . ,vn +W ∈ γ e y1, . . . , yn ∈ F tais que
v + W =

∑n
j=1 yjvj + W se, e somente se, v −

∑n
j=1 yjvj ∈ W , de modo que

existem vetores distintos u1, . . . ,um ∈ α e x1, . . . , xm ∈ F tais que v−
∑n

j=1 yjvj =∑m
i=1 xiui, ou seja, v =

∑m
i=1 xiui+

∑n
j=1 yjvj . Portanto, V = F [α∪β]. Observe que∑m

i=1 xiui +
∑n

j=1 yjvj = 0 implica que W =
∑n

j=1 yjvj +W . Assim, y1 = · · · =
yn = 0, pois γ é LI . Logo,

∑m
i=1 xiui = 0 implica que x1 = · · · = xm = 0, pois α é

LI . Consequentemente, α∪ β é LI . (d) Primeiro note que V =W ∪ (V −W ). Assim,
para cada v ∈ V , podemos escolher vetores distintos u1, . . . ,um ∈ α, v1, . . . ,vn ∈
β − α e x1, . . . , xm, y1, . . . , yn ∈ F tais que v =

∑m
i=1 xiui +

∑n
j=1 yjvj . Logo,

v+W =
∑n

j=1 yjvj +W . Portanto, V = F [γ]. Prove que γ é LI! (e) Basta notar que
dimV = |α∪β| = |α|+ |β| = dimW +dimV . (f) Dado v+U ∈W1 +W2, existem
w1 ∈ W1 e w2 ∈ W2 tais que v + U = w1 + w2 + U = (w1 + U) ⊕ (w2 + U) ∈
W1 + W2, ou seja, W1 +W2 = W1 + W2. Se v + U ∈ W1 ∩ W2, então existem
w1 ∈ W1 e w2 ∈ W2 tais que v + U = w1 + U e v + U = w2 + U . Assim,
w2 −w1 = (w2 − v) + (w1 − v) ∈ U , de modo que w2 = (w2 −w1) +w1 ∈ W1 e
v + U = (v −w2) +w2 + U = U . Portanto, W1 ∩W2 = {U}. Consequentemente,
dim(W1 +W2) = dimW1 + dimW2.

Seção 3.6
1. Confira o Exemplo 3.47, [(x, y)]α = 3−1(x + y, x − y)t. 2. Primeiro confira o
Exemplo 3.47. (a) [(x, y)]α = 1

3(x+y, x−y)
t. (b) [(x, y)]α = (x2 ,−y)

t. (c) [(x, y)]α =
(x, y)t. (d) [(x, y)]α = 1

3((2x − y,−x + 2y). 3. Observe que os vetores u = (a, b)
e v = (c, d) estão sobre o círculo x2 + y2 = 1. Assim, existem θ, ϕ ∈ [0, 2π) tais que
a = cos θ, b = sen θ e c = cosϕ, d = senϕ. Logo,

cos(ϕ− θ) = cosϕ cos θ + senϕ sen θ = ac+ bd = 0,

de modo que ϕ− θ = π
2 ou ϕ− θ = 3π

2 . Portanto, c = − sen θ e d = cos θ ou c = sen θ
e d = − cos θ. Consequentemente, β = {u,v} é uma base de V , pois ad−bc = 1. Se u
estiver no primeiro quadrante, então u = cos θe1 + sen θe2 e v = − sen θe1 + cos θe2.
Assim,

[I]βα =

(
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

)
e ([I]βα)

−1 =

(
cos θ sen θ
− sen θ cos θ

)
,
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com α a base canônica de V . Portanto,

[(x, y)]β = ([I]βα)
−1[(x, y)]α =

(
x cos θ + y sen θ
−x sen θ + y cos θ

)
.

Compare este exercício com o Exemplo 3.50. 4. Confira o Exemplo 3.48. 5. e 6.
Confira o Exemplo 3.49. 7. e 8. Confira o Exemplo 3.51. 9. e 10. Note que

[I]βα =

 1 2 1
0 1 2
1 1 1

 e [I]αβ = ([I]βα)
−1.

11. Confira o Exercício (7). 12., 13. e 14. Confira o Exercício (9). 15. [I]αα =
I. 16. Confira o Exercício (9) identificando E11 ↔ (1, 0, 0, 0) etc. 17. Se β =
(u1A, . . .unA) for uma base de F 1×n, então os ui são combinações lineares dos uiA
e vice-versa, digamos αt = βtB, Assim, βt = αtA = (βtB)A, de modo que BA = I.
Portanto, A é não singular. Reciprocamente, se A for não singular, então βt = αtA
implica que αt = βtA−1, de modo que F 1×n = F [β]. Portanto, β é uma base de
F 1×n. 18. Dados u,v ∈ W e a ∈ F , obtemos u,v ∈ Wn, para todo n ∈ N.
Assim, u + av ∈ Wn, para todo n ∈ N. Portanto, u + av ∈ W e W é um subes-
paço de V . 19. Dados u,v ∈ W e a ∈ F , existem m,n ∈ N tais que u ∈ Wm e
v ∈ Wn. Se m ≤ n, então u,v ∈ Wn. Assim, u + av ∈ Wn, para algum n ∈ N.
Portanto, u + av ∈ W e W é um subespaço de V . 20. (a) α = (e1, e2, e1 + e2).
(b) Suponhamos, por absurdo, que xi = 0, para algum i, digamos x1 = 0. Então
x2u2 + · · · + xnun = 0, de modo que x2 = · · · = xn = 0, o que contradiz o fota de
α ser LD. Portanto, xi ̸= 0, para todo i. (c) Podemos supor que y1 ̸= 0 e, pelo item
(b), u1 = (−x−1

1 x2)u2+ · · ·+(−x−1
1 xn)un. Assim, substituindo na equação, obtemos

(y2 − y1x
−1
1 x2)u2 + · · · + (yn − y1x

−1
1 xn)un = 0. Logo, por hipótese, yi = axi,

onde a = x−1
1 y1 ∈ F× e i = 1, . . . n. (d) É fácil verificar que W é um subespaço de

Fn e, pelo item (c), W = F [x1, . . . , xn]. É importante observar que W = L−1
α (0) e

ImLα = F [α− {ui}], para algum i = 1, . . . n. 21. Suponhamos que

B =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijFij =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijEij +

n∑
i=1

n∑
j=1

aijI = O.

Se p ̸= q, então bpq = apq + 0 = 0. Se p = q, então bpp = app +
∑n

i=1

∑n
j=1 aij = 0.

Como aij = 0, quando i ̸= j, temos que app+
∑n

i=1 aii = 0, de modo que app = 0, pois
os app são todo iguais. Portanto, α é uma base de V . 22. É fácil verificar que Ff (x) é
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um subespaço de F(F, F ) e que a lista

α =

(
1

(x− a)m(x− b)n
,

x

(x− a)m(x− b)n
, . . . ,

xm+n−1

(x− a)m(x− b)n

)
é uma base de Ff (x) (Use derivação, se necessário, para o caso LI).

Capítulo 4

Seção 4.1
1. (a) Sim. (b) Não, pois T (0, 0, 0) = (−1, 0) ̸= (0, 0). (c) Sim. (d) Não, pois T (2e1 + 
e2) = (1, 8) ̸= (1.2) = 2T (e1) + T (e2). (e) Sim. Conclua que qualquer operador linear 
sobre F 2 é dessa forma. Por exemplo, T (e1) = ae1 + ce2 = (a, c), onde a, b ∈ F . 2. (a) 
Sim. (b) Sim. (c) Não. pois T (O) = B ̸= O. (d) Sim. (e)
Sim. 3. Como um exemplo vamos provar apenas o item (d) Dados f, g ∈ V e a ∈ R, 
obtemos

[T (f + cg)](x) =
1

2
[(f + cg)(x+

h

2
)− (f + cg)(x− h

2
)] = (Tf + aTg)(x).

(4) Direto da definição. 5. T (x, y) = (x + ay, y) e T : R2 → R2 definida como
T (1, 0) = (1, a) e T (0, 1) = (0, 1), onde a ∈ R×. 6. T (x, y) = (−x + y, x). 7.
T (x, y) = (ax+ cy, bx+ dy). 8. (a) Dados p(x), q(x) ∈ V e a ∈ R, obtemos

T (p(x) + aq(x)) = x(p(x) + aq(x)) = xp(x) + c(xq(x)) = T (p(x)) + aT (q(x)).

9. Dados u,v ∈ V e c ∈ F , obtemos

(T + S)(u+ cv) = T (u+ cv) + S(u+ cv) = (T + S)(u) + c(T + S)(v).

Portanto, T + S, aT ∈ L(V,W ) e é um espaço vetorial sobre F . 10. Sejam α =
{v1,v2} uma base de V e β = {w1,w2,w3} uma base de W . Então, pelo Teorema
4.11, existem únicas transformações lineares Eij : V → W , com i = 1, 2, 3 e j = 1, 2,
definidas como Eij(vk) = δjkwi, para k = 1, 2. Então os Eij agem sobre um vetor
v = x1v1 + x2v2 como Eij(v) = x1Eij(v1) + x2Eij(v2) = x1δj1wi + x2δj2wi =
xjwi. Afirmação. γ = {E11, E12, E21, E22, E31, E32} é uma base de L(V,W ). De
fato. Dado T ∈ L(V,W ) tal que T (vk) =

∑3
i=1 aikwi, k = 1, 2. Então, considerando

361Sumário



RESPOSTAS E SUGESTÕES

S =
∑3

i=1

∑2
j=1 aijEij ∈ L(V,W ), obtemos

S(vk) = (

3∑
i=1

2∑
j=1

aijEij)(vk) =

3∑
i=1

2∑
j=1

aijδjkwi =

3∑
i=1

aikwi = T (vk).

Portanto, T = S e L(V,W ) = F [γ]. Note que dimL(V,W ) = 6. 11. e 12. Direto das
operações usuais e da composição de funções. 13. Como

(DM −MD)(p(x)) = D(M(p(x)))−M(D(p(x)))
= p(x) + xp′(x)− xp′(x) = I(p(x)), ∀ p(x) ∈ R[x],

temos que DM −MD = I . Note que DM = D(DM −MD)M . 14. (a⇒ b) Sejam
x = f(0) ∈ W e T : V → W definida como T (y) = f(y) − x. Então T é linear. De
fato. Como y − cy = (c− 1)(0− y) temos que

T (y)− T (cy) = f(y)− f(cy) = (c− 1)[f(0)− f(y)] = (c− 1)(−T (y)).

Assim, T (cy) = cT (y), para todo y ∈ V . Sendo 2z−(y+z) = z−y = −2−1(2y−2z),
obtemos

2T (z)− T (y + z) = T (2z)− T (y + z) = f(2z)− f(y + z)
= −2−1[f(2y)− f(2z)] = −[T (y)− T (z)].

Portanto, T (y+ z) = T (y)+T (z), para todos y, z ∈ V . (b⇒ c) Direto da linearidade
de T . (c⇒ a). Basta notar que w−u = c(v−w) implica que u = (−c)v+(1+ c)w.
15. (a) Suponhamos que

x0u+ x1T (u) + · · ·+ xk−1T
k−1(u) = 0.

Como Tn+k = 0, para todo n ∈ Z+ temos, aplicando recursivamente T k−i, com i =
1, . . . , k − 1, na equação, que x0 = x1 = · · · = xk−1 = 0. Portanto α é LI .

Seção 4.2
1. Dados w, z ∈ T (U) e a ∈ F , existem u,v ∈ U tais que w = T (u) e z = T (v).
Assim,

w + az = T (u) + aT (v) = T (u+ av) ∈ T (U),

pois u + av ∈ U . Portanto, T (U) é um subespaço de W . 2. Dados u,v ∈ T−1(Z) e
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a ∈ F , obtemos T (u), T (v) ∈ Z, de modo que T (u) + aT (v) ∈ Z implica que

T (u+ av) = T (u) + aT (v) ∈ Z.

Logo, u + av ∈ T−1(Z). Portanto, T−1(Z) é um subespaço de V . 3. Note que
(r, s) ∈ T (A) se, e somente se, existir um (x, y) ∈ A tal que T (x, y) = (r, s) se, e
somente se, x = r − s e y = s. Assim,

x2 + y2 = 1⇔ (r − s)2 + s2 = 1⇔ r2 + 2s2 − 2rs = 1

Portanto, T (A) = {(r, s) ∈ R2 : r2 + 2s2 − 2rs = 1} representa uma elipse, isto
é, T transforma círculo em elipse e vice-versa. 4. (a) kerT = {(0, 0)} e ImT =
F [(−1, 0, 5), (1, 0, 0)]. (b) kerT = F [(1,−1, 0)] e ImT = F [(1, 0), (1, 1)]. 5. É
claro que F [T (α)] ⊆ ImT . Por outro lado, dado w ∈ ImT , existe um u ∈ V tal
que w = T (u). Como V = F [α] e u ∈ V temos que existem x1, . . . , xn ∈ F
tais que u =

∑n
i=1 xiui. Assim, w = T (u) =

∑n
i=1 xiT (ui) ∈ F [T (α)], ou seja,

ImT ⊆ F [T (α)]. 6. Note, pelo Exercício (5), que

ImT = F [T (e1), T (e2), T (e3)] = F [(1, 2,−1), (−1, 1,−2), (2, 0, 2)].

Assim, discutir se (a, b, c) ∈ ImT é equivalente a escalonar a matriz 1 −1 2 a
2 1 0 b
−1 −2 2 c

→ · · · →
 1 0 2

3
1
3(b− a)

0 1 −4
3

1
3(b− 2a)

0 0 0 −a+ b+ c

 .

Portanto, (a, b, c) ∈ ImT se, e somente se, a = b+c, de modo que ImT = F [(1, 1, 0), (1, 0, 1)]
e ρ(T ) = 2. (b) Pelo item (a), (a, b, c) ∈ kerT se, e somente se, a = −2c

3 e b = 4c
3 , de

modo que kerT = F [(−2, 4, 3)] e ν(T ) = 1. 7., 8. e 9. Confira os Exemplos 4.18 e
4.25, pois T ser sobrejetora e

T (1, 1, 0) = T (0, 0, 1)⇔ T (1, 1,−1) = (0, 0, 0)

significa que kerT = F [(1, 1,−1)]. 10. Sim, pois {(1,−1, 1), (1, 1, 1)} é parte de
uma base de F 3. 11. Não, pois (−3, 2) = −(1,−1)− (2,−1) implica que

(1, 1) = T (−3, 2) = −T (1,−1)− T (2,−1) = −(1, 1),

o que é impossível. 12. Suponhamos que existam escalares x1, . . . , xk ∈ F tais que
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∑k
i=1 xiui = 0. Então

k∑
i=1

xiwi =
k∑

i=1

xiT (ui) = T (
k∑

i=1

xiui) = T (0) = 0,

de modo que x1 = · · · = xn = 0. Portanto, α é LI em V . Para cada u ∈ V , sem-
pre teremos T (u) ∈ ImT . Assim, existem escalares y1, . . . , yk ∈ F tais que T (u) =
T (
∑k

i=1 yiui), de modo que T (u −
∑k

i=1 yiui) = 0 implica que u −
∑k

i=1 yiui ∈
kerT . Logo, V = F [α] + kerT . É fácil verificar que F [α] ∩ kerT = {0}. Por-
tanto, V = F [α] ⊕ kerT . 13. Determine kerT resolvendo o sistema e use o Exer-
cício (12). 14. (a) Discutir se u1 ∈ F [u2,u3] é equivalente a saber se (1, 0, 1) ∈
F [(−2, 1, 0), (−1, 1, 1)]. 15. Dado u ∈ ker(T ◦ S), obtemos T (S(u)) = 0. Assim,
S(u) ∈ kerT = {0}, de modo que S(u) = 0. Logo, u ∈ kerS = {0}. Portanto,
u = 0 e ker(T ◦S) = {0}, ou seja, ν(T ◦S) = 0. 16. (a) Dado w ∈ Im(T ◦S), existe
um u ∈ U tal que w = (T ◦ S)(u) = T (S(u)). Assim, w ∈ ImT , pois S(u) ∈ V , de
modo que Im(T ◦ S) ⊆ ImT . Como Im(T ◦ S) e ImT são subespaços de W temos,
pelo Corolário 3.42, que

ρ(T ◦ S) = dim Im(T ◦ S) ≤ dim ImT = ρ(T ).

(b) Dado u ∈ kerS, obtemos S(u) = 0, de modo que (T ◦ S)(u) = 0, ou seja,
u ∈ ker(T ◦ S). Assim, de modo análogo ao item (a), ν(S) ≤ ν(S ◦ T ). 17. Como
ImS ⊆ V temos que m = ν(S) + ρ(S) implica que ν(S) = m − ρ(S) ≥ m −
n > 0. Assim, pelo item (b) do Exercício (16), ν(S ◦ T ) > 0. Portanto, T ◦ S
não é injetora. 18. Suponhamos que exista um isomorfismo T ∈ L(V,W ). Então
kerT = {0} e ImT = W . Assim, pelo Teorema 4.21, dimV = dimW , de modo que
m = n. Reciprocamente, suponhamos que m = n. Então, pelo Teorema 4.28, existem
isomorfismos Eα : Fn → V e Eβ : Fn → W . Portanto, T = Eβ ◦ E−1

α : V → W é
um isomorfismo, de modo que V e W são isomorfos. 19. (a) Se T fosse sobrejetora,
então ImT =W . Assim, pelo Teorema 4.21, n = dimkerT +dim ImT ≥ m, o que é
impossível. 20. Basta observar que S ◦T = IV implica que T é não singular. Portanto,
T é bijetora. 21. Note que T 2 − T + I = 0 é equivalente a: (I − T ) ◦ T = I e use
o Exercício (20). 22. (a) Suponhamos que ImS ⊆ ImT . Então podemos escolher
uma base {u1, . . . ,uk} de U tal que {ur+1, . . . ,uk} seja uma base de kerS. Assim,
{S(u1), . . . , S(ur)} é LI em W , mas isto significa que: existem v1, . . . ,vr ∈ V ,
necessariamente LI , tais que S(ui) = T (vi), pois ImS ⊆ ImT . Logo, estendendo
obtemos uma base {v1, . . . ,vm} de V . Então a função R : U → V definida como
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R(ui) = vi, com i = 1, . . . , r, eR(uj) = 0, com j = r+1, . . . , n, é tal que S = T ◦R.
A recíproca é clara. (b) Suponhamos que kerT ⊆ kerS. Então podemos escolher uma
base {u1, . . . ,uk} de U tal que {u1, . . . ,ur} seja uma base de kerS e {u1, . . . ,us}
seja uma base de kerT , com s ≤ r. Assim, {T (us+1), . . . , T (uk)} é LI em V . Logo,
estendendo obtemos uma base {T (us+1), . . . , T (uk),vk+1, . . . ,vm} de V . Então a
função R : V → W definida como R(T (ui)) = S(ui), com i = s + 1, . . . , k, e
R(vj) = 0, com j = k + 1, . . . ,m, é tal que S = R ◦ T . A recíproca é clara. 23.
(a) Como Im(T + S) é subespaço de V e Im(T + S) ⊆ ImT + ImS temos, pelo
Corolário 3.42, que dim Im(T + S) ≤ dim(ImT + ImS). Portanto, pelo Teorema
3.44, dim Im(T + S) ≤ dim ImT + dim ImS, ou seja, ρ(T + S) ≤ ρ(S) + ρ(T ).
(b) Use o item (a) e n = ν(S + T ) + ρ(S + T ). (c) e (d) Confira o Exercício (13)
e os itens anteriores. 24. Podemos imitar a prova do item (b) do Exercíco (22). Mas,
vamos apresentar uma prova direta. Suponhamos que T seja injetora. Então kerT =
{0}. Assim, pelo Teorema 4.21, dimV = dim ImT , de modo que dimV = n ≤ m.
Logo, para cada base α = {u1, . . . ,un} de V , T (α) = {T (u1), . . . , T (un)} é parte
de uma base β = {T (u1), . . . , T (un),wn+1 . . . ,wm} de W . Portanto, pelo Teorema
4.11, existe uma única transformação linear S : W → V tal que S(T (ui)) = ui,
se i = 1, . . . , n, e S(wi) = 0, se i = n + 1, . . . ,m. Consequentemente, S ◦ T = IV .
Reciprocamente, suponhamos que S◦T = IV . Então, dado u ∈ kerT , obtemos T (u) =
0, de modo que u = (S ◦ T )(u) = S(T (u)) = S(0) = 0. Portanto, kerT = {0} e
T é injetora. Observe que se T for não injetora, então, pelo Corolário 4.22, existem
bases tais que T (vi) = wi, com i = 1, . . . , k, e T (vj) = 0, com j = i + 1, . . . ,m.
Portanto, basta definir R : V → V como R(wj) = vj , com j = i + 1, . . . ,m, e
R(wi) = 0, com i = 1, . . . , k. 25. Podemos imitar a prova do item (a) do Exercíco
(22). Mas, vamos apresentar uma prova direta. Suponhamos que T seja sobrejetora.
Então ImT = W . Assim, pelo Teorema 4.21, n = dimker+T dim ImT , de modo
que dimW = m ≤ n. Assim, para cada base {w1, . . . ,wm} de W , existem ui ∈ V
tais que wi = T (ui), com i = 1, . . . ,m. Por outro lado, pelo Teorema 4.11, existe
uma única transformação linear S : W → V tal que S(wi) = ui, com i = 1, . . . ,m.
Portanto, (T ◦ S)(wi) = T (S(wi)) = T (ui) = wi, com i = 1, . . . ,m, implica que
T ◦ S = IW . Reciprocamente, suponhamos que T ◦ S = IW . Então, dado w ∈ W ,
obtemos w = (T ◦ S)(w) = T (S(w)). Assim, existe um u = S(w) ∈ V tal que
w = T (u). Portanto, T é sobrejetora. 26. Suponhamos que S seja sobrejetora e T
seja injetora. Então, pelos Exercícios (24) e (25), existe um S1 ∈ L(V,U) tal que
S ◦ S1 = IV e existe um T1 ∈ L(W,V ) tal que T1 ◦ T = IV . Portanto, pondo
R = S1 ◦ T1 ∈ L(W,U), obtemos S ◦ R ◦ T = IV . A recíproca é análoga aos
Exercícios (24) e (25). 27. Suponhamos que ImT = kerT . Então, pelo Teorema
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4.21, n = dimkerT + dim ImT = 2dim ImT , de modo que T ̸= 0. Enquanto,
T (u) ∈ ImT = kerT , para todo u ∈ V , implica que T 2(u) = T (T (u)) = 0.
Portanto, T 2 = 0. Reciprocamente, T ̸= 0 implica que existe um u ∈ V tal que
T (u) ̸= 0, de modo que ImT ̸= {0} e kerT ̸= V . Enquanto, T 2 = 0 implica
que T (u) ∈ kerT , para todo u ∈ V , de modo que ImT ⊆ kerT . Por outro lado,
2 dim ImT = n = dimkerT +dim ImT implica que dim ImT = dimker t. Portanto,
ImT = kerT . Confira o Exercício (8) da Seção 1.2 para determinar vários T ∈ L(R2).
28. Basta observar que se u1 ∈ V for outra solução, então T (u1 − u0) = 0. 29. (a)
Dado p(x) = a0 + a0x+ · · ·+ anx

n ∈ kerE, obtemos

0 = E(p(x)) = a0x+
a1
2
x2 + · · ·+ an

n+ 1
xn+1,

de modo que a0 = a1 = · · · = an = 0 e p(x) = 0. Portanto, kerE = {0} e E é
injetora. Como a /∈ ImE, para todo a ∈ R×, temos que E não é sobrejetora. 30.
Suponhamos que S e T sejam não singulares. Então kerS = {0} e kerT = {0}. Dado
u ∈ ker(S ◦T ), obtemos S(T (u)) = 0, de modo que T (u) ∈ kerS = {0} e T (u) = 0.
Assim, u ∈ kerT = {0} e u = 0. Portanto, ker(S ◦T ) = {0} e S ◦T é não singular. A
recíproca segue do item (b) do Exercício (16). 31. Basta observar o sistema na forma
matricial: (

S1 S2
S2 S1

)(
X1

X2

)
=

(
T1
T2

)
e usar a Regra de Cramer. 32. Se T ∈ ker f , então f(T ) = 0 ou S−1 ◦ T ◦ S = 0.
Assim,

T = (S ◦ S−1) ◦ T ◦ (S ◦ S−1) = S ◦ (S−1 ◦ T ◦ S) ◦ S−1 = 0.

Portanto, ker f = {0} e f é injetora. 33. (b) Suponhamos que W1 ∩ W2 ̸= {0}.
Então existe um u ∈ W1 ∩W2 tal que u ̸= 0. Assim, T (u,0) = u = T (0,u), mas
(u,0) ̸= (0,u), de modo que T não é injetora. Reciprocamente, se (w1,w2) ∈ kerT ,
então w1 + w2 = 0. Logo, w2 = −w1 ∈ W1 e w1 = −w2 ∈ W2, de modo
que w1 = 0 e w2 = 0. Portanto, kerT = {0,0} e T é injetora. (d) Note que
kerT = {(u,−u) : u ∈ W1 ∩W2} e ImT = W1 + W2. 34. Note, pelo Exercício
(16), que Im(T p ◦ T ) ⊆ ImT p e kerT q ⊆ ker(T ◦ T q), para todos p, q ∈ N. Como
dimV = n temos, pelo Corolário 3.42, que a cadeia

{0} ⊆ kerT ⊆ · · · ⊆ kerT q · · · ⊆ · · · ⊆ V
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é finita, digamos kerT k+1 = kerT k, para algum k ∈ N. Portanto, kerT k+m = kerT k,
para todo m ∈ N. Caso contrário, existiria um m > k tal que ker(Tm) ̸= ker(Tm+1).
Isto significa que existe um u ∈ V tal que Tm+1(u) = 0, mas Tm(u) ̸= 0. Pondo
m = k + i, obtemos T k+1(T i(u)) = 0, enquanto T k(T i(u)) ̸= 0, o que é impossível.
Usando que dim ImT k + dimkerT k = dimV , deduzimos o resultado para a cadeia
das imagens. Dado v ∈ ImT k ∩ kerT k, obtemos T k(v) = 0 e v = T k(u), para
algum u ∈ V . Assim, 0 = T k(v) = T 2k(u), de modo que u ∈ kerT 2k = kerT k

implica que v = T k(u) = 0. Portanto, ImT k ∩ kerT k = {0}. Conclua que V =
ImT k ⊕ kerT k. 35. Use o Exercício (12) com U = ImS. 36. (a) É fácil verificar
que P é linear, ImP = U e kerP = W , de modo que V = kerP ⊕ ImP . Note que
u = T (u)−(IV −T )(u), para todo u ∈ V , implica que kerQ = ImP e ImQ = kerP .
37. Seja U um subespaço de V tal que V = U ⊕ kerT . Como ker(IV − P ) = ImP =
kerT e Im(IW − Q) = kerQ = ImT , o resultado segue do Exercício (22). 38.
Seja k = ρ(T ) e {w1, . . . ,wk} uma base de ImT , a qual pode ser estendida para uma
base β = {w1, . . . ,wk,wk+1 . . . ,wn} de V . Como wi ∈ ImT , para i = 1, . . . , k,
temos que existe um ui ∈ V tal que wi = T (ui). Assim, podemos escolher uma base
{uk+1 . . . ,un} de kerT tal que α = {u1, . . .uk,uk+1 . . . ,un} é uma base de V . Logo,
pelo Teorema 4.11, existe um único S ∈ L(V ) tal que S(wi) = ui, com i = 1, . . . , n.
Portanto, S ◦ T = P , com P uma projeção de V . 39. (c) Dado v ∈ ImS ∩ kerT ,
obtemos T (v) = 0 e v = S(u), para algum u ∈ V . Assim, u = (T ◦ S)(u) =
T (S(u)) = T (v) = 0, de modo que v = S(u) = 0. Portanto, ImS ∩ kerT = {0}.
40. (a ⇒ b) Pelos Teoremas 3.44 e 4.21, obtemos dim(kerT ∩ ImT ) = 0, de modo
que kerT ∩ ImT = {0}. Portanto, V = kerT ⊕ ImT . (b⇒ c) É claro. (c⇒ d) Pelo
item (b) do Exercício (16), obtemos kerT ⊆ kerT 2. Por outro lado, dado u ∈ kerT 2,
teremos T (u) ∈ kerT ∩ ImT = {0}, de modo que T (u) = 0, ou seja, u ∈ kerT .
Assim, kerT 2 ⊆ kerT . Portanto, kerT 2 = kerT . (d ⇒ e) Pelo item (a) do Exercício
(16), obtemos ImT 2 ⊆ ImT . Por outro lado, como dimkerT + dim ImT = n =
dimkerT 2 + dim ImT 2 temos que dim ImT = dim ImT 2. Portanto, ImT 2 = ImT .
(e ⇒ f) Use o Exercício (38). (f ⇒ a) Observe que u = (u − (S ◦ T )(u)) + (S ◦
T )(u) ∈ kerT + ImT . Portanto, V = kerT + ImT . Finalmente, S = c−1IV é tal que
T ◦S ◦T = T e Im(S ◦T ) = ImT . Seja {(1, 2)} uma base de ImT e estenda para uma
base β = {(1, 2), (0, 1)} de R2. Como (1, 2) ∈ ImT temos que existe um (3, 4) ∈ R2

tal que T (3, 4) = (1, 2). Assim, {(3, 4)} é parte de uma base α = {(3, 4), (1, 0)} de R2,
com {(1, 0)} base de kerT . Consideremos S ∈ L(R2) definida como S(1, 2) = (3, 4)
e S(0, 1) = (1, 0). Portanto, P = S ◦ T ou T = S−1 ◦ P . Note que P (3, 4) = (3, 4)
e P (1, 0) = (0, 0) e, depois de alguns cálculos, (x, y) = x(1, 2) + (y − 2x)(0, 1),
S(x, y) = (3x, 2x + y) e P (x, y) = 1

4(3y, 4y) e/ou use a matriz A = XXt ∈ R2×2,
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com c = XtX e X = (a, b)t ̸= (0, 0)t, para determinar vários T ∈ L(R2). 41.
É fácil verificar que Fd(I1,R) é um subespaço de F(R,R). Consideremos as funções
ek : I1 → R definidas como

ek(x) =

{
0, se 0 ≤ x < k
1, se k ≤ x < 1.

Então ek ∈ Fd(I1,R) e α = {ek : k ∈ I1} é um base. De fato. Dado f ∈ Fd(I1,R),
existe uma função fi ∈ Fd(I1,R) definida como

fi(x) =

{
f(x), se x ∈ [ai, ai+1)
0, se x /∈ [ai, ai+1)

tal que fi(x) = f(ai)(eai(x) − eai+1(x)). Assim, α gera Fd(I1,R), pois é claro que
f = f0 + · · ·+ fn. 42. É claro que Fl(I1,R) = Fd(I1,R)⊕ C(I1,R). Consideremos
as funções gk : I1 → R definidas como

gk(x) =

{
0, se 0 ≤ x < k
x− k, se k ≤ x < 1.

Então gk ∈ C(I1,R) e β = {gk : k ∈ I1} é um base. De fato. Note primeiro que
(gai − gai+1)(x) = x − ai, para todo x ∈ [ai, ai+1], e 0 caso contrário. Assim, dado
f ∈ Fl(I1,R), existe uma função fi ∈ Fl(I1,R) definida como

fi(x) =

{
f(x), se x ∈ [ai, ai+1)
0, se x /∈ [ai, ai+1).

Logo, pondo di = f(ai) + bi(ai+1 − ai), obtemos

fi(x) = bi(gai − gai+1)(x) + f(ai)eai(x)− dieai+1(x).

Portanto, f = g + e, onde g ∈ C(I1,R) e e ∈ Fd(I1,R); f = f0 + · · · + fn. Conse-
quentemente, β é uma base de C(I1,R). Finalmente, basta observar que T (ek) = gk.

Seção 4.3
1. Basta notar que T (1) = x = 0 · 1 + 1 · x + 0 · x2 etc. 2. (b) Como T (e1) =
(1, 0, 1), T (e2) = (2, 1, 0) e T (e3) = (0,−1, 2) temos, pelo Teorema 4.39, que basta
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escalonar a matriz 1 0 1 1 0 0
2 1 0 0 1 0
0 −1 2 0 0 1

→ · · · →
 1 0 1 0 1

2
1
2

0 1 −2 0 0 1
0 0 0 1 −1

2 −1
2

 .

Portanto, ImT = F [(1, 0, 1), (2, 1, 0)] e kerT = F [(2,−1,−1)]. 3. Basta notar que
D(xk) = kxk−1 = 0 · 1 + · · · + k · xk−1 + · · · + 0 · xn, com k = 0, . . . , n. 4. T é
claramente linear. Assim, procedendo como no Exemplo 4.40, obtemos

ImT = F [E12 + 2E21,−2E11 +E12 + 2E22] e kerT = F [I,E12 + 2E21 −E22].

Note que kerT = {aI + bB : a, b ∈ F, b ̸= 0}, pois B = I − (E12 + 2E21 − E22),
compare com o Exercício (16) da Seção 1.2. 5. A função T : Fn×n → Fn×n definida
como T (X) = BX−X é claramente linear e, pelo item (b) do Exercício (8) da Seção
1.2, T é injetora. Portanto, existe um A ∈ Fn×n tal que T (A) = O ou BA = A.
6. Basta notar que T (1) = 1 = 1 · 1 + 0 · x + 0 · x2 + 0 · x3 etc. e use o Exemplo
4.40. 8. Confira o Teorema 4.41. 9. Como T (1) = (1, 1, 1), T (x) = (c1, c2, c3) e
T (x2) = (c21, c

2
2, c

2
3) temos que [T ] = V3 é a matriz de Vandermonde. Portanto, T é

um isomorfismo. 10. Confira o Exemplo 4.43 e use o Teorema Binomial de Newton
para obter [T ]. 11. Basta notar que ker = {0} ou kerT ̸= {0} e não ambos. 12.
(a) Note que ker = {0}. Então, pelo Exercício (11), as equações possuem soluções,
digamos u ̸= 0, e v ̸= 0. Assim, (T − I)(u) = 0 significa que u ∈ ker(T −
I) e, depois de alguns cálculos, obtemos u = (−1, 1). 13. Confira o Exemplo 4.45
e/ou determine P ∈ R2×2 não singular tal que [T ]ββ = P−1[T ]ααP. Neste caso, P =
E11 − E12 + 2E21 + E22. Considere pontos e/ou retas que passam pela origem para
obter o significado geométrico (esboço). Por exemplo, se P = (−2, 3), então T (P ) =
3−1(8,−5), de modo que T é uma rotação seguida de uma semelhança (contração).
14. Desenvolva as integrais e/ou direto. 15. (a ⇒ b) Basta notar que U = ImE
e W = kerE. (b ⇒ c) Seja {u1, . . . ,uk} uma base ImE. Então basta estender
para uma base {u1, . . . ,uk,uk+1, . . . ,un} de V , com {uk+1, . . . ,un} uma base de
kerE. (c ⇒ d) É claro. (d ⇒ b) Basta notar que v = (v − E(v)) + E(v). 16.
Note que ImE = U e kerE = W . É clara que β = {(1,−1), (1, 2)} é uma base de
R2. Assim, pelo exemplo 4.13, para determinar E(x, y) basta encontrar [(x, y)]β ou,
equivalentemente, escalonar a matriz(

1 1 x
−1 2 y

)
→ · · · →

(
1 0 2x−y

3

0 1 x+y
3

)
.
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Portanto, E(x, y) = 3−1(2x−y,−2x+y). Observe que [E]ββ = I1⊕O. 17. Note que
devemos impor à condição: ImE = R[(1, 0,−3), (0, 1,−2)] e kerE = R[u3], de modo
que β = {(1, 0,−3), (0, 1,−2),u3} seja uma base de R3. Por exemplo, u3 = (3, 2, 1).
Assim, pelo Exercício (16), para determinar E(x, y, z) basta escalonar a matriz 1 0 3 x

0 1 2 y
−3 −2 1 z

→ · · · →
 1 0 0 5x−6y−3z

14

0 1 0 −6x+10y−2z
14

0 0 1 3x+2y+z
14

 .

Portanto,

E(x, y, z) = 14−1(5x− 6y − 3z,−6x+ 10y − 2z,−3x− 2y + 13z).

18. (a⇒ b) Como R(u+w) = u−w temos que

ker(R− I) = {u+w ∈ V : (R− I)(u+w) = 0} = U

e ker(R + I) = W . (b ⇒ c) Seja {u1, . . . ,uk} uma base ker(R − I). Então basta
estender para uma base {u1, . . . ,uk,uk+1, . . . ,un} de V , com {uk+1, . . . ,un} uma
base de ker(R+ I). (c⇒ d) É claro. (d⇒ b) Basta notar que

v = 2−1(v +R(v)) + 2−1(v −R(v)) ∈ Im(R+ I) + Im(R− I)

e Im(R ± I) ⊆ ker(R ∓ I). 19. Pelo Exercício (18), devemos impor à condição:
ker(R − I) = R[(1, 0,−3), (0, 1,−2)] e ker(R + I) = R[u3], de tal modo que R3 =
ker(R− I)⊕ ker(R+ I). Por exemplo, u3 = (3, 2, 1). Assim, basta escalonar a matriz 1 0 3 x

0 1 2 y
−3 −2 1 z

→ · · · →
 1 0 0 5x−6y−3z

14

0 1 0 −6x+10y−2z
14

0 0 1 3x+2y+z
14

 .

Portanto, R(x, y, z) = 14−1(−4x− 12y− 6z,−12x+6y− 4z,−6x− 4y+12z). 20.
Seja Rθ ∈ L(R3) a rotação desejada. Então Rθ(e3) = e3. Por outro lado, aplicando
o Exercício (17) ao plano π = {(x, y, z) ∈ R3 : z = 0}, obtemos a projeção “orto-
gonal” P (x, y, z) = (x, y, 0), em que U = ImP = R[e1, e2] e W = kerP = R[e3]
o eixo dos z. Note que a restrição de Rθ a U , Rθ|U ∈ L(U). Assim, pelo Exem-
plo 3.50, Rθ|U (x, y, 0) = (x cos θ − y sen θ, x sen θ + y cos θ, 0). Logo, Rθ(e1) =
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(cos θ, sen θ, 0), Rθ(e2) = (− sen θ, cos θ, 0) e Rθ(e3) = e3. Portanto,

[Rθ] =

 cos θ − sen θ 0
sen θ cos θ 0
0 0 1


Observe que o vetor “normal” u3 = (a, b, c) determina o plano

π = {(x, y, z) ∈ R3 : ax+ by + cz = 0}.

Neste caso, π = R[(c, 0,−a), (−ab, 1 − b2,−bc)], de modo que os vetores u1 =
(c, 0,−a),u2 = (−ab, 1 − b2,−bc) e u3 formam uma base “ortogonal” β de R3. As-
sim, existe um S ∈ L(R3) não singular tal que S(u1) = e1, S(u2) = e2 e S(u3) = e3.
Logo, R = S−1 ◦Rθ ◦ S é a rotação desejada. Explicitamente,

[S]αβ =

 c
1−b2

0 − a
1−b2

− ab
1−b2

1 − bc
1−b2

a b c

 e [S−1]βα =

 c −ab a
0 1− b2 b
−a −bc c

 .

Portanto, depois de alguns cálculos e simplificações, [R]ββ = [S−1]βα[Rθ]
α
α[S]

α
β é igual a: a2(1− cos θ) + cos θ ab(1− cos θ)− c sen θ ac(1− cos θ) + b sen θ

ab(1− cosθ) + c sen θ b2(1− cos θ) + cos θ bc(1− cos θ)− a sen θ
ac(1− cos θ)− b sen θ bc(1− cosθ) + a sen θ c2(1− cos θ) + cos θ

 .

21. Como det(Ti) ̸= 0 temos que Ti é um isomorfismo. Assim, dado (x, y, z) ∈ R3

existe um único (a, b, c) ∈ R3 tal que Ti(a, b, c) = (x, y, z). Logo, devemos provar que
a2 + b2 = c2 implica que x2 + y2 = z2. Para i = 1, obtemos

(2a+ b+ 2c)2 + (a+ 2b+ 2c)2 = 5a2 + 5b2 + 8c2 + 8ab+ 12ac+ 12bc
= 4a2 + 4b2 + 9c2 + 8ab+ 12ac+ 12bc
= (2a+ 2b+ 3c)2.

22. (a ⇒ b) Sejam u = (1,m) a direção de r e v ̸= ku, para todo k ∈ R. Então
β = {u,v} é uma base de R2. Assim, T (u) = u e T (v) = v + au, para algum a ∈ R,
pois a reta que passa por v e T (v) deve ser paralela a r. Portanto, [T ]ββ = I + aE12.
(b ⇒ c) É claro que (T − I)2 = 0. (c ⇒ a). Se T = I , nada há para ser provado. Se
S = T − I ̸= 0 e S2 = 0, então existe um u ∈ R2 tal que S(u) ̸= 0, mas S2(u) = 0.
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Assim, α = {S(u),u} é claramente uma base de R2 e [S]αα = E12. Logo, se r for a
reta x = tS(u), então S(x) = 0 e x ∈ kerS = ImS = r, ou seja, r ⊆ T (r). Por
outro lado, a reta x = u + tS(u), que passa por u e T (u), é paralela a r. Portanto,
T é um cisalhamento. 23. Note que A(In + Eij) = (In + Eij)A, se i ≠ j, e use
o Exercício (14) da Seção 1.2. 24. Confira o Exercício (23). 25. É fácil verificar
que se i ̸= j, então Eij = EikEkj − EkjEik e Eii − E11 = Ei1E1i − E1iEi1, com
i = 2, . . . , n. Assim, f(Eij) = 0, se i ≠ j, e f(Eii) = f(E11) = c, se i = 2, . . . , n.
Por outro lado, como A =

∑n
i=1

∑n
j=1 aijEij temos que f(A) = c(

∑n
i=1 aii) =

c tr(A), para todo A ∈ Fn×n. Portanto, f = c tr, para algum c ∈ F . Observe que
as matrizes Eij , com i ≠ j, formam uma base de ker f e dimker f = n2 − 1. 26.
(a) Se existissem S, T ∈ L(V ) tais que ST − TS = I , então [S][T ] − [T ][S] = I.
Assim, n = tr(I) = tr([S][T ] − [T ][S]) = 0, o que é impossível. (b) Confira o
Exercício (29) da Seção 4.2. 27. Confira o Exemplo 4.3. Reciprocamente, para cada
x ∈ R, podo ser provado, que existe uma sequência (rn) em Q tal que limn→∞ rn =
x. Como T é contínua temos, pelo Exemplo 4.10, que T (x) = T (limn→∞ rn) =
limn→∞ T (rn) = a limn→∞ rn = ax. Portanto, T ∈ L(R). 28. (a) Suponhamos
que R3 possua uma estrutura complexa J . Então J é completamente determinada por
J(e1), J(e2) e J(e3), os quais são LI . Pondo J(e3) = ae1 + be2 + ce3, obtemos
−e3 = J2(e3) = a(ce1 + J(e1)) + b(ce2 + J(e2)) + c2e3, de modo que c2 = −1, o
que é impossível. (b) Basta observar que

0 =
n∑

j=1

xjvj +
n∑

j=1

yjJ(vj) =
n∑

j=1

(xj − yji)vj

(c) Vendo V como um espaço vetorial sobre R e β = {vi, J(vi) : i = 1, . . . , n} uma
base para V . Então J2 = −I implica que a matriz de T em relação à base β possui a
forma desejada, a qual é semelhante a A.

Seção 4.4
1. Como fj (ei) = δij temos que

fj(x) = fj(

n∑
i=1

xiei) =

n∑
i=1

xifj(ei) =

n∑
i=1

xiδij = xj .

Portanto. α∗ = {p1, . . . , pn} é o conjunto das projeções de coordenadas de Fn sobre F .
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2. Note, pelo Teorema 4.52, que para determinar α∗, basta escalonar a matriz 1 0 −1 1 0 0
0 1 −1 0 1 0
1 −2 0 0 0 1

→ · · · →
 1 0 0 2 −2 −1

0 1 0 1 −1 −1
0 0 1 1 −2 −1

 .

Portanto, α∗ = {f1, f2, f3}, com f1(x) = 2x − 2y − z, f2(x) = x − y − z e f3(x) =
x−2y−z. (a) Observe, pelo item (2) do Teorema 4.49, que qualquer f ∈ (F 3)∗ pode ser
escrito sob a forma f = f(u1)f1+f(u2)f2+f(u3)f3. Assim, f(x, y, z) = 4x−7y−3z.
(b) f = cf3, para todo c ∈ F , com c ̸= 0. (c) Pelo item (b), f(2, 3,−1) = −4c ̸= 0.
3. Observe, pelo Teorema 4.52, que para determinar β, basta escalonar a matriz (ou sua
transposta) 1 3 2 1 0 0

2 1 3 0 1 0
3 2 1 0 0 1

→ · · · →
 1 0 0 − 5

18
1
18

7
18

0 1 0 7
18 − 5

18
1
18

0 0 1 1
18

7
18 − 5

18

 .

Portanto, β = {18−1(−5, 1, 7), 18−1(7,−5, 1), 18−1(1, 7,−5)}. 4. Já vimos que V é
isomorfo a R3, de modo que V ∗ é isomorfo a (R3)∗. Assim, podemos associar β∗ =
{f1, f2, f3} em V ∗ com

α∗ = {x+
1

2
y +

1

3
z, 2x+ 2y +

8

3
z,−x+

1

2
y − 1

3
z}

em (R3)∗. Logo, pelo Teorema 4.52, para determinar α, basta escalonar a matriz 1 2 −1 1 0 0
1
2 2 1

2 0 1 0
1
3

8
3 −1

3 0 0 1

→ · · · →
 1 0 0 1 1 −3

2
0 1 0 −1

6 0 1
2

0 0 1 −1
3 1 −1

2

 .

Portanto, α = {(1, 1,−3
2), (−

1
6 , 0,

1
2), (−

1
3 , 1,−

1
2)} e β = {p1(x), p2(x), p3(x)}, com

p1(x) = 1 + x− 3
2x

2, p2(x) = −1
6 +

1
2x

2 e p3(x) = −1
3 + x− 1

2x
2, é a base desejada.

5. Suponhamos que α não seja LI . Então existem x1, . . . , xn ∈ F , não todos nulos, tais
que x1v1 + · · · + xnvn = 0. Assim, 0 = fi(0) =

∑n
j=1 xjfi(vj), com i = 1, . . . , n,

de modo que GX = O, com X = (x1, . . . , xn)
t ̸= O, implica que G é singular.

Portanto, α é uma base de V . 6. Seja α = {1, x, . . . , xn} a base canônica de V . Como
fj(x

i) = δij temos que fj(p(x)) = aj = 1
j!p

(j)(0), para todo p(x) = a0 + a1x +

· · · + anx
n ∈ V . Portanto. α∗ = {f0, . . . , fn}. 7. É fácil verificar que α é uma base

de Fn e α∗ = {f1, . . . , fn}, em que fn = n−1
∑n

i=1 pi e fi−1 = pi − fn, com i =
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2, . . . , n. 8. É claro que T : Fn → Fm definida como T (x) = (f1(x), . . . , fm(x)),
onde f1, . . . , fm ∈ (Fm)∗, é linear. Reciprocamente, dado T ∈ L(Fn, Fm), obtemos
T (ej) ∈ Fm. Assim, existem únicos aij ∈ F tais que T (ej) = (a1j , . . . , amj). Logo,

T (x) =
n∑

j=1

xjT (ej) = (
n∑

j=1

xja1j , . . . ,
n∑

j=1

xjamj) = (f1(x), . . . , fm(x)).

Uma outra prova. Seja α∗ = {p1, . . . , pm} a base dual da base canônica de Fm. De-
fina fi : Fn → F como fi(x) = (pi ◦ T )(x) = T t(pi(x)), para i = 1, . . . , n.
9. Pelo Exemplo 4.56, para cada f = [c1, c2, c3, c4] ∈ (F 4)∗, (c1, c2, c3, c4) deve
ser uma solução do sistema AX = O, com A a matriz cujas linhas são os veto-
res u1 e u2. Assim, c1 − c3 + 2c4 = 0 e 2c1 + 3c2 + c3 + c4 = 0, de modo que
c3 = c1 + 2c4 e c2 = −(c1 + c4). Pondo c1 = a e c4 = b, temos que W ◦ é o conjunto
dos funcionais lineares sob a forma f(x) = ax1 − (a + b)x2 + (a + 2b)x3 + bx4.
Em particular, fazendo a = 1, b = 0 e a = 0, b = 1, obtemos a base {f1, f2}
de W ◦, com f1(x) = x1 − x2 + x3 e f2(x) = −x2 + 2x3 + x4. 10. É fácil
verificar que W = F [E11 + 2E12,E21 + 2E22]. Como, pelo Exemplo 4.51, cada
f ∈ V ∗ é da forma f(X) = tr(AtX) = a11x1 + a12x2 + a21x3 + a22x4 temos que
a11 + a22 = 0 e a22 = 3. Por outro lado, a11 + 2a12 = 0 e a21 + 2a22 = 0. Portanto,
f(X) = 2−1(−6x1+3x2−12x3+6x4) e f(B) = 0. 11.Como fk+2 = (k+1)f2−kf1,
para k = 1, . . . , n − 2, temos que o subespaço anulado por eles U é o mesmo de f1 e
f2. Assim, pelo Exemplo 4.57 e/ou pelo Corolário 4.55, dimU = n − 2. 12. (a) Se
f ∈ T ◦, então f(v) = 0, para todo v ∈ T . Em particular, f(v) = 0, para todo v ∈ S.
Portanto, f ∈ S◦ e T ◦ ⊆ S◦. (b) Como S ⊆ F [S] temos que (F [S])◦ ⊆ S◦. Por outro
lado, se f ∈ S◦, n ∈ N,vi ∈ S e xi ∈ F , então f(

∑n
i=1 xivi) =

∑n
i=1 xif(vi) = 0.

Logo, f ∈ (F [S])◦ e S◦ ⊆ (F [S])◦. Portanto, S◦ = (F [S])◦. 13. (a) Segue do item
(a) do Exercício (12). (b) Como U,W ⊆ U +W temos, pelo item (a) do Exercício
(12), que (U +W )◦ ⊆ U◦,W ◦, de modo que (U +W )◦ ⊆ U◦ ∩W ◦. Por outro lado,
é claro que U◦ ∩W ◦ ⊆ (U +W )◦. Portanto, (U +W )◦ = U◦ ∩W ◦. Observe que não
necessitamos da dimensão na prova. (c) Como U ∩W ⊆ U,W temos, pelo item (a) do
Exercício (12), que U◦,W ◦ ⊆ (U ∩W )◦, de modo que U◦ +W ◦ ⊆ (U ∩W )◦. Por
outro lado,

dim(U◦ +W ◦) = dimU◦ + dimW ◦ − dim(U◦ ∩W ◦)
= dimV − dimU − dimW + dimV − dim(U +W )◦

= dimV − dimU − dimW + dim(U +W )
= dimV − dim(U ∩W ) = dim(U ∩W )◦;
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Portanto, (U ∩W )◦ = U◦ +W ◦. 14. É claro, pelo item (b) do Exercício (13), que
{0} = V ◦ = (U +W )◦ = U◦ ∩W ◦. Como U◦,W ◦ ⊆ V ∗ temos que U◦ +W ◦ ⊆
V ∗. Por outro lado, dados h ∈ V ∗ e v ∈ V , existem u ∈ U e w ∈ W tais que
v = u + w. Assim, f, g ∈ V ∗ definidos como f(v) = h(w) e g(v) = h(u) são
tais que f ∈ U◦ e g ∈ W ◦, de modo que h = f + g, ou seja, V ∗ = U◦ + W ◦.
Portanto, V ∗ = U◦ ⊕W ◦. Observe que cada f ∈ U◦ ⊆ V ∗ induz um funcional linear
g : W → F definido como g(w) = f(w). Reciprocamente, cada g ∈ W ∗ induz um
funcional linear f : V → F definida como f(u + w) = g(w), de modo que f ∈ U◦.
Portanto, a função σ : U◦ → W ∗ definida como σ(f) = g é um isomorfismo. 15.
Basta considerar a função σ : W → W ∗ definida como σ(v, f) = (f,v). 16. A
função σ : (V × W )∗ → V ∗ × W ∗ definida como σ(f) = (f ◦ λ1, f ◦ λ2) possui
inversa a função φ : V ∗ ×W ∗ → (V ×W )∗ definida como φ(f, g) = f ◦ p1 + g ◦ p2.
17. Seja {u1, . . . ,uk} uma base de W . Então, já sabemos que, podemos estendê-la para
uma base α = {u1, . . . ,uk,uk+1, . . . ,un} de V . Assim, pelo Teorema 4.49, existe uma
única base α∗ = {f1, . . . , fn} de V ∗ dual a α. Portanto, g = f + ck+1fk+1+ · · ·+ cnfn
possui as propriedades desejadas. 18. Como f ̸= 0 temos que existe um v ∈ V tal
que f(v) ̸= 0. Pondo c = f(v) e u = c−1v, obtemos f(u) = 1. Observe que não
necessitamos da dimensão na prova. 19. Se u ∈ F [v]∩ ker f e u ̸= 0, então existe um
a ∈ F , com a ̸= 0, tal que u = av e f(u) = 0, de modo que 0 = f(u) = af(v), o que
é impossível. Assim, F [v] ∩ ker f = {0} e F [v] ⊕ ker f existe. Dado u ∈ V , é fácil
verificar que

u = f(v)−1f(u)v + (u− f(v)−1f(u)v) ∈ F [v] + ker f.

Portanto, V = F [v] ⊕ ker f 20. Se U = ker f = ker g, então existe um v ∈ V − U
tal que f(v) ̸= 0. Assim, pelo Exercício (19), V = F [v] ⊕ ker f . Portanto, c =
f(v)−1g(v) é tal que g = cf . A recíproca é clara. Uma outra prova. Suponhamos,
por absurdo, que g ̸= cf , para todo c ∈ F . Então existem u,v tais que f(u)g(v) ̸=
f(v)g(u), de modo que o sistema{

f(u)x+ f(v)y = 1
g(u)x+ g(v)y = 0

possui uma solução (a, b) tal que f(au + bv) = 1, mas g(au + bv) = 0, o que é
uma contradição. 21. Suponhamos, por absurdo, que f ̸= 0 e g ̸= 0. Então, pelo
Exercício (18), existem u,v ∈ V tais que f(u) = 1 e g(v) = 1. Assim, h(u)±h(v) =
g(u) ± f(v) e h(u ± v) = 1 + g(u) ± f(v) ± f(v)g(u) implicam que 0 = 2, o que
é uma contradição. 22. Podemos supor, sem perda de generalidade, que α seja LI .
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Então imite a solução do Exercício (14). 23. É fácil verificar que α = {en : n ∈ N},
com en(k) = δkn, por exemplo, e1 = (1, 0, 0, . . .), é uma base de V. Então a função σ :
V ∗ → Seq(F ) definida como σ(f) = f ◦ λ, com λ(n) = en, é o isomorfismo desejado.
Observe que α∗ = {fn : n ∈ N} é sempre LI e existe um g ∈ V ∗ tal que g(en) = 1,
para todo n ∈ N, então g /∈ α∗, de modo que α∗ não gera V ∗ e dimV < dimV ∗. 24.
Tomando a base β = {E11,E21,E12,E22} e AEij = a1iE1j + a2iE2j implica que
[T ]ββ = A ⊕ A. 25. Suponhamos que ∩ki=1 ker fi ⊆ ker g e T : V → F k definida
como T (x) = (f1(x), . . . , fk(x)). Então T é linear e kerT = ∩ki=1 ker fi. Assim, pelo
item (b) do Exercício (22) da Seção,4.2, existe um fa ∈ (F k)∗ tal que g = fa ◦ T ,
isto é, g(x) = a1f1(x) + · · · + akfk(x) = (a1f1 + · · · + akfk)(x). A recíproca é
clara. 26. Note que kerT = ∩ni=1 ker fi e, pelo Exercício (25), kerT ⊆ ker pi, com
i = 1, . . . , n. Assim, se x ∈ kerT , então 0 = pi(x) = xi, para i = 1, . . . , n. Portanto,
x = 0 e kerT = {0}, de modo que T é não singular. 27. Como U = ker f , para
algum f ∈ V ∗, com f ̸= 0, temos que U+ = {u ∈ V : f(x) > 0} e U− = {u ∈
V : f(x) < 0} são as classes laterais. 28. Seja α = {u1, . . . ,un} uma base de
Rn cuja dual é α∗ = {f1, . . . , fn}. Então x1u1 + · · · + xnun ∈ S se, e somente se
xj = fj(x1u1 + · · ·+ xnun) ≥ 0. 29. Observe que dados f ∈ V ∗ e v ∈ V , a função
S : V → V definida como S(x) = f(x)v é claramente linear. Então, para cada v ∈ V ,
T ◦ S = S ◦ T implica que f(v)T (v) = f(T (v))v, de modo que T (v) = cv, com
c = f(T (f(v)−1v)). Note que se w ∈ V , com w ̸= xv, para todo x ∈ F , então
T (w) = aw. Assim, T (v + w) = b(v + w). Por outro lado, cv + aw = T (v + w)
implica que (c − b)v + (a − b)w = 0. Portanto, c = b = a e c não depende do vetor
v. Portanto, T = cIV , para algum c ∈ F . 30. (a) É fácil verificar que os vetores
ui−1 = ei − e1, com i = 2, . . . , n, formam uma base de U . Assim, U é um hiperplano
e U = ker f , para algum f = [a1, . . . , an] ∈ (Fn)∗. Logo, f(uj) = 0 se, e somente
se, a1 = · · · = an = c. Portanto, f ∈ U◦ e U◦ = F [x1 + · · · + xn]. (b) Como
Fn = U ⊕ F [v], para algum v /∈ U , temos, pelo Exercício (14), que U∗ é isomorfo a
F [v]◦. Por outro lado, F [v]◦ = kerEv implica que cada fc ∈ U∗ pode ser identificado
com c ∈ U . 31. Pela prova do Teorema 4.53, podemos construir g ∈ V ∗ tal que
g(v) = 1 e g(u) = f(u), para todo u ∈ U . 32.Note que g =

∑k
i=1 cifi ∈ U◦ implica,

pelo Exercício (25), que ker g = ∩ki=1ifi, pois fi ̸= 0, para i = 1, . . . , k. Assim,
v ∈ U se, e somente se, v ∈ ker g. Portanto, U = ∩ki=1 ker fi. 33. Note que cada
xi ∈ S, com i = 1, . . . , n, induz uma função gi : U → F definida como gi(f) = f(xi).
Então, podemos construir uma base β = {g1, . . . , gn} deU∗ que goze desta propriedade.
Assim, existe uma única base dual β∗ = {E1, . . . , En} de β em U∗∗. Portanto, pelo
Teorema 4.53, existe um único fj ∈ U tal que fj(xi) = gi(fj) = Ej(gi) = δij . 34.
É fácil verificar que P ∗ ∈ L(V ∗). Já vimos que U = ImP e W = kerP . Então,
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pelo Teorema 4.60, kerP ∗ = (ImP )◦ = U◦ e ImP ∗ = (kerP )◦ = W ◦. Portanto,
P ∗ é a projeção de V ∗ sobre W ◦ paralela a U◦. 35. Note que g ∈ ImD∗ significa
que existe um f ∈ V ∗ tal que g(p(x)) = f(D(p(x))), para todo p(x) ∈ V . Assim,
ImD∗ = (kerD)∗ e kerD = {xp(x) : p(x) ∈ V }, de modo que D∗f = p(b) − p(a).
36. T ∗g = 0, para todo g ∈ V ∗. 37. Seja S = T − cIV . Então S ∈ L(V ) e não é
sobrejetora, pois v ∈ kerS, com v ̸= 0. Assim, pelo item (3) do Teorema 4.60, S∗

não é injetora. Portanto, existe um f ∈ kerS∗, com f ̸= 0, tal que S∗(f) = 0, ou
seja, T ∗(f) = cf . 38. Observe que cada f ∈ V ∗ é da forma f(p(x)) =

∑n
i=0 aixi,

com p(x) =
∑n

i=0 aix
i ∈ V e xi = f(xi). É fácil verificar que ImD = Pn−1(R).

Como kerD∗ = (ImD)◦ temos que f ∈ kerD∗ se, e somente se, f(xi) = 0, para
i = 0, . . . , n − 1. Neste caso, ai = 0, para i = 0, . . . , n − 1. Portanto, {[0, . . . , 0, 1]}
é uma base de kerD∗. 39. Como W = U ∪ (W − U), com U = ImT , temos que
(a) b ∈ U ou (b) b /∈ U = (kerT ∗)◦. (a) Significa que o sistema possui solução.
(b) Significa que existe uma linha L tal que LA = O e LB = 1. 40. Note que σ
é claramente linear. Dado T ∈ kerσ, obtemos f(T (v)) = 0, para todo f ∈ W ∗ e
v ∈ V . Assim, pelo Exercício (18), T (v) = 0, para todo v ∈ V . Portanto, T = 0
e σ é injetora. Quando dimV = n e dimW = m temos, pelo Teorema 4.59, que
dimL(V,W ) = mn = dimL(W ∗, V ∗). Logo, σ é sobrejetora, de modo que é um
isomorfismo.

Capítulo 5

Seção 5.1
1. (a) λ1 = −2,v1 = (−2, 1) e λ2 = 2,v2 = (2, 1). (b) λ1 = −1,v1 = (−1, 2)
e λ2 = 3,v2 = (1, 2). (c) λ1 = −3,v1 = (−3, 1) e λ2 = 5,v2 = (−1, 3). (d)
λ1 = −1,v1 = (−1, 1) e λ2 = 1,v2 = (−3, 1). (e) λ1 = −1,v1 = (−1, 3) e
λ2 = 2,v2 = (1, 0). (f) λ1 = −1, e3, λ2 = 1, e1 e λ3 = 2, e2. (g) λ1 = −1,v1 =
(−1,−1, 3), λ2 = 1,v2 = e1 e λ3 = 2,v3 = (1, 1, 0). Observe que este operador
é semelhante ao do item (f). Mas, eles possuem autovetores distintos associados ao
mesmo autovalor. (h) λ1 = −1, p1(x) = −1 + x e λ2 = 1, p2(x) = 1+ x, p3(x) = x2.
(i) λ = 1 e p(x) = 1 ou X(λ) = (λ + 1, 2(λ − 1), (λ − 1)2)t é a única solução,
de modo que p1(x) = 2 e p2(x) = 1 + 2x, p3(x) = x2 autovetores generalizados.
(j) λ1 = −1,−E12 + E21 e λ2 = 1,E11,E12 + E21,E22. (k) λ = 1 e X(λ) =
(λ2 − 2, 4 − 3λ, 1 − λ)t é a única solução, de modo que v1 = (−1, 1, 0) e v2 =
(2,−3,−1),v3 = (1, 0, 0) autovetores generalizados. (l) Note que λ = 1 e mg = 2.
Por outro lado, X1(λ) = (λ − 1)(λ + 7, 4, 12)t ou Y1(λ) = (λ + 7, 4, 12)t, X2(λ) =
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(λ−1)(2, λ, 3)t ou Y2(λ) = (2, λ, 3)t e/ou X3(λ) = (λ−1)(3, 6, 10−λ)t ou Y3(λ) =
(3, 6, 10 − λ)t, produz apenas o autovalor Y1(1) = 4(2, 1, 3)t, Y2(1) = (2, 1, 3)t

e/ou Y3(1) = 3(2, 1, 3)t. Como mg = 2 temos que deve existir outro autovetor v3

e um autovetor generalizado v2 correspondendo a v1 = (2, 1, 3), o qual é dado por
[v21] = 1

4Y
′
1(1) = (14 , 0, 0), v22 = (0, 1, 0) e/ou [v23] = 1

3Y
′
3(1) = (0, 0,−1

3).
O outro autovetor é obtido resolvendo a equação (5.4). Como (A − I)Y21 = Y1 e
(A−I)Y22 = Y1 temos que (A−I)(Y21−Y22) = O, de modo que o outro autovetor
é v3 = (1,−4, 0), as outras possibilidade nos leva ao mesmo resultado. A prova direta
é resolver (A − I)2X = O. (m) λ1 = 0,v1 = (−1, 1, 0), λ2 = 1,v2 = (−2, 1, 1) e
λ3 = 4,v3 = (1, 1, 1). (n) λ1 = −1,v1 = (−4, 4, 1), λ2 = −2,v2 = (1,−3, 1) e λ3 =
2,v3 = (1, 1, 1). (o) λ1 = −1,v1 = (1, 2, 0),v2 = (1, 0, 2) e λ2 = 3,v3 = (1, 1, 2).
(p) λ1 = −2,v1 = (1, 0, 1) e λ2 = 4,v2 = (1, 1, 0),v3 = (−1, 0, 1). 2. O operador
T ∈ L(F 2) é tal que T (3, 1) = (−6,−2) e T (−2, 1) = (−6, 3). Como {(3, 1), (−2, 1)}
é uma base de F 2 temos que T (x, y) = (−6y,−x+ y). 3. kerT = Vλ ̸= {0} 4. Seja
v ∈ V , com v ̸= 0, um autovetor de T associado a λ. (a) (T +µI)(v) = T (v)+µv =
(λ + µ)v. (b) (µT )(v) = µT (v) = (µλ)v. (c) v = I(v) = T−1(T (v)) = λT−1(v),
de modo que λ ̸= 0 e T−1(v) = λ−1v. Observe que todos possuem o mesmo autovetor
v. 5. Basta lembrar que se A = [T ], então fA(x) = x2 − tr(A)x+ detA. 6. λ ∈ R
é um autovalor de T se, e somente se, a equação x2 + bx + c = 0 possui raízes em R.
7. Note que det(xI − A) = det(xI − A)t = det(xI − At). Escolhendo a = b = 1
e c = d = 2 no Exercício (5), obtemos u2 = (1, 2) para A e v2 = (1, 1) para At

associado a λ2 = 3. 8. Sejam a, b, d ∈ R as entradas de A. (a) Use a prova dada no
item (b) e/ou como a ̸= d ou b ̸= 0 devemos ter (a− d)2 + 4b2 > 0 e, pelo item (b) do
Exercício (5), (1, 3) = (−b, a− 1), de modo que a = 4, b = −1 e d = 4

3 . (b) Pelo item
(a) do Exercício (5), a+ d = tr(A) = 10. Por outro lado, a+ 3b = 1 e b+ 3d = 3, de
modo que a−9d = −8. Assim, a+d = 10 e a−9d = −8 implicam que a = 41

5 , d = 9
5

e b = −12
5 . Portanto, X2 = (−3, 1)t é o autovetor associado a λ2 = 9. (c) Seja P a

matriz cujas colunas são X1 e X2. Então P−1AP = D, com D = diag(1, 9). Como
(P−1BP)2 = D e

√
D = diag(1, 3) temos que B = P

√
DP−1. (9) Basta observar a

semelhança elementar T21(−1)CT21(1) ou(
A B
B A

)
→ · · · →

(
A+B B

O A−B

)
=

(
I B
O A−B

)(
A+B O

O I

)
ou usar o Exercício (6) da Seção 1.3. 10. Se

∏n
i=1(x − λi) = fD(x) = fE(x) =∏n

i=1(x− µi), então é claro que existe um σ ∈ Sn tal que µi = λσ(i). Reciprocamente,
pelo Teorema 1.17, basta prova para uma transposição, digamos µ1 = λ2, µ2 = λ1
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e µi = λi. Então, pondo P = P12, obtemos E = PDP. Assim, pelo Lema 5.4,
fE(x) = fD(x). 11. Escolha S(x, y, z) = (x, 2y, 3z) e T (x, y, z) = (x, y, 6z). 12.
Basta observar que(

I −A
O I

)(
AB O
B O

)(
I A
O I

)
=

(
O O
B BA

)
.

Uma outra prova quando k = n. Se A for não singular, então BA = A−1(AB)A
e o resultado segue do Lema 5.4. Se A for singular, então, pelo Exercício (10) da
Seção 1.3 ou pelo Teorema 1.2, fA(x) ̸= 0, para todo exceto uma quantidade finita
de x ∈ F . Assim, o resultado vale para (xI − A)B e B(xI − A), de modo que
det(λI− (xI−A)B) = det(λI−B(xI−A)), para todos λ, x ∈ F . Logo, para um λ
fixado, temos, pelo Exercício (14) da Seção 1.3, um igualdade de polinômios, para todo
x ∈ F . Portanto, para x = 0, obtemos det(λI −AB) = det(λI −BA). Autovetores
distintos, tome A = E11 e B = E12. 13. É fácil verificar que u e v são LI . Se au+bv
for autovetor de T , então existe um ν ∈ F tal que T (au+ bv) = ν(au+ bv), de modo
que (λ − ν)a = 0 e (µ − ν)b = 0. Se λ = ν, então b = 0. Se λ ̸= ν, então a = 0.
14. Use o exercício (13), com dois vetores LI e a = b = 1. 15. Lembrando que se
z = a + bi, com b ̸= 0, for uma raiz de fA(x), então z = a − bi também o é, onde
a, b ∈ R e zz = a2 + b2 > 0, ou seja, as raízes complexas ocorre aos pares. (a) Se n
for ímpar, então fA(x) possui pelo menos uma raiz real. Como detA = λ1 · · ·λn > 0
temos que pelo menos uma raiz real é positiva. 16. Basta observar que fA(x) possui
pelo menos um autovalor real.

Seção 5.2
1. São aqueles com Vλ = V λ e P é a matriz cujas colunas são os autovetores. 2.Confira
o Exercício (6) da Seção 5.1. 3. Confira o Exercício (2). 4. Confira o Exercício (18)
da Seção 1.2 e/ou como [T ] é singular temos que λ1 = 0 é um autovalor de T . Por outro
lado, sendo ρ(λ1I− [T ]) = 1, obtemos mg(λ1) = n− 1, de modo que vi = ei+1 − e1,
com i = 1, . . . , n − 1, é uma base de Vλ1 . Neste caso, f[T ](x) = xn−1(x − λn) e
n = tr([T ]) = 0 + · · ·+ 0+ λn. Logo, λn = n é o outro autovalor de T com autovetor
vn =

∑n
i=1 ei. Portanto, Fn possui uma base de autovetores e T é diagonalizável.

5. Observe que λ1 = 1,v1 = (−3, 5) e λ2 = 2,v2 = (−1, 2), de modo que A é
diagonalizável. Assim, A = PDP−1, com D = diag(1, 2). Portanto, basta calcular
A10 = PD10P−1. 6.Observe que λ1 = a−b,v1 = (−1, 1, 0),v2 = (−1, 0, 1) e λ2 =
2a+b,v3 = (1, 1, 1), de modo que T é diagonalizável. 7.Note que λ1 = −

√
2ab,v1 =

(a,−
√
2ab, a), λ2 =

√
2ab,v2 = (a,

√
2ab, a) e λ3 = 0,v3 = (−1, 0, 1), de modo que

T é diagonalizável quando ab > 0. 8. (a) Qualquer T ∈ L(C) é completamente
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determinado pelos valores T (1) e T (i). Assim,

T (z) = xT (1) + yT (i) =
z + z̄

2
T (1) +

z − z̄
2i

T (i) = az + bz̄,

em que a = 2−1(T (1) − T (i)i) e b = 2−1(T (1) + T (i)i). A recíproca é clara. (b)
Como T (1) = T (1 · 1) = T (1)2 temos que T (1) = 1, pois necessariamente T (1) ≠ 0.
Por outro lado, −1 = T (−1) = T (i2) = T (i)2 implica que T (i) = ±i. Portanto,
T (z) = T (a+ bi) = a+ bT (i), ou seja, T = I ou T (z) = z̄. 9. Direto. 10. Confira
o Exercício (4) da Seção 1.2. 11. (a) Vamos usar indução sobre n. É claro para n = 1
e note que (

an an+1

an+1 an+2

)
=

(
0 1
1 1

)(
an−1 an
an an+1

)
.

(b) fC2(x) = x2 − x − 1 ∈ F [x], λ1 = 2−1(1 −
√
5),v1 = 2−1(1 +

√
5,−2) e

λ2 = 2−1(1 +
√
5),v2 = 2−1(1 −

√
5,−2). Assim, C2 é diagonalizável. Portanto,

Cn
2 = P diag(λn1 , λ

n
2 )P

−1 e compare as matrizes para obter an. 12. [S] é semelhante a
diag(λ1, . . . , λn) e [T ] é semelhante a diag(µ1, . . . , µn). Como λ1, . . . , λn são distintos
temos, pela Fórmula de Interpolação de Lagrange, que existe um único p(x) ∈ F [x] tal
que p(λi) = µi, com i = 1, . . . , n. Logo, p([S]) é semelhante a diag(µ1, . . . , µn).
Portanto, T pode ser escrito como um polinômio em S. 13. Seja D ∈ L(V ) definido
como D(f(x)) = f ′(x). Então D(eaix) = aie

aix. Assim, eaix é um autovetor de D
associado ao autovalor ai. Como os ai são distintos temos, pelo Teorema 5.10, que β é
LI em V .

Seção 5.3
1. Confira o Exemplo 5.40. 2. (a) dimV = 2 + 3 + 1 = 6. (b) ∂(m) = 3, 4, 5 ou
6. (c) m(x) = (x − 1)(x − 4)(x + 2). 3. Como ∂(f) = dimV , devemos ter as
possibilidades para f(x): (x − 1)4(x − 2), (x − 1)3(x − 2)2 ou (x − 1)2(x − 2)3. (b)
Não. 4. Confira o Exercício (2) da Seção 5.2. 5. Como ∂(f) = 4, devemos ter as
possibilidades para f(x): (x + 1)3(x − 1), (x + 1)2(x − 1)2 ou (x + 1)(x − 1)3. (b)
Confira o item (b) do Exercício (2). 6. Se v ∈ Vλ ∩ Vµ, então λv = T (v) = µv,
de modo que (λ − µ)v = 0 implica que v = 0. 7. (a) 1 ≤ dimV4 = mg(4) ≤ 2
implica que dimV4 = 1 ou dimV4 = 2. (b) dimV4 = 2 e dimV−2 = 4. 8. (a)
Como 3 = mg(λ) ≤ ma(λ) e 1 = mg(µ) ≤ ma(µ), devemos ter as possibilidades
para f(x): (x − λ)5(x − µ), (x − λ)4(x − µ)2 ou (x − λ)3(x − µ)3. (b) Não. 9.
dimV−1 = 1 e dimV3 = 1 ou dimV3 = 2. 10. Seja f(x) =

∑n−1
i=0 cix

i + xn o

380Sumário



RESPOSTAS E SUGESTÕES

polinômio característico de T . Então c0 ̸= 0 e

T−1 = (−c−1
0 )(c1 + c2T + · · ·+ cn−1T

n−2 + Tn−1)

e f∗(x) = c−1
0 xnf(x−1) = c−1

0 (
∑n−1

i=0 cix
n−i + c0) é o polinômio característico de

T−1. 11. Note que [Eij ]
α
α = Eij , de modo que E2

ii = Eii e E2
ij = O quando i ̸= j.

Assim, σ(Eii) = {0, 1} e σ(Eij) = {0}. 12. m(x) = x − λ e m(x) = (x − λ)3.
13. Note que [T ] = I ou [T ] = −I. 14. E(x, y) = 3−1(2x − y, y − 2x). 15. Se
(E1+E2)

2 = E1+E2, então E1E2+E2E1 = 0, de modo que E1E2+E1E2E1 = 0 e
E1E2E1+E2E1 = 0. Assim,E1E2−E2E1 = 0. Portanto,E1E2 = 0. ker(E1+E2) =
kerE1 ∩ kerE2 e Im(E1 + E2) = ImE1 ⊕ ImE2. 16. Escolhendo W2 = F [e2, e3].
Então (x, y, z) = (x, x, 0)+(0, y−x, z), de modo que F 3 =W1⊕W2. Assim, devemos
definir E1, E2 ∈ L(F 3) como E1(x, y, z) = (x, x, 0) e E2(x, y, z) = (0, y−x, z). 17.
Basta provar, indutivamente, que En = E, para todo n ∈ N, com n ≥ 2. 18. Pelo
Exercício (17), basta encontrar a, b ∈ F tais que (I+E)(aI+bE) = I . 19.Note, pelo
Lema 5.37, que tr(Ei) = dim ImEi. Assim, dimV = dimE1+· · ·+dimEk. Por outro
lado, para cada v ∈ V , obtemos v =

∑k
i=1Ei(v) ∈

∑k
i=1 ImEi, de modo que V =

ImE1 ⊕ · · · ⊕ ImEk. Observe que Ej(v) = (
∑k

i=1Ei)Ej((v) =
∑k

i=1Ei(Ej(v)))
implica que Ej(v) ∈ ImEj e EiEj(v) ∈ ImEi, ou seja, EiEj(v) = 0, quando i ̸= j.
20. e 21. Confira o Exemplo 5.40. 22. (a) Basta notar que

v =
1

2
v +

1

2
v =

1

2
(v + T (v)) +

1

2
(v − T (v)) ∈W1 +W2.

(c) Matrizes simétricas e antissimétricas. 23. Confira a solução do Exercício (18) da
Seção 4.3. 24. Por definição, m(x) = xm, com m ≤ k. Por outro lado, ∂(f) = n,
m(x) e f(x) devem possuir as mesmas raízes. Portanto, f(x) = xn. Uma outro prova
xI = xI−T k = (xI−T )(xk−1I+· · ·+T k) implica que xn = det(xI−T ) det(∗). 25.
Basta notar que m(A) é um fator de m(At) e, vice-versa. 26. Sejam m1(x),m2(x) e
m(x) os polinômios minimais de A,B e C. Como Cm = Am⊕Bm, para todo m ∈ N,
temos que m(C) = O implica que m(A) = O e m(B) = O, de modo que m1(x) é um
fator de m(x) e m2(x) é um fator de m(x). Por outro lado, se m1(x) for um fator de
g(x) e m1(x) for um fator de g(x), então existem q1(x), q2(x) ∈ F [x] tais que g(x) =
q1(x)m1(x) e g(x) = q2(x)m2(x). Como g(A) = g(B) = O temos que g(C) = O,
de modo que m(x) é um fator de g(x). Portanto, m(x) = mmc(m1(x),m2(x)). 27.
Considerando a base β = {Eij} ordenada antilexicográfica e T (Eij) =

∑n
k=1 bkiEkj

implicam que [T ]ββ = B⊕ · · · ⊕B. Portanto, o resultado segue do Exercício (26). 28.
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(a) Note que B é o autovetor de T associado a 0. (b) Observe que

T 2(X) = B(BX−XB)− (BX−XB)B = B2X− 2BXB+XB2

e, recursivamente, Tm(X) =
∑m

i=0

(
m
i

)
(−1)iBm−iXBi e note que cada termo de

T 2k(X) contém um fator Bm, com m ≥ k. (c) Calculação direta. (d) Suponhamos
que B seja diagonalizável. Então existe uma matriz não singular P tal que P−1AP =
D = diag(λ1, . . . , λn), ou seja, BPi = λiPi, com i = 1, . . . , n. Consideremos as
matrizes Aij = PEij cuja j-ésima coluna é Pi e as demais zeros. Então α = {Aij}
é uma base de V , com a ordem do Exercício (27). Assim, depois de alguns cálculos,
[T ]αα = (λ1I−Bt)⊕· · ·⊕(λnI−Bt). 29. Falso, tome A = E11 e B = E12. Em geral,
se f(AB) = O e g(x) = xf(x), então g(BA) = O, pois (BA)m+1 = BA(BA)m =
B(AB)mA. 30. Sejam m1(x) o polinômio minimal de A em R e m2(x) o polinômio
minimal de A em C. Então claramente m2(x) é um fator de m1(x). Por outro lado, se
∂(m1) = k e ∂(m2) = m, então

c0I+ c1A+ · · ·+ cmAm = O, onde ci ∈ C,

é equivalente a n2 sistemas homogêneos nas variáveis c0, c1, . . . , cm. Como os coefi-
cientes (entradas de Aj) estão em R temos, pelo Exercício (8) da Seção 2.2, que ele
possui uma solução em R. Portanto, k ≤ m. 31. Seja T ∈ L(C3) tal que [T ] = A.
Então, pelo Exercício (14) da Seção 3.5, é fácil verificar que v1 = (1, 1, 1) é um au-
tovetor de T associado a 3a. Use a base α = {v1, e2, e3} para obter [T ]αα = B. As-
sim, det(xI − B) = (x − 3a)(x2 − 3(b2 − c2)). A condição é a qualquer e |c| <
|b|. 32. Pondo Xn+1 = (Tn, Tn+1)

t, obtemos Xn+1 = AXn, para todo n ∈ N, e
A = E11 + E21 + 20E22. Assim, recursivamente, teremos Xn = An−1X1, para todo
n ∈ N. Logo, depois de alguns cálculos, Tn = 9−1(5n+1 − (−4)n+1). 33. Con-
fira o Lema 5.18. Seja µ um autovalor de p(A). Então p(A)X = µX, para algum
X ̸= O. Podemos supor, sem perda de generalidade, que p(x) seja mônico e ponha
h(x) = p(x) − µ. Então, pelo Teorema 1.2, h(x) = (x − ν1) · · · (x − νk). Assim,
h(A)X = O, de modo que A − νiI é singular, para algum i = 1, . . . , k. Portanto,
0 = h(λj) = p(λj)− µ, para algum j = 1, . . . , n. 34. Pelo Exercíco (33), C = g(A)
é não singular se, e somente se, g(λj) ̸= 0, para todos os autovalores λj de A. 35.
(a) Se AX = λX, então detAX = adj(A)AX = λ adj(A)X. (b) Se AX = λX
e λ ̸= 0, então o resultado segue do item (a). Se λ = 0 e ρ(A) ≤ n − 2, então
adj(A) = O, de modo que adj(A)X = O. Se ρ(A) = n − 1, então mg(λ) = 1,
de modo que A(adj(A)X) = O. Assim, adj(A)X é um autovetor de A. Portanto,
adj(A)X = µX, para algum µ ∈ F . 36. Confira o item (a) do Exercício (35). 37.
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Como fA(x) = (x−aii)fii(x)+
∑

i̸=j(−1)i+jaijfij(x) e, pela equação 5.2, temos que
(x− λ)

∑n
i=1 xifij(x) = xjfA(x), com j = 1, . . . , n. 38. (a) Seja f(x) o polinômio

característico de A. Então, pondo B = adj(λI−A) e C = adj(µI−A), obtemos

Rλ −Rµ =
Bf(µ)−Cf(λ)

f(λ)f(µ)
=

BC(µI−A)−BC(λI−A)

f(λ)f(µ)
= (µ− λ)RλRµ.

(b) Observe, pelo Teorema 5.12, que Rλ = P(λI −D)−1Qt, com Q = (P−1)t. (c)
Note que tr(Rλ) = tr(λI−D)−1. 39. Note que Rt

n = Rn e R2
n = I. Assim, depois

de alguns cálculos, obtemos mn(x) = (x + 1)(x − 1) o polinômio minimal e fn(x) =
(x2 − 1)fn−2(x), para todo n ∈ N, com n ≥ 3. Portanto, fn(x) = [(x + 1)(x − 1)]

n
2 ,

se n é par e fn(x) = (x + 1)
n−1
2 (x − 1)

n+1
2 , se n é ímpar. Consequentemente, Rn é

diagonalizável. 40. Seja CnXi = λiXi, com i = 1, . . . ,m, e
∑m

i=1 ciXi = 0. Então,
aplicando sucessivamente Cn, obtemos o sistema

c1X1 + · · ·+ cmXm = 0
λ1(c1X1) + · · ·+ λm(cmXm) = 0

...
λm−1
1 (c1X1) + · · ·+ λmm− 1(cmXm) = 0

Note que existem n tais sistemas, pois Xi = (1, λi, . . . , λ
n−1
i )t. Em particular, VmY =

O, com Y = (c1, . . . , cm)t. Portanto, Y = O e os autovetores são LI . 41. Pelo
Exercício (38), Cs

n = RnCnRn. 42. Como T (ei) = ei−1, para i = 2, . . . , n, e
T (e1) = en temos que [T ] = Pn = En1 + E11 + · · · + E(n−1)(n−1), a qual chama-se
matriz de permutação. Observe que Pn é a matriz companheira do polinômio p(x) =
xn − 1, tendo raízes complexas distintas λk = ωk, em que ω = cos(2πn ) + sen(2πn )i,
para k = 0, . . . , n − 1, de modo que Xk+1 = (1, ωk, . . . , ωk(n−1))t são os autovetores
associados. Portanto, T é diagonalizável. 43. Basta observar que C = g(Pn), com
g(x) = c0 + c1x + · · · + cn−1x

n−1 o polinômio representante de C, e use o Exercício
(33). 44. (a) Direto. (b) Se c ̸= 0, então A = T12(c

−1(a−1))T21(c)T12(c
−1(d−1)).

Se c = 0, então a ̸= 0, de modo que podemos aplicar o caso anterior a B = T21(1)A.
(c) Sejam λ, µ ∈ C os autovalores de A. Então λµ = 1, de modo que µ = λ−1.
Observe que λ ̸= µ. Caso contrário, |λ| = |µ| = 1 e 2 ≥ |λ + µ| = | tr(A)| > 2. o
que é impossível. Portanto, A é semelhante a diag(λ, λ−1), onde λ /∈ {−1, 0, 1}. (d)
Se | tr(A)| < 2, então

|λ+ λ−1| = |λ+ µ| = | tr(A)| < 2.
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de modo que λ /∈ R ou λ /∈ iR. (e) Se | tr(A)| = 2, então os possíveis autovalores reais
de A são 1 ou −1. Portanto, as possíveis matrizes semelhantes a A são: I,−I,T21(1) e
−T21(−1). (f) Se | tr(A)| ̸= 2, então A possui dois autovalores distintos λ, µ ∈ C, os
quais também o são da matriz ( λ+µ

2
λ−µ
2

λ−µ
2

λ+µ
2

)
.

(g) Falso, tome A = I+E12.

Capítulo 6

Seção 6.1
1. f(T )(v) = 0, para v ∈ ker f(T ). Assim, f(T )(T (v)) = T (f(T )(v)) = T (0) = 0.
Portanto, T (v) ∈ ker f(T ) e ker f(T ) é invariante sob T . 2. Imite o Exemplo 6.6.
3. Imite o Exemplo 6.9. 4. Seja f(x) =

∑n−1
i=0 cix

i + xn. Então, pelo Teorema
de Cayley-Hamilton, f(T ) = 0, de modo que T k(v) ∈ F [Tn−1(v), . . . , T (v),v],
para todo k ∈ N, com k ≥ n. Portanto, W = F [Tn−1(v), . . . , T (v),v]. 5. Note
que {S2(e1), S(e1), e1} é uma base de F 3. Observe que m(x) = (x + 1)(x − 1) é
o polinômio minimal de T . 6. Pelo Exercício (4), basta provar que conjunto α =
{Tn−1(v), . . . , T (v),v} é LI . Suponhamos, por absurdo, que α seja LD. Então, pelo
Corolário 3.33, podemos escolher um k < n tal que

T k(v) ∈W = F [T k−1(v), . . . , T (v),v].

Assim, aplicado T , obtemos T k+1(v) ∈ F [T k(v), . . . , T 2(v), T (v)] ⊂ W . Logo,
aplicado recursivamente T , teremos T k+m(v) ∈ W , para todo m ∈ N. Portanto, V ⊂
W , de modo que dimV ≤ k < n, o que é uma contradição. Note que Tn(v) ∈ V
implica que existem c0, c1, . . . , cn−1 ∈ F tais que

Tn(v) = cn−1T
n−1(v) + · · ·+ c1T (v) + c0v

Assim, f(x) = −
∑n−1

i=0 cix
i + xn é o polinômio minimal e característico de T . A

recíproca segue do Exercício (4). 7. Suponhamos que existam a, b ∈ F , com a ̸= 0,
tais que W seja invariante sob aT + bI . Como

T = a−1(aT + bI)− a−1bI

384Sumário



RESPOSTAS E SUGESTÕES

temos T (u) ∈ W , para todo u ∈ W . Portanto, W é invariante sob T . A recíproca é
clara. 8. Note, pelo Teorema 1.2, que existem λ1, . . . , λn ∈ C, não necessariamente
distintos, tais que m(x) =

∏k
i=1(x − λi)ri é o polinômio minimal de T . Assim, pelo

Teorema 6.8, T =
∑k

i=1 TEi e existem D,N ∈ L(V ), com D =
∑k

i=1 λiEi diagona-
lizável e N nilpotente, tais que T = D+N e DN = ND. Observe, indutivamente, que
g(T ) =

∑k
i=1 g(T )Ei e g(D) =

∑k
i=1 g(λi)Ei, de modo que g(D) é diagonalizável.

Como

g(T ) = g(D +N) =
m∑
q=0

cq(D +N)q =
m∑
q=0

cq

 q∑
p=0

(
q

p

)
Dq−pNp


temos que g(T ) = g(D)+N(∗). 9.Note queU = F [e1] é o único subespaço invariante
sob T . Não obstante, existe um W = F [e2] tal que F 2 = U ⊕W . 10. Suponhamos,
por absurdo, que T seja diagonalizável e nilpotente. Então já vimos que m(x) = xk,
com k ≤ n, era o polinômio minimal de T . Por outro lado, sendo T diagonalizável,
devemos ter k = 1. Portanto, T = m(T ) = 0, o que é uma contradião, pois ρ(T ) = 1.
11. Seja α = {u1,u2, . . . ,un} uma base de V . Então é fácil verificar que os Ej ∈
L(V ) definidos como Ej(ui) = δijui são diagonalizável. Assim, EjT = TEj , para
j = 1, . . . , n. Logo, T (uj) = T (Ej(uj)) = TEj(uj) = EjT (uj), ou seja, T (uj) é
um autovetor de Ej associado a λj = 1. Portanto, Vλj

= ImEj = F [uj ], de modo que
T (uj) ∈ Vλj

, ou seja, T (uj) = cuj , para algum c ∈ F . 12. Suponhamos que T seja
diagonalizável e λ1, . . . , λk ∈ F seus autovalores distintos. Então p(x) =

∏k
i=1(x−λi)

é tal que p(T )(v) = 0, para todo v ∈ V . Assim, p(T ) = 0 e m(x) é um fator
de p(x). Como todo autovalor de T é uma raiz de m(x) temos que m(x) = p(x).
Reciprocamente, se m(x) =

∏k
i=1(x − λi), então, pelo Teorema 6.4, V =

∑k
i=1Wi,

com Wi = ker(T − λiI). Dado v ∈ Wi, obtemos T (v) = λiv, de modo que v é
um autovetor de T . Portanto, pelo Teorema 5.19, T é diagonalizável. 13. Não, pois
m(x) = (x− 1)(x2 + x+ 1) é o polinômio minimal de A.

Seção 6.2
1., 2. e 3. Confira o Exemplo 6.14. 4. (a) Primeiro lembre-se que AEj = Cj e eiA =
Li. Assim,

AN =
(
O AE1 AE2 AE3

)
=
(
e2A e3A e4A O

)t
= NA

se, e somente se, ai(j−1) = a(i+1)j , se i < 4 e j > 1, a4j = 0, se j < 4, e ai1 = 0,
se i > 1, de modo que aii = a, ai(i+1) = b, ai(i+2) = c, a14 = d e aij = 0 quando
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i > j. (b) Note que A = aI+N1. Então, pelo item (a) do Exercício (4) da Seção 5.1,
os autovalores de A são da forma λ = a + µ, com µ um autovalor de N1. Se b ̸= 0,
então N1 possui índice de nilpotência igual a 4 e ρ(N1) = 3, de modo que dimVλ = 1,
pois A e N1 possuem os mesmos autovetores. 5. Seja S ∈ L(V ) semelhante a T .
Então existe um P ∈ L(V ) não singular tal que S = P−1TP . Assim, indutivamente,
Sm = P−1TmP , para todo m ∈ N. Portanto, T é nilpotente de índice k se, e somente
se, S é nilpotente de índice k. 6. Se v ∈ ImT k−i, então existe um u ∈ V tal que v =
T k−i(u). Assim, T i(v) = T i(T k−i(u)) = T k(u) = 0, de modo que v ∈ kerT i. 7.
Note que (−T )k = (−1)kT k = 0 implica que I = I−T k = (I−T )(I+T+· · ·+T k−1),
de modo que I + T = I − (−T ) é não singular. 8. Se T k = 0, para algum k ∈ N, e
λ ̸= 0 for um autovalor de T , então λk ̸= 0 é um autovalor de T k = 0 ou λkv = 0,
o que é impossível. Reciprocamente, se todos os autovalores de T são zeros, então
f(x) = xn é o polinômio característico T . Assim„ pelo Teorema de Cayley-Hamilton,
Tn = f(T ) = 0. Considere T ∈ L(R[x]) definido como T (f(x)) = f ′(x). Então 0 é
o único autovalor de T , mas T não é nilpotente. 9. (a) Se T é cíclico, então existe um
v ∈ V , com v ̸= 0, tal que α = {Tn−1(v), . . . , T (v),v} é uma base de V . Assim,
A = [T ]αα =

∑n−1
i=1 Ei(i+1). Logo, ρ(λI − A) = n − 1, para todo autovalor λ de T ,

e dimker(λI −A) = 1. Portanto, os autovalores associados a λ são múltiplos um do
outro. (b) Se β = {v1, . . . ,vn} é a base de autovetores de V associada aos autovalores
distintos λ1, . . . , λn, então, pondo u =

∑n
i=1 vi, obtemos Tm(u) =

∑n
i=1 λ

n
i vi. Como

[Tn−k(u)]β , para k = 1, . . . , n, são as colunas de uma matriz de Vandermonde, temos
que o resultado segue. 10. Note que AB = −BA implica que AB2k−1 = −B2k−1A,
para todo k ∈ N. Suponhamos, por absurdo, que AX+XA = B possua uma solução.
Então

B2k = (AX+XA)B2k−1 = A(XB2k−1)− (XB2k−1)A,

de modo que tr(B2k) = 0. Assim, B2k = O e B2 é nilpotente. Portanto, B é nilpotente,
o que é uma contradição.

Seção 6.3
1. Confira o Exemplo 6.21. 2. Note que J = I + J12 é a forma de Jordan de A.
Portanto, A e B são semelhantes se, e somente se, c = 0. 3. e 4. Confira o Exemplo
6.19. 5. Condições (a − d)2 + 4bc = 0 e b2 + c2 ̸= 0. 6. Basta observar que a
forma de Jordan de T é uma matriz triangular com os autovalores em sua diagonal. 7.
Confira o Exercício (6). 8. Confira o Exemplo 6.22. 9. É fácil verificar que V =
{X ∈ Cn×n : AX = XB} é um espaço vetorial de dimensão finita sobre C, com uma
base α = {X1, . . . ,Xm} e W = F [X1, . . . ,Xm] um espaço vetorial sobre F . Assim,
det : V → C é sobrejetora, pois existe um P ∈ V tal que detP ̸= 0. Logo, usando
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indução sobre m, det |W ̸= 0. Portanto, existe uma matriz não singular Q ∈ Fn×n tal
que B = Q−1AQ. Finalmente, sejam J um bloco de Jordan de A e Rk a identidade
reversa. Então é fácil verificar que R−1

k JRk = Jt. Como Jt é um bloco de Jordan de
At temos que A é semelhante a At. 10. Basta considerar apenas um bloco de Jordan.
Assim, J−1J = I se, e somente se, aij = 0, quando j /∈ {i, i + 1}. Tome J = I +
E12 +E23, de modo que J−1 não está na forma de Jordan. 11. Sejam λ1, . . . , λn ∈ F
os autovalores de T . Enão, pelo Exercício (5) da Seção 5.1, os autovalores de Tm

são λmi . Se J for a forma de Jordan de T , então tr(T i) = 0 é equivalente ao sistema
λi1 + · · · + λin = 0, para i = 1, . . . , n. Se os λi são todos iguais, o resultado segue.
Assim, podemos supor, sem perda de generalidade, que os λi são todos distintos. Logo,
VnX = O, com X = (λ1, . . . , λn)

t. Como det(Vn) ̸= 0 temos que X = O. 12.
Sejam Rx = (xI −A)−1,J a forma de Jordan de A e λ1, . . . , λn ∈ C os autovalores
de A. Então, imite o Exercício (38) da Seção 5.3, para obter

f(x)Rx = xn−1I+

n−1∑
i=1

Bix
n−i−1 e tr(Rx) =

n∑
i=1

(x− λi)−1 =
f ′(x)

f(x)
.

Como f(x) tr(Rx) = nxn−1+
∑n−1

i=1 tr(Bi)x
n−i−1 temos, comparando os coeficientes,

que (n− i)ci = tr(Bi), para i = 1, . . . , n− 1. Finalmente, use

Bi = Bi−1A+ ciI e Bn−1A+ cnI = 0, i = 1, . . . , n− 1.

13. Note que f(E) = 2E − I e f−1(U) = 2−1(U + I) 14. Tome U = W1 e W =
W2 ⊕ · · · ⊕Wk no Teorema 6.4.

Capítulo 7

Seção 7.1
1.Confira o Exemplo 7.2. 2.Não, pois u = (1, 0) ̸= 0, mas f(u,u) = 0. 3.Não, pois
se u = (0, 0, 1), então f(u,u) = −1 < 0. 4. Confira o Exemplo 7.2. 5. Não, pois
u = (1, 0) ≠ 0, mas f(u,u) = 0. 6. Identifique V com R2. 7. Sejam u = (x1, x2) e
v = (y1, y2). Então, depois de alguns cálculos,

f(u,v) = x1y1f(e1, e1) + x1y2f(e1, e2) + x2y1f(e2, e1) + x2y2f(e2, e2).
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Como T (e1) = e2 e T (e2) = −e1 temos que

f(u,v) = x1y1f(e1, e1) + x2y2f(e2, e2).

Em particular, para u = (1, 1) e v = T (u) = (−1, 1), temos que f(e1, e1) =
f(e2, e2) = c > 0. Portanto, f(u,v) = c(x1y1 + x2y2). 8. (a) T não singular. (b)
Claramente g satisfaz as condições (1), (2) e (3). Assim, resta provar que g(u,u) = 0
implica que u = 0. Para isto, ⟨T (u), T (u)⟩ = 0 se, e somente se, T (u) = 0. Portanto,
a condição é que T seja não singular. 9. Basta notar que Y∗AX = (A∗Y)∗X. 10. Se
(u,w) ̸= (0,0), digamos u ̸= 0, então h((u,w), (u,w)) = f(u,u) + g(w,w) > 0.
11. Suponhamos que f seja um produto interno sobre V . Então f(E1,E2) = f(E2,E1)
implica que A = At. Como f(X,X) > 0, se X ̸= O, temos que a11 = f(E1,E1) > 0
e a22 = f(E2,E2) > 0. Em geral,

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 = a11

(
x+

a12
a11

y

)2

+

(
a11a22 − a212

a11

)
y2 > 0

implica que f(a12E1,−a11E2) = a11 detA > 0. A recíproca segue da equação. 12.
A diferença de dois produtos internos sobre V não é um produto interno sobre V . O resto
é direto. 13. Note que α = {1} é uma base de F . Então ⟨x, y⟩ = xy é um produto
interno sobre F . Em geral, pelo Exemplo 4.3, qualquer T ∈ L(F ) é da forma T (x) =
ax, para algum a ∈ F . Portando, se a, b ̸= 0, então ⟨x, y⟩ = T (x)T (y) = (ab)xy é um
produto interno sobre F . 14. Confira o Exercício (17) da Seção 1.2. 15. Dado u ∈ V ,
existem únicos ai ∈ F tais que u =

∑n
i=1 aiui e ⟨uj ,u⟩ =

∑n
i=1 āi⟨uj ,ui⟩. Assim,

é suficiente provar que o sistema
∑n

i=1⟨uj ,ui⟩xi = cj , com j = 1, . . . , n, possui uma
única solução. 16. Seja α = {u1, . . . ,un} uma base de V . Então, já sabemos que
a função Lα : V → Fn definida como Lα(ui) = ei, era um isomorfismo. Assim,
f(u,v) = ⟨Lα(u), Lα(v)⟩ é um produto interno sobre V , com ⟨·, ·⟩ qualquer produto
interno sobre Fn. 17. Vamos provar apenas a condição (4). É claro que ⟨f, f⟩ ≥ 0,
pois f(x)2 ≥ 0. Logo, resta provar que se ⟨f, f⟩ = 0, então f(x) = 0, para todo
x ∈ [0, 1]. Suponhamos, por absurdo, que g(x) = f(x)2 e g(x0) ̸= 0, para algum
x0 ∈ [0, 1]. Então g(x0) > 0. Como g é contínua temos que existe um δ > 0 tal que
(x0 − δ, x0 + δ) ⊆ [0, 1] e |x − x0| < δ implica que |g(x) − g(x0)| < 1

2g(x0). Em
particular, 1

2g(x0) < g(x). Definido h(x) = 1
2g(x0), se x ∈ (x0−δ, x0+δ), e h(x) = 0,

caso contrário, obtemos h(x) ≤ g(x) e∫ 1

0
g(t)dt ≥

∫ 1

0
h(t)dt =

1

2
g(x0)(2δ) = g(x0)δ > 0,
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o que é uma contradição. 18. Confira o Exercício (12) e use o Exercício (17).

Seção 7.2
1. (2) d(u,v) ≤ d(u,u) + d(v,u) = d(v,u). 2. (b) (

√
d(u,v) +

√
d(v,w))2. (c)

Basta verificar que a função f : [0,∞) → F definida como f(x) = x
1+x é crescente.

3. Se d1(u,v) = 0, então f(u) = f(v), de modo que u = v. 4. Note que d(u,v) ≤
d(u,w)+d(w,v) e d(w,v) ≤ d(w,u)+d(u,v) implicam que−d(u,w) ≤ d(u,v)−
d(v,w) ≤ d(u,w). 5. Note, de modo similar ao Exercício (4), que |∥un∥ − ∥u∥| ≤
∥un − u∥, para cada n ∈ N. 6. θ = arccos( 1√

5
). 7. Note que w = u− v é o terceiro

lado e ∥u− v∥2 = ∥u∥2 + ∥v∥2 − 2⟨u,v⟩. 8. Basta desenvolver o lado esquerdo. 9.
Observe, depois de alguns cálculos, que

1
2∥u− v∥2 + 2∥w − 1

2(u+ v)∥2 = 1
2(∥u∥

2 + ∥v∥2 − 2⟨u,v⟩)
+ 2(∥w∥2 + 1

4∥u+ v∥2 − ⟨u+ v,w⟩)
= ∥u∥2 + ∥v∥2 + 2∥w∥2 − 2⟨u,w⟩)
− 2⟨v,w⟩)
= ∥w − u∥2 + ∥w − v∥2.

10. Pela identidade de polarização, f(u,v) = g(u,v), para todos u,v ∈ V . Portanto,
f = g. 11. (a) Basta notar que se |xn−x| → 0 e ∥un−u∥ → 0, então ∥xxun−xu∥ ≤
|xn − x∥|un∥+ |x∥|un − u∥ garante a afirmação. 12. Observe que se v ̸= 0, então

f(x) = ∥u∥2 + 2⟨u,v⟩x+ ∥v∥2x2 = ∥u∥
2∥v∥2 − ⟨u,v⟩2

∥v∥2
+ (
⟨u,v⟩
∥v∥

+ ∥v∥x)2

Assim, o mínimo de f(x) ocorre em x = −⟨u,v⟩∥v∥−2. Note que f(x) não possui
valor máximo, pois limx→±∞ f(x) =∞. 13. Basta notar que (∥u∥+∥v∥)2 = ∥u∥2+
2∥u∥∥v∥+∥v∥2 e usar igualdade de Cauchy-Schwarz. 14. Seja S = {x ∈ V : ∥x∥g =
1}. Então a função h : S → R definida como h(x) = ∥x∥−1

f ∥x∥g é positiva e contínua.
Assim, possui um valor máximo c = max{h(x) : x ∈ S}. Logo, ∥x∥g ≤ c∥x∥f , para
todo x ∈ S, continue! 15. Se 0 ∈ {u,v,w}, nada há para ser provado. Caso contrário,
pondo u1 = ∥u∥−2u,v1 = ∥v∥−2v e w1 = ∥w∥−2w, obtemos ∥u1 − v1∥ = ∥u −
v∥2∥u∥−2∥v∥−2. Assim, a desigualdade triangular, ∥u1−v1∥ ≤ ∥u1−w1∥+∥w1−v1∥
implica o resultado. 16. Note que ∥u∥2 = XtAX, com A uma matriz simétrica
definida positiva, e confira a Proposição 7.10.

Seção 7.3
1. Basta notar que A∗A = (C∗

iCj) = (dijδij) = D. 2. Imite o Exemplo 7.17. 3.
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Cálculo direto. 4. Note, depois de alguns cálculos, que

∥
n∑

i=1

ui∥2 =
n∑

i=1

n∑
j=1

⟨ui,uj⟩ =
n∑

i=1

⟨ui,ui⟩+
∑
i̸=j

⟨ui,uj⟩ =
n∑

i=1

∥ui∥2.

5. Observe que f é contínua e S é “compacto” implicam que f possui pelo menos
um ponto de máximo e um ponto de mínimo sobre S. Vamos lembrar que um má-
ximo sobre S é um ponto p ∈ S tal que f(p) ≥ f(v), para todo v ∈ S. Note que
f(v) =

√
2− 2⟨u,v⟩. Assim, basta minimizar e maximizar ⟨u,v⟩. Por outro lado,

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, −1 ≤ ⟨u,v⟩ ≤ 1, de modo que −1 é o mínimo
e 1 é o máximo de ⟨u,v⟩ sobre S. Portanto, o valor máximo de f é 2 e o valor mínimo
de f é 0. (b) f(v) =

√
2 se, e somente se, ⟨u,v⟩ = 0. 6. É claro que Li(xj) = δij .

Assim, f(Li(x), Lj(x)) =
∑n

k=0 Li(ck)Lj(ck) =
∑n

k=0 δikδjk = δij .

Seção 7.4
1. Sejam V = F 2 com o produto interno usual e β = {u,v}, uma base ortogonal
de V , com u = (1, 1) e v = (1,−1). Escolhendo w = (5,−3) ∈ V , obtemos
⟨4u + (−1)v,w⟩ = 0, mas ⟨u,w⟩ = 2 e ⟨v,w⟩ = 8. 2. β = {v1,v2}, com
v1 = (−1, 1) e v2 = (0, 1). 3. Pela Proposição 7.19, V possui uma base ortonor-
mal α = {u1, . . . ,un}. Assim, Lα : V → Fn definida como Lα(v) = (x1, . . . , xn),
com xi os coeficientes de Fourier de v, é o isomorfismo desejado. 4. Escolhendo o
vetor inicial, digamos q1(x) = ∥p1(x)∥−1p1(x) =

1√
2
, de modo que

p2(x) = x e q2(x) =

√
2

3
x; p3(x) = x2 − 1

3
e q3(x) =

√
10

4
(−1 + 3x2),

e assim por diante. Os polinômios qi(x) da base ortonormal β = {qi(x) : i ∈ N} de
V chamam-se, a menos de constantes, de polinômios de Legendre3 5. É fácil verificar
que α = {(1, 1, 0), (0, 1, 1)} é uma base de W e β = {v1,v2}, com v1 =

1√
2
(1, 1, 0) e

v2 =
1√
6
(−1, 1, 2), é uma base ortonormal de W . Assim,

w =

2∑
i=1

⟨u,vi⟩vi =
3

2
(1, 1, 0) +

7

6
(−1, 1, 2) = 1

3
(1, 8, 7)

é a melhor aproximação de u por vetores de W . Portanto, u − w = 1
3(2,−2, 2) e

3Adrien-Marie Legendre, 1752-1833, matemático francês.
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d(u,W ) = ∥u−w∥ = 2
3

√
3.

Seção 7.5
1. Observe que W = F [(1, 1, 0)] e imite o Exemplo 7.22. 2. Basta observar que
W⊥ = F [(1,−1, 1)] e V = W ⊕ W⊥ implica, por exemplo, que T (wi) = wi e
T (1,−1, 1) = (0, 0, 0). Podemos também imitar o Exemplo 7.30. 3. Confira Exercício
(1). 4. Confira a Proposição 7.25 ou imite o Exemplo 7.30. 5., 6. e 7. Cálculo direto.
8. Imite o Exemplo 7.30. 9. Pondo n = k +m, é fácl verificar que

⟨xk, xm⟩ =
∫ 1

−1
tndt =

{
2

n+1 , se n é par
0, se n é ímpar.

Depois de alguns cálculos, obtemos β = {fi} = {1, x, 3x2 − 1, 5x3 − 3x} uma base
ortogonal de W e

P (ex) =
∑3

i=0⟨ex, fi⟩∥fi∥−2fi
= 1

2(e− e
−1)f0 + 3e−1f1 +

5
4(e− 7e−1)f2 − 7

4(5e− 37e−1)f3

é a melhor aproximação. 10. Observe que W = F [E11,E12 + E21,E22]. Assim,
dado A ∈ V , obtemos tr(B∗A) = tr(BA) = 0, para todo B ∈ W , se e somente
se, tr(FijA) = 0, se e somente se, A = diag(d,−d), para todo d ∈ F . Portanto,
W⊥ = F [diag(1,−1)]. 11. Note que se h ∈ V for uma função ímpar, então∫ 1

−1
h(t)dt = −

∫ 1

−1
h(t)dt⇒

∫ 1

−1
h(t)dt = 0.

Portanto, pelo Teorema 7.24, W⊥ é o subespaço das funções pares. 12. (a) Se v ∈ U ,
então ⟨u,v⟩ = 0, para todo u ∈ U⊥, de modo que v ∈ U⊥⊥. Portanto, U ⊆ U⊥⊥.
Observe que não necessitamos da dimensão na prova. Por outro lado, use que U⊕U⊥ =
V = U⊥ ⊕ U⊥⊥ e a dimensão. Note que se v ∈ W⊥, então ⟨u,v⟩ = 0, para todo
u ∈ W . Em particular, ⟨u,v⟩ = 0, para todo u ∈ U . Portanto, W⊥ ⊆ U⊥. (b) Na
afirmação (U + W )⊥ = U⊥ ∩ W⊥ não necessitamos da dimensão na prova. Como
U ∩ W ⊆ U,W temos, pelo item (a), que U⊥,W⊥ ⊆ (U ∩ W )⊥, de modo que
U⊥ +W⊥ ⊆ (U ∩W )⊥. Por outro lado,

dim(U⊥ +W⊥) = dimU⊥ + dimW⊥ − dim(U⊥ ∩W⊥)
= dimV − dimU − dimW + dimV − dim(U +W )⊥

= dimV − dimU − dimW + dim(U +W )
= dimV − dim(U ∩W ) = dim(U ∩W )⊥;

391Sumário



RESPOSTAS E SUGESTÕES

Portanto, (U ∩W )⊥ = U⊥ +W⊥. 13. Como ∥u± v∥2 = 2± 2Re⟨u,v⟩ ≥ 0 temos
que |⟨u,v⟩| ≤ 1. Se 0 ∈ {u,v}, nada há para ser provado. Caso contrário

|⟨ 1

∥u∥
u,

1

∥v∥
v⟩| ≤ 1⇔ |⟨u,v⟩| ≤ ∥u∥∥v∥.

14. Note que a condição é equivalente a: 2Re⟨u,w⟩ ≤ ∥w∥2, para todo w ∈ W , de
modo que ∥u − w∥2 = ∥u∥2 − 2Re⟨u,w⟩ + ∥w∥2 ≥ ∥u∥2 e o resultado segue do
Exemplo 7.18. Uma prova direta. Pondo w = ⟨u,v⟩∥v∥−2v, para todo v ∈ W , temos
que ⟨u,w⟩ = |⟨u,v⟩|2∥v∥−2 é um número real, de modo que

∥w∥2 − 2Re⟨u,w⟩ ≥ 0⇒ −|⟨u,v⟩|2∥v∥−2 ≥ 0

Portanto, ⟨u,v⟩ = 0. 15. (a) Pelo processo de Gram-Schmidt, V possui uma base
ortonormal α = {u1, . . . ,un} tal que {u1, . . . ,un−1} seja uma base ortonormal de H .
Assim, o vetor n = un ou a normalização da melhor aproximação de qualquer u ∈ V
possui as propriedades desejadas. 16. Note que ⟨u,w⟩ = 0 implica, para cada z ∈
S ∩ r, que ∥u∥2 = ∥z∥2 = ∥u+ tw∥2 = ∥u∥2+ |t|2∥w∥2, de modo que t = 0 e z = u.
17. Basta notar que ∥v−u∥2 = ∥x−u∥2+∥x−v∥2. 18.Observe que ⟨T (X),X⟩ = 0,
para todo X ∈ V , implica que ⟨TA(X),Y⟩ = −⟨TA(Y),X⟩, para todos X,Y ∈ V .
Como aij = ⟨TA(Eij),Eij⟩ temos que a11 = a22 = 0 e a12 = ⟨TA(E12),E21⟩ =
−⟨TA(E21),E12⟩ = −a21. Escolha λ = a12 ∈ F . 19. Como v =

∑n
i=1⟨v,ui⟩ui,

para todo v ∈ V , temos, em particular, que T (vj) =
∑n

i=1⟨T (vj),ui⟩ui. Portanto,
[T ]αα = (⟨T (uj),ui⟩). 20. Seja A a matriz cujas colunas são os vetores de α. Então
Gα = A∗A,G∗

α = Gα e | detGα| ≥ 0. Dado X = (x1, . . . , xn)
t ∈ Fn×1, depois de

alguns cálculos, obtemos

X∗GαX = (AX)∗(AX) = ∥x1u1 + · · ·+ xnun∥2 ≥ 0.

Assim, α é LD se, e somente se, A for singular se, e somente se, detGα = 0. Uma
outra prova é dada pelo Lema 7.28. 21. Note que u ∈ kerT implica que ∥u∥ =
∥T (u)∥ = 0 e u = 0. 22. Seja z = v −

∑n
i=1⟨v,ui⟩ui. Então, depois de alguns

cálculos, 0 ≤ ⟨z, z⟩ = ⟨v,v⟩ −
∑n

i=1⟨v,ui⟩⟨v,ui⟩ = ∥v∥2 −
∑n

i=1 |⟨v,ui⟩|2. A
equivalência (a ⇔ c) é clara. (b ⇒ c) Isto implica que z = 0. (c ⇒ d) Para qualquer
v ∈ V , obtemos ⟨w,v⟩ = ⟨

∑n
i=1⟨w,ui⟩ui,v⟩ =

∑n
i=1⟨w,ui⟩⟨ui,v⟩. (d ⇒ b) Basta

tomar v = w. 23. É fácil verificar que v =
∑n

i=1⟨v,ui⟩ui, para todo v ∈ V . Assim,
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depois de alguns cálculos,

⟨v,w⟩ = ⟨
n∑

i=1

⟨v,ui⟩ui,
n∑

i=1

⟨w,uj⟩uj⟩ =
n∑

i=1

⟨v,ui⟩⟨w,ui⟩.

Observe que isto é uma generalização do Teorema de Pitágoras. 24. Sejam u,v ∈ V .
Então u e v possuem coordenadas polares (∥u∥, θ) e (∥v∥, ϕ). Então

cos(θ − ϕ) = ⟨u,v⟩
∥u∥∥v∥

, cos θ =
⟨u, e1⟩
∥u∥

e sen θ =
⟨u, e2⟩
∥u∥

.

Assim, pelo Exercício (23),

cos(θ − ϕ) = ⟨u, e1⟩⟨v, e1⟩+ ⟨u, e2⟩⟨v, e2⟩
∥u∥∥v∥

= cos θ cosϕ+ sen θ senϕ.

25. Pondo P (u) =
∑n

i=1 civi, obtemos d(u,W )2 +
∑n

i=1 ci⟨u,vi⟩ = ∥u∥2, pois
d(u,W )2 = ∥u − P (u)∥2. Como ⟨u,vj⟩ = ⟨P (u),vj⟩ =

∑n
i=1 ci⟨vj ,vi⟩, para

j = 1, . . . , n, temos que d(u,W )2 e c1, . . . , cn são soluções do sistema
x0 + ⟨u,v1⟩x1 + · · ·+ ⟨u,vn⟩xn = ∥u∥2

⟨v1,v1⟩x1 + ⟨v1,v2⟩x2 + · · ·+ ⟨v1,vn⟩xn = ⟨u,v1⟩
...

⟨vn,v1⟩x1 + ⟨vn,v2⟩x2 + · · ·+ ⟨vn,vn⟩xn = ⟨u,vn⟩.

Portanto, o resultado segue da Regra de Cramer. 26. Confira o Exercício (15) da Se-
ção 7.1 e/ou o Exercício (20). 27. Aplique a desigualdade de Cauchy-Schwarz aos

vetores u = (
√
aλ1 , . . . ,

√
aλn) e v = (

√
a1−λ
1 , . . . ,

√
a1−λ
n ). 28. Cálculo direto. 29.

Observe, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, que ⟨v,w⟩⟨w,v⟩ ≤ ⟨w,w⟩. Em par-
ticular, para w = T (v). A igualdade ocorre se, e somente se, AX e X são LD. Como
∥X∥ = 1 temos que AX = λX, para algum λ ∈ C. Portanto, X é um autovetor de A.
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Capítulo 8

Seção 8.1
1. Vamos provar os itens (1), (2) e (3) do Teorema 8.9: (1) Seja A = [T ]. Então

detA =
∑
σ∈Sn

(sgnσ)
n∏

i=1

āiσ(i) = detA = detA
t
= detA∗.

(2) A equação T (u) = b possui uma solução se, e somente se, b ∈ ImT = (kerT ∗)⊥

se, e somente se, b ⊥ v, para todo v ∈ kerT ∗. (3) Dado v ∈ W⊥ e w ∈ W . Como
T (w) ∈ W temos que 0 = ⟨v, T (w)⟩ = ⟨T ∗(v),w⟩, de modo que T ∗(v) ∈ W⊥ ou
T ∗(W⊥) ⊆ W⊥ (não necessitamos da dimensão). Para recíproca, use W⊥⊥ = W . 2.
Como

⟨(x, y), T ∗(z, w)⟩ = ⟨T (x, y), (z, w)⟩ = ⟨(x+ iy,−2x− y), (z, w)⟩
= (x+ iy)z̄ + (−2x− y)w̄ = x(z̄ − 2w̄) + y(iz̄ − w̄)
= x(z − 2w) + y(−iz − w) = ⟨(x, y), (z − 2w,−iz − w)⟩

temos que T ∗(z, w) = (z − 2w,−iz − w). 3. É fácil verificar que T ∗(a) = av. 4.
Observe que

⟨(x1, . . . , xn), T ∗(y1, . . . , yn)⟩ = ⟨T (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)⟩
= ⟨(0, x1, . . . , xn−1), (y1, . . . , yn)⟩
= x1ȳ2 + · · ·+ xn−1ȳn
= ⟨(x1, . . . , xn), (y2, . . . , yn, 0)⟩

implica que T ∗(y1, . . . , yn) = (y2, . . . , yn, 0). 5. Como u =
∑n

i=1⟨u,ui⟩ui, para
todo u ∈ V , temos que

⟨u, T ∗(v)⟩ = ⟨T (u),v⟩ =
∑n

i=1⟨u,ui⟩⟨T (ui),v⟩
=

∑n
i=1⟨u,ui⟩⟨v, T (ui)⟩ =

∑n
i=1⟨u, ⟨v, T (ui)⟩ui⟩

= ⟨u,
∑n

i=1⟨v, T (ui)⟩ui⟩.

Portanto, T ∗(v) =
∑n

i=1⟨v, T (ui)⟩ui. 6. É fácil verificar que

T ∗(x, y, z) = (x+ 3y + z, x+ y + 3z, x+ y + 3z)

e kerT ∗ = F [(−4, 1, 1)]. Como ⟨(−4, 1, 1), (3, 10, 1)⟩ = −1 ̸= 0 temos que (3, 10, 1) /∈
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(kerT ∗)⊥. 7. Note, por integração por partes, que

⟨D(f(x)), g(x)⟩ =
∫ 1

0
f ′(t)g(t)dt = f(1)g(1)− f(0)g(0)− ⟨f(x), D(g(x))⟩.

Suponhamos, por absurdo, que D∗(g(x)) exista, para algum g(x) ∈ V fixado, tal que
⟨D(f(x)), g(x)⟩ = ⟨f(x), D∗(g(x))⟩, para todo f(x) ∈ V . Então

⟨f(x), D∗(g(x))⟩ = f(1)g(1)− f(0)g(0)− ⟨f(x), D(g(x))⟩,

de modo que

⟨f(x), D∗(g(x) +D(g(x)))⟩ = f(1)g(1)− f(0)g(0)

Como L(f(x)) = f(1)g(1) − f(0)g(0) é um funcional linear temos, pelo Exemplo
8.3, que L = 0. Assim, g(0) = g(1) = 0. Reciprocamente, se g(0) = g(1) = 0,
então D∗(g(x)) = −D(g(x)) satisfaz ⟨D(f(x)), g(x)⟩ = ⟨f(x), D∗(g(x))⟩, para todo
f(x) ∈ V . Portanto, se g(0) ̸= 0 ou g(1) ̸= 0, então D∗ não existe. 8. (a) T é injetora
se, e somente se, kerT = {0} se, e somente se, ImT ∗ = (kerT )⊥ = V se, e somente
se, T ∗ for sobrejetora. 9. Como V = W ⊕W⊥ temos que E2(v) = E2(v1 + v2) =
E(v1) = E(v) e

⟨u, E∗(v)⟩ = ⟨E(u1 + u2),v1 + v2⟩ = ⟨u1,v1 + v2⟩ = ⟨u1,v1⟩
= ⟨u,v1⟩ = ⟨u, E(v)⟩.

Portanto, pela unicidade, E∗ = E = E2. Reciprocamente, E2 = E implica que
V = ImE ⊕ kerE. Dados u,v ∈ V tais que u ∈ ImE e v ∈ kerE, obtemos

⟨u,v⟩ = ⟨E(u),v⟩ = ⟨u, E∗(v)⟩ = ⟨u, E(v)⟩ = 0.

Portanto, E é uma projeção ortogonal. 10. (a ⇒ b) Suponhamos que T seja uma
projeção ortogonal. Então u − T (u) ∈ kerT e v − T (v) ∈ kerT , de modo que
⟨T (u),v⟩ = ⟨T (u), T (v)⟩ = ⟨u, T (v)⟩, para todos u,v ∈ V . (b ⇒ c) Como ⟨u −
T (u), T (v)⟩ = ⟨T (u− T (u)),v⟩ = 0, pois T 2 = T, temos que ∥v∥2 = ∥v − T (v) +
T (v)∥2 = ∥T (v) − v∥2 + ∥T (v)∥2. Portanto, ∥T (v)∥ ≤ ∥v∥, para todo v ∈ V .
(c ⇒ a) Dado v ∈ (kerT )⊥, então é claro que u = T (v) − v ∈ kerT , de modo que
T (v) = u + v, com ⟨u,v⟩ = 0. Assim, ∥v∥2 ≥ ∥T (v)∥2 = ∥u∥2 + ∥v∥2 ≥ ∥v∥2.
Logo, ∥u∥2 = 0 ou u = 0, de modo que T (v) = v e (kerT )⊥ ⊆ ImT . Por outro
lado, se v ∈ ImT , então v = u + w, onde u ∈ kerT e w ∈ (kerT )⊥, implica que
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v = T (v) = T (w) = w, pois (kerT )⊥ ⊆ ImT . Logo, ImT ⊆ (kerT )⊥. Portanto, T
é uma projeção ortogonal. 11. Se T ∗ = T , então ⟨T (v),v⟩ = ⟨v, T (v)⟩ = ⟨T (v),v⟩.
Reciprocamente, se ⟨T (v),v⟩ for real, então ⟨T (v),v⟩ = ⟨T ∗(v),v⟩, para todo v ∈ V .
Assim,

⟨(T − T ∗)(v),v⟩ = ⟨T (v),v⟩ − ⟨T ∗(v),v⟩ = 0,

para todo v ∈ V . Portanto, T ∗ = T . Esta implicação é falsa, considere T ∈ L(R2)
definido como T (x, y) = (y,−x). 12. Basta desenvolver 0 = ⟨T (u+v),u+v⟩, para
todos u,v ∈ V . 13. (a) Seja λ ∈ F um autovalor de T . Então existe um v ∈ V , com
v ̸= 0, tal que T (v) = λv. Assim,

λ⟨v,v⟩ = ⟨λv,v⟩ = ⟨T (v),v⟩ = ⟨v, T (v)⟩ = ⟨v, λv⟩ = λ̄⟨v,v⟩

implica que λ = λ̄, de modo que λ é real. (b) Seja A a matriz de T em relação à
alguma base de V . Então A pode ser vista como um elemento de Cn×n. Assim, pelo
Teorema 5.16, A possui um autovalor real λ. Logo, existe um Z ∈ Cn×1, com Z ̸= O,
tal que AZ = λZ. Como Z = X + iY temos que AX + iAY = λX + iλY, de
modo que AX = λX ou AY = λY. Portanto, X ou Y é um autovetor real associado
a λ. (c) Cálculo direto. (d) Se w ∈ V ⊥

λ , então ⟨v,w⟩ = 0, para todo v ∈ Vλ. Como
T (v) = λv temos que ⟨v, T (w)⟩ = ⟨T (v),w⟩ = λ⟨v,w⟩ = 0, para todo v ∈ Vλ.
Portanto, T (w) ∈ V ⊥

λ e V ⊥
λ é invariante sob T . (e) Cálculo direto. (f) É claro que

kerT ⊆ kerT k. Por outro lado, se v ∈ kerT k e k > 1, então T k(v) = 0, de modo
que 0 = ⟨T k(v), T k−2(v)⟩ = ⟨T k−1(v), T k−1(v)⟩, Assim, T k−1(v) = 0. Portanto,
recursivamente, T (v) = 0 e v ∈ kerT . (g) Sejam λ ∈ F um autovalor de T e v ∈ V λ.
Então (T − λI)k(v) = 0, para algum k ∈ N. Assim, pelo item (e), (T − λI)(v) = 0,
pois T − λI é autoadjunto. Portanto, Vλ = V λ, ou seja, mg(λ) = ma(λ) = 1 e o
polinômio minimal de T é um produto de fatores lineares distintos. 14. (b) e (c) Basta
notar que

(Tu,v ◦ Tv,w)(x) = ⟨x,w⟩Tu,v(v) = ⟨x,w⟩∥v∥2u = ∥v∥2Tu,w(x).

e

⟨x, T ∗
u,v(y)⟩ = ⟨Tu,v(x),y⟩ = ⟨⟨x,v⟩u,y⟩ = ⟨x,v⟩⟨u,y⟩ = ⟨x, ⟨y,u⟩v⟩.

(d) Suponhamos que S =
∑n

i=1

∑n
j=1 aijui ⊗ uj = O. Então, depois de alguns
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cálculos,

0 = ⟨up, S(uq)⟩ = ⟨up,
n∑

i=1

n∑
j=1

aij⟨uq,uj⟩ui⟩ = āpq.

Assim, β é LI e dimL(V ) = n2 implica que β é uma base. (e) Dados u,v ∈ V ,
com u ̸= 0 e v ̸= 0, Tu,v é autoadjunto se, e somente se, Tu,v = Tv,u se, e somente
se, ⟨x,v⟩u = ⟨x,u⟩v, para todo x ∈ V . Em particular, pondo x = v, obtemos
u = λv, com λ = ∥v∥−2⟨v,u⟩. (f) Já sabemos que aij = ⟨Tu,v(ej), ei⟩. Como
Tu,v(ej) = ⟨ej ,v⟩u = z̄ju temos que aij = yiz̄j . Note que Cj = utz̄j implica
que ρ(A) = ρ([ut]) = 1. 15. (a) A função f : V → R definida como f(x) =
det(v1, . . . ,vn−1,x) é, pelo Teorema 1.24, um funcional linear. Assim, pelo Teorema
8.1, existe um único w ∈ V tal que f(x) = ⟨x,w⟩, para todo x ∈ V . (b) ⟨vi,w⟩ = 0,
pois o determinante possui duas colunas iguais. (c) v1, . . . ,vn−1 são LD se, e somente
se, ⟨x,w⟩ = 0, para todo x ∈ V se, e somente se, w = 0. (d) Note que w =

∑n
i=1 xiei

implica que ⟨ei,w⟩ = xi. Por outro lado, pela fórmula de Laplace em relação n-ésima
coluna, obtemos

xi = det(v1, . . . ,vn−1, ei) = (−1)i+n det(Ai),

em que Ai é a submatriz de A obtida eliminando-se a i-ésima linha. Portanto, w =∑n
i=1(−1)n+i∆i · ei. (e) Seja B a matriz cujas colunas são os vetores fj , de modo que

BBt = I. Portanto, det(f1, . . . , fn) ∈ {−1, 1}. (f) Segue dos itens (b) e (e). 16. (a)
Como x − E(x) ∈ H⊥ = R[w], para todo x ∈ V , temos que x − E(x) = aw, para
algum a ∈ R. Assim, ⟨E(x),w⟩ = 0 implica que a = ⟨w,x⟩

∥w∥2 . (b) Como ⟨vi,w⟩ =
0, i = 1, . . . , n− 1, temos que H ⊆ {x ∈ V : ⟨x,w⟩ = 0}. A reciproca é análogo.

Seção 8.2
1. Primeiro observe que a matriz deve possuir entradas complexas, por exemplo,

A =
1√
2

(
1 i
i 1

)
e B =

1√
3

(
i −2
2 i

)
2. (a) Defina ϕ : V → R2 como ϕ(a+ bi) = (a, b). Então

⟨ϕ(a+ bi), ϕ(c+ di)⟩ = ac+ bd = Re(a+ bi)(c+ di) = ⟨a+ bi, c+ di⟩.

(b) Como

⟨x, T ∗
z (y)⟩ = ⟨Tz(x), y⟩ = Re(Tz(x)ȳ) = Re(zxȳ) = Re(xz̄y) = ⟨x, z̄y⟩
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temos que T ∗
z = Tz̄ . (c) Observe que Tz = T ∗

z se, e somente se, z = z̄. (d) Note
que TzT ∗

z = I se, e somente se, |z| = 1. (e) Tz é positivo se ⟨Tz(x), x⟩ > 0, para todo
x ∈ V , com x ̸= 0, se, e somente se, Re(z) > 0. (f) Note que z2−2Re(z)z+ |z|2 = 0,
para todo z ∈ V , de moto que T 2

z − 2Re(z)Tz + |z|2I = 0. Portanto, detTz = |z|2 e
tr(Tz) = 2Re(z). (g) Se z = a+ bi, então

[Tz]
α
α =

(
a −b
b a

)
.

(h) T deve ser linear sobre C, ou seja, se, e somente se, T (i) = iT (1), confira Exercício
(8) da Seção 5.2. (i) T (x) = x̄. 3. Seja T ∈ L(R3×1) definida como T (X) = QX.
Então é fácil verificar que QQt = I,Qt = Q,Q2 = I e detQ = −1. Assim, pelo
Exemplo 8.18, T é uma reflexão sobre um plano, ker(I−A) = R[(1, 1, 0), (1, 0, 1)], se-
guida de uma rotação em torno de uma reta normal ao plano, ker(I+A) = R[(−1, 1, 1)].
4. Seja T ∈ L(R3×1) definida como T (X) = AX. Então é fácil verificar que AtA =
I,At ̸= A e detA = 1. Assim, pelo Exemplo 8.18, T é uma rotação em torno de uma
reta, ker(I − A) = R[ 1√

2
(1, 0, 1)]. Seja θ o ângulo de rotação. Então 1 + 2 cos θ =

tr(A) = 5
3 implica que cos θ = 1

3 . Por outro lado, para encontrar o sinal de sen θ
devemos determinar um vetor ortogonal a X1 = 1√

2
(1, 0, 1)t, digamos E2. Logo,

sen θ = detB = − 4
3
√
2
. Portanto, θ = − arccos(13). 5. Se T for uma isometria e

T 2 = I , então E2 = E e E∗ = E. A recíproca é análoga. 6. (a) Cálculo direto. (b)
Como

⟨x, T t(y)⟩ = ⟨T (x),y⟩ = ⟨x,y⟩+ k⟨x,v⟩⟨v,y⟩ = ⟨x,y + k⟨y,v⟩v⟩

temos que T t = T , para todo k ∈ R. (c) Observe que ∥x∥2 = ∥T (x)∥2 se, e somente se,
0 = 2k|⟨x,v⟩|2 + k2|⟨x,v⟩|2 se, e somente se, k = −2 ou k = 0. 7. Seja v ∈ kerT .
Então ∥v∥ = ∥T (v)∥ = 0 implica que v = 0, de modo que T é injetora e T−1 existe.
Dados u,v ∈ V , existem únicos z,w ∈ V tais que u = T−1(z) e v = T−1(w).
Assim, ⟨z,w⟩ = ⟨T−1(z), T−1(w)⟩, para todos z,w ∈ V , de modo que ⟨T (u),v⟩ =
⟨T−1(T (u)), T−1(v)⟩ = ⟨u, T−1(v)⟩, para todos u,v ∈ V . Finalmente, dados u,v ∈
V e a ∈ F , e depois de alguns cálculos, ⟨T (u + av),w⟩ = ⟨u + av, T−1(w)⟩ =
⟨T (u) + aT (v),w⟩, para todo w ∈ V . Portanto, T é linear. 8. (a) Tome J ∈ L(C2)
definido como J(x, y) = (−x, y). 9. Pelo Teorema de Schur, P∗AP = U, de modo
que U∗ = P∗A∗P = P∗AP = U. Assim, uii = ūii e uij = 0, se i ̸= j, pois U
é triangular superior e U∗ é triangular inferior. 10. Note que S = T |W é injetora,
de modo que S é sobrejetora. Portanto, W = S(W ) = T (W ). Assim, dado w ∈
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W , existe um único u ∈ W tal que w = T (u). Logo, dado v ∈ W⊥, obtemos
⟨T (v),w⟩ = ⟨T (v), T (u)⟩ = ⟨v,u⟩ = 0. Portanto, T (W⊥) ⊆W⊥. 11. Observe que
∥T (u)∥ = ∥u∥, para todo u ∈ V , de modo que

2⟨T (u), T (v)⟩ = ∥T (u)∥2 + ∥T (v)∥2 − ∥T (u)− T (v)∥2 = 2⟨u,v⟩.

Assim, dados u,v ∈ V e a ∈ F ,

∥T (u+ av)− (T (u) + aT (v))∥2 = ∥T (u+ av)∥2 + ∥T (u)∥2 + a2∥T (v)∥2
− 2⟨T (u+ av), T (u)⟩
− 2a⟨T (u+ av), T (v)⟩+ 2a⟨T (u), T (v)⟩
= ∥u+ av∥2 + ∥u∥2 + a2∥v∥2
− 2⟨u+ av,u⟩ − 2a⟨u+ av,v⟩
+ 2a⟨u,v⟩ = ∥u+ av − (u+ av)∥2 = 0.

Portanto, T (u+av) = T (u)+aT (v), ou seja, T é linear. 12.Aplique o Exercício (11)
a S(x) = T (x)−T (0). 13. Lembre-se que ⟨u+v,u−v⟩ = ∥u∥2−∥v∥2. Assim, as
implicações (a ⇒ b ⇒ c ⇒ d) são diretas. (d ⇒ a) Note, para todos u,v ∈ V − {0},
que ∥ 1

∥u∥u∥ = ∥ 1
∥v∥v∥ implica que ∥T (u)∥ = k∥u∥, em que k = ∥T (v)∥

∥v∥ . Portanto,
T = k(k−1T ) = kU , com U ortogonal. 14. (a) Dado u ∈ V ,

∥u+ iT (u)∥2 = ∥u∥2 + ∥T (u)∥2 + ⟨iT (u),u⟩+ ⟨u, iT (u)⟩ = ∥u∥2 + ∥T (u)∥2.

(b) Direto de (a). (c) Dado w ∈ V , existe um único u ∈ V tal que w = (I + iT )(u)
ou u = (I + iT )−1(w). Assim,

∥U(u)∥ = ∥(I − iT )(I + iT )−1(u)∥ = ∥(I − iT )(w)∥ = ∥(I + iT )(w)∥ = ∥u∥.

Portanto, U é unitário. Se U(u) = u, então

(I − iT )(I + iT )−1(u) = u = (I + iT )(I + iT )−1(u),

de modo que 2i(I + iT )−1(u) = 0. Assim, u = 0. Portanto, 1 não é autovalor de U .
(d) Se 1 não for autovalor de U , então I − U é não singular e U∗ = U−1 implicam que

T ∗ = −i(I + U∗)(I − U∗)−1 = −i(I + U−1)UU−1(I − U−1)−1

= −i(I + U)U−1(I − U−1)−1 = −i(I + U)((I − U−1)U)−1

= i(I + U)(I − U)−1 = T.
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Portanto, T é autoadjunto.

Seção 8.3
2. Vamos usar indução sobre n. Se n = 1, nada há para ser provado. Suponhamos que o
resultado seja válido para todo k, com 1 ≤ k < n e n > 1. Observe que

A =

(
B b
b∗ ann

)
implica que existe uma matriz J1 = diag(±1, . . . ,±1) tal que det(B+J1) ̸= 0. Assim,
pelo Exercício (6) da Seção 1.3,

det(A+ J) = det

(
B+ J1 b
b∗ ann ± 1

)
= k det(B+ J1),

onde k = ann ± 1− b∗(B+ J1)
−1b ∈ F . É fácil verificar que

det

(
B+ J1 b
b∗ ann + 1

)
− det

(
B+ J1 b
b∗ ann − 1

)
= 2det(B+ J1) ̸= 0.

Logo, pelo menos um dos determinantes, é não nulo. Portanto, det(A + J) ̸= 0. 3.
Seja f(x) = det(P + ixQ) ∈ C[x]. Então f(1) ̸= 0. Assim, pelo Exercício (11)
da Seção 1.3, existe um x0 = −ia−1b ∈ C (puramente imaginário) tal que f(x0) ̸= 0.
Portanto, existem a, b ∈ R tais que aP+bQ é não singular. 4. É claro que B = A+At

é simétrica. Então existe um X ∈ V tal que BX = λX, onde λ ∈ R. Consideremos
W = R[X,AX]. Se X e AX são LD, então existe um c ∈ R tal que AX = cX.
Assim, W = R[X] é invariante sob A, com dimW = 1. Se X e AX são LI , então
λX = AX+AtX = AX+A−1X implica que A2X = λAX−X ∈W . Assim, dado
Y ∈ W , existem a, b ∈ R tais que Y = aX + bAX. Logo, AY = aAX + bA2X =
−bX+ (a+ bλ)AX ∈W . Portanto, W é invariante sob A, com dimW = 2. 5. Seja
T = TA ∈ L(V ). Vamos usar indução sobre n. Se n = 1, nada há para ser provado.
Suponhamos que o resultado seja válido para todo k, com 1 ≤ k < n e n > 1. Então,
pelo Exercício (4), V possui um subespaço invariante sob T , com dimW = 1 e/ou 2.
Assim, dimW⊥ < n e S = T |W⊥ é ortogonal. Logo, W⊥ pode ser escrito como uma
soma direta de subespaço invariante sob T , com dimensão 1 e/ou 2. Portanto, segue de
V =W ⊕W⊥ e do Exemplo 8.14. 6. (a) Note que

T =
1

2
(T + T ∗) + i

1

2i
(T − T ∗) = R+ iS, com R∗ = R e S∗ = S.
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Por outro lado, se T = T1 + iT2, então T ∗ = T1 − iT2, de modo que T1 = R e
T2 = S. (b) Consequência direta de (a). 7. Seja S = TT ∗. Então S∗ = S. Assim,
pelo item (f) do Exercício (13) da Seção 8.1, kerSm = kerS. Logo, se v ∈ kerTm,
então S(v) = 0, pois TT ∗ = T ∗T . Portanto, 0 = ⟨S(v),v⟩ = ⟨T (v), T (v)⟩ =
∥T (v)∥2, de modo que T (v) = 0 ou v ∈ kerT . 8. Segue do item (3) do Teorema
8.22 e/ou pelo Teorema de Schur. 9. (a) Basta notar que TT ∗ = T ∗T implica que
(TT ∗)m = Tm(T ∗)m, para todo m ∈ N. (b) Como p(T )∗ = p̄(T ∗) temos, pelo
Teorema 8.19, que ∥p(T )(u)∥ = ∥p̄(T ∗)(u)∥. Portanto, p(T )(u) = 0 se, e somente se,
p̄(T ∗)(u) = 0. 10. Suponhamos que T seja normal. Então existe uma base ortonormal
α = {v1, . . . ,vn} de V tal que T (vi) = λivi e T (vi) = λ̄ivi. Defina U ∈ L(V ) como
U(vi) = λ̄i

λi
vi, se λi ̸= 0, e U(vi) = vi, se λi = 0. Então U∗U = I e T ∗ = TU .

Reciprocamente, se T ∗ = TU , então T = U∗T ∗, de modo que UT = T ∗. Assim,
UT = TU e T ∗T = TUT = TTU = TT ∗. Portanto, T é normal. 11. (a) Note que
Xt

iX = xi, AX =
∑n

i=1 λixiXi e XtAX =
∑n

i=1 λix
2
i . Portanto,

F (X) =
XtAX

XtX
=
x21λ1 + · · ·+ x2nλn

∥X∥2
.

(b) Basta observar, pelo item (a), que

λ1 =
λ1(x

2
1 + · · ·+ x2n)

∥X∥2
≤ F (X) ≤ λn(x

2
1 + · · ·+ x2n)

∥X∥2
= λn.

Portanto, λ1 = min {XtAX : ∥X∥2 = 1}. 12. Seja A = [T ]αα, para alguma base α
de V . Então, pelo Teorema de Schur, Q∗AQ = U ou A = QUQ∗, em que Q é uma
matriz unitária e U é uma matriz triangular superior. Assim,

tr(A∗A) = tr(QU∗UQ∗) = tr(U∗U) ≥
n∑

i=1

|λi|2.

Lembre-se que A é normal se, e somente se, U for diagonal. 13. Já sabemos que

C =

(
O I2
1 b+ 3 b

)
é a matriz companheira de f(x), o qual é seu polinômio característico. Neste caso,
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tr(C) = b, tr(adj(C)) = −(b+ 3) e det(C) = 1. Observe que

P−1CP =

 0 1 0
1 b+ 1 1
0 1 −1

 = B, com P =

 −1 1 −b− 1
1 −1 b+ 2
−1 2 −b− 3


Como Bt = B temos que todas as raízes de f(x) são reais.

Seção 8.4
1. (a) Posto k = 2 e assinatura (1, 1), de modo que ela representa uma hipérbole. (b)
Posto k = 2 e assinatura (2, 0), de modo que ela representa uma elipse. (c) Hipérbole.
(d) Hipérbole. (d) Elipse. 2. (a) Posto k = 3 e assinatura (3, 0), de modo que ela
representa um elipsoide. (b) Posto k = 3 e assinatura (2, 1), de modo que ela representa
um hiperboloide de uma folha. (c) Posto k = 3 e assinatura (1, 2), de modo que ela
representa um hiperboloide de duas folhas. (d) Hiperboloide de duas folhas. (e) Posto
k = 2 e assinatura (1, 1), de modo que ela representa um cilindro hiperbólico. (f)
Posto k = 2 e assinatura (1, 1), de modo que ela representa um cone 2x2 − y2 =
0. 3. Como (3, 0) é a assinatura temos que ela representa um elipsoide e q definida
positiva implica que q(x, y, z) = 4(xy − yz) > 0. 4. Observe que se a ̸= 0, então
q(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 = a−1((ax + by)2 + Dy2), com D = ac − b2. Note
que q(1, 0) = a e q(b,−a) = aD. Pondo u = ax + by e v = y (operador linear
(u, v) = T (x, y)), obtemos q(u, v) = a−1u2 + a−1Dv2. Assim, se D ̸= 0, então as
principais propriedades de q são determinadas pelos sinais de a−1 e a−1D. Por exemplo,
q(a, 0) = a > 0 e q(0,−a) = aD > 0 5. Seja q(X) = XtAX. (a) aii = q(Ei) > 0.
(b) Segue do Teorema 8.29. (c) Considere W = R[Ei,Ej ], com i ̸= j. Então p = q|W
é uma forma quadrática sobre W tal que

p(xiEi + xjEj) = aiix
2
i + 2aijxixj + ajjx

2
j .

Assim, o resultado segue do Exercício (4). 6. (a ⇒ b) Vamos usar indução sobre n.
Se n = 1, então A = (a11). Assim, basta escolher B = (

√
a11). Suponhamos que o

resultado seja válido para todo k, com 1 ≤ k < n e n > 1. Observe que

A =

(
An−1 X
X∗ ann

)
implica que existe uma matriz triangular superior Bn−1 = (bij), com bii > 0, tal que
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An−1 = Bt
n−1Bn−1. Como

A =

(
I 0

XtA−1
n−1 1

)(
An−1 X

0 ann −XtA−1
n−1X

)
temos que detA = detAn−1(ann − XtA−1

n−1X) > 0 e detAn−1 > 0 implicam
que ann > XtA−1

n−1X = ∥(B−1
n−1)

tX∥2. Assim, existe um bnn ∈ R, de modo que
b2nn = ann − ∥(B−1

n−1)
tX∥2. Portanto,

B =

(
Bn−1 (B−1

n−1)
tX

0 bnn

)
é tal que A = BtB. (b ⇒ c) Para cada X ∈ Rn×1, com X ̸= O, obtemos XtAX =
∥BX∥2 > 0. Portanto, A é definida positiva. (c ⇒ a) Seja Xk = (x1, . . . , xk)

t ∈
Rk×1, com Xk ̸= O e k = 1, . . . , n. Então X = (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0)

t ∈ Rn×1

e Xt
kAkXk = XtAX > 0. Portanto, cada Ak é definida positiva, de modo que

det(Ak) > 0. (d) T12(−a−1b)AT12(−a−1b) = D = diag(a, d − a−1b2) ou A =
T12(a

−1b)DT12(a
−1b). Ponha Bt = T12(a

−1b)
√
D. 7. Note que hkA = hA, para

todo k ∈ R, de modo que h−1
A = hA−1 é a inversa de hA. (b) A ∈ kerh se, e

somente se, h(A) = I se, e somente se, hA(z) = z, para todo z ∈ S2, ou seja,
cz2+(d−a)z− b = 0, para todo z ∈ S2. Assim, pelo Teorema 1.2, c = b = 0 e a = d.
Portanto, kerh = {kI2 : k ∈ R×}. (c) Se z = x+ iy ∈ S2 e w = hA(z), então, depois
de alguns cálculos,

w − w̄ =
ad− bc
|cz + d|2

(z − z̄),

Logo, ImhA(z) ∈ H, para todo A ∈ G+ e z ∈ H. (d) Como h1 = h|SL2(R) satisfaz o
item (b) e kerh1 = {±I2} temos, pelo item (c), que PSL2(R) age sobre H. (e) z ∈ H
é um ponto fixo de hA se, e somente se, hA(z) = z, ou seja, cz2 + (d − a)z − b = 0.
Se c ̸= 0, então a equação possui duas raízes

a− b±
√
∆

2c
, com ∆ = (a− d)2 + 4bc = tr(A)2 − 4.

Como hA(∞) ̸= ∞ temos que hA possui no máximo dois pontos fixos. Se c = 0,
então ad = 1. Assim, z = (1 − a2)−1ab é o único ponto fixo, quando a ̸= ±1, pois
hA(∞) ̸= ∞. Enquanto, se a = ±1, então hA(∞) = ∞. Portanto, hA possui dois
pontos fixos se tr(A) ̸= ±2 e um único ponto fixo se tr(A) = ±2.
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representação matricial de, 177
singular, 163
sobrejetora, 163
traço de, 185
transposta de, 204

Vetor(es), 17
ângulo entre, 288
anulado por, 195
cíclico de, 261
colunas, 24
coordenadas de, 138
cotravariantes, 195
covariantes, 195
diferença de, 104
elementares, 27
linearmente dependentes, 83, 119
linearmente independentes, 83, 119
linhas, 24
norma de, 286
normalização de, 286
ortogonais, 291
peso de, 138
projeções de, 293
representação de, 138
unitário, 286
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