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1 Uvod

Obrada rezultata merenja obuhvata numericke postupke kojima se izra¢unava vrednost me-
rene veli¢ine kod posrednih merenja, ili se iz ponovljenih merenja dobija bolja procena merene
veli¢ine. Sirokom dostupnoséu digitalnih racunara se oblast merenja promenila: obrada rezul-
tata je postala jeftina i lako dostupna. Merenje se danas uglavnom svodi na senzor koji merenu
veli¢inu pretvara u elektri¢ni oblik, koji se potom digitalizuje i postaje broj koji digitalni ra-
Cunari izuzetno brzo i lako obraduju. Stoga je oblast obrade rezultata merenja bitno dobila
na znacaju i prosirila primenu, a time je uticala i na metode i svakodnevnu praksu merenja.
Danas je multimetar digitalni uredaj, daje rezultat u obliku cifara na displeju. Sa druge strane,
svi rezultati merenja se dokumentuju i/ili obraduju na rac¢unaru. Da li je potreban ¢ovek koji
podatke sa multimetra rukom prepisuje u svesku, da bi ih kasnije ukucao na tastaturi racuna-
ra radi dokumentovanja i/ili obrade? Tu je ¢ovek usko grlo u sistemu i izvor grubih gresaka.
Merenja su se promenila, mnogi poslovi u toj oblasti nestaju, neki novi nastaju, a ti nastajudi
poslovi zahtevaju veée obrazovanje, ali i mnogo manje napornog i dosadnog rada.

U ovom tekstu ¢e prvo biti izloZena obrada ponovljenih rezultata merenja fizicke veli¢ine ko-
ja pretpostavljeno ima konstantnu vrednost. Tu ée biti uvedena minimizacija kvadratne greske
u optimizaciji rezultata merenja, kao i koncept standardne devijacije za kvantifikovanje rasi-
panja rezultata merenja. Beselova korekcija ¢e biti prikazana kao optimalna procena varijanse
rezultata merenja. Nakon toga, metod minimizacije kvadratne greske ¢e biti primenjen u po-
srednim merenjima, na optimalnom fitovanju proporcionalne, linearne i polinomske medusobne
zavisnosti dve velicine.

Dati prikaz obrade rezultata merenja je veoma elementaran i predstavlja samo uvod u oblast.
Budu¢nost merenja je u digitalizaciji rezultata koje daje senzor i kasnijoj numeric¢koj obradi, pa
u ovoj oblasti treba ocekivati veliki napredak, pre svega u primeni do sada razvijenih metoda.

2 Ponovljena merenja konstantne veli¢ine

Prvi slucaj obrade rezultata merenja ¢e biti merenje nepoznate fizicke veli¢ine £ za koju se
po nekom osnovu smatra da je tokom merenja konstantna. Da bi obrada rezultata imala smisla,
rezultati ponovljenih merenja velic¢ine £ treba da budu prirodno medusobno razli¢iti, bez obzira
na to sto su uslovi merenja isti. Tipican primer ovakvog procesa je merenje konstantnog napona
analogno/digitalnim konvertorom, na primer onim koji se nalazi u digitalnom osciloskopu. Usled
prisustva Suma dobiée se niz od n rezultata merenja

T1, T, ... Ty (1)

medu kojima ima medusobno razli¢itih. Rezultate merenja smo numerisali indeksom ¢, gde
ie{l,...n}.



Greska svakog pojedina¢nog merenja se uvek definise kao razlika izmerene vrednosti x; i
ta¢ne vrednosti £ (od rezultata merenja se oduzima ta¢na vrednost)

2o —¢ (2)

gde stalno treba imati u vidu da je £ nepoznata vrednost za koju je osnovano pretpostavljeno
da je konstantna tokom procesa merenja.

Greske pojedinacnih merenja mogu biti i pozitivne i negativne, pa greska celog procesa
merenja ne moze biti karakterisana njihovim zbirom » " | ¢;, poSto bi negativne greske po-
tirale pozitivne. Moguéa mera greske procesa merenja je zbir apsolutnih vrednosti gresaka
pojedinac¢nih merenja » ", |d;| [I], ali za analizu i obradu podataka veliki problem predstavlja
nediferencijabilnost funkcije apsolutna vrednost u nuli. Stoga se kao mera greske celog procesa
merenja koristi zbir kvadrata pojedinacnih gresaka

n

A©=Y 6= (wi—¢) (3)

i=1

posto je kvadratna funkcija glatka i svuda diferencijabilna. Znacaj diferencijabilnosti ée uskoro
postati jasan, a sada treba naglasiti da je ukupna greska procesa merenja A (§) zavisna od
nepoznate merene vrednosti &, ta¢ne vrednosti.

Posle pretpostavke da je merena veli¢ina ¢ konstantna tokom procesa merenja, uveséemo
i pretpostavku da su greske merenja slucajne, sa simetri¢nom gustinom raspodele, Sto znaci
da su greske iste apsolutne vrednosti, a suprotnog znaka, jednako verovatne. Pod tom pretpo-
stavkom ima smisla stav da je ta¢na vrednost merene fizicke veli¢ine £ bliska vrednosti koja
minimizuje ukupnu kvadratnu gresku procesa merenja . Stoga, nepoznatu merenu veli¢inu
¢ procenjujemo (estimiramo) iz uslova da ta vrednost minimizuje ukupnu kvadratnu gresku
procesa merenja, kada je

dA(E)
dg

Kako je £ konstanta, gornja suma se moze razviti kao

=2 (z-¢=0. (4)

n

Z(wi—é):in—né’:O (5)

=1

odakle je vrednost ¢ koja minimizuje ukupnu kvadratnu gresku procesa merenja

1 n
f:g;iﬁi (6)

pa je procenjena vrednost merene veli¢ine £ jednaka aritmetickoj sredini [2] pojedina¢nih me-
renja

a1l $
gopt =X é E Z.TZ (7)
i=1

Indeks opt je izabran kako bi naglasili da je procenjena vrednost rezultata merenja posledica
optimizacije po &, gde je kriterijum optimizacije minimum kvadratne greske procesa merenja.
MoZemo da zaklju¢imo da procenjena vrednost rezultata merenja § = {,,; minimi-
zuje ukupnu kvadratnu gresku procesa merenja A ().

Zainteresovanim studentima ovde valja napomenuti da aritmeticka sredina nije jedini repre-
zent za ,optimalnu vrednost® rezultata serije ponovljenih merenja, sa razli¢itim argumentima
se uvode medijana [3] i mod [4].



3 Rasipanje rezultata merenja

Sledeéi problem koji ¢emo analizirati je karakterizacija rasipanja rezultata merenja za dati
proces merenja. Kao mera ukupne greske u procesu merenja je usvojen zbir kvadrata pojedinac-
nih greSaka merenja, » ., §7. Data mera ne karakteriSe sam proces merenja posto nuzno raste
sa rastom broja merenja n, pa se za dva puta vise rezultata merenja oc¢ekuje priblizno dva puta
veca vrednost zbira kvadrata pojedina¢nih gresaka merenja. Stoga ima smisla ukupnu gresku
merenja podeliti sa brojem merenja, % S, 07, ¢ime se dobija vrednost koja karakterise sam
proces merenja. Ta vrednost ima odredenu primenu i zove se varijansa [5] rezultata merenja.
Problem sa ovakvom merom je fizicka dimenzija [0] veli¢ine koja karakterise rasipanje rezultata
merenja i koja je jednaka kvadratu dimenzije merene veli¢ine. Kao primer, rasipanje rezultata
procesa merenja duzine bi bilo izrazeno u kvadratnim metrima, dok bi sam rezultat merenja
bio izrazen u metrima. Ova ¢injenica kvari intuitivnu predstavu rasipanja rezultata merenja,
bilo bi zgodno da se rasipanje rezultata merenja izrazava u istoj jedinici mere kao i sam rezultat
merenja. Stoga se za karakterizaciju rasipanja rezultata merenja koristi kvadratni koren srednje

kvadratne greske rezultata merenja % >or, 0%, pa se u skladu sa tim i definise standardna

devijacija [7] kao

n

o2 |23 (m—gp (s)

n <
=1

dok se pod pojmom varijansa podrazumeva kvadrat standardne devijacije.

Osnovni problem sa ovakvom definicijom standardne devijacije lezi u ¢injenici da je tacna
vrednost merene veli¢ine uglavnom nepoznata, izuzetak je merenje etalona u postupku kalibra-
cije mernog sredstva ili postupka merenja: tada je vrednost etalona & ta¢na vrednost.

Kako je moguée odrediti standardnu devijaciju postupka merenja ako je ta¢na vrednost
nepoznata? Radi pojednostavljenja notacije ratuna¢emo n o? umesto o prema

2
no® =) (1:-¢)°. (9)
i=1
U cilju zamene £ sa &, = T, gornji izraz valja proSiriti oduzimanjem i dodavanjem Z prema

n n

Y@= =) (m—z+T-8)". (10)

i=1 i=1
Na ovom mestu je povoljno uvesti pojmove stvarna greska
a; = x; — § (11)

Sto je isto Sto i d;, ali je notacija promenjena kako bi pratila standardne tekstove koji se ovom te-
mom bave. Takode, povoljno je uvesti i procenjene greske merenja (¢esto ih nazivaju i ,prividne*

greske merenja)

Valja naglasiti da su vrednosti stvarnih gresaka a; nepoznate, jer nije poznata ta¢na vrednost
merene veli¢ine &, dok su vrednosti b; poznate, poSto su poznate vrednosti rezultata merenja
z;zai € {l, ... n}.

Uvodenjem notacije stvarnih i procenjenih gresaka u dobija se

n n n

Z(xi—5)2=Z@?=2(5¢+(f—5))222(53+2 (T~ &) bi+ (T~ €)°) (13)

=1 =1 i=1



Sto se razvija u
nJ—Za —Zb2+2 T—¢ Zb—l—n T —£) (14)

nakon izvlacenja neindeksiranih veli¢ina izvan sume. Ovde je povoljno to §to je zbir procenjenih
gresaka

Zb—z f):ixi—nf:ixi—n%zn:xizzn:xi—zn:xi:() (15)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

i=1

jednak nuli, pa se pojednostavljuje na

no —Za —ZbQ—I—n (z—&)2. (16)

Sada je potrebno da se preko stvarnih gresaka izrazi T — ¢

Z%Zl’i—f— sz——Zf— Z f):%Zai (17)

=1

Sto dovodi do

n n n 2 n n 2
=1 =1 =1 =1 =1

. . . .. « n 2 .
Na ovom mestu nastupa glavni deo izvodenja u kome se analizira ¢lan (Y a;)” iz (L8]
koji se razvija u sumu proizvoda

() () (o) e o

i=1,j=1,i%]

odnosno

" 2
(Zai> = + aia + ... + ara, -+
i=1

asa; —+ a% + ... + asa, -+ (20)

2
apar + apaz + ... + |a,|

Uokvireni kvadratni ¢lanovi su uvek pozitivni i njihov zbir sa povecavanjem broja merenja
n raste, dok unakrsni proizvodi, odnosno proizvodi ¢lanova sa razli¢itim indeksima, jednako
verovatno su manji ili veéi od nule, pa teze da se medusobno potru. Stoga je zbir unakrsnih

proizvoda priblizno jednak nuli
n,n

Z a; a; ~ 0 (21)

i=1,j=1,i#j

Sto je klju¢ni korak u ovom izvodenju, a po svojoj sustini je aproksimacija. Iz ovoga sledi
n 2 n
() ~3e 22
i=1 i=1
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Zamenom u se dobija
n n 1 n
2 2 2
© — b+ = : 23
2L 2 <>

odakle je

(1_%) ial?:iibf (24)

1=

1 konacno

Sod= T 2N (25)

Sto dovodi do

not =S p2 (26)
=1

n—1 4

i konac¢no do

n

S|P ML BN e DI @

i=1 i=1

Prema datom izvodenju, kada se umesto tacne vrednosti merene veli¢ine, koja je nepoznata,
koristi njena procena data srednjom vrednoséu rezultata merenja, standardna devijacija se
racuna iz

n

o= | —— 3 (w7 (28)

n—1

=1

dok se u slucajevima kada se meri etalon i kada je ta¢na vrednost poznata, standardna devijacija
postupka merenja se ra¢una po definiciji, iz

DM RIN (29)

i=1

Prikazano izvodenje se naziva Beselova korekcija [8] i ona daje optimalnu procenu (unbiased
estimator) varijanse rezultata ponovljenih merenja.

4 Fitovanje konstante proporcionalnosti

Pretpostavimo da imamo niz vrednosti nezavisno promenljive

X1, To,... Tn (30)
za i € {1, ... n}, i njemu odgovarajuéi niz vrednosti zavisno promenljive
Y1 Y2, - - Yn- (31)

Pretpostavljena veza izmedu nezavisno promenljive i zavisno promenljive je u sada razmatranom
sluc¢aju proporcionalnost
y=ax (32)



a konstanta proporcionalnosti « je nepoznata i treba je iz raspolozivih nizova vrednosti x; i y;
odrediti. Ovaj postupak se naziva fitovanje [9]. Kada bi podaci i model zavisnosti bili idealni
vazilo bi

Y = aw; (33)

za svako i € {1, ... n}, pa bi jedan par vrednosti x; i y; bio dovoljan da se odredi a. Medutim,
realni podaci se u ovo ne uklapaju u potpunosti, ve¢ samo priblizno, pa bi svaki par vrednosti
x; 1 y; odredivao svoju konstantu proporcionalnosti o; = y;/x;, ¢ime model gubi opstost. Stoga
¢emo pretpostaviti jedinstvenu vrednost konstante proporcionalnosti « i definisati pojedinacne
greske merenja i/ili modela kao

8 2y — o (34)

Kako bi karakterisali gresku na nivou celog skupa rezultata, za i € {1, ... n}, iz istih razloga
kao i u slucéaju ponovljenih merenja konstantne veli¢ine, definiSemo ukupnu gresku kao zbir
kvadrata pojedina¢nih gresaka

n

A(a)é25?22(yi—axi)2- (35)

=1

Vrednost konstante proporcionalnosti, parametra «, se odreduje postupkom optimizacije tako
Sto se minimizuje ukupna kvadratna greska. U tom cilju se izvod ukupne kvadratne greske po
parametru «

dA (a) a
T = -2 ;xl (y; — ax;) (36)
izjednaci sa nulom
dA («)
=0 37
T (37)

odakle je
inyi—aZx?:O (38)
i=1 i=1

pa se za optimalnu vrednost parametra « dobija

Qopt — T .
g D ict T

Fizicka dimenzija parametra « je jednaka odnosu fizickih dimenzija promenljivih ¢ i x, tako da
je rezultat optimizacije saglasan sa dimenzionom analizom [6], Sto je jedan vid provere dobijenog
rezultata.

Tipican primer primene opisanog metoda je merenje elektri¢ne otpornosti metodom amper-
metra i voltmetra, gde ako nepoznata otpornost odgovara parametru «, vrednosti x; odgovaraju
struji, a vrednosti y; naponu na nepoznatoj otpornosti.

Prvo pitanje za razmisljanje: ako se sa istim skupom podataka odreduje elektricna
provodnost, a ne otpornost, kada y; predstavlja rezultate merenja struje, i;, a x; rezultate
merenja napona, u;, da li dobijena optimalna vrednost provodnosti, iz istih rezultata merenja,
odgovara dobijenoj vrednosti otpornosti? Mozete li da izgenerisete numericki primer? Kada se
dobijeni rezultati poklapaju?

Drugo pitanje za razmisljanje: ako svaki par vrednosti u;, ¢; odreduje vrednost otpor-
nosti R; = u;/i; 1 vrednost provodnosti G; = i;/u;, a finalna vrednost otpornosti i provodnosti
se odreduju kao aritmeticke sredine pojedinac¢nih vrednosti, R = % Z?Zl R;iG = % Z;L:1 Gj,
kolika je razlika u odnosu na vrednosti koje se dobijaju optimalnim fitovanjem konstante pro-
porcionalnosti? Kom rezultatu treba najvise verovati i zasto?

(39)




Trece pitanje za razmisljanje: kako karakterisati varijaciju rezultata opisanih merenja
otpornosti i provodnosti i kako proceniti vazenje modela da su struja i napon medusobno
proporcionalni?

Razmisljajte i pitajte se. Sprovodenje algoritama danas rade rac¢unari, a i u buduénosti
¢e to raditi, sve vise. Na vama je da smisljate algoritme koji su po necemu bolji od postojecih.
Posao u sprovodenju algoritama necete naéi, sigurno ne na dug rok.

5 Fitovanje parametara linearne funkcije

Sledeéi slucaj fitovanja medusobne zavisnosti dve promenljive koji éemo razmatrati jeste
slucaj fitovanja parametara linearne funkcije

y=ax+0 (40)
pod pretpostavkom da su nam poznate vrednosti nezavisno promenljive
X1, T2, ... Ty (41)

u n tacaka, kao i njima odgovarajuce vrednosti zavisno promenljive

Y1, Y2, - - - Yn (42)
zai € {1, ... n}. Opet, u idealnom sluc¢aju bi vazilo
v =ax; + (43)

pa bi iz bilo koja dva para vrednosti y;, x; bilo moguée odrediti parametre « i 5. Kako sada
imamo dva parametra koje treba odrediti, potrebne su bar dve jednacine za njihovo odredivanje,
n > 2. Zbog neta¢nosti u utvrdivanju vrednosti z; i y;, kao i zbog nepotpunosti modela, (43))
neé¢e nuzno biti ispunjeno, veé ¢e postojati greske

Iz ranije razmatranih razloga, usled tendencije gresaka da se medusobno potiru, ukupnu gresku
na razmatranom skupu podataka definiSemo kao zbir kvadrata pojedina¢nih gresaka

n

Ao )23 08 =3 (i —awi—p) (45)

i=1

i sada je to funkcija dva nepoznata parametra o i 3, posto su vrednosti x; i y; za i € {1, ... n}
poznate, to su poznati brojevi. Optimalne vrednosti parametara « i f minimizuju vrednost
ukupne greske A (o, (), kada su vrednosti parcijalnih izvoda

OA (o, -
#:—2 ;xz (yi —ax; — B) (46)
i
oA -
=2 mam ) (@
jednake nuli
9A (a, )



0A (a, B)
e

Ovaj uslov rezultuje sa dve linearne jednacine

ixiyi—aix?—ﬁixi—O (50)
i=1 i=1 =1

~ 0. (49)

Sh—a Y n-ng-o 61)
=1 =1

koje se po nepoznatim parametrima « i 5 svode na formu

aZx?—i—ﬁZmi:Zl’iZ/i (52)
i=1 i—1 i=1

aZ:canﬁ:Zyi (53)
i=1 i=1

posto su vrednosti x; i y; poznate, a jedine nepoznate u i su a i f. Na ovaj nacin
je sistem od n potencijalno nekonzistentnih jednacina po a i 3 je sveden na konzistentan
sistem od dve jednacine po dve nepoznate (52) i (53]). Ovaj metod resavanja predefinisanog
sistema linearnih jednacina koji minimizuje ukupnu kvadratnu gresku se naziva metod naj-
manjih kvadrata [I0] i ima jako Siroku primenu. Stoga je malo verovatno da ¢ete ikada morati
da piSete program za implementaciju ovog metoda: u svim programskim paketima za numericku
obradu podataka on je ve¢ implementiran.

Konkretan primer primene metoda najmanjih kvadrata u slu¢aju odredivanja dva parametra
za rezultat daje

ny iy — (O ) (22: Yi) (54)

Qopt =

o wd) Qi) — O wi) O wiwi)
n Yol — (L)

pri ¢emu je radi preglednosti jednacina u i >, zamenjeno simbolom ¥, dok su
granice sumiranja podrazumevane posto su uvek iste.

Primer primene opisanog fitovanja parametara je odredivanje elektromotorne sile i unutra-
Snje otpornosti ekvivalentnog Tevenenovog [I1] ili Nortonovog [12] generatora linearnog elek-
tri¢nog kola.

Bopt = (55)

6 Fitovanje koeficijenata polinoma

Sledeca generalizacija razmatranog problema optimizacije je fitovanje skupa podataka koji
se sastoji iz niza vrednosti nezavisno promenljivih

x1, Ta, ... Ty (56)
i njima odgovaraju¢im nizom vrednosti zavisno promenljivih

Y1, Y2, - Yn (57)



zai € {1, ... n}, kada je pretpostavljena zavisnost data polinomom
k
y:Zajx]:ao—l—a1x+a2x2+...+akxk (58)
=0

u kome su koeficijenti ag, aq, ... ax nepoznati i treba ih odrediti, a ima ih k+ 1. Opet, u sluc¢aju
idealnih podataka i idealne pretpostavljene zavisnosti vazilo bi

k
yi:Zajxg:ao—l—alxi—l—agx?—i—...—l—akmf (59)

5=0
za i € {1, ... n}, pri ¢emu smatramo da je raspoloZiv skup podataka dovoljan da se odrede

vrednosti nepoznatih koeficijenata polinoma kojih ima k + 1, dakle potrebno jen > k+1. U
slucaju n = k + 1, sistem ima jednak broj jednacina i nepoznatih, a ako su sve vrednosti
x; medusobno razli¢ite ima jednoznac¢no resenje, o ¢emu ¢e jos biti rec¢i, dok je zan > k + 1
predefinisian, oblika

a0+a1x1+a2x%+...+akx’f =1

a0+a1x2+a2x§+...—|—akx§:y2

(60)

ao—i—alxn—i—aga:iqL...—i—akxﬁ:yn.

Ovaj sistem jednacina je linearan po koeficijentima polinoma i kao takav se moze zapisati u
matri¢noj formi kao

1 o 22 ... af ao Y1
1 @y 22 ... b ay Y2
= (61)
1z, 22 ... 2 ag Yn
Sto se imenovanjem matrica redukuje na
VA=Y (62)
gde je
A= lag, a1, ... az)" (63)
vektor koeficijenata polinoma
T
Y =[y1, Y2, - - - Un) (64)
vektor vrednosti zavisno promenljive, dok je
1 o 22 ... af
1z 23 ...
Ve=1. (65)
Vandermondova matrica [I3] generisana nizom vrednosti nezavisno promenljive
X = [xq, x, ... xn]T. (66)

U slucaju da je n = k + 1, Vandermondova matrica je kvadratna, a njena determinanta je
razli¢ita od nule ako i samo ako su vrednosti z; medusobno razli¢ite [13], pa sistem jednacina
po koeficijentima polinoma nuzno ima jedinstveno resenje, kako je ve¢ bilo pomenuto.



U slucaju da je n > k41 sistem jednacina je predefinisan i reSava se ve¢ opisanim metodom
najmanjih kvadrata, tako $to se formiraju pojedinac¢ne greske

k

a potom i ukupna kvadratna greska
n k 2
A (ag, ay, - .. ak)zz (%-Z%ﬂ) (68)
i=1 j=0
¢iji su parcijalni izvodi po nepoznatim koeficijentima polinoma

0A (ag, ay, ... ag) L k )
P, = -2 Zzle (yZ — Zaj ] (69)

J=0

za j € {0, ... k}. Izjednacavanjem ovih parcijalnih izvoda sa nulom se dobija sistem jednacina
po koeficijentima polinoma koji minimizuje (problem optimizacije) ukupnu kvadratnu gresku

n k
>t (- et -0 ()
i=1 J=0

Sto se svodi na linearan sistem od k£ + 1 jednacine po k + 1 nepoznatoj

n k n
> (S ) - et )
i=1 §=0 i=1

za j € {0, ... k}. Imajuéi u vidu definicije (63), i (65), gornji sistem jednacina se u
matri¢noj formi moze zapisati kao

Vi Ve A=V]Y (72)

Sto je sistem linearnih jednacina od k+ 1 jednac¢ine po k4 1 nepoznatoj i predstavlja generalnu
formu linear least squares optimizacionog problema [10], ¢iji posebni slucajevi su optimizacija
vrednosti ponovljenih merenja konstantne veli¢ine (jednodimenzioni sluc¢aj, k = 0) i optimiza-
cija parametara linearne funkcije (dvodimenzioni sluéaj, k = 1). ReSenje sistema jednacina
je

A= (v vy (73)

gde je (V;T V},;)fl VI kvadratna matrica poznata kao Moore-Penrose inverse matrice V, [14],
Sto predstavlja generalizaciju pojma inverzne matrice. Taj pojam je postepeno ulazio u mate-
matiku, sa zna¢ajnim koracima 1920, 1951. 1 1955. godine [14]. U opstem sluc¢aju (kada V, nije
Vandermondova matrica) i kada je V,, kvadratna invertibilna matrica,

Vi)V =t T vE = v (v T ) = v (74)
Moore-Penrose inverse matrice V, se svodi na obi¢nu inverznu matricu V!, koja u posebnom
slucaju Vandermondove matrice V. generisane vektorom X postoji pod uslovom da su sve vred-
nosti u X vektoru medusobno razli¢ite [13]. Problem najmanjih kvadrata [10] je toliko opsti da
je implementiran u svakom relevantnom programskom paketu za numericku analizu podataka.
Potrebe za programiranjem tog metoda danas nema, optimizovani programi su dostupni kao
slobodan softver [15], o ¢emu ¢e biti re¢i u poglavlju koje sledi.
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7 Programi za obradu rezultata merenja

Opisani postupci obrade rezultata merenja, koji spadaju u osnovne, toliko su uobic¢ajeni
da ih paketi za numericku obradu i analizu podataka ve¢ imaju implementirane. Stoga je jako
malo verovatno da ¢e korisnik ikada sam pisati programe za obradu rezultata merenja, osim
u slucaju da mu treba neka specificna obrada, ali i tada veliki deo posla mogu da reSe veé
implementirane funkcije. U ovom tekstu ¢ée biti prikazana obrada rezultata merenja primenom
programskog paketa GNU Octave [16] [17] i koris¢enjem odgovarajué¢ih modula za programski
jezik Python [I8| 19, 20, 21]. Obe prikazane opcije su slobodan softver [I5]. Podrazumevano je
osnovno poznavanje rada sa navedenim programima, a razmatrane su samo funkcije od znacaja
za obradu rezultata merenja.

7.1 GNU Octave

Funkcije programskog paketa GNU Octave [16], 22, 23] ¢e biti ilustrovane na dva niza koji
predstavljaju rezultate hipotetickih merenja

x = [1, 2, 3]

y = [2 4 6]

koji su namerno zadati u razli¢itoj formi, posto GNU Octave dopusta kod zadavanja nizova i
blanko karakter kao separator, sto je u praksi zgodno.
Srednja vrednost niza se dobija koriséenjem funkcije mean za koju se potpuni opis moze naci
na
https://octave.sourceforge.io/octave/function/mean.html

i koja se primenjuje kao

xm = mean(x)

Sto za rezultat daje xm = 2 i

ym = mean(y)

Sto za rezultat daje ym = 4.
Standardna devijacija rezultata merenja se dobija koris¢enjem funkcije std za koju se pot-
puni opis moze naéi na

https://octave.sourceforge.io/octave/function/std.html

i koja rac¢una standardnu devijaciju ¢lanova niza prema (28)) tako da

sSX std(x)

sy = std(y)

za rezultat daju sx = 1isy = 2.

Fitovanje konstante proporcionalnosti prema se moze realizovati primenom vektorskih
operacija imlementiranih u GNU Octave kao

alphal = sum(x .* y) / sum(x."2)

Sto daje alphal = 2, kao i reSavanjem predefinisanog sistema linearnih jednacina (33)) po me-
todi najmanjih kvadata (linear least squares, levo deljenje, [22]) ¢iji opis se moze naéi na

https://octave.sourceforge.io/octave/function/mldivide.html
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kao
alpha2 = x> \ y’
Sto daje alpha2 = 2.0000.
Vandermondova matrica se generiSe funkcijom vander koja je opisana na

https://octave.sourceforge.io/octave/function/vander.html

i za vektor rezultata merenja nezavisno promenljive x puna Vandermondova matrica se generise
sa
Vx0 = vander(x)

Valja uociti da su u implementaciji programa kolone Vandermondove matrice poredane redom
suprotnim od redosleda kolona u ovde koriséenoj definiciji , kao i u [I3], pa ¢e koeficijen-
ti polinoma uz vece stepene imati manje indekse. Ukoliko ovo predstavlja problem, dobijena
Vandermondova matrica se moze preurediti koris¢enjem funkcije £1ip ¢iji se opis moze nac¢i na

https://octave.sourceforge.io/octave/function/flip.html

kao
Vxl = flip(Vx0, 2)

Polinom reda k = n — 1 koji prolazi kroz svih n tacaka odredenih rezultatima merenja se
dobija kao
A=1Vx0 \ y’

Sto u nasem primeru daje Ay =0, Ay =21 Ag=0.

Uobi¢ajeno je da merenja sadrze redundantne tacke, da je prikupljeno viSe rezultata od
minimalnog broja tacaka potrebnih da bi se odredili koeficijenti polinoma kojim se modeluje
proces, da je k < n — 1. Tada se Vandermondova matrica (ili redukovana Vandermondova
matrica) odreduje kao

Vx = vander(x, k + 1)

Sto se slucaju k = 1, kada fitujemo pravu liniju, svodi na
Vx2 = vander(x, 2)

pa su koeficijenti polinoma
a=Vx2\ y’

sto daje a; = 21 ag = 0.

Problem racunanja koeficijenata polinoma koji optimalno fituje rezultate merenja je toliko
uobicajen da je moguce direktno doci do koeficijenata primenom funkcije polyfit ¢iji je opis
dat na

https://octave.sourceforge.io/octave/function/polyfit.html

i koja je implementirana bas zbog toga sto je problem toliko ¢est u praksi. Funkcija ima formu
polyfit(x, y, k)

gde su x iy vektori sa rezultatima merenja nezavisno i zavisno promenljive, dok je k red fitovanog
polinoma. Na datom primeru podataka, koeficijenti polinoma drugog reda koji prolazi kroz sve
tacke odredene rezultatima merenja se dobija iz

p2 = polyfit(x, y, 2)

Sto za rezultat daje priblizno p2 = [0 2 0], dok se fitujué¢i polinom prvog stepena, odnosno
prava linija koja najbolje fituje date podatke dobija iz

pl = polyfit(x, y, 1)
Sto za rezultat daje priblizno p1 = [2 0].
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7.2 Python

Problemi ¢ije je reSavanje prethodno prikazano primenom programa GNU Octave, moguce je
resiti i u programskom jeziku Python uz koris¢enje modula NumPy [24]. Ovde ¢e biti prikazano
koris¢enje funkcija koje implementiraju metode obrade rezultata merenja opisane u tekstu u
PyLab okruZenju, koje se iz komandne linije moZe pokrenuti koristeé¢i IPython [25] pozivom

ipython3 --pylab

a moguce je koristiti i Jupyter okruzenje [26] na razli¢itim platformama. U okviru Python
programa, PyLab okruzenje se dobija importovanjem modula pylab sa

from pylab import *

nakon ¢ega je moguce koristiti njegove funkcije.
Nizovi koji predstavljaju rezultate merenja u nasim primerima se zadaju sa

x = array([1, 2, 3])

y = array([2, 4, 6])

gde treba uociti da je zapeta neophodan separator izmedu elemenata, za razliku od GNU Octave
gde je blanko karakter dovoljan separator.
Srednja vrednost se dobija primenom funkcije mean ¢iji opis se moze naéi na

https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.mean.html

i na naSim primerima xs = mean(x) rezultuje sa xs = 2.0, dok ys = mean(y) rezultuje sa
ys = 4.0.
Standardna devijacija elemenata niza se moze odrediti pomocu funkcije std ¢iji je opis dat
na
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.std.html

ali za razliku od istoimene funkcije u GNU Octave, u ovom sluc¢aju se normalizacija podrazu-
mevano (by default) vrsi sa n, ne sa n — 1, dakle prema (29). Tako

sx = std(x)
rezultuje sa sx = 0.816496580927726, dok
sy = std(y)

rezultuje sa sy = 1.632993161855452, sto je bitno razli¢ito u odnosu na vrednosti koje je
istoimena funkcija dala na osnovu istih argumenata u programu GNU Octave.

Jedan (lo§) nacin za primenu Beselove korekcije je skaliranje rezultata koji daje funkcija std
faktorom koji zavisi od duzine niza, a koja se dobija funkcijom len

n = len(x)

pa je uz Beselovu korekciju vrednost standardne devijacije

ssx = sqrt(n / (n - 1)) * std(x)

Sto daje ssx ~ 11

ssy = sqrt(n / (n - 1)) * std(y)

13


https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.mean.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.std.html

sto daje ssy =~ 2.

Bolji na¢in za primenu Beselove korekcije je da procitate uputstvo za primenu funkcije
std u kome se opisuje dejstvo argumenta koji se zadaje preko parametra (keyword argument)
ddof (delta degrees of freedom) kojim se umanjuje imenilac normalizujuceg faktora za vrednost
parametra ddof, pa se za

sssx = std(x, ddof 1)

dobija ssx = 1.0, dok se za

sssy = std(y, ddof = 1)

dobija ssy = 2.0. Na ovaj nacin se program brze izvrSava u odnosu na prethodno opisan metod,
a uz to zadavanje parametra za normalizaciju omogucava i primenu drugih vrednosti, onih koje
optimizuju procenu standardne devijacije [27], a ne varijanse kako je dalo nase izvodenje [§].
Ovo je napredna tema koja ilustruje koliko je prikazana analiza uvodna i elementarna.

U modulu NumPy je vektorizacija drugacije sintaksno reSena u odnosu na GNU Octave, ope-
racije nad nizovima su podrazumevano po elementima (elementwise), pa se fitovanje konstante
proporcionalnosti jednostavno vrsi sa

alphal = sum(x * y) / sum(x**2)

sto daje alphal = 2.0, dok se reSavanje sistema linearnih jednacina u smislu najmanjeg kva-
dratnog odstupanja vrsi pozivom funkcije 1stsq opisane na

https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.linalg.lstsq.html

sa
alpha2 = 1stsq(x.reshape((n, 1)), y, rcond = None) [0] [0]

Sto za rezultat daje alpha2 = 2.0000000000000004. Ovaj rezultat se malo razlikuje od pret-
hodno dobijene vrednosti usled numericke greske postupka.

U PyLab okruzenju se Vandermondova matrica dobija pokretanjem funkcije vander koja je
opisana na

https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.vander.html
pa se puna Vandermondova matrica po vektoru x dobija kao
Vx0 = vander (x)

gde su elementi matrice dati u obrnutom redosledu kolona u odnosu na i na [I3]. Ukoliko
je redosled kolona od znacaja, matrica se moze preurediti primenom funkcije £1ip, sli¢cno kao
u programu GNU Octave, sa

Vx1 = flip(Vx0, 1)

ili primenom funkcije £1iplr sa
Vx2 = fliplr(Vx0)

Posle formiranja Vandermondove matrice se koeficijenti punog fituju¢eg polinoma koji pro-
lazi kroz sve merne tacke dobijaju kao

A = 1stsq(Vx0, y) [0]

sto daje A = [0, 2, 0]. Redukovana Vandermondova matrica na prve dve kolone (u skladu sa u
ovom tekstu koriSéenom notacijom prve dve kolone) se dobija sa

Vx3 = vander(x, 2)
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pa se koeficijenti optimalne fitujuce prave dobijaju preko
a = lstsq(Vx3, y) [0]

sto daje a =~ [2, 0].
Kao i kod programa GNU Octave, fitovanje polinoma je standardna funkcija, ve¢ imple-
mentirana, opis funkcije se moze naéi na

https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.polyfit.html

i ima opsti oblik
numpy.polyfit(x, y, k)

gde je X vektor vrednosti nezavisno promenljive, a Y vektor vrednosti zavisno promenljive. U
slucaju

p2 = polyfit(x, y, 2)

dobija se p2 = [0, 2, 0], dok se za

pl = polyfit(x, y, 1)

dobija p1 & [2, 0], §to u oba slu¢aja daje vezu izmedu promenljivih y = 2 z.

8 Zakljucak

U ovom tekstu je prvo razmatrana obrada ponovljenih rezultata merenja konstantne velic¢ine,
gde je pokazano da je njihova aritmeticka sredina optimalna vrednost koja minimizuje najmanje
kvadratno odstupanje. Potom je razmatran pojam standardne devijacije kojim se karakterise
rasipanje rezultata merenja, kao i Beselova korekcija koja optimalno estimira vrednost varijanse
rezultata merenja kada tacna vrednost nije poznata. U daljem tekstu je razmatrano fitovanje
medusobne zavisnosti dve veli¢ine polinomskim funkcijama, prvo proporcionalnom vezom, po-
tom linearnom funkcijom i na kraju polinomom proizvoljnog reda. ReSavanje predefinisanog
sistema linearnih jednacina u smislu minimizacije srednje kvadratne greske je prikazano, uvede-
na je Vandermondova matrica i pojam pseudoinverzne matrice (Moore-Penrose pseudoinverse)
koji generalizuje pojam inverzne matrice na matrice koje nisu kvadratne, a svodi se na pojam
inverzne matrice u slucaju invertibilne kvadratne matrice. Svim navedenim problemima je pri-
stupljeno kao posebnim slu¢ajevima opsteg problema optimizacije, koji ima mnogo Siri znacaj
od obrade rezultata merenja, pa ¢e ste¢ena znanja i iskustva imati Siru upotrebnu vrednost.

Na kraju, ali ne najmanje vazno (last, but not least), je prikazano kako se opisani postupci
implementiraju na digitalnom ra¢unaru opste namene isklju¢ivom primenom slobodnog softve-
ra. Ovde je naglaSena Cinjenica da su opisani postupci do te mere uobicajeni i standardni da su
ve¢ implementirani kao funkcije u programskim jezicima visokog nivoa namenjenim za obradu
numerickih podataka, pa da sam korisnik nema nikakvu potrebu da programira dok god kori-
sti standardne postupke. Stoga, u sluc¢aju primene poznatih i Siroko rasprostranjenih metoda
obrade podataka ima smisla prouciti ve¢ dostupne programe, posto ima dobrih izgleda da su
potrebni metodi ve¢ implementirani, a implementacija optimizovana.
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Dodatak

GNU Octave source code

# rezultati merenja
= [1, 2, 3]
[2 4 6]

< X
I

# srednje vrednosti
xs = mean(x)
ys = mean(y)

# standardne devijacije
sx = std(x)
sy = std(y)

# fitovanje konstante proporcionalnosti

alphal = sum(x .* y) / sum(x."2)
alpha2 = x’ \ y’

# Vandermondova matrica
Vx0 = vander (x)
Vx1 = flip(Vx0, 2)

# fitovanje polinoma
A=1Vx0 \ y’

# fitovanje linearne funkcije
Vx2 = vander(x, 2)
a="Vx2\ y’

# direktno fitovanje polinoma
p2 = polyfit(x, y, 2)
pl = polyfit(x, y, 1)
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Python source code

from pylab import *

# rezultati merenja

x = array([1, 2, 3])
y = array([2, 4, 6])
# srednje vrednosti
xs = mean(x)
ys = mean(y)

# standardne devijacije
sx = std(x)
sy = std(y)

# standardne devijacije, Beselova korekcija
n = len(x)

ssx = sqrt(n / (n - 1)) * std(x)

ssy = sqrt(n / (n - 1)) * std(y)

# standardne devijacije, Beselova korekcija, implementirano
std(x, ddof 1)
std(y, ddof = 1)

sssx
sssy

# fitovanje konstante proporcionalnosti
alphal = sum(x * y) / sum(x**2)
alpha2 = lstsq(x.reshape((n, 1)), y, rcond = None) [0] [0]

# Vandermondova matrica

Vx0 = vander(x)
Vxl = flip(Vx0, 1)
Vx2 = fliplr(Vx0)

# fitovanje polinoma
A = 1stsq(Vx0, y, rcond = None) [0]

# fitovanje linearne funkcije
Vx3 = vander(x, 2)
a = 1stsq(Vx3, y, rcond = None) [0]

# direktno fitovanje polinoma
p2 = polyfit(x, y, 2)
pl = polyfit(x, y, 1)
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